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АНОТАЦIЯ

Войтович Х. О. Апроксимацiйнi та асимтотичнi властивостi

функцiй з просторiв Гардi в деяких областях. — Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за

спецiальнiстю 111 — ”Математика” (Галузь знань 11 - ”Математи-

ка та статистика”). — Дрогобицький державний педагогiчний унi-

верситет iменi Iвана Франка, Львiвський нацiональний унiверситет

iменi Iвана Франка, Дрогобич, 2020.

Дисертацiя складається зi вступу, 4 роздiлiв, висновкiв до ко-

жного з роздiлiв i загальних висновкiв, списку використаних дже-

рел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сфор-

мульовано мету, завдання, об’єкт, предмет та методи дослiджен-

ня. Також, обґрунтовано наукову новизну та практичне значення

отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими програмами,

планами, темами кафедри та особистий внесок автора дисертацiї.

Наведено список конференцiй i наукових семiнарiв, на яких апробо-

вано результати дисертацiйного дослiдження та список публiкацiй,

в яких опублiковано основнi результати дисертацiї.

Дисертацiйне дослiдження присвячене питанням асимптотичних

та апроксимацiйних наближень у просторах аналiтичних функцiй

та їх застосуванням в теорiї iнформацiї.

У дисертацiйнiй роботi основним об’єктом дослiдження є класи-

чнi простори Гардi, ваговi простори Гардi та простори Пелi - Вiнера.

У першому роздiлi дисертацiї мiститься огляд лiтератури за те-
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мою дисертацiї i описанi важливi вiдомостi з iсторiї розвитку дослi-

джень класичних просторiв Гардi, вагових просторiв Гардi, просто-

рiв Пелi - Вiнера, теорiї сигнальних процесiв, теорiї фiльтрiв Вiнера

та перетворення Гiльберта. Також, описанi основнi результати ди-

сертацiї.

У другому роздiлi розглядаються проблеми розщеплення фун-

кцiй у просторi Пелi - Вiнера W 1
σ на суму двох функцiй, модуль

яких є ”великим” у верхнiй та нижнiй пiвплощинi вiдповiдно. Про-

стiр W p
σ , σ > 0, є простором Пелi - Вiнера, тобто простором цiлих

функцiй f експоненцiйного типу ≤ σ, якi належать Lp(R).
Функцiю f , що належить простору Пелi - Вiнера W 1

σ розгляда-

ємо у виглядi

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (ck) ∈ l1.

Ми розглядаємо наступну проблему.

Проблема А. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливе розще-

плення f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в

C+ = {z : ℜz > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

Зауважимо, що якщо розв’язок Проблеми А iснує, то вiн не є

єдиним. Один iз розв’язкiв дослiджувала Т. I. Гiщак. Функцiя за-

пропонована Гiщак Т. I. є цiлою функцiєю експоненцiйного типу σ

в пiвплощинi C+.

Основнi результати пiдроздiлу 2.1 представленi в Теоремi 2.1 та

Наслiдку 2.1. Показано, що розв’язок Проблеми А iснує при умовi,

що всi коефiцiєнти Фур’є ck, k > 0, дорiвнюють нулю.

В пiдроздiлi 2.2 мiстяться результати щодо проблеми розщепле-
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ння функцiй у верхнiй та нижнiй пiвплощинi. Центральне мiсце у

пiдроздiлi 2.2 займає наступна проблема.

Проблема B. Чи можливе розщеплення кожної функцiї

f ∈ W 1
σ у виглядi f = χ + µ, де χ i µ є цiлими функцiями i

χ ∈ Ep[C(0; π)], µ ∈ E1[C(−π; 0)]?
В Теоремi 2.4 стверджується, що для функцiї з простору Пе-

лi - Вiнера W 1
σ , iснує розв’язок проблеми розщеплення, якщо для

коефiцiєнтiв з послiдовностi (ck) ∈ l1 виконується рiвнiсть

c2k = −c2k+1. Проблема В є аналогом задачi розщеплення функцiй,

яку розглядав В. М. Дiльний, для випадку p = 1.

У пiдроздiлi 2.3 отриманi умови iснування розв’язку проблеми

розщеплення для цiлої функцiї як завгодно малого експоненцiйного

типу α > 0 в комплекснiй пiвплощинi.

Цiлою функцiєю експоненцiйного типу α > 0 в пiвплощинi

C− = {z : ℜz < 0} називатимемо цiлу функцiю для якої виконує-

ться умова

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z|

i дана умова не виконується якщо замiнити число α на менше.

Проблема С. Чи для кожної функцiї f ∈W 1
σ , можливе розще-

плення f = χ̂+ µ̂, де функцiї χ̂ i µ̂ є цiлими функцiями як завгодно

малого, наперед заданого експоненцiйного типу α > 0 в C−?

Основнi результати пiдроздiлу 2.3 сформульованi в Теоремi 2.5

та Теоремi 2.6. У кожному з пiдроздiлiв наведенi приклади цiлих

функцiй, якi визначають розв’язок згаданих вище проблем.

В роздiлi 3 дослiджується теорiя фiльтрiв Вiнера, зокрема, роз-



7

глядається аналог класичної теорiї фiльтрiв Вiнера для випадку

пiвсмуги в комплекснiй областi. У пiдроздiлi 3.1 розглядається по-

становка однiєї з важливих проблем обробки сигналiв, а саме: ви-

значити невiдомий фiльтр (”чорну скриньку”), який трансформує

вхiдний сигнал в певний вихiдний сигнал. Ми розглядаємо дану

проблему для випадку невiдомого фiльтру f в пiвсмузi

Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0 i основною метою є по-

будувати всi можливi сигнали, якi анулюють фiльтри при деяких

природних умовах. У Теоремi 3.2 показано, що розв’язок проблеми

iдентифiкацiї нетривiальностi фiльтру можливий при умовах, що

iснує сигнал, який не допускає голоморфне продовження до цiлої

функцiї або допускає, але воно є екстремально великим. У пiдроздi-

лi 3.2 наведенi деякi допомiжнi леми типу Фрагмена - Лiндельофа

i викладено доведення Теореми 3.2.

Останнiй, четвертий роздiл, присвячений дослiдженням пере-

творення Гiльберта в просторi Пелi - Вiнера.

У пiдроздiлi 4.1 отримано критерiй обмеженостi перетворення

Гiльберта. Встановлено умови за яких перетворення Гiльберта фун-

кцiї з простору Пелi - Вiнера W 1
σ належить простору L1(R). Ре-

зультат отримано в термiнах розщеплення функцiї на суму двох

функцiй, кожна з яких належить простору H1 у верхнiй та ни-

жнiй комплекснiй пiвплощинi вiдповiдно. У пiдроздiлi 4.2, на основi

отриманих результатiв (Теорема 4.1), наведено два простi способи

обчислення перетворення Гiльберта.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими,

вони мають теоретичний характер та можуть бути використанi у
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функцiональному та комплексному аналiзi, теорiї диференцiальних

рiвнянь, теорiї ймовiрностей. Отриманi результати становлять пев-

ний iнтерес i для дослiджень в теорiї iнформацiї.

Ключовi слова: цiла функцiя, аналiтична функцiя, простори

Гардi, простори Пелi - Вiнера, розщеплення функцiї, ваговi просто-

ри Гардi, перетворення Гiльберта, сигнальнi процеси, амплiтудний

спектр, перетворення Фур’є, фiльтр, згортка.
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ABSTRACT

Voitovych Kh. O. Approximate and asymptotic properties of functi-

ons in Hardy spaces on some domains. — Qualifying scientific work on

the rights of the manuscript.

The thesis consists of an introduction, 4 sections, conclusions to each

section and the general conclusions and the list of used references. The

introduction substantiates the relevance of the research topic, highli-

ghts the purpose, task, subject, object and methods of the research. It

also substantiates the scientific novelty, the practical significance of the

obtained results, the relationship of manuscript with scientific topics

and plans and the personal contributions of the author of the thesis.

The introduction lists the conferences and scientific seminars where the

results of the thesis where reported; it lists the publications in which

the main results of the thesis where published.

The thesis is devoted to questions of approximation and asymptotic

in spaces of analytical functions and their applications in information

theory.

The main objects of investigation are the classic Hardy spaces, wei-

ghted Hardy spaces and Paley - Wiener spaces.

The first section of the thesis is introductory and contains a review

of the literature and describes the important facts from classic Hardy

spaces, weighted Hardy spaces, Paley - Wiener spaces, signal processi-

ng, Wiener filtering theory and Hilbert transform. Also described the

main results of the thesis.

In second section we considered the problems of decomposition of
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functions in the Paley - Wiener spaceW 1
σ into the sum of two functions,

each of them being ”large” only in upper and lower half-planes. The

Paley - Wiener space W p
σ , σ > 0, is the space of entire functions f of

exponential type ≤ σ belonging to Lp(R).
Function f ∈ W 1

σ is considered as

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (ck) ∈ l1.

We researched the following problem.

Problem A. Do functions f ∈ W 1
σ , 1 ≤ p ≤ 2, admit the

decomposition f = χ+ µ, with entire functions in C+ = {z : ℜz > 0},
where χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π

2 ; 0)]?

One of the solution of the Problem A was researched by T. I. Hi-

schak. One of the solutions was investigated by T. I. Hischak. The

function proposed by T. I. Hischak is an entire function of exponential

type σ in half-plane C+.

The main results of subsection 2.1 where provided in Theorem 2.1

and Corollary 2.1. We found that there exists the solutions of the

Problem A if all Fourier coefficients ck, k > 0, are equal to zero.

In subsection 2.2 the results concerning the problem of decompositi-

on of functions in upper and lower half-planes for the case are contained.

The key element in subsection 2.2 is the following problem.

Problem B. Is it possible to decompose each f ∈ W 1
σ , 1 ≤ p ≤ 2,

as f = χ + µ where χ, µ are entire functions and χ ∈ Ep[C(0; π)],
µ ∈ Ep[C(−π; 0)]?

In theorem 2.4 we proved that for the function f there exists a
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solution of the Problem B if (ck) ∈ l1 and c2k = −c2k+1. This problem

is an analogue of the decomposition problem which was investigated by

V. M. Dilnyi for the case p = 1. Furthermore, in subsection 2.3 were

obtained the solution of the decomposition problem for functions with

small exponential type α > 0 in half - plane. We say that an entire

function f is an entire function of exponential type α in half-plane

C− = {z : ℜz < 0} if

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z|

and the above inequality is false if replace the number α by a smaller

one.

Problem C. Do functions f ∈ W 1
σ , admit decomposition

f = χ̂+µ̂, where χ̂ and µ̂ are entire functions with any small exponenti-

al type α > 0 in C−?

The main results of subsection 2.3 where provided in Theorem 2.5

and Theorem 2.6. Every subsection provides examples of entire functi-

ons for which there exists the solutions of the above problems.

The third section deals with Wiener filtering theory. We consider the

analogue of the classic Wiener filtering theory to a half-strip of complex

domain. In subsection 3.1 we analyzed the major problem of signal

processing: to determine an unknown filter (”black box”); in particular,

to reconstruct, if possible, a filter knowing the energy densities of an

input-output pair. We consider the above problem for the case of an

unknown filter f on the half-strip Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0.

The main task of this section is to construct all detecting signals under

some natural conditions. In Theorem 3.2 we proved that if signal does
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not admit a holomorphic continuation as an entire function or it admit

a holomorphic continuation, but this continuation is extremely large,

then there exists the solution of the filtering identification problem. In

subsection 3.2 some auxiliary lemmas of Phragmen - Lindelof type were

demonstrated and Theorem 3.2 was proved.

The last fourth section is devoted to the investigations of the Hilbert

transform on the Paley - Wiener space. In subsection 4.1 is obtained a

boundedness criterion for the Hilbert transform on the Paley - Wiener

space. The results was found in terms of decomposition functions into

the sum of two functions each of them belonging to the Hardy space

H1 in upper and lower half-plane respectively. Two simple methods of

evaluation of the Hilbert transform were shown in the research basing

on the reserved result.

The results of the dissertation are new and have theoretical meani-

ng. They can be used in complex and functional analysis, differential

equation, probability theory. They are of some interest for information

theory as well.

Keywords: entire function, analytic function, Hardy space, Paley -

Wiener space, decomposition, weighted Hardy space, signal processing,

convolution, Fourier transform, amplitude spectrum, filter.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• C+ = {z : Re z > 0} — права комплексна пiвплощина

• C− = {z : Re z < 0} — лiва комплексна пiвплощина

• C+ = {z : Im z > 0} — верхня комплексна пiвплощина

• C− = {z : Im z < 0} — нижня комплексна пiвплощина

• Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi у правiй пiвплощинi,

тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй f , для

яких

||f || := sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy


1/p

< +∞

• Hp(C−), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi у лiвiй пiвплощинi,

тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C− функцiй f , для

яких

||f || := sup
x<0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy


1/p

< +∞

• D = {z : |z| < 1}
• Hp(D), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi в одиничному крузi,

тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй f , для

яких

∥f∥p := sup
r∈(0;1)


2π∫
0

|f
(
reiφ

)
|pdφ

 < +∞

• Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, простiр Гардi аналiтичних в C+ = {z :

ℜz > 0} функцiй f , для яких

||f ||p = sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy

 < +∞
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• h iнтегральна гранична функцiя функцiї f ∈ Hp
σ(C+), яка ви-

значається з точнiстю до адитивної сталої в точках неперерв-

ностi рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy

• Ep[C(α; β)], 0 < β−α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр аналiтичних

функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} для яких

sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f (reiφ)|dr


1/p

< +∞

• Ep[Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, простiр аналiтичних функцiй в

областi Dσ, для яких виконується наступна умова

∥f∥ := sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞

• W p
σ , p ≥ 1, σ > 0, — простiр Пелi-Вiнера, тобто простiр цiлих

функцiй експоненцiйного типу ≤ σ, що належать Lp(R). Його

можна визначити i як клас цiлих функцiй, якi задовольняють

умову

||f || := sup
φ∈(0;2π)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞

• T = {z ∈ C : |z| = 1} одиничне коло в комплекснiй площинi C

• Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0.

• D∗
σ = C\Dσ
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• Ep[D∗
σ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, простiр аналiтичних функцiй в

D∗
σ, для яких

∥f∥ := sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в D∗
σ
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Теорiя просторiв Гардi Hp бере свiй по-

чаток у працях Дж. Лiтлвуда, Г. Гардi, I. Привалова та М. Рiсса у

10-20-их роках минулого столiття.

У 1906 роцi П. Фату довiв, що будь яка обмежена i голоморфна

функцiя f в одиничному крузi D = {z ∈ C : |z| < 1}, яка не є тото-

жним нулем, не перетворюється в нуль на довiльнiй дузi додатної

мiри ∂D за умови, що вона має на цiй дузi недотичнi (кутовi грани-

чнi) значення. У 1915 роцi, Г. Гардi започаткував теорiю просторiв

Гардi Hp, показавши, що логарифм норми функцiї θ → f (reiθ) в

просторi Lp[−π; π] є опуклою функцiєю вiд ln r, 0 < r < 1. Г. Гардi

та Дж. Лiтлвуд дослiдили деякi основнi властивостi просторiв ви-

користавши максимальну функцiю (максимальний оператор), яка

пов’язує функцiю з її радiальною границею на межi круга. В пра-

цi А. Зiгмунда ”Тригонометричнi ряди” систематизовано вiдомостi

про простiр Hp в контекстi функцiй комплексної змiнної.

В 1949 роцi А. Бьорлiнг встановив твердження про апроксима-

цiю функцiй з класу Гардi в одиничному крузi скiнченними лiнiй-

ними комбiнацiями функцiй системи {G(z)zn : n ∈ Z+}. П. Лакс

описав цi результати для випадку пiвплощини. Теорiя просторiв

Гардi поєднує в собi методи функцiонального аналiзу, теорiї аналi-

тичних функцiй та iнтегралiв Лебега, що створює потужний iнстру-

мент для багатьох застосувань вiд принципу максимуму модуля та

аналiзу Фур’є до дзета функцiї Рiмана та обробки сигналiв.

Кiлькома роками ранiше, в 1905 роцi, в роботi Д. Гiльберта бу-
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ло показано, що функцiя cosωt є перетворенням Гiльберта функцiї

cosωt i що ±π
2 є оператором фазового зсуву. У 1928 роцi М. Рicс до-

вiв, що перетворення Гiльберта є обмеженим лiнiйним оператором

на Lp(R) при 1 < p < +∞. А. Зiгмунд та А. Кальдерон узагаль-

нили цей результат для перетворення Гiльберта в багатовимiрному

випадку. Теорiя перетворень Гiльберта послужила основою до ви-

вчення сингулярних iнтегралiв у n-вимiрному евклiдовому просто-

рi. Це перетворення має дуже тiсний зв’язок з деякими областями

комплексного аналiзу i вiдiграє iстотну роль у теорiї перетворень

Фур’є рiзного типу функцiй. Перетворення Гiльберта є ключовим

в характеристицi операторiв, якi комутують з трансляцiйними опе-

раторами.

Практичними застосуваннями перетворення Гiльберта займали-

ся М. Арнiсон, К. Когсвел, Н. Смiт, П. Фекет, Р. Дафiн, Дж. Де-

вiс, Д. Макнамара, Д. Коттрел, С. Хан, Дж. Гiнойоса, К. Майкус,

Дж. Карл, В. Мадич та iншi.

Дослiдження перетворення Гiльберта є одним iз найважливiших

в теорiї обробки сигналiв. Проте, не менш важливе мiсце у цiй те-

орiї займає i теорiя фiльтрiв Вiнера, яка бере свiй початок в 40-их

роках XX столiття. Фiльтр Вiнера використовується для отрима-

ння оцiнки процесу за допомогою лiнiйного незалежного вiд часу

фiльтрування спостережуваного зашумленого процесу вважаючи

вiдомими спектри сигналу i шуму (тестового сигналу). Цей фiльтр

мiнiмiзує середню квадратичну похибку мiж передбачуваним ви-

падковим процесом та корисним процесом. Фiльтр Вiнера є важли-

вим для застосувань в комунiкацiйних технологiях, обробцi зобра-
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жень та цифровiй обробцi сигналiв. Коло iдей щодо застосувань те-

орiї фiльтрiв Вiнера описано в працях Дж. Маркiнеса, Р. Геусденса,

Р. Хендiкса, Е. Сейдича, I. Джуровича, Л. Станковича, Дж. Проа-

кiса, М. Гаєса, Р. Гонгалеса, Р. Вудса та iнших.

Важливе мiсце у теорiї аналiтичних функцiй займають дослi-

дження вагових узагальнених просторiв Гардi. Ваговий простiр

Гардi Hp
σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ σ < +∞, тобто простiр аналi-

тичних функцiй, якi характеризуються експоненцiйним ростом в

правiй пiвплощинi, дослiджував у своїх працях Б. В. Винницький.

Цей простiр є не лише узагальненням простору Гардi у пiвплощинi,

а й аналогом простору Пелi - Вiнера W p
σ для пiвплощини. Проте,

виявилося, що властивостi просторiв Hp
σ(C+), 0 < σ < +∞, мають

значнi вiдмiнностi вiд властивостей просторiв у неваговому випад-

ку σ = 0. Зокрема, у ваговому випадку швидке зростання функцiї

по уявнiй осi має зв’язок з її швидким спадання по дiйснiй пiвосi.

Простiр W p
σ складається з цiлих функцiй експоненцiйного ти-

пу ≤ σ, що належить Lp(R). Як показано К. Еофф, простiр W 1
σ

можна вважати реалiзацiєю дискретного простору Гардi. Прийоми

та методи дослiджень просторiв Пелi - Вiнера W p
σ використовую-

ться при дослiдженнi об’єктiв у багатьох роздiлах математики, а

його властивостi є добре вивченими. Теорема Вiттакера - Найквi-

ста - Котельникова - Шеннона, яка описує функцiї з простору W p
σ ,

є базовою в теорiї передачi iнформацiї.

Зображення математичних об’єктiв у виглядi суми об’єктiв з

простiшими властивостями є одним з основних способiв дослiдже-

ння у математицi. Б. В. Винницький, Т. I. Гiщак, В. М. Дiльний,
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Л. Еренпрайс, Ю. I. Любарський, I. Е. Чижиков та Р. С. Юлмуха-

метов займалися задачами про зображення просторiв аналiтичних

функцiй у виглядi добутку чи суми двох об’єктiв простiшої приро-

ди. Однiєю з них є задача про розщеплення функцiй з простору W p
σ

на суму двох, кожна з яких ”велика” тiльки в певнiй областi.

У комплексному та функцiональному аналiзi, теорiї ймовiрно-

стей та теорiї диференцiальних рiвнянь результати дослiджень про-

сторiв Гардi мають численнi застосування. Окрiм цього, важливим

є i їх застосування у таких прикладних напрямках як: квантова

фiзика, теорiя iнформацiї, теорiя керування та теорiя обробки си-

гналiв. Цими дослiдженнями займалися Бом А., Буї Г., Браянт П.,

Антуан Ж., Бiшоп Р., Вiкрамасекара С., Монiх У., Бохе Г., Стю-

арт Б, Фернандес - Кара Е., Зуазуа Е., Бельман Р., Террелл В. та

iншi.

Беручи до уваги наведенi вище факти актуальнiсть дослiдже-

ння асимптотичних та апроксимацiйних властивостей функцiй з

просторiв Гардi є безсумнiвною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана на кафедрi математики Навчально - наукового iн-

ституту фiзики, математики, економiки та iнновацiйних технологiй

Дрогобицького державного педагогiчного унiверситету iменi Iвана

Франка. Напрямок дослiджень обраний у вiдповiдностi до наукової

тематики ”Асимптотичнi та аналiтичнi властивостi голоморфних

функцiй i їх застосування” та передбачений планами наукової робо-

ти кафедри математики Дрогобицького державного педагогiчного



23

унiверситету iменi Iвана Франка.

Мета й завдання дослiдження.

Метою дисертацiйного дослiдження є дослiдження асимптоти-

чних та апроксимацiйних властивостей функцiй з просторiв Гардi

та їх застосування в теорiї iнформацiї та функцiональному аналiзi.

Об’єктом дослiдження є класичнi простори Гардi, ваговi простори

Гардi та простори Пелi - Вiнера.

Предметом дослiдження є властивостi функцiй iз просторiв аналi-

тичних функцiй.

Задачi дослiдження:

1. отримати критерiй розв’язку проблеми розщеплення функцiй

у просторi W 1
σ ;

2. розв’язати проблему розщеплення функцiй у кутi для просто-

ру Пелi - Вiнера за умови певної регулярностi коефiцiєнтiв;

3. встановити умови iснування розв’язку проблеми розщеплення

для функцiй як завгодно малого експоненцiйного типу у пiв-

площинi;

4. встановити критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в

просторi W 1
σ в термiнах розщеплення;

5. розв’язати задачу iдентифiкацiї нетривiальностi фiльтру у

просторi Гардi в пiвсмузi.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач ви-

користовуються методи математичного i комплексного аналiзу, а

також деякi прийоми з праць А. М. Сєдлєцкого, В. Я. Лєвiна,

Б. В. Винницького, В. Л. Шарана, В. М. Дiльного, Т. I. Гiщак.



24

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi основнi науко-

вi результати, якi одержанi в дисертацiї, є новими i полягають в

наступному:

— отримано критерiй розв’язку проблеми розщеплення у просто-

рi W 1
σ ;

— розв’язано проблему розщеплення функцiй у кутi для просто-

ру Пелi - Вiнера за умови певної регулярностi коефiцiєнтiв;

— встановлено умови iснування розв’язку проблеми розщеплен-

ня для функцiй як завгодно малого експоненцiйного типу в

пiвплощинi;

— встановлено критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в

просторi W 1
σ в термiнах розщеплення;

— розв’язано задачу iдентифiкацiї нетривiальностi фiльтру у

просторi Гардi в пiвсмузi.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi резуль-

тати, отриманi в дисертацiйнiй роботi носять теоретичний характер

i можуть знайти застосування у теорiї функцiй. Також, вони є пев-

ним внеском у розвиток теорiї iнформацiї.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної ро-

боти отриманi її автором самостiйно. У статтях, написаних у спiв-

авторствi, спiвавтору належить постановка задачi та загальне ке-

рiвництво.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апро-

бовано на таких конференцiях i наукових семiнарах:
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1) мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Алгебраїчнi та геометри-

чнi методи аналiзу” (Одеса, 31 травня - 5 червня 2017 року);

2) мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвя-

ченiй 125-рiччю Стефана Банаха (Львiв, 18–23 серпня 2017 року);

3) мiжнароднiй науковiй та методичнiй конференцiї ”Modern sci-

entific and methodical issues of mathematics in higher school” (Київ,

21 - 22 червня 2018 року);

4) мiжнароднiй конференцiї ”Banach spaces and their applications”

(Львiв, 26 - 29 червня 2019 року);

5) мiжнароднiй конференцiї ”Infinite dimentional analysis and

topology” (Iвано-Франкiвськ, 16 - 20 жовтня 2019 року);

6) мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Алгебраїчнi та геометри-

чнi методи аналiзу” (Одеса, 26-30 травня, 2020 року);

7)науковому семiнарi кафедри математики в Дрогобицькому

державному педагогiчному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiв-

ники проф. Б. В. Винницький, В. М. Дiльний);

8) львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй

(керiвник проф. О. Б. Скаскiв).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у 4 ста-

ттях у виданнях, у яких слiд публiкувати результати дисертацiї,

зокрема 2 – у закордонних виданнях, 2 – з бази даних SCOPUS

(з них 1 у виданнi другого квартилю Q2) i у 6 тезах мiжнародних

конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з ано-

тацiї, перелiку умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, розбитих на
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пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує

122 найменування та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 147

сторiнок, обсяг списку використаних джерел — 13 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ I

ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1 Огляд лiтератури

1.1.1 Простори Гардi. Простори аналiтичних функцiй вiдi-

грають важливе значення не лише у функцiональному аналiзi, а

й у сучаснiй математицi (як чистiй, так i прикладнiй) в цiлому. В

комплексному аналiзi простори Гардi є одними iз найважливiших

прикладiв просторiв аналiтичних функцiй. Як правило, вони роз-

глядаються в таких областях як круг i пiвплощина.

Простором Гардi Hp(D), 1 ≤ p < +∞, називається простiр ана-

лiтичних в одиничному крузi D = {z : |z| < 1} функцiй f , для

яких

||f ||p := sup
r∈(0;1)


2π∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞.

Також, простором Гардi H∞(D) є простiр аналiтичних функцiй f ,

обмежених в D з нормою

||f || = sup{|f (z)| : z ∈ D}.

У цiй роботi ми зазвичай розглядаємо простори Гардi в пiвплощинi.

В [65] простiр Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, визначається як простiр

Гардi аналiтичних в C+ = {z : ℜz > 0} функцiй f таких, що

||f ||p = sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy

 < +∞.
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А. Сєдлєцкий запропонував наступне означення простору Гардi в

правiй пiвплощинi [20].

Теорема 1.1. Простiр Hp (C+), 1 ≤ p < +∞, спiвпадає з просто-

ром аналiтичних в C+ функцiй f , для яких

||f ||p∗ = sup
φ∈(−π

2 ;
π
2 )


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞.

Однiєю з характерних властивостей для функцiй з просторiв

Гардi [10], [11], [65], [46] є наявнiсть майже скрiзь на ∂C+ кутових

граничних значень f (iy), причому функцiя f належить простору

Lp(∂C+) i

||f ||pHp(C+)
=

+∞∫
−∞

|f (iy)|pdy.

Також, функцiя f ∈ Hp(C+) має iнтегральну граничну функцiю

h. Функцiя h з точнiстю до адитивної сталої i значень в точках

неперервностi [48], [3] може бути визначена

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy. (1.1)

Зазначимо, що функцiя h є незростаючою i h′(t) = 0 майже скрiзь

на R.

В першiй половинi XX ст. Лаврентьєв М. А. [15], Келдиш М. В.

[60], Привалов I. I. [19] та Смiрнов В. I. [98] вивчали простори Смiр-

нова Ep для областi комплексної площини. Цiкавим є те, що про-

стори Смiрнова спiвпадають з вiдповiдними просторами Гардi для

випадку одиничного круга.
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Позначимо через Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞,

простiр аналiтичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} для

яких

sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f (reiφ)|dr


1/p

< +∞.

Також всюди на ∂C(α; β) функцiї f ∈ Ep[C(α; β)] [12] мають кутовi

граничнi значення i f ∈ Lp[C(α; β)].
Нехай Ep[Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, це простiр аналiтичних

функцiй в областi Dσ, для яких виконується наступна умова

∥f∥ := sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в Dσ.

Солдатов А. П., Аветисян К. Л., Власов В. I., Болл Дж., Бо-

лотнiков В., Шрестха Х., Челендар I., Партiнгтон Дж., Кву В.,

Данг Р. [99], [1], [8], [9], [33], [96], [38], [85] дослiджували ваговi про-

стори Гардi для випадку одиничного круга. Ваговi узагальнення

просторiв Гардi для пiвплощини розглянутi в працях М. Розенблю-

ма та Дж. Ровняка [90], Дж. Бенедетто та Х. Хейнiга [26], П. Ру-

нi [88], Дж. Гарсiї - Куерви [53], С. Кiслякова [63].

Винницький Б. В. дослiджував [5] простiр функцiй Hp
σ(C+),

0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, аналiтичних в C+ для яких

||G|| := sup
−π

2<φ<
π
2


+∞∫
0

|G(reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr


1/p

< +∞.

В [42] встановлено еквiвалентне означення вагового простору Гардi
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Hp
σ(C+). Простором H̃p

σ(C+), σ > 0, 1 6 p < +∞, називається

простiр аналiтичних у C+ функцiй, для яких

||f ||H̃p
σ
:=max

sup
y∈R


+∞∫
0

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dx

 ;

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dy




1/p

< +∞.

Теорема 1.2 ( [42]). Простори Hp
σ(C+) та H̃p

σ(C+), σ > 0,

1 6 p < +∞, спiвпадають, причому норми || · ||Hp
σ

та || · ||H̃p
σ

є

еквiвалентними.

В [4] i [104] розглядали просториH∞
σ (C+) аналiтичних в C+ фун-

кцiй, для яких

sup
z∈C+

{
|G(z)|e−σ| Im z|

}
< +∞.

У вищезазначених працях Б. В. Винницького та В. Л. Шарана опи-

санi нулi, сингулярнi граничнi значення та кутовi граничнi значен-

ня функцiй з просторiв Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞.

В [7] були отриманi необхiднi умови циклiчностi функцiй в про-

сторi Hp
σ(C+). Дiльний В. М. [13] показав, що для функцiй з про-

стору Hp
σ(C+) швидке зростання її модуля на межi еквiвалентне

швидкому спаданню по додатнiй осi модуля. Цi результати засто-

совуються для дослiдження рiвнянь типу згортки та дослiдження

циклiчностi функцiї. Також можливим є їх використання в теорiї

рядiв Дiрiхле, яку дослiджували А. Ф. Лєонтьєв [18], А. М. Гайсин,

Н. Н. Аiткужина [52], [51], М. М. Шеремета [21], О. Б. Скаскiв [97],

А. О. Куриляк, Н. Ю. Стасiв [64].
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М. Птак та В. Млоцек вивчали [76] рефлексивнiсть пiдпросторiв

операторiв Теплiца в просторi Гардi у верхнiй пiвплощинi.

Використання просторiв Гардi в квантовiй фiзицi описанi в пра-

цях А. Бома, Г.Буї [30], П. Браянта [31], Ж. Антуана, Р. Бiшопа та

С. Вiкрамасекари [24].

1.1.2 Простори Пелi - Вiнера. Зображення математичних

об’єктiв у виглядi суми об’єктiв з простiшими властивостями є

одним з основних способiв дослiдження у математицi. Вiдомими

у теорiї аналiтичних функцiй є дослiдження описанi в працях

Р. С. Юлмухаметова [111], [112], Ю. I. Любарського [66], I. Е. Чи-

жикова [39], В. М. Дiльного [43], Т. I. Гiщак [44] про представлення

функцiональних просторiв як сума чи добуток двох простiших.

Ми позначаємо через W p
σ , σ > 0, простiр Пелi - Вiнера - простiр

цiлих функцiй f експоненцiйного типу ≤ σ, що належать Lp(R).
Простiр W p

σ може бути визначений [16] i як простiр цiлих функцiй,

що задовольняють умову

∥f∥ := sup
φ∈(0;2π)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

Цей простiр є банаховим вiдносно вказаної норми для випадку

p = 1.

Фундаментальними в теорiї просторiв Пелi - Вiнера є наступнi

твердження [82].

Теорема Пелi - Вiнера. Простiр W 2
σ збiгається з простором
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функцiй f , що зображаються як

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(t)eitzdt, φ ∈ L2(−σ;σ). (1.2)

Для p = 1 аналогiчне твердження встановлене Р. Боасом [28] та

(в iншiй формi) Г. З. Бером [2]. Також вiдомий аналог для випадкiв

1 < p < 2 [68].

Теорема Бера. Простiр W 1
σ збiгається з простором функцiй

f , що зображаються як (1.2), де

φ(t) =

+∞∑
k=−∞

cke
− ikπt

σ , (ck) ∈ l1 (1.3)

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

1 + k2

∣∣∣∣∣ < +∞.

К. Еофф розглядала простiр W 1
π [47] як клас функцiй представ-

лених у виглядi кардинального ряду

f (z) =

√
2

π

+∞∑
n=−∞

cn
sinπz

z − n
. (1.4)

У роботах Б. В. Винницького, В. М. Дiльного та Т. I. Гiщак [44]

розглядалася проблема розщеплення функцiй з простору Пелi - Вi-

нера W 1
σ на суму двох функцiй, кожна з яких характеризується

тим, що її модуль є ”великим” вiдповiдно у верхнiй та нижнiй пiв-

площинi. Зокрема, в [105] Винницький Б. В., Шаран В. Л. та Шепа-

рович I. Б. дослiджували проблему iнтерполяцiї функцiї експонен-

цiйного типу в пiвплощинi. Отриманi результати можна застосува-

ти для знаходження аналогу тотожностi 2 cos z = exp(−iz)+exp(iz)

для кожної функцiї експоненцiйного типу в пiвплощинi.
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У своїй роботi [43] Дiльний В. М. розглянув наступну проблему

розщеплення:

Проблема 1. Чи кожна функцiя f ∈ W p
σ , 1 ≤ p ≤ 2, допускає

зображення f = f2−f3 для цiлої функцiї f2, що задовольняє умову

B(0; π), де

B(α̂; β̂) : sup
φ∈(α̂;β̂)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr


1
p

< +∞

i f3, що задовольняє умову B(π; 2π)?

Для Проблеми 1 сформульовано критерiй розв’язностi при p = 1

i показано, що f належить простору W p
σ тодi i тiльки тодi, коли

функцiя має вигляд

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (1.5)

де (ck) ∈ l2 i
+∞∑

k=−∞

∣∣∣∣f (πkσ (1− δ)

)∣∣∣∣ < +∞,

для деякого δ ∈ (0; 1).

Зазначимо, що випадок p = 1 є найцiкавiшим для застосування.

Наприклад, Г. Бохе та У. Монiх [29] дослiджували iнтерполяцiю

сигналiв та збiжнiсть ряду Вiттакера - Найквiста - Котельникова -

Шеннона для простору Пелi - Вiнера W 1
σ .

В [42] отриманi наступнi умови iснування розв’язку Проблеми 1.

Теорема 1.3. Для f ∈ W 1
σ Проблема 1 має розв’язок тодi i тiльки
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тодi
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k

∣∣∣∣∣ < +∞, (1.6)

для деякого δ ∈ (0; 1) тут ми вважаємо, що

(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k
= πi, якщо m− δm− k = 0.

Теорема 1.4. Якщо f ∈ W 1
σ , то Проблема 1 має розв’язок тодi i

тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в зображеннi (1.5) викону-

ються нерiвностi
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

k

k2 + 1

+∞∑
s=−∞

csηm,k,s

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

ηm,k,s =


(−1)s − (−1)k+m

k +m− s
, s ̸= k +m,

πi, s = k +m,

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckβm,k

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

βm,k =


(−1)k+m − 1

m− k
,m ̸= k,

πi, m = k.

Зауважимо, що Проблема 1 має розв’язок не для кожної фун-

кцiї, що належить простору Пелi - Вiнера. Тому в [42] розглядалася

такого типу проблема з дещо слабшими вимогами до розщеплення.

Її точне формулювання наступне:
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Проблема 2. За яких умов функцiя f ∈ W 1
σ , допускає зображе-

ння f = f4− f5, де функцiї f4 i f5 аналiтичнi в C+, f4 задовольняє

умову B
(
0; π2
)

i f5 задовольняє B
(
−π

2 ; 0
)

при p = 1?

Дiльний В. М. довiв, що Проблема 2 має розв’язок коли викону-

ються наступнi умови.

Теорема 1.5 ([42]). Якщо в зображеннi (1.5) функцiї f ∈ W 1
σ є ли-

ше скiнченна кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то Проблема

2 для неї має позитивний розв’язок.

Теорема 1.6 ( [42]). Якщо в зображеннi (1.5) функцiї f ∈ W 1
σ

коефiцiєнти ck дорiвнюють нулю для всiх непарних k ∈ N, то

Проблема 2 для неї має позитивний розв’язок.

Розв’язок Проблеми 2 має вигляд:

f4(z) =
1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
iσz − 1)

z − 2kπ
σ

, f5(z) =
1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
−iσz − 1)

z − 2kπ
σ

.

Т. I. Гiщак в [44] розглянула проблему зображення функцiй в

просторах Пелi-Вiнера W p
σ у виглядi суми двох функцiй, кожна з

яких є ”великою” лише у першiй або четвертiй чвертi координатної

площини.

Проблема 3. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливий роз-

клад f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в

C+ = {z : ℜz > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

Розв’язок Проблеми 3 поданий Т. I. Гiщак у формi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (1.7)
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де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(it)eitzdt,

χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(it)eitzdt.

В [44] показано, що функцiя χ є розв’язком Проблеми 3 тодi i тiльки

тодi, коли виконуються умови
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ < +∞, (1.8)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m + i
2 + ik)(m + i

2 − k)

∣∣∣∣∣ < +∞. (1.9)

1.1.3 Теорiя сигнальних процесiв. В математичнiй теорiї

фiльтрiв Вiнера [106] сигнал є неперервною функцiєю g в часi t

(t ∈ γ, γ : R → C), а фiльтр Φ це деякий пристрiй ("скринька"),

що трансформує вхiдний сигнал в певний вихiдний сигнал g → Φg.

Енергiя сигналу g є пропорцiйною до∫
γ

|g(z)|2|dz|.

Фiльтр Φ називається стацiонарним [79], якщо вiн задовольняє такi

умови:

1) Φ є лiнiйним, а значить визначеним в векторному просторi

сигналу;

2) Φ перетворює сигнали скiнченної енергiї в сигнали скiнченної

енергiї;
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3) Φ є iнварiантним вiдносно часу (параметри фiльтру не змiню-

ються з часом), тобто Φ(τsf ) = τs(Φf ) для кожного моменту часу

s i сигналу f .

Тут ми не будемо брати до уваги фiзичну природу (оптичну,

електричну) стацiонарного фiльтру Φ, а розглянемо його як транс-

ляцiйний стацiонарний лiнiйний оператор у вiдповiдному просторi

L2.

Функцiя G = F−1g, де g → F−1g обернене перетворення Фур’є,

називається амплiтудним спектром g.

Є двi основнi проблеми обробки сигналiв. Першою з них є:

визначити невiдомий фiльтр Φ : g → ψ ("чорна скринька") про-

аналiзувавши g i ψ; зокрема, вiдновити, якщо можливо, фiльтр зна-

ючи щiльнiсть енергiї |F−1g|2, |F−1f |2 пари вхiд - вихiд.

Дана проблема є варiацiєю вiдомого питання Марка Каца "Чи

можна почути форму барабану?" [58]. Ця та схожi проблеми ви-

вчалися Н. Вiнером, A. Бьорлiнгом, Г. Рейнхардом, П. Масанi [72],

[83], [86], [107].

Другою вiдомою проблемою в теорiї обробки сигналiв є пробле-

ма знаходження тестового сигналу f ∈ Lp(R) вихiдний сигнал яко-

го f ∗ g(t) = 0 вимiряний в усi моменти часу t ∈ S однозначно

визначає невiдомий фiльтр. А точнiше, чи iснує f ∈ Lp(R) такий,

що f ∗ g(t) для t ∈ S, де g ∈ Lp(R), 1
p′ +

1
p = 1 i випливає g = 0?

Тут S ⊂ R задана система вiдлiку. Зазначимо, що функцiя g ∈
L2(R) є R - циклiчною тодi i тiльки тодi, коли Fg ̸= 0 майже всюди

на R; R+ - циклiчною тодi i тiльки тодi коли Fg ̸= 0 майже всюди
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на R i ∫
R

log |Fg|
(1 + t2)

dt = −∞.

Для випадку p = 1, з загальної тауберової теореми Вiнера [91],

[92] випливає, що g ∈ L1(R) є R - циклiчною тодi i тiльки то-

дi, коли Fg ̸= 0 всюди на R. Д. Ньюман [78] та Б. Нiман в [80]

отримали розв’язок проблеми знаходження тестового сигналу при

p = ∞ i замикання норми замiнено слабким ∗ замиканням: g ∈ L∞

є R - циклiчною тодi i тiльки тодi, коли sup(Fg) = R. Випадки

p ̸= 1, 2,∞, а також ваговi простори Lp(R, w) описанi в роботах

А. Борiчева [35], [34] та Г. Гедентальта [36].

Ми дослiджуємо тестовi вхiднi сигнали, якi дозволять нам одно-

значно визначити невiдомий фiльтр, спостерiгаючи аналогiчну вiд-

повiдь.

Позначимо через T = {z ∈ C : |z| = 1} одиничне коло в компле-

кснiй площинi C.

Теорема 1.7 ( [108]). Нехай W послiдовнiсть коефiцiєнтiв Фур’є

обмеженої функцiї φ таких, що φ = F−1W ∈ L∞(T). Тодi опера-

тор згортки (зсуву) в Z

ΦWg = g ∗W =

(∑
k∈Z

g(k)W (n− k)

)
n∈Z

є стацiонарним фiльтром i ||ΦW ||l2→l2 = ||φ||L∞(= ||φ||∞). I нав-

паки, для кожного стацiонарного фiльтру Φ iснує єдина послi-

довнiсть W = Φδ0 з вище вказаними властивостями така, що

Φ = ΦW ; тут δ0 = (δk0)k∈Z.
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В [79] дослiджували наступне питання: як розпiзнати невiдомий

фiльтр серед усiх стацiонарих фiльтрiв та каузальних фiльтрiв.

Теорема 1.8 (Про усi стацiонарнi фiльтри [79]). Нехай g ∈ l2(Z)

тестовий вхiдний сигнал. Тодi справджуються наступнi умови:

1. з рiвностi Φg = Ψg випливає Φ = Ψ коли Φ та Ψ стацiонарнi

фiльтри;

2. щiльнiсть енергiї фiльтру g не зникає: F−1g ̸= 0 на T;

3. з рiвностi Φg(t) = Ψg(t) для всiх t ≥ 0 випливає Φ = Ψ коли

Φ та Ψ стацiонарнi фiльтри;

4. щiльнiсть енергiї фiльтру g не зникає: F−1f ̸= 0 на T i має

нескiнченну ентропiю∫
T

log |F−1f |dm = −∞.

Фiльтр Φ називається каузальним якщо вiдсутнiсть вхiдного си-

гналу в момент часу s ∈ R, тобто f (t) = 0 для t < s, означає

вiдсутнiсть вихiдного сигналу: (Φf )(t) = 0 для t < s.

Теорема 1.9 ( [109]). Стацiонарний фiльтр Φ є каузальним тодi

i тiльки тодi, коли його частотна характеристика φ належить

H∞.

Теорема 1.10 (Каузальнi фiльтри [79]). Нехай g ∈ l2(Z) тестовий

вхiдний сигнал. Тодi виконуються наступнi умови:

1. з рiвностi Φg = Ψg випливає Φ = Ψ коли Φ та Ψ каузальнi

(причиннi) фiльтри;
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2. функцiя g не дорiвнює нулю;

3. з рiвностi Φg(t) = Ψg(t) для всiх t ≥ 0 випливає Φ = Ψ коли

Φ та Ψ каузальнi фiльтри;

4. щiльнiсть енергiї фiльтру F−1f не належить (H2
−/H

∞) =

h/f : f ∈ H2
−, h ∈ H∞, де H2

− = L2⊖H2 = f ∈ L2 : f̂ (k) = 0, k ≥ 0.

Область комплексної площини забезпечує природну структуру

обробки сигналiв з iнтенсивнiстю та напрямком компонентiв ( [69],

[56], [74]).

Коло iдей щодо обробки сигналiв та перетворення Фур’є має дав-

ню iсторiю i знайшло ряд застосувань. Дж. Мартiнес, Р. Геусденс

та Р. Хендрiкс [70] дослiджують характеристики сигналу та зв’яз-

ки узагальненого перетворення Фур’є з аналiтичнiстю. Е. Сейдич,

I. Джурович та Л. Станкочич [94] пов’язують дробове перетворе-

ння Фур’є з iншими математичними перетвореннями та розгляда-

ють рiзнi пiдходи для практичних реалiзацiй цього перетворення.

Зокрема, є описанi застосування перетворення Фур’є дробового по-

рядку для фундаментальних процедур обробки сигналiв, таких як

фiльтрацiя, оцiнка та вiдновлення. Показано, що фiльтрування в

областях спецiального типу дозволяє зменшити середню квадрати-

чну похибку у порiвняннi зi звичайним перетворенням Фур’є.

Амплiтудний спектр сигналу g визначається за формулою

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw.

Очевидно, що задана рiвнiсть є природним аналогом перетворення

Фур’є для випадку пiвсмуги.
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Застосування математичних методiв в теорiї обробки та передачi

сигналiв є зараз потужним i затребуваним напрямком дослiджень.

Вiдзначимо, зокрема, дослiдження нейронних мереж, вивченням

яких займалися В. Маккалох, В. Пiттс [75], Ф. Росенблат [89],

Д. В. Алєксєєв [23], Р. М.Пелещак, В. В. Литвин, I. Р. Пелещак,

М. В. Дорошенко, Р. М. Оливко [84] та теорiю квантового комп’ю-

тера, яка описана в працях Д. Л. Блекмора, А. К. Прикарпатсько-

го, В. Г. Самойленка , А. М. Самойленка, Я. М. Прикарпатського,

У. Танерi, К. Фужii [27], [93], [49] та iнших.

1.1.4 Перетворення Гiльберта В теорiї сигналiв одним iз

найважливiших операторiв є перетворення Гiльберта. Це обумовле-

но його властивiстю перетворювати дiйснi функцiї на аналiтичнi.

Кiнг Ф. в [61], [62] визначає перетворення Гiльберта на дiйснiй осi

iнтегралом

Hf (x) =
1

π
v. p.

+∞∫
−∞

f (t)

x− t
dt, (1.10)

де v. p. головне значення iнтегралу типу Кошi.

Формулу (1.11) можна записати i у такiй формi

Hf (x) = lim
ε→0+

Hεf (x),

де

Hεf (x) =
1

π

∫
|x−t|>ε

f (t)

x− t
dt.

Функцiю Hεf (x) iнодi називають усiченим перетворенням Гiль-

берта. Визначення ”усiчене” також використовується для опису iн-
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ших варiантiв стандартного перетворення Гiльберта.

Нехай

g(x) =
1

π
v. p.

+∞∫
−∞

f (t)

x− t
dt,

тодi функцiї f та g пов’язанi наступною рiвнiстю

f (x) = −1

π
v. p.

+∞∫
−∞

g(t)

x− t
dt.

Останнi два iнтеграли є парою перетворення Гiльберта.

Iснує чимало практичних застосувань перетворень Гiльберта, а

саме: застосування в теорiї поширення хвиль, теорiї пружностi, те-

орiї потенцiалiв та вивчення сил дисперсiї, в геофiзицi, в спектро-

скопiї Фур’є, у певних областях цифрової обробки сигналiв та ре-

конструкцiї зображень [25], [110], [32], [67], [57], [45], [77], [100], [59],

[54], [81], [40], [95].
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1.2 Основнi результати дисертацiї

У даному пiдроздiлi ми позначаємо та нумеруємо проблеми та

твердження у вiдповiдностi з позначеннями та нумерацiєю основ-

ного тексту дисертацiї.

У другому роздiлi розглядаються проблеми розщеплення фун-

кцiї на суму двох функцiй, кожна з яких є вiдповiдно ”великою” у

верхнiй або нижнiй пiвплощинi.

Функцiя f , що належить простору Пелi - Вiнера W 1
σ допускає

зображення у виглядi

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(t)eitzdt, φ ∈ L2(−σ;σ) (1.11)

та

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (ck) ∈ l1. (1.12)

Детальнiше про зображення функцiї f описано в оглядi лiтератури

(див. пiдроздiл 1.1).

Проблему, над якою ми працюємо в пiдроздiлi 2.1, розглядала

Т. I. Гiщак у наступному виглядi.

Проблема А. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливе розще-

плення f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в

C+ = {z : ℜz > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

Вона дослiджувала розв’язок Проблеми А у формi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (1.13)
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де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(it)eitzdt,

χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(it)eitzdt

i показала, що функцiя χ є розв’язком Проблеми А тодi i тiльки

тодi, коли виконуються умови
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk(
m− i

2 − k
) (
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ < +∞, (1.14)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk(
m + i

2 + ik
) (
m + i

2 − k
)∣∣∣∣∣ < +∞. (1.15)

Зауважимо, що функцiя µ = f − χ однозначно визначається

функцiями χ та µ, тому пiд розв’язком Проблеми А розумiють зна-

ходження функцiї χ.

Ми отримали новий критерiй розв’язку Проблеми А i показали,

що коли всi коефiцiєнти Фур’є ck з додатними номерами дорiвню-

ють нулю, то розщеплення iснує. Основний результат пiдроздiлу 2.1

сформульований у наступнiй теоремi.

Теорема 2.2. Нехай f ∈ W 1
σ . Функцiя χ, визначена рiвнiстю

(1.13), є розв’язком Проблеми A тодi i тiльки тодi, коли викону-

ється умова
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3m2 ]∑
k=[m2 ]

ck

m− i
2 − k

∣∣∣∣∣∣ < +∞, (1.16)

де коефiцiєнти ck визначенi в (1.12), а [a] означає цiлу частину

дiйсного числа a.
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Наслiдок 2.1. Нехай f ∈ W 1
σ i ck = 0 для всiх k > 0, де коефi-

цiєнти ck визначенi в (1.12). Тодi χ є розв’язком Проблеми A.

Також, у другому роздiлi, розв’язана проблема розщеплення

функцiй на суму двох iнших функцiй при дещо слабших умовах,

нiж в [44]. Дана проблема є аналогом Проблеми 1 (див. пiдроздiл

1.1) для випадку p = 1.

Проблема B. Чи можливе розщеплення кожної функцiї

f ∈ W 1
σ у виглядi f = χ + µ, де χ i µ є цiлими функцiями i χ ∈

E1[C(0;π)], µ ∈ E1[C(−π; 0)]?
У випадку p = 2 iснує розв’язок Проблеми B, який випливає з

теореми Пелi - Вiнера:

χ(z) =

σ∫
0

φ(it)eitzdt,

µ(z) =

0∫
−σ

φ(it)eitzdt.

Ми отримали наступний результат.

Теорема 2.4. Якщо (ck) ∈ l1 i c2k = −c2k+1 для кожного k ∈ Z,

тодi для функцiї f визначеної в (1.12), iснує розв’язок Проблеми В

i функцiя χ визначається рiвнiстю (1.13).

У пiдроздiлi 2.3 знайдено розв’язок проблеми розщеплення для

цiлих функцiй як завгодно малого експоненцiйного типу в лiвiй

пiвплощинi.

Проблема С. Чи для кожної функцiї f ∈W 1
σ , можливе розще-

плення f = χ̂+ µ̂, де функцiї χ̂ i µ̂ є цiлими функцiями як завгодно

малого, наперед заданого експоненцiйного типу α > 0 в C−?
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Назвемо цiлою функцiєю цiлу функцiю експоненцiйного типу

α > 0 в пiвплощинi C− = {z : ℜz < 0} якщо

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z| (1.17)

i умова (1.17) не виконується якщо замiнити число α на менше.

Також, ми пропонуємо нове представлення функцiї f = χ̂− µ̂, де

χ̂(z) = χ1(z) + iχ̂2(−iz) (1.18)

i

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitz, χ̂2(z) = − 1√
2π

0∫
−ε

φ(t)eitzdt.

Очевидно, χ̂2 є функцiєю експоненцiйного типу ε > 0 в C−.

Теорема 2.5. Нехай f ∈ W 1
σ . Якщо виконуються умови (1.14)

та (1.15), то функцiї χ̂, µ̂ є розв’язком Проблеми С.

Окрiм цього встановлено розв’язок Проблеми С у виглядi

f = χ̆− µ̆, де

χ̆(z) = χ1(z) + iχ̆2(−iz)

i

χ1(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(z−

kπ
σ ) − 1

i(z − kπ
σ )

,

χ̆2(z) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
1− e−εk(z−

kπ
σ i)

z − kπ
σ i

.

Тут функцiя χ1(z) така ж як i в (1.18) i функцiя χ̆2(z) спiвпадає з

χ̂2(z) якщо εk ≡ ε для кожного k ∈ Z.

Теорема 2.6 Нехай f ∈ W 1
σ . Якщо для послiдовностi додатних
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значень εk виконується нерiвнiсть

+∞∑
k=−∞

|ck|
+∞∫
π
2

e−εkx

x
dx < +∞,

а також виконуються умови (1.14) i (1.15), то функцiї χ̆ та µ̆ є

розв’язком Проблеми С.

Третiй роздiл присвячений розгляду проблем обробки сигналiв

та математичнiй теорiї фiльтрiв Вiнера. Основним завданням в цьо-

му роздiлi є побудувати всi можливi сигнали, якi анулюють фiльтри

при деяких природних умовах.

Ми розглядаємо дану проблему для випадку невiдомого фiльтру

f в пiвсмузi Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0.

Простором Ep[Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, називається простiр

аналiтичних функцiй в Dσ, для яких

sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в Dσ.

Нехай Ep[D∗
σ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, є простором аналiтичних

функцiй в D∗
σ, для яких

∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в D∗
σ.

Простори Ep[Dσ] та Ep[D∗
σ] є голоморфними аналогами просто-

рiв Lp.
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Проблема iдентифiкацiї фiльтру для пiвсмуги полягає в знахо-

дженнi тестового сигналу g ∈ E2[D∗
σ] для якого вихiдний сигнал

визначений наступною рiвнiстю

f ∗ g(τ ) =
∫
∂Dσ

g(w)f (w + τ )dw

вимiряний в усi моменти часу τ ≤ 0, однозначно визначає невiдо-

мий фiльтр f ∈ E2[Dσ]. Амлiтудний спектр сигналу g ∈ Ep[D∗
σ]

визначимо формулою

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw.

Ми отримали опис тестового сигналу, який розв’язує задачу iденти-

фiкацiї фiльтрiв для просторiв Гардi в пiвсмузi. Цей результат мо-

жна використовувати для дослiдження електричних та оптичних

сигналiв.

Теорема 3.2. Нехай амплiтудний спектр G сигналу g ∈ E2[D∗
σ]

є неперервним та не має жодного нуля в {z : ℜz ≥ 0} i f ∈

E2[Dσ]. Тодi з виконання рiвностi

(∀τ ≤ 0) f ∗ g(τ ) = 0

випливає f ≡ 0 тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi

умови:

1) g допускає голоморфне продовження до цiлої функцiї i виконує-

ться умова

(∀c ∈ R) : g(w) exp
(
−ce−

wπ
2σ

)
̸∈ E2[Dσ];
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2) g не допускає голоморфного продовження до цiлої функцiї.

У роздiлi 4 знайдено критерiй обмеженостi перетворення Гiль-

берта в просторi Пелi - Вiнера W 1
σ ⊂ L1(R) в термiнах декомпозицiї

(за основу взято Проблему B).

Дiльний В. М. в [66] отримав наступний результат.

Теорема 4.1. Для f ∈ W 1
σ Проблема В має розв’язок тодi i

тiльки тодi
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k

∣∣∣∣∣ < +∞, (1.19)

для деякого δ ∈ (0; 1), тут ми вважаємо, що

(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k
= πi, якщо m− δm− k = 0.

Перетворення Гiльберта функцiї f : R → C визначається для

всiх z ∈ R як

H(f (z)) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

f (t)

t− z
dt, (1.20)

якщо iнтеграл iснує.

Основним твердженням даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.2. Нехай f ∈ W 1
σ , тодi еквiвалентними є наступнi

умови:

1) зображення функцiї f = χ + µ справджується, де χ, µ є

цiлими функцiями, χ ∈ H1(C+), µ ∈ H1(C−);

2) перетворення Гiльберта H(f (z)) належить L1(R);
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3) послiдовнiсть (ck) в зображеннi (1.12) належить l1 i нерiв-

нiсть (1.19) виконується.

Наступнi наслiдки встановлюють простий спосiб обчислення пе-

ретворення Гiльберта.

Наслiдок 4.1. Якщо умови теореми 4.2 виконуються, тодi

H(f (z)) = i(χ(z)− µ(z)).

Наслiдок 4.2. Якщо умови теореми 4.2 виконуються, тодi

H(f (z)) =
σ

i
√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)k − cosσz

πk − σz
.
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РОЗДIЛ 2. РОЗЩЕПЛЕННЯ ФУНКЦIЙ В ПРОСТОРI

ПЕЛI - ВIНЕРА

2.1 Критерiй розв’язку задачi розщеплення в просторi W 1
σ

В даному роздiлi розглядається проблема розщеплення функцiй

f у просторi Пелi - Вiнера W 1
σ на суму двох функцiй, модуль яких

є ”великим” у верхнiй та нижнiй пiвплощинi вiдповiдно.

Простором Пелi - Вiнера W p
σ , σ > 0, p ≥ 1, називається простiр

цiлих функцiй f експоненцiйного типу < σ, якi належать Lp(R).
Також простiрW p

σ може бути визначений, як простiр цiлих функцiй

f , якi задовольняють наступну умову

sup
φ∈(0;2π)


+∞∫
0

|(freiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

Наступна теорема є однiєю з фундаментальних в теорiї просторiв

Пелi - Вiнера.

Теорема Пелi - Вiнера. Простiр W 2
σ збiгається з простором

функцiй f , що зображаються як

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(t)eitzdt, φ ∈ L2(−σ;σ). (2.1)

Для випадку p = 1 аналогiчне твердження встановлене Р. Боа-

сом [28] та (в iншiй формi) Г. З. Бером [2]. Також вiдомi аналоги [68]

для випадкiв 1 < p < 2.

Теорема Бера. Простiр W 1
σ збiгається з простором функцiй



52

f , що зображаються як (2.1), де

φ(t) =

+∞∑
k=−∞

cke
− ikπt

σ , (ck) ∈ l1 (2.2)

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

1 + k2

∣∣∣∣∣ < +∞.

Результат Бера сформульований в зручнiшiй формi в [42].

Теорема 2.1 ( [42]). Функцiя f належить простору W 1
σ , σ > 0,

тодi i тiльки тодi, коли вона подається у виглядi

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (2.3)

де (ck) ∈ l2 i
+∞∑

k=−∞

∣∣∣∣f (πkσ (1− δ)

)∣∣∣∣ < +∞,

для деякого δ ∈ (0; 1).

Т. I. Гiщак в [44] розглянула проблему зображення функцiй в

просторах Пелi-Вiнера W p
σ у виглядi суми двох функцiй, кожна

з яких є ”великою” лише у першiй або лише у четвертiй чвертi

координатної площини.

Проблема А. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливе розще-

плення f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в

C+ = {z : ℜz > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

Тут Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр аналi-

тичних функцiй f в кутовiй областi C(α; β) = {z : α < arg z < β},
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для яких виконується нерiвнiсть

sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f (reiφ)|dr


1/p

< +∞.

Також всюди на ∂C(α; β) функцiї f належать Ep[C(α; β)] [12] ма-

ють кутовi граничнi значення i належать Lp[C(α; β)].
Розв’язок Проблеми А поданий Т. I. Гiщак [44] у наступнiй формi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (2.4)

де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt,

χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt.

Оскiльки µ = f − χ, тобто функцiя µ однозначно визначається

функцiями f та χ, то пiд розв’язком Проблеми А розумiють зна-

ходження функцiї χ.

Розглянемо приклад функцiї f для якої можливе вищезгадане

розщеплення.

Приклад 2.1. Для функцiї

f (z) =

√
2√
πz3

(2σz cosσz − sinσz)

розв’язок Проблеми A визначають функцiї

χ(z) =

√
2√
πz3

(ieiσz + σzeiσz − iσze−σz − ie−σz − iσ2z2)
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та

µ(z) =

√
2√
πz3

(σze−iσz − ie−iσz + iσze−σz + ie−σz + iσ2z2).

Доведення. Виберемо φ(t) = t2−σ2. Тодi за теоремою Пелi - Вiнера

отримаємо

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

(t2 − σ2)eitzdt =

√
2√
πz3

(2σz cosσz − sinσz).

Обчислимо значення функцiй χ1(z) та χ2(−iz)

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

(t2 − σ2)eitzdt =
1√
2π

 σ∫
0

t2eitzdt− σ2eiσz

iz
+
σ2

iz

 =

=
1√
2π

(
2ieiσz

z3
− 2i

z3
+

2σeiσz

z2
− iσ2eiσz

z
− σ2eiσz

iz
+
σ2

iz

)
=

=
1√
2π

(
2ieiσz + 2σzeiσz − iσ2z2 − 2i

z3

)
i

χ2(−iz) = − 1√
2π

0∫
−σ

(t2 − σ2)etzdt =

= − 1√
2π

 0∫
−σ

t2etzdt− σ2

z
+
σ2e−σz

z

 =

= − 1√
2π

(
2

z3
− 2e−σz

z3
− 2σe−σz

z2
− σ2e−σz

z
− σ2

z
+
σ2e−σz

z

)
=

1√
2π

(
2e−σz + 2σze−σz + σ2z2 − 2

z3

)
.
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Пiдставимо отриманi результати у (2.4)

χ(z) =

√
2√
πz3

(ieiσz + σzeiσz − iσze−σz − ie−σz − iσ2z2).

Тодi функцiя µ буде мати вигляд

µ(z) = f (z)− χ(z) =

√
2√
πz3

(σze−iσz − ie−iσz + ieiσz + σzeiσz)−

−
√
2√
πz3

(ieiσz + σzeiσz − iσze−σz − ie−σz − iσ2z2) =

=

√
2√
πz3

(σze−iσz − ie−iσz + iσze−σz + ie−σz + iσ2z2).

Приклад 2.2. Для функцiї

f (z) =
4σ√
2π

(
π cosσz

π2 − 4z2σ2

)
розв’язок Проблеми A визначається функцiями

χ(z) =
4σ√
2π

(
eiσz(4πz2σ2 + π3) + e−σz(iπ3 − 4πz2σ2)− 16iz3σ3

π4 − 16z4σ4

)
та

µ(z) =
4σ√
2π

(
e−iσz(π3 + 4πz2σ2) + e−σz(4iπz2σ2 − iπ3) + 16iz3σ3

π4 − 16z4σ4

)
.

Доведення. Нехай φ(t) = cos
(
πt
2σ

)
. З теоремою Пелi - Вiнера отри-

маємо

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

cos

(
πt

2σ

)
eitzdt =

4σ√
2π

(
π cosσz

π2 − 4z2σ2

)
.
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Обчислимо значення функцiї χ1

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

cos

(
πt

2σ

)
eitzdt =

=
1√
2π

2σeiσz

π
− 2iσz

π
− 2σiz

π

σ∫
0

eitz sin
πt

2σ
dt

 =

=
1√
2π

2σeiσz

π
− 4izσ2

π2
+

4σ2z2

π2

σ∫
0

cos

(
πt

2σ

)
eitzdt

 =

=
1√
2π

2σ(πeiσz − 2iσz)

π2
+

4σ2z2

π2

σ∫
0

cos

(
πt

2σ

)
eitzdt

 ,

тодi

χ1(z) =
4σ√
2π

(
πeiσz − 2iσz

π2 − 4σ2z2

)
.

Тепер обчислимо значення функцiї χ2

χ2(−iz) = − 1√
2π

0∫
−σ

cos

(
πt

2σ

)
etzdt =

=
1√
2π

2σe−σz

π
− 2σ2

π
− 2σz

π

0∫
−σ

etz sin

(
πt

2σ

)
dt

 =

=
1√
2π

2σe−σz

π
+

4σ2z

π2
− 4σ2z2

π2

0∫
−σ

etz cos

(
πt

2σ

)
dt


=

1√
2π

2πσe−σz + 2σ2z

π2
− 4σ2z2

π2

0∫
−σ

etz cos

(
πt

2σ

)
dt

 ,
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тодi

χ2(−iz) =
4σ√
2π

(
e−σzπ + 2σz

π2 + 4z2σ2

)
.

Пiдставимо отриманi результати у (2.4)

χ(z) =
4σ√
2π

(
eiσz(4πz2σ2 + π3) + e−σz(iπ3 − 4πz2σ2)− 16iz3σ3

π4 − 16z4σ4

)
.

Тодi функцiя µ буде мати вигляд

µ(z) = f (z)− χ(z) =
4σ√
2π

(
πe−iσz + πeiσz

π2 − 4z2σ2

)
−

− 4σ√
2π

(
eiσz(4πz2σ2 + π3) + e−σz(iπ3 − 4πz2σ2)− 16iz3σ3

π4 − 16z4σ4

)
=

=
4σ√
2π

(
e−iσz(π3 + 4πz2σ2) + e−σz(4iπz2σ2 − iπ3) + 16iz3σ3

π4 − 16z4σ4

)
.

Основним твердженням цього пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 2.2. Нехай f ∈ W 1
σ . Функцiя χ, визначена рiвнiстю (2.4),

є розв’язком Проблеми А тодi i тiльки тодi, коли виконується

умова
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3m2 ]∑
k=[m2 ]

ck

m− i
2 − k

∣∣∣∣∣∣ < +∞, (2.5)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2.3), а [a] означає цiлу частину

дiйсного числа a (найбiльше дiйсне число, що не перевищує a).

Наслiдок 2.1. Нехай f ∈ W 1
σ i ck = 0 для всiх k > 0, де коефi-

цiєнти ck визначенi в (2.3). Тодi χ є розв’язком Проблеми А.

Доведення теореми 2.1 базується на лемi 2.1.
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Лема 2.1. Нехай f ∈ W 1
σ . Функцiя χ, визначена рiвнiстю (2.4),

є розв’язком Проблеми А тодi i тiльки тодi, коли виконується

наступна умова
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π ]∑
k=[xσ2π ]

ck

x− π
σ

(
i
2 + k

)
∣∣∣∣∣∣ dx < +∞, (2.6)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2.3).
Доведення леми 2.1 випливає з лем 2.2 - 2.5.

Лема 2.2. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi для коефiцiєнтiв у зображеннi

(2.3) виконується нерiвнiсть

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k=[3xσ2π ]+1

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))
∣∣∣∣∣∣∣ dx < +∞. (2.7)

Доведення. Розглянемо функцiю

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

)),
як функцiю двох змiнних x та k. Позначимо

c∗k =

 ck, k ∈
[[

3xσ
2π + 1

]
; +∞

)
∩ Z+,

0, k ∈
[
0;
[
3xσ
2π

]]
∩ Z+.

Тому, очевидно,∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k=[3xσ2π ]+1

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))
∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

c∗kk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ .
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Тодi ∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

c∗kk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∑
k=0

∣∣∣∣∣ c∗kk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ .
Зауважимо, що∣∣∣∣x− π

σ

(
i

2
+ k

)∣∣∣∣ =
√(

x− π

σ
k
)2

+
( π
2σ

)2
≥
∣∣∣x− π

σ
k
∣∣∣ .

Оскiльки x ∈
[
π
σ ;

2πk
3σ

]
, то∣∣∣x− π

σ
k
∣∣∣ = π

σ
k − x =

π

3σ
k +

2π

3σ
k − x ≥ π

3σ
k + x− x =

π

3σ
k =

=
3

5

π

3σ
k +

2

5

π

3σ
k ≥ 3

5

π

3σ
k +

1

5
x =

1

5

π

σ
k +

1

5
x =

1

5

(
x +

πk

σ

)
.

Застосувавши нерiвнiсть |a− ib| ≥ |a|+|b|
2 i при x > π

σ отримаємо∣∣∣∣x− i
π

σ

(
1

2
+ k

)∣∣∣∣ ≥ |x| + |πσ(
1
2 + k)|

2
≥ 1

2

(
x +

πk

σ

)
.

Отже, ∣∣∣∣∣ c∗kk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ ≤ 10
|c∗k|k(
x + πk

σ

)2 .
Почленно проiнтегрувавши праву частину нерiвностi (2.7), отрима-

ємо
+∞∑
k=1

|c∗k|

2πk
3σ∫

π
σ

∣∣∣∣∣ k(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
k=1

10|c∗k|

2πk
3σ∫

π
σ

k(
x + πk

σ

)2dx =

+∞∑
k=1

|c∗k|10k
(
− 3σ

5πk
+

σ

π + πk

)
=
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=

+∞∑
k=1

10|c∗k|
(
−3σ

5π
+

σ
π
k + π

)
=

+∞∑
k=1

d2|c∗k| < +∞,

де 10
(
−3σ

5π +
σ

π
k+π

)
≤ d2, для деякої сталої d2 ∈ R. Отже, нерiв-

нiсть (2.7) виконується.

Лема 2.3. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
0∑

k=−∞

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx < +∞, (2.8)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2.3).

Доведення. Покажемо, що нерiвнiсть (2.8) виконується. Справдi
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
0∑

k=−∞

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx =

=

+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

|ck|k√(
x− kπ

σ

)2
+
(
π
2σ

)2√
x2 +

(
π
σ

(
1
2 + k

))2dx.
Оскiльки для x > 0 та k ≤ 0√(

x− kπ

σ

)2

+
( π
2σ

)2
≥
(
x− kπ

σ

)2

=

√
x2 − 2x

kπ

σ
+

(
kπ

σ

)2

,

то отримаємо√
x2 − 2x

kπ

σ
+

(
kπ

σ

)2

≥

√
x2 +

(
kπ

σ

)2

.
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Зауважимо, що√
x2 +

(
π

σ

(
1

2
+ k

))2

=

√
x2 +

(
π2

4σ2
+
π2k

σ2
+
π2k2

σ2

)
≥

≥ C

√
x2 +

(
πk

σ

)2

.

Справдi, останнє еквiвалентне наступним нерiвностям

π2

4σ2
+
π2k

σ2
+
π2k2

σ2
≥ C2π

2k2

σ2
,

π2

σ2

(
1

4
+ k + k2 − C2k2

)
≥ 0,

k2(1− C2) + k +
1

4
≥ 0,

k =
−1± C

2(1− C2)
.

Отже, наприклад, при C = 1
4 остання нерiвнiсть виконується для

всiх k, що не належать промiжку
(
−17

30;−
2
3

)
. Тобто, виконується

для всiх цiлих k.

Тому
+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

|ck|k√(
x− kπ

σ

)2
+
(
π
2σ

)2√
x2 +

(
π
σ

(
1
2 + k

))2dx ≤

≤
+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

|ck|k

C

√
x2 +

(
kπ
σ

)2√
x2 +

(
kπ
σ

)2dx.
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Оскiльки ряд є рiвномiрно збiжний за ознакою Вейєрштраса, то

почленно проiнтегрувавши, отримаємо
+∞∫
π
σ

0∑
k=−∞

|ck|k

C

√
x2 +

(
kπ
σ

)2√
x2 +

(
kπ
σ

)2dx ≤

≤ 1

C

0∑
k=−∞

+∞∫
π
σ

|ck|k√
x2 +

(
kπ
σ

)2√
x2 +

(
kπ
σ

)2dx =

=
1

C

0∑
k=−∞

|ck|
(
σ

2
− σ

π
arctan

1

k

)
< +∞.

Отже, нерiвнiсть (2.8) виконується.

Лема 2.4. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[xσ2π ]∑
k=0

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))
∣∣∣∣∣∣ dx < +∞, (2.9)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2.3).

Доведення. Покажемо, що нерiвнiсть (2.9) виконується. Тодi
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[xσ2π ]∑
k=0

ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))
∣∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∫
π
σ

[xσ2π ]∑
k=0

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx.
Ряд є рiвномiрно збiжний за ознакою Вейєрштраса, тому

+∞∫
π
σ

[xσ2π ]∑
k=0

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx ≤
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≤
+∞∑
k=0

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx.
Зрозумiло, що при k = 0

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx = 0,

тому розглянемо праву частину вищенаведеної нерiвностi, як на-

ступну

+∞∑
k=0

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx =

=

1∑
k=0

+∞∫
π
σ

|ck|kdx
|x− π

σ

(
i
2 + k

)
||x− iπσ

(
1
2 + k

)
|
+

+

+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx.
Покажемо, що

1∑
k=1

+∞∫
π
σ

|ck|kdx
|x− π

σ

(
i
2 + k

)
||x− iπσ

(
1
2 + k

)
|
< +∞.

Очевидно, що при k = 1 отримаємо наступне

1∑
k=1

+∞∫
π
σ

|ck|kdx
|x− π

σ

(
i
2 + k

)
||x− iπσ

(
1
2 + k

)
|
=
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=

+∞∫
π
σ

|c1|dx∣∣x− π
σ

(
i
2 + 1

)∣∣ ∣∣x− iπσ
(
1
2 + 1

)∣∣.
Зауважимо, що при k = 1 та x > π

σ∣∣∣∣x− π

σ

(
i

2
+ 1

)∣∣∣∣ =
√(

x− π

σ

)2
+
( π
4σ

)2
≥
√(

x− π

σ

)2
= x− π

σ

та ∣∣∣∣x− i
π

σ

(
1

2
+ 1

)∣∣∣∣ =
√
x2 +

(
3π

2σ

)2

≥ x.

Тодi отримаємо
+∞∫
0

dx√(
x− π

σ

)2
+
(
π
4σ

)2√
x2 +

(
3π
2σ

)2 ≤
+∞∫
2π
σ

1

x
(
x− π

σ

)dx < +∞.

Розглянемо тепер ряд

+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx.
Зауваживши, що∣∣∣∣x− π

σ

(
i

2
+ k

)∣∣∣∣ =
√(

x− k
π

σ

)2
+
( π
2σ

)2
≥
∣∣∣∣x− kπ

σ

∣∣∣∣ =
= x− kπ

σ
≥ x

2
+
x

2
− kπ

σ
≥ x

2
+
kπ

σ
− kπ

σ
=
x

2
=
x

3
+
x

6
≥

≥ x

3
+

2kπ

σ

1

6
=
x

3
+
kπ

3σ
=

1

3

(
x +

kπ

σ

)
та ∣∣∣∣x− iπ

σ

(
1

2
+ k

)∣∣∣∣ ≥ |x| + |πσ(
1
2 + k)|

2
≥ 1

2

(
|x| + π|k|

σ

)
,
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отримаємо

+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

∣∣∣∣∣ ckk(
x− π

σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx ≤
+∞∑
k=2

+∞∫
2kπ
σ

6k|ck|(
x + kπ

σ

)2dx =

=

+∞∑
k=2

(
− 6k|ck|
x + kπ

σ

)∣∣∣∣∣
+∞

2kπ
σ

=

+∞∑
k=2

2|ck|
σ

π
< +∞.

Отже, умова (2.9) виконується.

Лема 2.5. Нехай f ∈ W 1
σ , тодi

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π ]+1∑
k=[xσ2π ]

ck

x− iπσ
(
1
2 + k

)
∣∣∣∣∣∣ dx < +∞, (2.10)

де коефiцiєнти ck визначенi в (2.3).

Доведення. Покажемо, що нерiвнiсь (2.10) виконується, для цього

запишемо
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π ]+1∑
k=[xσ2π ]

ck

x− iπσ
(
1
2 + k

)
∣∣∣∣∣∣ dx ≤

+∞∫
π
σ

[3xσ2π ]+1∑
k=[xσ2π ]

∣∣∣∣∣ ck

x− iπσ
(
1
2 + k

)∣∣∣∣∣ dx.
Оскiльки ∣∣∣∣∣ ck

x− iπσ
(
1
2 + k

)∣∣∣∣∣ ≤ |ck|
π
σ

(
1
2 + k

) ≤ 2σ

π
|ck|,
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то ряд є рiвномiрно збiжний за ознакою Вейєрштраса. Тому, по-

членно проiнтегруємо лiву частину нерiвностi (2.10)

+∞∑
k=0

2kπ
σ∫

2kπ
3σ

|ck|
|x− iπσ

(
1
2 + k

)
|
dx =

+∞∑
k=0

2kπ
σ∫

2kπ
3σ

|ck|√
x2 +

(
π
σ

(
1
2 + k

))2dx =

=

+∞∑
k=0

|ck| ln

x +
√
x2 +

(
π

σ

(
1

2
+ k

))2
∣∣∣∣∣∣

2kπ
σ

2kπ
3σ

=

=

+∞∑
k=0

|ck| ln

2kπ

σ
+

√(
2kπ

σ

)2

+

(
π

σ

(
1

2
+ k

))2
−

−|ck| ln

2kπ

3σ
+

√(
2kπ

3σ

)2

+

(
π

σ

(
1

2
+ k

))2
 =

=

+∞∑
k=0

|ck| lnL(k),

де

L(k) =

2kπ
σ +

√(
2kπ
σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2 + k

))2
2kπ
3σ +

√(
2kπ
3σ

)2
+
(
π
σ

(
1
2 + k

))2 .
Розглянемо пiдлогарифмiчний вираз. В чисельнику та знаменнику
π
σ замiнимо на 2π

σ та 2π
3σ вiдповiдно, тодi отримаємо

L(k) ≤
2πk
σ +

√(
2πk
σ

)2
+
(
2π
σ

(
1
2 + k

))2
2πk
3σ +

√(
2πk
3σ

)2
+
(
2π
3σ

(
1
2 + k

))2 ≤

≤
2πk
σ +

√(
2πk
σ

)2 (
1 +

(
1
2k + 1

)2)
2πk
3σ +

√(
2πk
3σ

)2 (
1 +

(
1
2k + 1

)2) =
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=

2πk
σ

(
1 +

√
1 +

(
1
2k + 1

)2)
2πk
3σ

(
1 +

√
1 +

(
1
2k + 1

)2) = 3.

Функцiя lnL(k) є обмеженою зверху. Оскiльки, також L(k) ≥ 1,

то lnL(k) є обмеженою знизу функцiєю. Тому виконується умова

(2.10).

Доведення теореми 2.2. Нехай виконується умова (2.5), тодi роз-

глянемо iнтеграл по промiжку
(
π
σ ; +∞

)
, як суму iнтегралiв по про-

мiжках довжиною 2π
σ . Розбивши внутрiшню суму на три суми, отри-

маємо

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π ]∑
k=[xσ2π ]

ck

x− π
σ

(
i
2 + k

)
∣∣∣∣∣∣ dx =

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) −

−
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
) + [3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
)
∣∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − ck

π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣ dx+

+

+∞∑
m=1

π
2∫

0

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
)
∣∣∣∣∣∣ =

=

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − ck

π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣ dx+
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+

+∞∑
m=1

π

σ

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
)
∣∣∣∣∣∣ .

Покажемо, що

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − ck

π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣ dx < +∞.

(2.11)

Оскiльки
1

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − 1

π
σ

(
m− i

2 − k
) =

=
−x(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

π
σ

(
m− i

2 − k
)),

то ∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − ck

π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣ ≤

≤
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

|ck|

∣∣∣∣∣ −x(
x + π

σ

(
m− i

2 − k
)) (

π
σ

(
m− i

2 − k
))∣∣∣∣∣ =

=

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

|ck|xσ

π
√(

xσ
π +m− k

)2
+ 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

.

Ряд є рiвномiрно збiжний за ознакою Вейєрштраса, тому проiнте-

груємо його почленно на кожному з вiдрiзкiв
[[

xσ
2π +

m
2

]
;
[
3xσ
2π + 3m

2

]]
π
σ∫

0

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

|ck|xσ

π
√(

xσ
π +m− k

)2
+ 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

dx =
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=

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

π
σ∫

0

|ck|xσ

π
√(

xσ
π +m− k

)2
+ 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

dx.

Тодi, застосувавши теорему про середнє, отримаємо

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

π
σ∫

0

|ck|xσ

π
√(

xσ
π +m− k

)2
+ 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

dx =

=
π

σ

[3α2 +3m
2 ]∑

k=[α2+
m
2 ]

α|ck|√
(α +m− k)2 + 1

4

√
(m− k)2 + 1

4

,

де α ∈ [0; 1]. Пiдставимо отриманий результат у (2.1) i позначимо

m′ = m−k. Тодi, змiнивши порядок сумування абсолютно збiжного

ряду, отримаємо

+∞∑
k=0

[2k+α
4 ]−k∑

m=[2k3 −α]−k

α|ck|√
(α +m′)2 + 1

4

√
m′2 + 1

4

≤

≤
+∞∑
k=0

[2k+α
4 ]−k∑

m=[2k3 −α]−k

|ck|√
(α +m′)2 + 1

4

√
m′2 + 1

4

≤

≤ β

+∞∑
k=0

[2k+α
4 ]−k∑

m=[2k3 −α]−k

|ck|
(1 +m′)2 + 1

4

< +∞,

де β > 0, тому виконується умова (2.1). Зазначимо, що при дове-

деннi нерiвностi (2.11) ми не використовували умову (2.1), а тiльки

те, що (ck) ∈ l1.
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Нехай тепер виконується умова (2.1), тодi

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3m2 ]∑
k=[m2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
)
∣∣∣∣∣∣ =

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3m2 ]∑
k=[m2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
) −

−

π
σ∫

0

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)dx+

+

π
σ∫

0

[3xσ2π +3m
2 ]∑

k=[xσ2π+
m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck
π
σ

(
m− i

2 − k
) − ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣ dx+

+

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
[3xσ2π +3m

2 ]∑
k=[xσ2π+

m
2 ]

ck

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)
∣∣∣∣∣∣ dx.

Як зауважено вище, умова (2.11) виконується незалежно вiд

умови (2.1). Тому виконується (2.5).
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2.2 Розщеплення функцiй в ваговому просторi Гардi

Простiр Пелi - Вiнера W p
σ цiлих Lp функцiй експоненцiйного ти-

пу σ > 0, може бути визначений як простiр цiлих фукцiй, що на-

лежать Lp(R) i якi задовольняють нерiвнiсть |f (z)| < ceσ|z|,

σ > 0, для додатної сталої C.

В [44] отриманi наступнi умови розв’язку Проблеми A (див. пiд-

роздiл 2.1).

Теорема 2.3. Нехай f ∈ W 1
σ . Функцiя χ визначена рiвнiстю (2.4)

є розв’зком Проблеми А тодi i тiльки тодi, коли виконуються

наступнi умови
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk(
m− i

2 − k
) (
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ < +∞, (2.12)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk(
m + i

2 + ik
) (
m + i

2 − k
)∣∣∣∣∣ < +∞. (2.13)

Проблему A про розщеплення функцiй у виглядi суми двох iн-

ших функцiй можна розглянути в дещо простiшому виглядi. Точне

формулювання проблеми розщеплення функцiй у верхнiй та ни-

жнiй пiвплощинi [41] для C(−α;α) = {z : | arg z| < α}, 0 < α ≤ π,

наступне.

Проблема B. Чи можливе розщеплення кожної функцiї f ∈
W 1

σ у виглядi f = χ− µ, де χ i µ є цiлими функцiями i

χ ∈ E1[C(0; π)], µ ∈ E1[C(−π; 0)]?
Вiдповiдь на це запитання є негативною. Наприклад, для фун-
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кцiї

f (z) =
2(1− cosσz)

z2
∈ W 1

σ

ми маємо єдиний спосiб зображення f = χ− µ, де

χ(z) =
−eiσz + 1 + iσz

z2
/∈ W 1

σ , µ(z) =
eiσz − 1 + iσz

z2
/∈ W 1

σ .

Тому таке розщеплення є неможливим.

На основi теореми 2.1 розглянемо функцiю f у виглядi

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
. (2.14)

Нам вдалося встановити наступне твердження.

Теорема 2.4. Якщо (ck) ∈ l1 i c2k = −c2k+1 для кожного k ∈ Z,

тодi для функцiї f визначеної в (2.14) iснує розв’язок Проблеми

B, причому функцiя χ визначається рiвнiстю (2.4) i µ = f − χ.

Доведення теореми 2.3 базується на лемi 2.6.

Лема 2.6. Якщо послiдовнiсть (ck) ∈ l1 i c2k = −c2k+1 для кожного

k ∈ Z, тодi функцiя f , визначена в (2.14), належить W 1
σ .

Доведення. Розглянемо функцiю (2.14) для довiльного σ > 0

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
n=−∞

cn
sinσz

σz − πn
=

=
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

(
c2k sinσz

σz − 2πk
+

c2k+1 sinσz

σz − 2πk − π

)
=

=
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

sinσz

(
c2k

σz − 2πk
− c2k
σz − 2πk − π

+
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c2k
σz − 2πk − π

− c2k+1

σz − 2πk − π

)
.

Оскiльки за умовою леми 2.6 c2k = −c2k+1, то

σ√
2π

+∞∑
k=−∞

sinσz

(
c2k

σz − 2πk − π
− c2k+1

σz − 2πk − π

)
= 0.

Тому отримаємо наступне

f (z) = − σ√
2π

+∞∑
k=−∞

c2kπ sinσz

(σz − 2πk)(σz − 2πk − π)
.

Ряд збiжний абсолютно та рiвномiрно, тому почленно проiнтегру-

ємо за ознакою Вейєрштраса
+∞∫

−∞

|f (x + i)|dx ≤

≤ T1

+∞∑
k=−∞

 −2πk−2π∫
−∞

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

+

+

−2πk+2π∫
−2πk−2π

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

+

+

+∞∫
−2πk+π

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

 .

Тут T1 = − σ√
2π
| sinσ(x + i)|, x ∈ R.

При σx ∈ [−∞;−2πk + 2π)

|σx+σi−2πk−π| =
√
(σx− 2πk − π)2 + σ2 ≥

√
(σx− 2πk)2 + σ2,
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отримаємо
−2πk−2π

σ∫
−∞

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

≤

≤

−2πk−2π
σ∫

−∞

|c2k|π√
(σx− 2πk)2 + σ2

√
(σx− 2πk)2 + σ2

dx.

Оскiльки, при x ∈ [−2πk − 2π;−2πk + 2π]

|σx + σi− 2πk| =
√
(σx− 2πk)2 + σ2 ≥

√
σ2 = σ

та, аналогiчно,

|σx + σi− 2πk − π| =
√

(σx− 2πk − π)2 + σ2 ≥
√
σ2 = σ,

то
−2πk+2π∫

−2πk−2π

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

≤
−2πk+2π∫

−2πk−2π

|c2k|
π

σ2
dx.

Зауважимо, що для x ∈ [−2πk + 2π; +∞)

|σx + σi− 2πk| =
√

(σx− 2πk)2 + σ2 ≥
√
(σx− 2πk − π)2 + σ2,

тому
+∞∫

−2πk+π

|c2k|πdx
|σx + σi− 2πk||σx + σi− 2πk − π|

≤

≤
+∞∫

−2πk+2π

|c2k|π√
(σx− 2πk − π)2 + σ2

√
(σx− 2πk − π)2 + σ2

dx.



75

Тодi отримаємо
+∞∫

−∞

|f (x + i)|dx ≤

≤ T1

+∞∑
k=−∞


−2πk−2π

σ∫
−∞

|c2k|π√
(σx− 2πk)2 + σ2

√
(σx− 2πk)2 + σ2

dx+

+

−2πk+2π
σ∫

−2πk−2π
σ

|c2k|
π

σ2
dx+

+

+∞∫
−2πk+2π

σ

|c2k|π√
(σx− 2πk − π)2 + σ2

√
(σx− 2πk − π)2 + σ2

dx

 ≤

≤ T1

+∞∑
k=−∞

|c2k|


+∞∫

−∞

π

(σx− 2πk)2 + σ2
dx +

−2πk+2π
σ∫

−2πk−2π
σ

π

σ2
dx+

+

+∞∫
−∞

π

(σx− 2πk − π)2 + σ2
dx

 =

= T1

+∞∑
k=−∞

|c2k|
(
π

σ2
arctg

(σx− 2πk)

σ

∣∣∣∣+∞

−∞
+

4π2

σ3
+

+
π

σ2
arctg

(σx− 2πk − π)

σ

∣∣∣∣+∞

−∞

)
= T1

+∞∑
k=−∞

|c2k|
(
2π2

σ2
+

4π2

σ3

)
< +∞.

Оскiльки, f (x + i) належить L1(R) то за означенням простору

f (z + i) належить W 1
σ . Тому за теоремою 1.2 (див. роздiл 1) про

еквiвалентнiсть означення просторiв Hp
σ функцiя f належить W 1

σ .
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Доведення теореми. Для доведення теореми покажемо, що вико-

нуються умови теореми 2.3.
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ < +∞.

Розглянемо попарно елементи ряду
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞

cn

(m− i
2 − n)(m− i

2 − in)

∣∣∣∣∣ =
=

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞

(
cn

m− i
2 − n

− cn

m− i
2 − in

)
1

1− i

∣∣∣∣∣ =
=

1√
2

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(
c2k

m− i
2 − 2k

− c2k

m− i
2 − 2ki

+

+
c2k+1

m− i
2 − 2k − 1

− c2k+1

m− i
2 − 2ki− i

)∣∣∣∣∣ .
Погрупуємо доданки перший з третiм i другий з четвертим, тодi

отримаємо
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ =
=

1√
2

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(
−c2k

(m− i
2 − 2k)(m− i

2 − 2k − 1)
+

+
−c2ki

(m− i
2 − 2ki)(m− i

2 − 2ki− i)
)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

2

+∞∑
m=1

(
+∞∑

k=−∞

|c2k|
|m− i

2 − 2k||m− i
2 − 2k − 1|

+
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+

+∞∑
k=−∞

|c2ki|
|m− i

2 − 2ki||m− i
2 − 2ki− i|

)
.

Змiнимо порядок сумування абсолютно збiжного подвiйного ряду i

отримаємо
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

2

+∞∑
m=−∞

(
+∞∑

k=−∞

|c2k|
|m− i

2 − 2k||m− i
2 − 2k − 1|

+

+

+∞∑
k=−∞

|c2ki|
|m− i

2 − 2ki||m− i
2 − 2ki− i|

)
≤

≤ 1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑

m=−∞

1√
(m− 2k)2 + 1

4

√
(m− 2k − 1)2 + 1

4

+

+
1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑

m=−∞

1√
m2 + (12 + 2k)2

√
m2 + (12 + 2k + 1)2

.

Позначивши l = m− 2k маємо
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑
l=−∞

1√
l2 + 1

4

√
(l − 1)2 + 1

4

+

+
1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑

m=−∞

1

m2 + 1
4

.

Оскiльки виконується умова

1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑

m=−∞

1

m2 + 1
4

< +∞,
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то залишилося показати збiжнiсть першого ряду

1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|
+∞∑
l=−∞

1√
l2 + 1

4

√
(l − 1)2 + 1

4

=

=
1√
2

+∞∑
k=−∞

|c2k|

 0∑
l=−∞

1√
l2 + 1

4

√
(l − 1)2 + 1

4

+
4√
5
+

+

+∞∑
l=1

1√
l2 + 1

4

√
(l − 1)2 + 1

4

 ≤

≤ 1√
2

+∞∑
k=−∞

(
0∑

l=−∞

1

l2 + 1
4

+
4√
5
+

+∞∑
l=1

1

(l − 1)2 + 1
4

)
< +∞.

Це доводить, що
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckk

(m− i
2 − k)(m− i

2 − ik)

∣∣∣∣∣ < +∞

i умова теореми 2.3 виконується. Аналогiчно можна довести вико-

нання умови (2.13).

Приклад 2.3. Покажемо, що для функцiї f iснує розв’язок, якщо

коефiцiєнти cn заданi формулою

cn =


1√

(|2k|+1)3
, n = 2k,

− 1√
(|2k|+1)3

, n = 2k + 1.
(2.15)

Доведення. За лемою 2.6 функцiя f визначена рiвнiстю (2.14), де

числа cn визначенi в (2.3) належить W 1
σ . Тодi за теоремою 2.4 для
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функцiї

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

(
sinσz√

(|2k| + 1)3(σz − 2πk)
−

− sinσz√
(|2k| + 1)3(σz − πk − π)

)
=

= − σ√
2π

+∞∑
k=−∞

π sinσz√
(|2k| + 1)3(σz − 2πk)(σz − πk − π)

iснує розв’язок. Функцiя φ будем мати вигляд

φ(t) =

+∞∑
k=−∞

(
c2ke

−2ikπt
σ + c2k+1e

− (2k+1)iπt
σ

)
=

=

+∞∑
k=−∞

−e−2ikπt
σ + e−

(2k+1)iπt
σ√

(|2k| + 1)3
.

Обчислимо значення функцiї χ1

χ1(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

 σ∫
0

−e
−it(2kπ−σz)

σ dt +

+

σ∫
0

e
−it((2k+1)π−σz)

σ dt

 =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

(
σe−i(2kπ−σz)

i(2kπ − σz)
−

− σ

i(2kπ − σz)
− σe−i((2k+1)π−σz)

i((2k + 1)π − σz)
+

σ

i((2k + 1)π − σz)

)
,

та функцiї χ2

χ2(−iz) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

 0∫
−σ

−e
−t(2ikπ−σz)

σ dt
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+

0∫
−σ

e
−t((2k+1)iπ−σz)

σ dt

 =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

(
σ

(2iπk − σz)
+

− σe2ikπ−σz

(2ikπ − σz)
− σ

((2k + 1)iπ − σz)
+

σe((2k+1)iπ−σz)

((2k + 1)iπ − σz)

)
.

Отриманi значення функцiй χ1 та χ2 пiдставимо в (2.4)

χ(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

(
σeiσz

i(2kπ − σz)
− σ

i(2kπ − σz)
+

+
σeiσz

i((2k + 1)π − σz)
+

σ

i((2k + 1)iπ − σz)
− iσ

(2iπk − σz)
+

+
iσe−σz

(2ikπ − σz)
+

iσ

((2k + 1)iπ − σz)
− iσe−σz

((2k + 1)iπ − σz)

)
=

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

1√
(|2k| + 1)3

(
σeiσz

i(2kπ − σz)
− 2σπk(1− i)

i(2kπ − σz)(2iπk − σz)
+

+
σeiσz

i((2k + 1)π − σz)
+

σ(2k + π)(i− 1)

i((2k + 1)iπ − σz)((2k + 1)iπ − σz)
+

+
iσe−σz

(2ikπ − σz)
− iσe−σz

((2k + 1)iπ − σz)

)
.
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2.3 Розщеплення функцiй як завгодно малого експонен-

цiйного типу

В даному пiдроздiлi ми хочемо показати умови iснування

розв’язку проблеми розщеплення для цiлих функцiй як завгодно

малого експоненцiйного типу в лiвiй пiвплощинi. Спочатку введе-

мо ряд означень та допомiжних тверджень.

Назвемо цiлу функцiю f цiлою функцiєю експоненцiйного типу

α в пiвплощинi C− = {z : ℜz < 0} якщо

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z| (2.16)

i умова (2.16) не виконується якщо замiнити число α на менше.

Функцiя запропонована Гiщак Т. I. в [44], як розв’язок Проблеми

А є цiлою функцiєю (як сума двох функцiй, кожна з яких є обме-

женою в C+ i належить Lp) експоненцiйного типу σ в пiвплощинi

C+.

Застосування результатiв задач розщеплення, зокрема, в теорiї

iнформацiї, може вимагати знаходження таких розв’язкiв пробле-

ми розщеплення, зростання яких на вiд’ємнiй дiйснiй пiвосi було б

”малим”. Сформулюємо одну з таких проблем у наступнiй формi:

Проблема С. Чи для кожної функцiї f ∈W 1
σ , можливе розще-

плення f = χ̂+ µ̂, де функцiї χ̂ i µ̂ є цiлими функцiями як завгодно

малого, наперед заданого експоненцiйного типу α > 0 в C−?

Розв’язок Проблеми C шукатимемо у виглядi

χ̂(z) = χ1(z) + iχ̂2(−iz) (2.17)
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де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt, χ̂2(z) = − 1√
2π

0∫
−ε

φ(t)eitzdt.

Зауважимо, що функцiя χ̂2 є функцiєю експоненцiйного типу

ε > 0 в C− i ε може бути як завгодно малим.

Тодi функцiя µ̂ визначається формулою

µ̂ = f − χ̂ =

=
1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt + i
1√
2π

0∫
−ε

φ(t)etzdt.

Лема 2.7 ( [101]). Якщо функцiя χ є аналiтичною в C(α; β), має

кутовi граничнi значення в ∂C(α; β), χ ∈ Lp(∂C(α; β)) i для деяко-

го γ ∈ (0; π/(α− β))

(∀τ > 0) : sup
α<φ<β


+∞∫
0

|χ(reiφ)|pe−τrγdr


1
p

< +∞,

тодi χ ∈ Ep[C(α; β)].
Основним результатом даного пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 2.5. Нехай f ∈ W 1
σ . Якщо виконуються умови (2.12) та

(2.13), то функцiї χ̂ та µ̂ є розв’язком Проблеми С.

Доведення. Нехай виконуються умови (2.12) та (2.13). Покажемо,

що функцiя χ̂ визначена рiвнiстю (2.17) є розв’язком Проблеми С.

Спершу покажемо, що χ̂(x − i π2σ) належить L1(0; +∞) тодi i тiль-

ки тодi, коли функцiя χ належить L1(0; +∞). Ряд в рiвностi (2.2)
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збiгається абсолютно i рiвномiрно на кожному промiжку дiйсної

додатної пiвосi за ознакою Вейєрштраса. А це означає, що ряди в

рiвностях

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt

σ eitzdt

та

χ̂2(z) = − 1√
2π

0∫
−ε

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt

σ eitzdt

можна проiнтегрувати почленно. Отже, отримаємо наступнi значе-

ння для функцiй χ1(z) та χ̂2(−iz)

χ1(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

σ∫
0

e−
it(πk−z)

σ dt =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(z−

kπ
σ ) − 1

i(z − kπ
σ )

i

χ̂2(−iz) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

0∫
−ε

e−
t(iπk−z)

σ dt =

= − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
1− e−ε(z−

kπ
σ i)

z − kπ
σ i

.

Пiдставивши отриманi значення в (2.17) отримаємо

χ̂(z) = χ1(z) + iχ̂2(−iz) =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
eiσ(z−

kπ
σ ) − 1

i(z − kπ
σ )

− i
1− e−ε(z−

kπ
σ i)

z − kπ
σ i

)
=

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
(−1)keiσz

i(z − kπ
σ )

+
ie−

εkπi
σ e−εz

z − kπ
σ i

− kπ(i− 1)

iσ(z − kπ
σ )(z −

kπ
σ i)

)
=
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1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
(−1)keiσz

i(z − kπ
σ )

+
(−1)kie−εz

z − kπ
σ i

− kπ(i− 1)

iσ(z − kπ
σ )(z −

kπ
σ i)

)
.

Для z = x− i π2σ отримаємо

χ̂
(
x− i

π

2σ

)
= − 1√

2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiσ(x−i

π
2σ )

x− i π2σ −
kπ
σ

+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−ε(x−i

π
2σ )

x− i π2σ −
kπ
σ i

+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)

σ(x− i π2σ −
kπ
σ )(x− i π2σ −

kπ
σ i)

=

= − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiσx+

π
2

x− π
σ(

i
2 + k)

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−εx+i

π
2

x− iπσ(
1
2 + k)

+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

kπ(i + 1)

σ(x− π
σ(

i
2 + k))(x− iπσ(

1
2 + k))

.

Вище отриманi доданки позначимо вiдповiдно S1(x), S2(x, ε), S3(x).

Отже,

χ̂
(
x− i

π

2σ

)
= −S1(x) + S2(x, ε) + S3(x). (2.18)

В [44] показано, що якщо f ∈ W 1
σ i виконуються умови (2.12) та

(2.13), то
+∞∫
π
2

|S1(x)|dx < +∞.

Зауважимо, що
+∞∑

k=−∞

|ck|
|x− iπσ(

1
2 + k)|

=

+∞∑
k=−∞

|ck|√
x2 + ( π2σ +

πk
σ )

2
≤ 1

x

+∞∑
k=−∞

|ck|.
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Тодi розглянемо iнтеграл по x ∈ [π2 ; +∞) для функцiї S2(x, ε)

+∞∫
π
2

|S2(x, ε)|dx =
1√
2π

+∞∫
π
2

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)kie−εx+

πi
2

x− iπσ(
1
2 + k)

∣∣∣∣∣ dx =

=
1√
2π

+∞∫
π
2

+∞∑
k=−∞

|ck|eεx

|x− iπσ(
1
2 + k)|

dx ≤

≤ 1√
2π

+∞∑
k=−∞

|ck|
+∞∫
π
2

e−εx

x
dx < +∞.

В [44] доведено, що χ(x− i π2σ) ∈ L1(πσ ; +∞) тодi i тiльки тодi, коли

виконується наступна умова
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

(x− π
σ(

i
2 + k))(x− iπσ(

1
2 + k))

∣∣∣∣∣ < +∞.

Ця нерiвнiсть доводить, що функцiя S3(x) належить L1(πσ ; +∞)

+∞∫
π
2

|S3(x)|dx < +∞.

Цим доведено, що χ̂(x− i π2σ) ∈ L1(0; +∞).

Тепер покажемо, що якщо χ̂(x − i π2σ) належить L1(0; +∞), то i

χ належить L1(πσ ; +∞). В доведеннi теореми 1 ( [44]) показано, що

χ

(
x− iπ

2σ

)
= −S1(x) + S2(x) + S3(x).

Вiднявши вiд останньої рiвностi (2.18) отримаємо:

χ

(
x− iπ

2σ

)
= χ̂

(
x− i

π

2σ

)
+ S2(x)− S2(x, ε).
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Як показано в [44] S1(x) належить L1(πσ ; +∞); ми довели, що

S2(x, ε) належить L1(πσ ; +∞) незалежно вiд виконання умови (2.12)

i χ̂(x− i π2σ) належить L1(0; +∞). Тому, χ належить L1(πσ ; +∞).

Для того, щоб завершити доведення скористаємося теоремою

типу Фрагмена - Лiндельофа i покажемо, що χ̂(x − iπ
2σ) належить

E1[C(0; π2)]. Тобто, χ̂(x − iπ
2σ) належить L1(∂C(0; π2)) i ми отримає-

мо χ̂(x− iπ
2σ) належить L1(πσ ; +∞). Аналогiчно можна показати, що

χ̂
(
iy + π

2σ

)
належить L1

(
π
σ ; +∞

)
.

Оскiльки χ̂
(
x− iπ

2σ

)
належить L1(πσ ; +∞), χ̂

(
iy + π

2σ

)
належить

L1(πσ ; +∞) i χ̂ є цiлою функцiю, як сума двох цiлих функцiй, то

χ̂(z − iπ
2σ +

π
2σ) належить L1(∂C(0; π2)). Оскiльки χ1 ∈ W 2

σ та

χ̂2 ∈ W 2
σ , то функцiя χ̂ є цiлою функцiєю експоненцiйного типу, що

не перевищує σ в пiвплощинi C+. Також, зауважимо, що при α = 0

i β = π
2 , γ = 3

2. Тодi для будь якого τ > 0 ми отримаємо
+∞∫
0

∣∣∣∣χ̂(reiφ − iπ

2σ
− π

2σ

)∣∣∣∣ e−τr 32dr =
=

+∞∫
0

∣∣∣∣χ̂(reiφ − iπ

2σ
− π

2σ

)∣∣∣∣ e−2rσe−τr
3
2+2rσdr ≤

≤

 +∞∫
0

∣∣∣∣χ̂(reiφ − iπ

2σ
− π

2σ

)∣∣∣∣2 e−4rσdr

+∞∫
0

e−τr
3
2+2rσdr

1
2

≤

≤ b1

+∞∫
0

e−τr
3
2+2rσdr ≤ b < +∞,
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тут b не залежить вiд φ.

Тому, χ̂ належить E1[C(0; π2)].

Залишилося показати, що функцiя µ̂ з зображення f = χ̂ − µ̂

належить E1[C(−π
2 ; 0)]. Справдi,

µ̂(z) = f (z)− χ̂(z) =
1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt +
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt−

− 1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt + i
1√
2π

0∫
−ε

φ(t)etzdt =

=
1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt +
1√
2π

0∫
−ε

φ(t)etzdt.

Тодi

µ̂(z) =
1√
2π

0∫
−σ

+∞∑
k=−∞

cke
− ikπt

σ eitzdt + i
1√
2π

0∫
−ε

+∞∑
k=−∞

cke
− ikπt

σ etzdt =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
1− eikπ−iσz

i(z − kπ
σ )

+ i
1− e

iεkπ
σ −εz

z − ikπσ

)
=

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−iσz

z − kπ
σ

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−εz

z − ikπσ
−

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(1 + i)πk

σ(z − πk
σ )(z − ikπσ )

.

Скориставшись лемою 2.7 можна довести, що µ̂(z) належить

E1[C(−π
2 ; 0)].
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Приклад 2.4. Для функцiї

f (z) =

√
2√
πz2

(cosσz − 1) ∈ W 1
σ

розв’язок Проблеми С визначається функцiями

χ̂(z) = −
√
2√
π

(
iσze−εz − eiσz + ie−εz + iεze−εz + 1− i

z2

)
та

µ̂(z) =

√
2√
π

(
e−iσz + iσze−εz + iεze−εz − 1− i

z2

)
.

Доведення. Нехай φ(t) = |t| − σ. Тодi за теоремою Пелi - Вiнера

отримаємо

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

(t− σ)eitzdt =

√
2√
πz2

(cosσz − 1).

Обчислимо значення функцiй χ1(z) та χ̂2(−iz)

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

(|t| − σ)eitzdt =
1√
2π

 σ∫
0

teitzdt− σeiσz

iz
+
σ

iz

 =

=
1√
2π

(
σ

iz
eiσz +

eiσz

z2
− 1

z2
− σ

iz
eiσz +

σ

iz

)
=

=
1√
2π

(
ieiσz − i + σz

iz2

)
i

χ̂2(−iz) = − 1√
2π

0∫
−ε

(t− σ)etzdt =

= − 1√
2π

 0∫
−ε

tetzdt− σ

z
+
σe−εz

z

 =
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= − 1√
2π

(
σe−εz

z
+
e−εz

z2
+
εe−εz

z
− σ

z
− 1

z2

)
=

= − 1√
2π

(
σze−εz + e−εz + εze−εz − zσ − 1

z2

)
.

Пiдставимо отриманi результати у (2.4)

χ̂(z) = −
√
2√
πz2

(iσze−εz − eiσz + ie−εz + iεze−εz + 1− i).

Тодi функцiя µ буде мати вигляд

µ̂(z) = f (z)− χ̂(z) =

√
2√
πz2

(eiσz + e−iσz − 2)+

+

√
2√
πz2

(iσze−εz − eiσz + ie−εz + iεze−εz + 1− i) =

=

√
2√
πz2

(e−iσz + iσze−εz + iεze−εz − 1− i).

Розв’язок Проблеми С можна розглянути у виглядi f = χ̆ − µ̆,

причому

χ̆(z) = χ1(z) + iχ̆2(−iz), (2.19)

де

χ1(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(z−

kπ
σ ) − 1

i(z − kπ
σ )

,

χ̆2(z) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
1− e−εk(z−

kπ
σ i)

z − kπ
σ i

.

Тут функцiя χ1 така ж як i в (2.17) i функцiя χ̆2 спiвпадає з χ̂2

якщо εk ≡ ε для кожного k ∈ Z.
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Теорема 2.6. Нехай f ∈ W 1
σ . Якщо для послiдовностi додатних

значень εk виконується нерiвнiсть
+∞∑

k=−∞

|ck|
+∞∫
π
2

e−εkx

x
dx < +∞, (2.20)

а також виконуються умови (2.12) i (2.13), то функцiї χ̆ та µ̆ є

розв’язком Проблеми С.

Доведення. Мiркуваннями аналогiчними до тих, що наведенi в до-

веденнi попередньої теореми,ми отримаємо

χ̆
(
x− i

π

2σ

)
= −S1(x) + S2(x, εk) + S3(x),

де ε = (εk)
+∞
k=−∞ i

S2(x, εk) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−εkx+i

π
2

x− iπσ(
1
2 + k)

.

Також, при доведеннi теоремi 2.5, базуючись на тому, що f нале-

жить W 1
σ показано наступне

+∞∫
π
2

|S1(x)|dx < +∞,

+∞∫
π
2

|S3(x)|dx < +∞.

Тому, залишилося довести
+∞∫
π
2

|S2(x, εk)|dx < +∞.

Беручи до уваги, що

1∣∣x− iπσ
(
1
2 + k

)∣∣ = 1√
x2 + ( π2σ +

πk
σ )

2
≤ 1

|x|
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отримаємо,
+∞∫
π
2

|S2(x, εk)|dx =
1√
2π

+∞∫
π
2

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)kie−εkx+

πi
2

x− iπσ
(
1
2 + k

)∣∣∣∣∣ dx ≤

≤ 1√
2π

+∞∫
π
2

+∞∑
k=−∞

|ck|eεkx∣∣x− iπσ
(
1
2 + k

)∣∣dx
Тодi, використавши умову (2.20) маємо

+∞∫
π
2

|S2(x, εk)|dx ≤ 1√
2π

+∞∑
k=−∞

|ck|
+∞∫
π
2

e−εkx

x
dx ≤M < +∞,

де M не залежить вiд (εk). Тому χ̆ належить E1
[
C
(
0; π2
)]

.

Приклад 2.5. Для функцiї

f (z) =

√
2√
πz2

(cosσz − 1) ∈ W 1
σ (2.21)

розв’язок Проблеми С визначається функцiями

χ̆(z) =

√
2

π

(
+∞∑

k=−∞

(−1)kc̃ke
iσz

i(z − kπ
σ )

+

 +∞∑
k=−∞,
k≠−1;0;1

σ2i((−1)k − 1)e−
1

ln kz

k2(z − ikπσ )
−

− σiez

z − kπ
σ i

+

1∑
k=−1,
k ̸=0

σ2i((−1)k − 1)ez

k2(z − ikπσ )

 +

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)c̃k

iσ(z − kπ
σ )(z − ikπσ )

та

µ̆(z) =

√
2

π

(
+∞∑

k=−∞

c̃kie
−iσz

(z − kπ
σ )

−
+∞∑

k=−∞

(−1)kc̃ke
iσz

i(z − kπ
σ )
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−

 +∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

σ2i((−1)k − 1)e−
1

ln kz

k2(z − ikπσ )
− σiez

z − kπ
σ i

+

−
1∑

k=−1,
k ̸=0

σ2i((−1)k − 1)ez

k2(z − ikπσ )

 +

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)c̃k

iσ(z − kπ
σ )(z − ikπσ )

)
.

Доведення. Обчислимо значення послiдовностi (ck) для функцiї f

у виглядi (2.3) при z = πk
σ

f

(
πk

σ

)
=

σ√
2π

lim
z→k

+∞∑
n=−∞

cn
sinπz

πz − πn
=

σ√
2π

lim
z→k

ck
sin πz

πz − πk
=

=
σ√
2π

lim
z→k

ck cos πk =
σ√
2π

(−1)kck.

Звiдси

ck =

√
2π

σ
(−1)kf

(
πk

σ

)
. (2.22)

Тепер обчислимо значення функцiї (2.21) при z = πk
σ , k ̸= 0.

f

(
πk

σ

)
=

√
2σ2√
π3k2

(cosπk − 1) =

√
2σ2√
π3k2

((−1)k − 1).

При k = 0, отримаємо

f (0) =

√
2

π
lim
z→0

cosσz − 1

z2
= −

√
2

π
lim
z→0

σ2 cosσz

2
= − σ2√

2π

Пiдставимо отриманi значення в (2.22) i отримаємо

ck =
2σ2√
πk2

(1− (−1)k),

c0 = −σ(−1)k.
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Виберемо

εk =


1

ln |k|, якщо |k| > 1,

1, якщо k ∈ {−1; 0; 1}.

Тодi функцiя χ̆, визначена рiвнiстю (2.19), може бути зображена у

виглядi

χ̆(z) = χ1(z) + iχ̆2(z) =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

(−1)keiσzck

i(z − kπ
σ )

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

(−1)kie−εkzck

z − kπ
σ i

+

+
1√
2π

1∑
k=−1

(−1)kie−zck

z − kπ
σ i

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)ck

iσ(z − kπ
σ )(z −

kπ
σ i)

=

=

√
2

π

(
+∞∑

k=−∞

(−1)kc̃ke
iσz

i(z − kπ
σ )

+

 +∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

σ2i((−1)k − 1)e−
1

ln kz

k2(z − ikπσ )
−

− σiez

z − kπ
σ i

+

1∑
k=−1,
k ̸=0

σ2i((−1)k − 1)ez

k2(z − ikπσ )

 +

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)c̃k

iσ(z − kπ
σ )(z − ikπσ )

,

де

c̃k =


2σ2√
πk2

(1− (−1)k), якщо k ̸= 0,

−σ(−1)k, якщо k = 0.

Для z = x− iπ
2σ отримаємо

χ̆

(
x− iπ

2σ

)
= S1

(
x− iπ

2σ

)
+ S2

(
x− iπ

2σ
, εk

)
+

+S3

(
x− iπ

2σ

)
+ S4

(
x− iπ

2σ

)
+ S5

(
x− iπ

2σ

)
.
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Тут

S1

(
x− iπ

2σ

)
= −

√
2

π

+∞∑
k=−∞

(−1)kc̃ke
iσx+π

2

k2(x− π
σ(

i
2 + k))

,

S2

(
x− iπ

2σ
, εk

)
=

√
2

π

+∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

((−1)k − 1)ie−
1

ln kx+i
π
2

k2(x− iπσ(
1
2 + k))

,

S3

(
x− iπ

2σ

)
= −

√
2σie−x+

iπ
2σ

π(x− iπσ(
1
2 + k))

,

S4

(
x− iπ

2σ

)
=

√
2

π

1∑
k=−1,
k ̸=0

((−1)k − 1)ie−x+i
π
2

k2(x− iπσ(
1
2 + k))

,

S5

(
x− iπ

2σ

)
=

√
2

π

+∞∑
k=−∞

πk(i− 1)c̃k

iσ(x− π
σ(

i
2 + k))(x− iπσ(

1
2 + k))

.

На основi Теореми 2.5 маємо
+∞∫
1

∣∣∣∣S1

(
x− iπ

2σ

)∣∣∣∣ dx < +∞,

+∞∫
1

∣∣∣∣S5

(
x− iπ

2σ

)∣∣∣∣ dx < +∞.

Знайдемо значення iнтегралу вiд модуля S2 по дiйснiй пiвосi
+∞∫
1

∣∣∣∣S2

(
x− iπ

2σ
, εk

)∣∣∣∣ dx ≤
+∞∫
1

+∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

∣∣∣∣∣((−1)k − 1)ie−
1

ln kx+i
π
2

k2
(
x− iπσ(

1
2 + k)

) ∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑

k=−∞,
k ̸=−1;0;1

+∞∫
1

∣∣∣∣∣σ2i((−1)k − 1)e−
1

ln kx

k2(x− ikπσ )

∣∣∣∣∣ dx ≤
+∞∑

k=−∞,
k ̸=−1;0;1

M

+∞∫
1

e−
1

ln kx

x
dx ≤

≤M1 < +∞.

Тепер покажемо, що
+∞∫
1

∣∣∣∣S3

(
x− iπ

2σ

)∣∣∣∣ dx < +∞.
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Справдi,
+∞∫
1

∣∣∣∣∣
√
2σie−x+

iπ
2σ

π(x− iπσ(
1
2 + k))

∣∣∣∣∣ dx ≤M2

+∞∫
1

e−x

x
dx ≤M3 < +∞.

Залишилося знайти iнтеграл по x ∈ [1; +∞) вiд модуля S4.
+∞∫
1

∣∣∣∣S4

(
x− iπ

2σ

)∣∣∣∣ dx ≤
+∞∫
1

1∑
k=−1,
k ̸=0

∣∣∣∣((−1)k − 1)ie−x+i
π
2

k2(x− iπσ(
1
2 + k))

∣∣∣∣ dx ≤

≤M4

+∞∫
1

e−x

x
dx < +∞.

Тобто, χ̆
(
x− iπ

2σ

)
∈ L1(1; +∞). Скориставшись мiркуваннями ана-

логiчними до тих, що в [44] i тим, що послiдовнiсть (ck) задоволь-

няє умову (2.13) маємо χ̆
(
iy − iπ

2σ

)
∈ L1(1; +∞). Отже, χ̆(z) ∈

L1(1; +∞). Для функцiї µ̆ отримаємо

µ̆(z) = f (z)− χ̆(z) =

=

√
2

π

(
+∞∑

k=−∞

c̃kie
−iσz

(z − kπ
σ )

−
+∞∑

k=−∞

(−1)kc̃ke
iσz

i(z − kπ
σ )

−

 +∞∑
k=−∞,
k ̸=−1;0;1

σ2i((−1)k − 1)e−
1

ln kz

k2(z − ikπσ )
− σiez

z − kπ
σ i

+

−
1∑

k=−1,
k ̸=0

σ2i((−1)k − 1)ez

k2(z − ikπσ )

 +

+∞∑
k=−∞

kπ(i− 1)c̃k

iσ(z − kπ
σ )(z − ikπσ )

)
.
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Висновки до роздiлу 2

Основнi здобутки другого роздiлу:

1) отримано критерiй, який дозволяє знайти розв’язки проблеми

розщеплення функцiї f у просторi Пелi - Вiнера W 1
σ на суму

двох функцiй, модуль яких є ”великим” у верхнiй та нижнiй

пiвплощинi вiдповiдно. I, як наслiдок, встановлено, що розв’я-

зок проблеми розщеплення iснує за умови, що всi коефiцiєнти

Фур’є з додатними номерами дорiвнюють нулю;

2) отримано умови iснування розв’язку проблеми розщеплення у

кутi для функцiй за умови певної регулярностi коефiцiєнтiв;

3) встановленi розв’язки проблеми розщеплення для функцiй як

завгодно малого експоненцiйного типу у пiвплощинi.

Результати другого роздiлу опублiковано в статтях [113], [116],

а також доповiдалися на конференцiях [117], [119], [121], [122].
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РОЗДIЛ 3. ТЕОРIЯ ФIЛЬТРIВ ВIНЕРА

3.1 Про проблему iдентифiкацiї фiльтрiв в пiвсмузi

В даному пiдроздiлi ми розглядаємо аналог класичної теорiї

фiльтрiв Вiнера для випадку пiвсмуги в комплекснiй областi. В

математичнiй теорiї фiльтрiв Вiнера [106] сигнал є неперервною

функцiєю g в часi t (t ∈ γ, γ : R → C), а фiльтр Φ - це деякий

пристрiй ("скринька"), що трансформує вхiдний сигнал в певний

вихiдний сигнал g → Φg. Енергiя сигналу g є пропорцiйною до∫
γ

|g(z)|2|dz|.

Тут ми будемо розглядати лише стацiонарнi фiльтри. Фiльтр Φ є

стацiонарним [79], якщо вiн задовольняє наступнi умови:

1) Φ є лiнiйним, а тому є визначеним в векторному просторi

сигналiв;

2) Φ перетворює сигнали скiнченної енергiї в сигнали скiнченної

енергiї;

3) Φ є iнварiантним вiдносно часу (параметри фiльтру не змiню-

ються з часом), тобто Φ(τsf ) = τs(Φf ) для кожного моменту часу

s i сигналу f .

Функцiя G = F−1g, де g → F−1g обернене перетворення Фур’є,

називається амплiтудним спектром g.

Важливим мiсцем в теорiї сигнальних процесiв є наступна про-

блема обробки сигналiв:

визначити невiдомий фiльтр Φ : g → ψ ("чорна скринька") про-
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аналiзувавши g i ψ; зокрема, вiдновити, якщо можливо, фiльтр,

знаючи щiльнiсть енергiї |F−1g|2, |F−1f |2 пари вхiд - вихiд.

Ми розглядаємо проблему iдентифiкацiї фiльтру для випадку

невiдомого фiльтру f в пiвсмузi Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0},
σ > 0. Основним завданням є побудувати всi можливi сигнали g в

D∗
σ = C\Dσ, якi анулюють фiльтри за певних природних умов.

Розглянемо простори, якi необхiднi для точного формулювання

вищезазначеної проблеми. Вони є голоморфними аналогами про-

сторiв Lp.

Простором Ep[Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, називається простiр

аналiтичних функцiй в Dσ, для яких

sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в Dσ.

Нехай Ep[D∗
σ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, є простором аналiтичних

функцiй в D∗
σ, для яких

sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в D∗
σ.

Проблема iдентифiкацiї фiльтру для пiвсмуги полягає в знахо-

дженнi тестового сигналу g ∈ E2[D∗
σ] для якого вихiдний сигнал

визначений наступною рiвнiстю

f ∗ g(τ ) =
∫
∂Dσ

g(w)f (w + τ )dw
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вимiряний в усi моменти часу τ ≤ 0, однозначно визначає невi-

домий фiльтр f ∈ E2[Dσ]. Основним завданням, яке виникає при

аналiзi цiєї задачi, є питання iснування сигналу g ∈ E2[D∗
σ] такого,

що g ∗ f (τ ) = 0 для всiх τ ≤ 0 випливає f ≡ 0.

Амлiтудний спектр сигналу g ∈ Ep[D∗
σ] визначимо формулою

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw. (3.1)

Формула (3.1) встановлює бiєкцiю мiж E2[D∗
σ] та H2

σ(C+) i обернена

формула

g(w) =
1√
2π

∫ +∞

0

G(x)e−xwdx, ℜw > 0 (3.2)

виконується.

Щоб сформулювати повний опис можливих амплiтудних спе-

ктрiв функцiй з простору E2[D∗
σ] наведемо означення деяких про-

сторiв типу Гардi.

Простiр Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, є простором Гардi аналiтичних в

C+ = {z : ℜz > 0} функцiй f , для [55] яких

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy

 < +∞.

А. Сєдлєцкий запропонував наступне означення простору Гардi в

пiвплощинi [20].

Теорема 3.1. Простiр Hp (C+), 1 ≤ p < +∞, спiвпадає з просто-

ром аналiтичних в C+ функцiй f , для яких

sup
φ∈(0;π)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞.
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Нехай Hp
σ(C+ = {z : ℑz > 0}) простiр аналiтичних в C+ фун-

кцiй, для яких

sup
φ∈(−π

2 ;
π
2 )


+∞∫
0

|g(reiφ)|pepσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

Основним твердженням даного роздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.2. Нехай амплiтудний спектр G сигналу g ∈ E2[D∗
σ] є

неперервним та не має жодного нуля в {z : ℜz ≥ 0} i f ∈ E2[Dσ].

Тодi з виконання рiвностi

(∀τ ≤ 0) f ∗ g(τ ) = 0 (3.3)

випливає f ≡ 0 тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з умов:

1) g допускає голоморфне продовження до цiлої функцiї i виконує-

ться умова

(∀c ∈ R) : g(w) exp
(
−ce−

wπ
2σ

)
̸∈ E2[Dσ]; (3.4)

2) g не допускає голоморфного продовження до цiлої функцiї.
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3.2 Доведення теореми

Для доведення теореми 3.2 нам знадобляться наступнi двi леми.

Лема 3.1 (Типу Фрагмена-Лiндельофа [65]). Якщо функцiя f є

аналiтичною в C+, має майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi зна-

чення, f ∈ Lp[∂C+], 1 ≤ p ≤ ∞, для деякого δ > 0 виконується

f (x)e−δ(x+
1
x) ∈ Lp(1; +∞) i для деякого γ ∈ (0; 2)

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p exp
(
−ε
(
rγ +

1

rγ

))
dr

 < +∞,

то f ∈ Hp(C+).

Нехай Ep[Mk] простiр аналiтичних функцiй у кожному прямо-

кутнику Mk = {z : z ∈ Dσ,ℜz > k}, k < 0 для яких

sup


∫
µ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться для всiх вiдрiзкiв µ, якi мiстяться в Mk.

Лема 3.2 (Типу Фрагмена-Лiндельофа [103], [71]). Якщо f нале-

жить простору Ep[Mk], 1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника

Mk, k < 0, також f ∈ Lp(∂Dσ) i виконується умова

(∀ε > 0) : sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f (u + iv)|p exp (−εe−γu)dv

 < +∞

для деякого γ < π
σ i f (x) exp (−δe− π

2σx) ∈ Lp(−∞; 1) для деякого

δ > 0, то f ∈ Ep[Dσ].
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Доведення теореми. Iнтегральна гранична функцiя h : R → R для

функцiї G ∈ Hp
σ(C+) визначається [4] з точнiстю до адитивної кон-

станти в точках неперервностi наступною рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

 t2∫
t1

ln |G(x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy

−

− lim
x→0+

 t2∫
t1

ln

∣∣∣∣ 1

G(x + iy)

∣∣∣∣ dy −
t2∫

t1

ln

∣∣∣∣ 1

G(iy)

∣∣∣∣ dy
 .

Оскiльки G неперервна на C+ i G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+, отрима-

ємо

0 < c1 ≤ |G(z)| ≤ c2

тому

| ln |G(z)|| ≤MR

для z ∈ ηr i ηr = {z : ℜz ≥ 0, |z| ≤ R} при кожному фiксованому

дiйсному R. Тому за лемою Фату h ≡ const. Оскiльки G не має

жодного нуля в C+, то за критерiєм розв’язностi [41], [102] рiвнiсть

(3.3) має лише тривiальний розв’язок (тотожнiй нуль) тодi i тiльки

тодi, коли

lim sup
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞ (3.5)

Необхiднiсть. Покажемо, що з (3.5) випливає одна з умов тео-

реми 3.2. Для цього спершу розглянемо випадок:
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lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= −∞. (3.6)

З останньої формули отримуємо, що iнтеграл в правiй частинi

рiвностi (3.2) збiгається абсолютно i рiвномiрно на будь якому ком-

пактi з C+, тому у кожнiй точцi z ∈ C функцiя g є аналiтичною.

Отже, g є цiлою функцiєю.

Покажемо вiд супротивного, що виконується умова (3.4). Для

цього припустимо що для кожного c ∈ R умова (3.4) не вико-

нується. Оскiльки g є цiлою функцiєю то вона є аналiтичною

функцiєю в кожному замкненому прямокутнику Mk, k < 0, де

Mk = {z : z ∈ Dσ,ℜz > k}. За iнтегральною теоремою Кошi для

функцiї аналiтичної в замиканнi обмеженої областi, отримуємо∫
∂Mk

g(w)ezwdw = 0, k < 0,

тодi використавши (3.1) маємо

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw−

− 1

i
√
2π

∫
∂Mk

g(w)ezwdw =
1

i
√
2π

∫
∂(Dσ\Mk)

g(w)ezwdw. (3.7)

Нехай

q(w) := g(w) exp
(
−ce−

wσ
2σ

)
i покажемо, що q ∈ E2[Dσ] для деякого c > 0.
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Зауважимо, що для k < 0 маємо

|G(x)| = 1√
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂(Dσ\Mk)

g(w)ewxdw

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1√
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂(Dσ\Mk)

q(w) exp
(
ce−

wπ
2σ

)
ewxdw

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1√
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂(Dσ\Mk)

q(w) exp
(
ce−

uπ
2σ · e−

ivπ
2σ

)
ewxdw

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
1√
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂(Dσ\Mk)

q(w) exp
(
ce−

uπ
2σ cos

vπ

2σ

)
exp
(
ice−

uπ
2σ sin

vπ

2σ

)
ewxdw

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

2π

∫
∂(Dσ\Mk)

∣∣∣q(w) exp(ce−uπ
2σ cos

vπ

2σ

)
exp
(
ice−

uπ
2σ sin

vπ

2σ

)
ewxdw

∣∣∣ ≤
≤ 1√

2π

∫
∂(Dσ\Mk)

|q(w)| exp
(
ce−

uπ
2σ cos

vπ

2σ

)
eux|dw|.

Розглянемо останнiй iнтеграл як суму iнтегралiв по сторонах межi

пiвсмуги Dσ \Mk

|G(x)| = 1√
2π

 k∫
−∞

|q(u− iσ)| euxdu+

+

σ∫
−σ

|q(k + iv)| exp
(
ce−

kπ
2σ cos

vπ

2σ

)
ekxdv+
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+

k∫
−∞

|q(u + iσ)| euxdu

 .

Застосувавши до першого iнтегралу нерiвнiсть Кошi - Буняковсько-

го - Шварца, отримаємо

k∫
−∞

|q(u− iσ)| euxdu ≤

 k∫
−∞

|q(u− iσ)|2du

1/2

·

 k∫
−∞

|eux|2du

1/2

=

=
ekx√
2x

 k∫
−∞

|q(u− iσ)|2du

1/2

≤ ekx√
2x

 0∫
−∞

|q(u− iσ)|2du

1/2

≤

≤ c1e
kx

√
x
.

Скориставшись аналогiчними мiркуваннями для третього iнтегра-

лу, отримаємо

k∫
−∞

|q(u + iσ)| euxdu ≤ ekx√
2x

 0∫
−∞

|q(u + iσ)|2 du

1/2

≤ c2e
kx

√
x
.

Зауважимо, що cos vπ2σ < 1, тодi для другого iнтегралу, маємо
σ∫

−σ

|q(k + iv)| exp
(
ce−

kπ
2σ cos

vπ

2σ

)
ekxdv ≤

≤
σ∫

−σ

|q(k + iv)| exp
(
ce−

kπ
2σ

)
ekxdv.

Тодi за нерiвнiстю Кошi - Буняковського - Шварца
σ∫

−σ

|q(k + iv)| exp
(
ce−

kπ
2σ

)
ekxdv ≤
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≤

 σ∫
−σ

|q(k − iv)|2dv

1/2

·

e2kx exp(2ce−kπ
2σ

) σ∫
−σ

dv

1/2

=

=

 σ∫
−σ

|q(k − iv)|2dv

1/2

·
(
2σe2kx exp

(
2ce−

kπ
2σ

))1/2
=

=
√
2σekx exp

(
ce−

kπ
2σ

) σ∫
−σ

|q(k − iv)|2dv

1/2

≤ c3e
cx exp

(
ce−

kπ
2σ

)
.

Отже,

|G(x)| ≤ c1e
kx

√
x

+ c3e
cx exp

(
ce−

kπ
2σ

)
+
c2e

kx

√
x
.

До цього моменту ми не накладали обмежень на k крiм вiд’ємностi.

Тепер виберемо k = −2σ
π lnx, x > 1, тодi

|G(x)| ≤ c1√
x
exp

(
−2σ

π
x ln x

)
+ c3e

cx exp

(
−2σ

π
x lnx

)
≤

≤ c4e
cx exp

(
−2σ

π
x lnx

)
, x > 1.

Нехай

ψ(z) := G(z)e−cz exp

(
2σ

π
z ln z

)
.

Тодi,

|ψ(x)| =
∣∣∣∣G(x)e−cx exp(2σπ x lnx

)∣∣∣∣ = |G(x)|
∣∣∣∣e−cx exp(2σπ x lnx

)∣∣∣∣ =
= c4e

cx exp

(
−2σ

π
x lnx

)
e−cx exp

(
2σ

π
x lnx

)
= eεx
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i для всiх ε > 0 маємо ψ(x)e−εx ∈ L2(0; +∞). Функцiя ψ(iy), для

y > 0 буде мати вигляд

|ψ(iy)| =
∣∣∣∣G(iy)e−iyc exp(2σπ iy ln(iy)

)∣∣∣∣ ≤
= |G(iy)|

∣∣∣∣e−iyc exp(2σπ iy ln(iy)
)∣∣∣∣ =

= |G(iy)|
∣∣∣∣exp(2σπ iy (ln |y| + i

π

2

))∣∣∣∣ =
= |G(iy)||e−σy| = |G(iy)|e−σ|y|.

Також, для y < 0 маємо

|ψ(iy)| ≤
∣∣∣∣G(iy)e−iyc exp(2σπ iy ln(iy)

)∣∣∣∣ =
= |G(iy)|

∣∣∣∣exp(2σπ iy (ln |y| − i
π

2

))∣∣∣∣ =
= |G(iy)||eσy| = |G(iy)|e−σ|y|.

Тобто функцiя ψ належить простору L2(∂C+). Зауважимо, що з

рiвностi (3.1) випливає, що G ∈ H2
σ(C+). Тому для всiх γ ∈ (1; 2]

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

∣∣ψ (reiφ)∣∣2 exp (−εrγ) dr
 < +∞.

З леми 3.1, отримаємо ψ ∈ H2(C+). Це означає

G(z)ecz exp

(
2σ

π
z ln z

)
∈ H2(C+),

за властивiстю функцiй з просторiв Гардi [65]∣∣∣∣G(z) exp{2σπ z ln z
}∣∣∣∣ 6 e−cx√

x
.
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Тому

ln |G(x)| + 2σ

π
x lnx 6 −cx,

якщо x ≥ 1, отже

lim sup
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞. (3.8)

Це суперечить умовi (3.5). Тобто, ми довели, що з умови (3.5) ви-

пливає умова (3.4). Отже, припущення, що умова (3.4) не виконує-

ться є неправильне. Тому, умова (3.4) виконується.

Тепер розглянемо другий можливий випадок

2) lim sup
x→+∞

ln |G(x)|
x

> −∞. (3.9)

Покажемо виконання умови 2) теореми 3.2. Припустимо вiд супро-

тивного, що g допускає аналiтичне продовження до цiлої функцiї,

тому надалi вважатимемо, що g ∈ E2[D∗
σ] є цiлою функцiєю. Нехай

g ∈ E2[D∗
σ] цiла функцiя. Тодi g аналiтична в кожному замкне-

ному прямокутнику Mk, k < 0, де Mk = {z : z ∈ Dσ,ℜz > k}. За

iнтегральною теоремою Кошi маємо∫
∂Mk

g(w)ezwdw = 0, k < 0,

тодi використавши (3.2) отримаємо

|G(x)| ≤ 1√
2π

∫
∂Dσ\Mk

|g(w)|exu|dw| = 1√
2π

(I1 + I2 + I3),

z = x + iy, w = u + iv,
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для x > 0. Тут I1, I2, I3 наступнi iнтеграли

I1 =

k∫
−∞

|g(u− iσ)|exudu,

I2 =

σ∫
−σ

|g(k + iv)|exkdv

та

I3 =

k∫
−∞

|g(u + iσ)|exudu.

Тодi за нерiвнiстю Кошi - Буняковського - Шварца

I1 =

k∫
−∞

|g(u− iσ)|exudu ≤

 k∫
−∞

|g(u− iσ)|2du ·
k∫

−∞

e2xudu

1/2

≤

≤

 0∫
−∞

|g(u− iσ)|2du · e
2xk

2x

1/2

≤ c5
exk√
x
,

аналогiчно

I3 =

k∫
−∞

|g(u + iσ)|exudu ≤ c6
exk√
x
.

Оскiльки, g є цiлою функцiєю, як функцiя змiнної v, то g(k + iv) є

неперервною на вiдрiзку (−σ;σ). Тодi

I2 =

σ∫
−σ

|g(k + iv)|exkdv ≤ max
v∈[−σ;σ]

{|g(k + iv)|} exk
σ∫

−σ

dv ≤ J(k)ekx,

(3.10)

де

J(k) = 2σmax {|g(t + iv)| : v ∈ [−σ;σ], t ∈ [k; 0]} , k < 0.
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Якщо

sup
k<0

{J(k)} < +∞, (3.11)

то функцiя g належить простору Гардi в E∞[Dσ]. Наступнi мiр-

кування доводять, що g ≡ 0. Оскiльки функцiя g ∈ E∞[Dσ],

то g ∈ L∞(−∞ + iσ; iσ). Через те, що g є цiлою функцiєю, за

припущенням, i g ∈ E2
∗ [Dσ] випливає, що g ∈ H2 в пiвплощинi

{z : ℜz > −1}. З останнього маємо наступну оцiнку

|g(z)| ≤ c√
x
, x > −1.

Це означає, що g ∈ L∞(iσ; iσ+∞), а отже g ∈ L∞(−∞+iσ; iσ+∞).

Також, з того, що функцiя g ∈ E2
∗ [Dσ] випливає, що вона нале-

жить простору Гардi H2 в пiвплощинi {z : ℑz > σ}. З остан-

нiх двох тверджень базуючись на лемi 3.1 та з [14] випливає, що

функцiя g належить простору H∞ у пiвплощинi {z : ℑz > σ}.

Аналогiчним способом можна показати обмеженiсть функцiї g у

пiвплощинi {z : ℑz < −σ}. Тодi з того, що g є обмежена цiла

функцiя та за теоремою Лiувiлля, отримаємо g ≡ const. Оскiльки,

також g ∈ L2(−∞+ iσ; iσ), тому g ≡ 0. Тодi, беручи до уваги (3.1)

G ≡ 0 тобто теорема доведена. Розглянемо протилежний випадкок

до (3.11). Оскiльки, за означенням J є неперервною та незростаю-

чою функцiєю отримуємо

lim
k→−∞

J(k) = +∞.
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Визначимо функцiю J2 тiльки на промiжках спадання функцiї

J . ПозначимоA = {(α1; β1]∪(α2; β2]∪(α3; β3]...} множину промiжкiв

на яких функцiя J є сталою. Визначимо функцiю J2 на промiжку

(−∞; 0) \ A в той спосiб, що J(k) = J2(k).

Розглянемо обернену функцiю J1 до функцiї −J2. Оскiльки J2 є

спадною, то −J2 є зростаючою. Отже, J1 теж є зростаючою. Оскiль-

ки

lim
t→−∞

J2(t) = −∞,

то

lim
s→−∞

J1(s) = −∞. (3.12)

З означення функцiї J2 та рiвностi (3.10) маємо

I2 ≤ J(k∗)ek
∗x = J2(k

∗)ek
∗x,

де k∗ ∈ (−∞; 0) \ A. Оскiльки k в (3.10) довiльне вiд’ємне число,

ми можемо вибрати k = k∗ = J1(−x), тодi

I2 ≤ J2(k
∗)ek

∗x = −(−J2(J1(−x)))exJ1(−x) = xexJ1(−x).

Отже

|G(x)| ≤ c5
exk√
x
+ c6

exk√
x
+ c7xe

xJ1(−x) ≤ c8xe
xJ1(−x), x > 1,

i з умови (3.12) ми отримаємо

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

≤ lim
x→+∞

J1(−x) = −∞.
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Це суперечить умовi (3.9). Отже, умова 2) доведена. Необхiднiсть

доведено.

Достатнiсть. Розглянемо спочатку випадок виконання умови

2). У цьому випадку для доведення теореми слiд показати, що вико-

нується умова (3.5). Припустимо вiд супротивного, що умова (3.5)

не виконується, тобто виконується умова (3.8). Це означає, що iснує

стала c8 така, що
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx ≤ c9,

якщо x ≥ 1. З цього, очевидно, маємо

ln |G(x)|
x

≤ c9 −
2σ

π
lnx,

тобто виконується умова (3.6). Тодi використавши (3.6) отримаємо,

що iнтеграл у правiй частинi (3.2) рiвномiрно збiгається на будь-

якому компактi iз C, отже g цiла функцiя. Це суперечить умовi

2).

Для доведення теореми покажемо, що виконується умова 1) тео-

реми. Для цього покажемо, що виконується (3.5). Тодi використав-

ши мiркування вiд супротивного, як показано вище, iз заперечення

умови (3.5) випливає умова (3.6). Тодi використавши (3.6) отрима-

ємо, що рiвнiсть (3.2) визначає функцiю g для всiх w ∈ C+. Нехай

G1(z) = G(z) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)



113

для деякого c > 0. Тодi формула (3.2) буде мати вигляд

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx.

Функцiя

G1(z) exp

(
−2σ

π
z ln z + cz

)
e−zw

є цiлою, а отже, є й аналiтичною функцiєю в секторi

S = {z : 0 < |z| < x0, 0 < arg z < −πv
2σ}, для всiх −σ < v < 0. За

iнтегральною теоремою Кошi для функцiї аналiтичної в замиканнi

обмеженої областi, отримуємо∫
∂S

G1(z) exp

(
−2σ

π
z ln z + cz

)
e−zwdz = 0

Розглянемо останнiй iнтеграл як суму iнтегралiв по сторонах межi

сектора
x0∫
0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx+

+

−πv
2σ∫

0

G1(x0e
iφ) exp

(
−2σ

π
x0e

iφ(lnx0 + iφ)

)
exp
(
−x0eiφw

)
x0ie

iφdφ−

−
x0e

− (u−c)π
2σ∫

0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx = 0 (3.13)

Покажемо, що другий iнтеграл прямує до нуля для кожного w ∈
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C+, якщо r → ∞ i r > 1. Тут φ0 = −πv
2σ . Тодi∣∣∣∣∣∣∣

−πv
2σ∫

0

G1(x0e
iφ) exp

(
−2σ

π
x0e

iφ(lnx0 + iφ) + cx0e
iφ

)
·

· exp
(
−x0eiφw

)
x0ie

iφdφ
∣∣ ≤

≤

−πv
2σ∫

0

∣∣∣∣G1(x0e
iφ) exp

(
−2σ

π
x0e

iφ(lnx0 + iφ) + cx0e
iφ

)
·

· exp
(
−x0eiφw

)
x0ie

iφ
∣∣ dφ =

=

−πv
2σ∫

0

∣∣G1(x0e
iφ)
∣∣x0 exp(−2σ

π
x0 cosφ ln x0 +

2σ

π
x0φ sinφ+

+cx0 cosφ− ux0 cosφ + vx0 sinφ) dφ ≤

≤

−πv
2σ∫

0

|G1(x0e
iφ)|x0 exp

(
−2σ

π
x0 cosφ0 lnx0+

+σx0 + |c|x0 + |u|xo + |v|x0) dφ ≤

≤ x0 exp (−αx0 lnx0 + α1x0)

−πv
2σ∫

0

|G1(x0e
iφ)|dφ ≤

≤ c10x0 exp (−αx0 lnx0 + α1x0) → 0, x0 → +∞.

В (3.13) перейдемо до границi при x0 → +∞, тодi отримаємо
+∞∫
0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx+

−
+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ exp

(
−2σ

π
te−

(w−c)π
2σ ln t

)
dt = 0.



115

Тобто
x0∫
0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx =

=

+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ exp

(
−2σ

π
te−

(w−c)π
2σ ln t

)
dt.

Цим можемо пояснити змiну контуру iнтегрування з {x : x > 0} на{
t exp

(
−(w−c)π

2σ : t > 0
)}

. Отже,

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ ·

· exp
(
−2σ

π
te−

(w−c)π
2σ ln

(
te−

(w−c)π
2σ

)
+ cte−

(w−c)π
2σ

)
e−wte

− (w−c)π
2σ dt =

=
1√
2π

+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ exp

(
−2σ

π
te−

(w−c)π
2σ ln t

)
dt

Тодi

|g(w)| = 1√
2π

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ exp

(
−2σ

π
t ln te−

(w−c)π
2σ

)
dt

∣∣∣∣∣∣ .
Використавши нерiвнiсть Кошi - Буняковського - Шварца, отрима-

ємо

|g(w)| ≤ 1√
2π

 +∞∫
0

∣∣∣G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ

∣∣∣2 dt·
·

+∞∫
0

∣∣∣∣exp(−4σ

π
t ln te−

(w−c)π
2σ

)∣∣∣∣ dt
1/2

=
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=
1√
2π

 +∞∫
0

e−
(u−c)π

2σ

∣∣∣G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)∣∣∣2 dt·
·

+∞∫
0

∣∣∣∣exp(−4σ

π
t ln te−

(w−c)π
2σ

)∣∣∣∣ dt
1/2

.

Оскiльки G1 ∈ H2(C+), то

e−
(u−c)π

2σ

+∞∫
0

∣∣∣G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)∣∣∣2 dt < c11.

Тодi

|g(w)| ≤ c11e
− (u−c)π

2σ

 +∞∫
0

exp

(
−4σ

π
t ln te−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
dt

1/2

.

(3.14)

В [22] (ст. 323) М. В. Федорюк показав, що асимптотика функцiї

Φ(λ; a) =

+∞∫
0

exp (−ax lnx + λx)dx

така ж як i асимптотика функцiї Φ(λ1; 1). Функцiї Φ(λ; a) та Φ(λ1; 1)

є цiлими i

Φ(λ; a) =
1

a
Φ

(
λ

a
+ ln a, 1

)
=

1

a
Φ(λ1, 1). (3.15)

При |ℑλ1| < π
2 та ℜλ1 → +∞ асимптотичний розклад має вигляд

Φ(λ1; 1) ∼
√
2πe(λ1−1)/2 exp eλ1−1

(
1 +O

(
e−

λ1
2

))
. (3.16)

Скористаємось цими мiркуваннями для оцiнки iнтегралу

Φ(λ; a) =

+∞∫
0

exp

(
−4σ

π
ln te−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
dt,
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де λ = 0 i a = 4σ
π e

− (u−c)π
2σ cos vπ2σ .

Тодi пiдставивши значення λ i a в (3.15), отримаємо

Φ

(
0;
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
=

πe
(u−c)π

2σ

4σ cos vπ2σ
Φ

(
ln
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ
; 1

)
.

Отже, λ1 = ln 4σ
π e

− (u−c)π
2σ cos vπ2σ . Пiдставимо λ1 в (3.16), тодi асимпто-

тичний розклад функцiї буде мати вигляд

Φ(λ1; 1) ∼
√
2π exp

(
1

2

(
ln
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ
− 1

))
·

· exp
(
exp

(
ln
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
− 1

)
·

·
(
1 +O exp

(
−1

2
ln
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

))
.

Таким чином, запишемо нерiвнiсть (3.14) у виглядi

|g(w)| ≤ c11

(
e−

(u−c)π
2σ exp

(
1

2

(
ln

(
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
− 1

))
·

· exp
(
exp

(
ln

(
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
− 1

)))1/2

=

= c11

((
e−

(u−c)π
2σ

(
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)1/2

· e−
1
2

)
·

· exp
(
4σ

eπ
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

))1/2

≤

≤ c12

(
e−

3(u−c)π
4σ exp

(
4σ

πe
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

))1/2

.

Тодi для w ∈ Dσ ми маємо

|g(w)| ≤ c12e
−3(u−c)π

8σ exp

(
2σ

πe
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
.
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Функцiя

q1(w) = g(w) exp
(
−c13e−

wπ
2σ

)
,

де c13 = 2σ
πee

cπ
2σ , задовольняє умови Леми 3.2 для довiльного δ > 0 i

γ = π
3σ . Тодi q1 ∈ E2[Dσ], умова (3.5) виконується для c = c13.
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Висновки до роздiлу 3

Даний роздiл присвячений деяким дослiдженням теорiї фiль-

трiв Вiнера. А саме, розглядався аналог класичної теорiї фiльтрiв

Вiнера для випадку пiвсмуги в комплекснiй площинi та проблема

iдентифiкацiї нетривiальностi невiдомого фiльтру в пiвсмузi.

Ми отримали опис тестового сигналу, який розв’язує задачу

iдентифiкацiї нетривiальностi фiльтрiв для просторiв Гардi в пiв-

смузi. Цей результат може бути використаний для дослiдження еле-

ктричних та оптичних сигналiв.

Результати третього роздiлу опублiковано в статтi [115] та апро-

бованi на конференцiї [120].
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РОЗДIЛ 4. ПЕРЕТВОРЕННЯ ГIЛЬБЕРТА В

ПРОСТОРI W 1
σ

4.1 Критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в про-

сторi W 1
σ

У даному пiдроздiлi розглядається критерiй обмеженостi пере-

творення Гiльберта в термiнах розщеплення функцiй.

Перетворення Гiльберта функцiї ψ : R → C визначається для

всiх z ∈ R як

H(ψ(z)) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

ψ(t)

t− z
dt, (4.1)

якщо iнтеграл iснує.

Тут v.p. головне значення iнтегралу типу Кошi. Для знаходже-

ння перетворення Гiльберта, тобто головного значення iнтегралу

(4.1) важливим є значення функцiї ψ поблизу точки t = z.

Вiдомо, що H(L2(R)) = L2(R), але H(L1) ̸= L1 [61], [62]. Ми

отримали критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в просторi

Пелi - Вiнера W 1
σ ⊂ L1(R).

Вище ми розглядали простори Гардi у правiй пiвплощинi. Для

задач, що розглядаються в цьому пiдроздiлi сформулюємо означен-

ня простору Гардi у верхнiй пiвплощинi. Простором Гардi Hp(C+),

1 ≤ p < +∞, називається простiр аналiтичних функцiй в пiвпло-

щинi C+ = {z : ℑz > 0}, для яких [55]

||f || := sup
y>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdx


1/p

< +∞.
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Iз результатiв А. М. Сєдлєцкого [20] маємо, що простiр Hp (C+),

1 ≤ p < +∞, може бути визначений i як клас аналiтичних в C+

функцiй f , для яких

||f ||p∗ = sup
φ∈(0;π)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞.

На основi теореми (2.1) маємо, що для довiльного σ > 0, довiль-

на функцiя f ∈ W 2
σ може бути зображена у виглядi

f (t) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσt

σt− πk
. (4.2)

Найцiкавiшим для застосувань є випадок p = 1.

Для зручностi пригадаємо формулювання Проблеми В.

Проблема B. Чи для кожної функцiї f ∈ W p
σ , 1 ≤ p ≤ 2, iснує

розщеплення f = χ+µ, де χ, µ є цiлими функцiями, причому χ на-

лежить простору Hp(C+ = {z : ℑz > 0}), µ належить простору

Hp(C− = {z : ℑz < 0})?
Дiльний В. М. в [43] отримав наступний результат розв’язку

Проблеми B.

Теорема 4.1. Для f ∈ W 1
σ Проблема B має розв’язок тодi i тiльки

тодi
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k

∣∣∣∣∣ < +∞, (4.3)

для деякого δ ∈ (0; 1) тут ми вважаємо, що

(−1)m+keiπσm − 1

m− δm− k
= πi, якщо m− δm− k = 0.

Основним твердженням даного пiдроздiлу є наступна теорема.
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Теорема 4.2. Нехай f ∈ W 1
σ , тодi еквiвалентними є наступнi

умови:

1) зображення функцiї f = χ + µ справджується, де χ, µ є

цiлими функцiями, χ ∈ H1(C+), µ ∈ H1(C−);

2) перетворення Гiльберта H(f (z)) належить L1(R);

3) послiдовнiсть (ck) в зображеннi (4.2) належить l1 i нерiв-

нiсть (4.3) виконується.

Доведення. Доведення теореми можна подiлити на декiлька етапiв.

По перше, вiдзначимо, що еквiвалентнiсть умов 1) i 3) випливає з

теореми 4.1.

По-друге, покажемо iмплiкацiю 1)⇒ 2). Якщо розщеплення фун-

кцiї f = χ+µ iснує, для функцiй χ та µ iз вказаними в Теоремi 4.2

властивостями, тодi

H(f (z)) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

f (t)

t− z
dt =

=
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

χ(t)

t− z
dt +

1

π
v.p.

+∞∫
−∞

µ(t)

t− z
dt.

Оскiльки χ ∈ H1(C+), то використовуючи iнтегральне зображення

функцiй iз простору Гардi у пiвплощинi [73], ми отримаємо

1

π

+∞∫
−∞

χ(t)

t− z
dt =

 χ(z), z ∈ C+,

0, z ∈ C−.



123

Тому кутовi граничнi (недотичнi) значення в R з C+ iнтегралу

1

π

+∞∫
−∞

χ(t)

t− z
dt

дорiвнюють χ(z) для майже всiх z ∈ R.

Аналогiчно можна показати, що

1

π

−∞∫
+∞

µ(t)

t− z
dt =

 µ(z), z ∈ C−,

0, z ∈ C+.

Оскiльки χ належить L1(−∞; +∞), µ належить L1(−∞; +∞), тодi

за формулою Сохоцького [19] H(f ) належить L1(−∞; +∞).

По-третє, покажемо 2)⇒ 1). Розглянемо перетворення Гiльберта

для функцiї f .

Використовуючи (4.2) запишемо перетворення Гiльберта у ви-

глядi

H(f (z)) =
1

π
v.p.

+∞∫
−∞

σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

sinσt
σt−πk
t− z

dt.

Оскiльки ряд збiгається абсолютно та рiвномiрно, то може його

почленно проiнтегрувати

H(f (z)) =
σ√
2π3

+∞∑
k=−∞

ckv.p.

+∞∫
−∞

sinσt

(σt− πk)(t− z)
dt =

=
σ√
2π3

+∞∑
k=−∞

ck

 1

2i
v.p.

+∞∫
−∞

eiσt

(σt− πk)(t− z)
dt−
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− 1

2i
v.p.

+∞∫
−∞

e−iσt

(σt− πk)(t− z)
dt

 .

Функцiя визначена рiвнiстю

+∞∑
k=−∞

ck

 1

2i
v.p.

+∞∫
−∞

eiσt

(σt− πk)(t− z)
dt−

− 1

2i
v.p.

+∞∫
−∞

e−iσt

(σt− πk)(t− z)
dt


як функцiя змiнної z є аналiтичною в C+. Також, як функцiя змiн-

ної z вона є аналiтичною в C−. Спершу розглянемо випадок коли

ℑz > 0. Обчислимо iнтеграл
+∞∫

−∞

eiσt

(σt− πk)(t− z)
dt.

Для функцiї

f1(t) =
eiσt

(σt− πk)(t− z)

як функцiї комплексної змiнної t точки z, πkσ є простими полюсами,

тодi

Rest=zf1(t) = lim
t→z

(t− z)f1(t) = lim
t→z

(t− z)eiσt

(σt− πk)(t− z)
=

eiσz

σz − πk
,

Rest=πk
σ
f1(t) = lim

t→πk
σ

(
t− πk

σ

)
f1(t) =

= lim
t→πk

σ

(t− πk
σ )e

iσt

(σt− πk)(t− z)
=

eiπk

πk − σz
.
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Випадок z = πk
σ не розглядається, бо множина точок для яких вико-

нується така рiвнiсть має нульову Лебегову мiру, а отже, не впливає

на значення iнтегралу. Оскiльки полюс в точцi t = πk
σ знаходиться

на межi верхньої пiвплощини, то для обчислення беремо половину

лишку. Отже, отримаємо наступне значення iнтегралу
+∞∫

−∞

eiσt

(σt− πk)(t− z)
dt = Rest=zf1(t) +

1

2
Rest=πk

σ
f1(t) =

=
eiπk − 2eiσz

2(πk − σz)
.

Далi обчислимо iнтеграл
+∞∫

−∞

e−iσt

(σt− πk)(t− z)
dt.

Функцiя

f2(t) =
e−iσt

(σt− πk)(t− z)

має простий полюс у точцi πk
σ . Тодi

Rest=πk
σ
f2(t) = lim

t→πk
σ

(
t− πk

σ

)
f2(t) =

= lim
t→πk

σ

(t− πk
σ )e

−iσt

(σt− πk)(t− z)
=

e−iπk

πk − σz
.

Ми отримаємо таке значення iнтегралу
+∞∫

−∞

e−iσt

(σt− πk)(t− z)
dt =

1

2
Rest=πk

σ
f2(t) =

e−iπk

2(πk − σz)
.
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Тому
+∞∫

−∞

sinσt

(σt− πk)(t− z)
dt = π

(
Rest=zf1(t) +

1

2
Rest=πk

σ
f1(t)+

+
1

2
Rest=πk

σ
f2(t)

)
= π

(
eiσz

σz − πk
+

eiπk

2(πk − σz)
+

e−iπk

2(πk − σz)

)
=

=
π((−1)k − eiσz)

πk − σz
.

Аналогiчно для ℑz < 0 ми отримали
+∞∫

−∞

sinσt

(σt− πk)(t− z)
dt =

= π

(
e−iσz

σz − πk
+

eiπk

2(πk − σz)
+

e−iπk

2(πk − σz)

)
=

=
π((−1)k − e−iσz)

πk − σz
.

Використовуючи формулу Сохоцького маємо

H(f (z)) =
σ

i
√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
(−1)k − eiσz

πk − σz
+

(−1)k − e−iσz

πk − σz

)
=

=
σ

i
√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)k − cosσz

πk − σz
.

Визначимо функцiї χ та µ рiвностями

χ(z) =
f − iH(f )

2
i µ(z) =

f + iH(f )

2
.
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Оскiльки

χ(z) =

+∞∑
k=−∞

ck
eiσz − (−1)k

2i

i ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на кожному компактi з C, то

χ1 є цiлою функцiєю експоненцiйного типу ≤ σ. Функцiя f також є

цiлою функцiєю експоненцiйного типу ≤ σ i належить L1(R). Отже,

χ належить L1(R) i µ належить L1(R).Оскiльки, також для z ∈ C+

|χ(z)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
eiσz − (−1)k

2i

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑

k=−∞

|ck|
1 + 1

|2i|
=

+∞∑
k=−∞

|ck|,

то функцiя χ є обмеженою в ∂C+. Тому, за теоремою типу Фра-

гмена - Лiндельофа [17], (cт. 67) χ належить H1(C+). Аналогiчно

можна показати, що функцiя µ належить H1(C+).
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4.2 Обчислення перетворення Гiльберта

У даному пiдроздiлi наведено два наслiдки, якi випливають з

теореми 4.2.

Наслiдок 4.1. Якщо умови теореми 4.2 виконуються, тодi

H(f (z)) = i(χ(z)− µ(z)).

Приклад 4.1. Для функцiї

f (z) =
1− cosσz√

2πz2

перетворення Гiльберта H(f (z)) не належить L1(R).

Доведення. Обчислимо перетворення Гiльберта за допомогою тео-

реми 4.2. Для цього подамо функцiю f у виглядi

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

(|t| − σ)eitzdt =
1− cosσz√

2πz2
.

Тодi знайдемо значення функцiй χ та µ

χ(z) =
1√
2π

σ∫
0

(t− σ)eitzdt = −1 + iσz − eiσz√
2πz2

i

µ(z) =
1√
2π

0∫
−σ

(−t− σ)eitzdt =
e−iσz − 1 + iσz√

2πz2
.

Отже,

H(f (z)) = i(χ(z)− µ(z)) =
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= −i− σz − ieiσz√
2πz2

+
ie−iσz − i− σz√

2πz2
=

=

√
2(σz − sinσz)√

πz2
.

Оскiльки χ(z) /∈ H1(C+), µ(z) /∈ H1(C−), то H(f (z)) /∈ L1(R).

З доведення теореми 4.2 випливає наступний наслiдок

Наслiдок 4.2. Якщо умови теореми 4.2 виконуються, тодi

H(f (z)) =
σ

i
√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)k − cosσz

πk − σz
.
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Висновки до роздiлу 4

В даному пiдроздiлi розглядається критерiй обмеженостi пере-

творення Гiльберта в термiнах розщеплення функцiй.

Основнi здобутки роздiлу 4:

1) отримано критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в про-

сторi Пелi - Вiнера W 1
σ ⊂ L1(R) в термiнах розщеплення.

2) знайдено два простi способи обчислення перетворення Гiль-

берта та наведено приклад використання.

Результати роздiлу 4 опублiковано в статтi [114] та доповiдалися

на конференцiї [118].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню асимптотичних та апрокси-

мацiйних властивостей функцiй з просторiв Гардi та простору Пелi

- Вiнера.

Завдяки можливостi зображення математичних об’єктiв у ви-

глядi суми чи добутку об’єктiв з простiшими властивостями ми

змогли дослiдити властивостi функцiй у просторi Пелi - Вiнера.

Для таких функцiй у дисертацiї знайдено критерiй розв’язку про-

блеми розщеплення i показано, що вiн iснує за умови, що усi коефi-

цiєнти Фур’є з додатними номерами дорiвнюють нулю; розв’язано

проблему розщеплення функцiй у кутi для простору Пелi - Вiне-

ра за умови певної регулярностi коефiцiєнтiв; встановлено умови

iснування розв’язку проблеми розщеплення для цiлих функцiй як

завгодно малого експоненцiйного типу в комплекснiй пiвплощинi.

Також, отримано критерiй обмеженостi перетворення Гiльберта в

термiнах розщеплення, що в свою чергу дозволило отримати два

простi способи обчислення перетворення Гiльберта. Важливе мiсце

займають i побудованi приклади функцiй для яких iснують розв’яз-

ки проблем розщеплення, якi розглядаються у дисертацiйному до-

слiдженнi.

Iншою важливою складовою роботи є дослiдження аналогу кла-

сичної теорiї фiльтрiв Вiнера для випадку пiвсмуги в комплекснiй

областi. Показано, що розв’язок проблеми iдентифiкацiї нетривi-

альностi фiльтру можливий при умовах, що iснує сигнал, який не

допускає голоморфне продовження до цiлої функцiї або допускає,
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але воно є екстремально великим.

Результати отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний

характер i можуть знайти застосування у подальших дослiдженнях

з теорiї функцiй, теорiї iнтерполяцiї, теорiї ймовiрностi.

Отриманi результати є певним внеском в теорiю iнформацiї i

можуть мати застосування в квантовiй фiзицi та теорiї керування.

При їх отриманнi використовуються класичнi та сучаснi методи

комплексного та функцiонального аналiзiв та деякi прийоми з робiт

А. М. Сєдлєцкого, В. Я. Лєвiна, Б. В. Винницького, В. М. Дiльного,

В. Л. Шарана та Т. I. Гiщак.
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