
Мiнiстерство освiти i науки України
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Квалiфiкацiйна наукова праця
на правах рукопису

Пстрий Катерина Миколаївна

УДК 512.536.7+515.122.4

ДИСЕРТАЦIЯ
Топологiзацiя та розширення груп,

бiциклiчних напiвгруп та їх варiантiв

01.01.04 — геометрiя i топологiя
111 Математика

Подається на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук (доктора фiлософiї)

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей, ре-
зультатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело.

К. М. Пстрий
(пiдпис)

Науковий керiвник: Гутiк Олег Володимирович,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент,

старший науковий спiвробiтник

ЛЬВIВ — 2021



Змiст

Анотацiя 4

1 Вступ 10

1.1 Iсторична довiдка, огляд лiтератури та мотивацiя дослiд-

жень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Означення та допомiжнi твердження . . . . . . . . . . . . . 21

2 Напiвтопологiчнi варiанти бiциклiчного моноїда 37

2.1 Трансляцiйно неперервнi топологiзацiї варiантiв бiциклiч-

ного моноїда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2 Замикання варiантiв бiциклiчного моноїда . . . . . . . . . 41

2.3 Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 Варiанти розширеної бiциклiчної напiвгрупи 48

3.1 Група автоморфiзмiв розширеної бiциклiчної напiвгрупи . 48

3.2 Алгебраїчнi властивостi напiвгрупи Cm,n
Z . . . . . . . . . . 54

3.3 Трансляцiйно неперервнi топологiї на напiвгрупi C 0,0
Z . . . 63

3.4 Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4 Напiвтопологiчна розширена бiциклiчна напiвгрупа з

приєднаним нулем 73

4.1 Локально компактнi трансляцiйно неперервнi топологiї на

розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi . . . . . . . . . . . . . . 73

4.2 Мiнiмальнi трансляцiйно неперервнi та iнверснi напiв-

груповi топологiї на C 0
Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.3 Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5 Напiвтопологiчнi бiциклiчнi розширення лiнiйно впоряд-

2



3

кованих груп 88

5.1 Розв’язки деяких рiвнянь i природний частковий порядок

на напiвгрупi B(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.2 Про топологiзацiю напiвгрупи B(A) . . . . . . . . . . . . . 95

5.3 Висновки до роздiлу 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6 Локально компактнi групи з нулем 102

6.1 Приєднання нуля до дискретної групи в локально ком-

пактнiй напiвтопологiчнiй напiвгрупi . . . . . . . . . . . . 102

6.2 Про електорально гнучкi та електорально стiйкi напiвгрупи108

6.3 Висновки до роздiлу 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

Загальнi висновки 113

Список використаних джерел 115

Додаток 132



4

Анотацiя

Пстрий К. М. Топологiзацiя та розширення груп, бiциклiчних напiв-
груп та їх варiантiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах руко-
пису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 — геометрiя
i топологiя. — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
Львiв, 2021.

У дисертацiйнiй роботi дослiджуються топологiзацiї напiвгруп, ал-
гебраїчнi властивостi яких близькi до бiциклiчного моноїда, а також
структури замикання таких напiвгруп i груп у напiвтопологiчних i то-
пологiчних напiвгрупах. Зокрема розглядаються розширена бiциклiч-
на напiвгрупа, бiциклiчне розширення B(A) непорожньої трансляцiй-
ної множини A лiнiйно впорядкованої групи та варiанти бiциклiчного
моноїда та розширеної бiциклiчної напiвгрупи.

У дисертацiї доведено, що довiльний варiант Cm,n бiциклiчного мо-
ноїда допускає лише дискретну гаусдорфову трансляцiйно неперервну
топологiю, i якщо напiвтопологiчна напiвгрупа S мiстить Cm,n як щiльну
власну пiднапiвгрупу, то S \ Cm,n є iдеалом у S. Це узагальнює резуль-
тати Ебергарта i Селдена, отриманi для бiциклiчного моноїда. Також
доведено дихотомiю: довiльна гаусдорфова локально компактна транс-
ляцiйно неперервна топологiя на кожному варiантi бiциклiчного моноїда
з приєднаним нулем є або компактною, або дискретною. Описано приєд-
нання компактного iдеала до довiльного варiанта бiциклiчної напiвгрупи
Cm,n у локально компактнiй напiвтопологiчнiй напiвгрупi.

Доведено, що група автоморфiзмiв розширеної бiциклiчної на-
пiвгрупи CZ iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел, всi варiанти
напiвгрупи CZ є попарно iзоморфними, а також, що напiвгрупа CZ

i всi її варiанти не є скiнченно породженими. Описано гаусдорфовi
трансляцiйно неперервнi топологiї на варiантах напiвгрупи CZ, а також
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показано, що на варiантах напiвгрупи CZ, на вiдмiну вiд варiантiв
бiциклiчного моноїда, iснують недискретнi гаусдорфовi напiвгруповi
топологiї.

Наведено конструкцiю, з якої випливає, що на вiдмiну вiд бiцик-
лiчного моноїда, для гаусдорфової локально компактної напiвтополо-
гiчної розширеної бiциклiчної напiвгрупи з приєднаним нулем C 0

Z =

CZ t {0} не виконується дихотомiя: iснує континуум рiзних гаусдор-
фових недискретних некомпактних локально компактних трансляцiй-
но неперервних топологiй на C 0

Z . Однак кожна гаусдорфова локально
компактна напiвгрупова топологiя на напiвгрупi C 0

Z є дискретною.
Доведено, що для довiльної злiченної лiнiйно впорядкованої групи G

та її непорожньої трансляцiйної множини A, кожна берiвська трансля-
цiйно неперервна T1-топологiя на бiциклiчному розширеннi B(A) диск-
ретна, а також для довiльної лiнiйної нещiльно впорядкованої групи G
кожна трансляцiйно неперервна гаусдорфова топологiя на B(A) диск-
ретна.

Доведено, що кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локаль-
но компактна топологiя на дискретнiй електорально гнучкiй нескiнчен-
нiй групi з приєднаним нулем G0 є або дискретною, або компактною.
Наведено приклад, який показує, що на кожнiй вiртуально циклiчнiй
групi з приєднаним нулем G0 iснують недискретнi некомпактнi локаль-
но компактнi трансляцiйно неперервнi топологiї, якi iндукують на групi
G дискретну топологiю.

Ключовi слова: напiвгрупа, iнтерасоцiативнiсть напiвгрупи, напiв-
топологiчна напiвгрупа, топологiчна напiвгрупа, бiциклiчний моноїд,
локально компактний простiр, дискретний простiр, бiциклiчне роз-
ширення, простiр Бера, варiант напiвгрупи, розширена бiциклiчна
напiвгрупа, група, електоральна гнучка група, електоральна стiйка
група, вiртуально циклiчна група.
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Abstract

Kateryna Pstryi. Topologization and extension of groups, bicyclic
semigroups and their variants. – Qualification scientific paper, manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Mathematics (PhD): Speciality 01.01.04
– Geometry and Topology. – Ivan Franko National University of Lviv, the
Ministry of Education and Science of Ukraine, Lviv, 2021.

In the PhD thesis we study topologizations of semigroups, whose
algebraic properties are closed to the bicyclic monoid and the structure
of the closure of such semigroups and groups in semitopological and
topological semigroups. In particular, we consider the extended bicyclic
semigroup, the bicyclic extension B(A) of a non-empty shift-set A of a
linearly ordered group and variants of the bicyclic monoid and the extended
bicyclic semigroup.

We prove that any variant Cm,n of the bicyclic monoid admits only the
discrete Hausdorff shift-continuous topology, and if a semigroup S contais
Cm,n as a dense proper subsemigroup, then S \Cm,n is an ideal of S. This is
a generalization of well-known Eberhart’s and Selden’s results obtained for
the bicyclic monoid. Also we show the following dichotomy: every Hausdorff
locally compact shift-continuous topology on the bicyclic monoid with an
adjoined zero is either compact or discrete. We describe the adjoining of a
compact ideal to an arbitrary variant of the bicyclic monoid Cm,n in a locally
compact semitopological semigroup.

It is proved that the group of automorphisms of the extended bicyclic
semigroup CZ is isomorphic to the additive group of integers, all variants of
CZ are pairwise isomorphic, and the semigroup CZ and all its variants are
not finitely generated. We describe Hausdorff shift-continuous topologies on
variants of CZ, and show that there exist non-discrete Hausdorff semigroup
topologies on variants of the extended bicyclic semigroup CZ.

We present the construction which implies that there exists a continuum
of distinct Hausdorff non-discrete non-compact locally compact shift-conti-
nuous topologies on the extended bicyclic semigroup with an adjoined zero
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C 0
Z = CZ t {0}. However, we show that every Hausdorff locally compact

semigroup topology on C 0
Z is discrete.

It is shown that for any countable linearly ordered group G and its
non-empty shift-set A every Baire shift-continuous T1-topology on B(A)

is discrete, and for any linearly non-dense ordered group G every shift-
continuous Hausdorff topology on B(A) is discrete as well.

We prove that every Hausdorff locally compact shift-continuous topology
on a discrete electorally flexible infinite group with an adjoined zero G0

is either compact or discrete. Also we show that on any virtually cyclic
group with an adjoined zero G0 there exist non-discrete non-compact locally
compact shift-continuous topologies which induce the discrete topology on
G.

Key words: semigroup, interassociate of a semigroup, semitopological
semigroup, topological semigroup, bicyclic monoid, locally compact space,
discrete space, bicyclic extension, Baire space, variant of a semigroup, exten-
ded bicyclic semigroup, group, electorally flexible group, electorally stable
group, virtually cyclic group.
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РОЗДIЛ 1

Вступ

1.1 Iсторична довiдка, огляд лiтератури та моти-

вацiя дослiджень

Хоча теорiя напiвгруп, як частина загальної алгебри, сформована
лише в другiй половинi 20-го столiття, її фундаментальнi iдеї та прин-
ципи працювали вже в iнших, старших за неї за вiком, роздiлах ма-
тематики, зокрема в таких як функцiональний аналiз, диференцiаль-
на геометрiя, математична лiнгвiстика та теорiя формальних мов. В
основi багатьох модерних роздiлiв чистої та прикладної математики ле-
жить теорiя напiвгруп перетворень, а саме теорiї автоматiв, теорiї кодiв,
математичнiй генетицi, теоретичної iнформатики та криптографiї, якi
безпосередньо застосовуються в природничих, соцiальних i технiчних
науках [50, 115, 128, 129].

На думку багатьох iсторикiв математики сучасна алгебра бере свiй
ґрунтовний початок саме з Ерлангенської програми Фелiкса Кляйна,
проголошеної в Ерлангенскому унiверситетi в жовтнi 1872 року [120].
Захоплюючись тодi ще новою теорiєю Софуса Лi неперервних псевдо-
груп перетворень геометричних об’єктiв, Фелiкс Кляйн сформулював
концепцiю алгебраїзацiї не лише геометрiї, а й всiєї математики, а саме
дослiдження неперервних математичних структур за допомогою алгебр
перетворень. Ця програма не лише спонукала до розвитку абстрактних
алгебраїчних теорiй груп Лi та алгебр Лi, а також дала поштовх засто-
суванню їх в математичнiй фiзицi та iнших роздiлах математики.

Яскравим пiдсумком використання напiвгруп перетворень, а особли-
во однопараметричних напiвгруп, у функцiональному аналiзi в першiй
половинi 20-го столiття є монографiя Гiлла [105], яка неодноразово пере-
видавалась i перекладалась на iншi мови. Еквiвалентнiсть категорiй iн-
версних напiвгруп, часткових групоїдiв та деяких атласiв глядких мно-
говидiв описує класична теорема Ерешманна–Шайна–Намборiпада та її
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узагальнання (див. [115, 116, 117, 128]).
Хоча сам термiн “напiвгрупа” (“semigroup”) виник завдяки Леонарду

Е. Дiксону в 1905 роцi [63], однак на думку класикiв теорiї топологiчних
напiвгруп Карла Г. Гофманна [108, 109, 110, 111] i Джiммi Д. Лоусона
[126, 127], первиннi iдеї цiєї теорiї були закладенi ще в 1826 роцi в працi
Нiльса Г. Абеля [23]. Ґрунтовнi дослiдження топологiчних напiвгруп по-
чинаються вже пiсля другої свiтової вiйни в працях Катсумi Нумакури
[145, 146, 147], Стефана Шварца [156, 157, 158], Александера Д. Уоллеса
[164, 165, 166] та його учнiв. Класичним результатом цього перiоду є тео-
рема Нумакури про те, що кожна компактна топологiчна напiвгрупа
зi скороченнями є топологiчною групою [145], яка була незалежно дове-
дена багатьма iншими авторами. Пiдсумком першого перiоду розвитку
теорiї топологiчних напiвгруп, а саме компактних топологiчних напiв-
груп, є огляд Александера Д. Уоллеса [167], де i була поставлена знаме-
нита проблема Уоллеса: чи злiченно компактна топологiчна напiвгрупа
зi скороченнями є топологiчною групою? Хоча ця проблема була роз-
в’язана негативно лише в 1996 роцi (див. [152, 162]) у певних теоретико-
множинних припущеннях, однак розв’язку її в ZFC досi немає. Заува-
жимо, що для багатьох класiв топологiчних напiвгруп близьких до ком-
пактних проблема Уоллеса розв’язана позитивно [21, 82, 151, 51].

Другий перiод розвитку теорiї топологiчних напiвгруп присвячений
дослiдженню компактних (та близьких до них) зв’язних топологiчних
напiвгруп. Цей перiод пiдсумовується оглядом Пола Мостерта [141] та
монографiєю [113], яка серед англомовних спецiалiстiв з топологiчної
алгебри отримала коротку назву “HofMos”. Цей перiод ознаменований
тим, що до дослiджень топологiчних напiвгруп долучаються не лише
спецiалiсти з алгебри та загальної топологiї, але i з рiзних областей ма-
тематики, що сприяє створенню навколо теорiї топологiчних напiвгруп
iнших напрямкiв дослiджень. Цi дослiдження все бiльше поглиблюють
переплетення методiв теорiї топологiчних напiвгруп з методами теорiї
мiри, функцiонального аналiзу, загальної топологiї та теорiї множин.

Саме в кiнцi 60-их рокiв 20-го столiття на базi теорiї топологiчних на-



12

пiвгруп зароджуються такi напрямки, якi потiм перетворилися в окремi
роздiли топологiчної алгебри та загальної топологiї:

• теорiя напiвтопологiчних напiвгруп ([44, 155]);

• теорiя лiвотопологiчних (правотопологiчних) напiвгруп i напiвгруп
ультрафiльтрiв ([45, 106]);

• мiри на топологiчних напiвгрупах i теорiя аменабельних напiвгруп
([46, 61, 142]);

• напiвгрупи неперервних перетворень топологiчних просторiв ([130,
131, 132]);

• частково впорядкованi топологiчнi простори, топологiчнi на-
пiвґратки та неперервнi ґратки ([80, 112]);

• напiвгрупи Лi ([104, 114]).

Усi цi перелiченi напрямки саме i поєднуються загально-топологiчними
задачами та методами дослiджень теорiї топологiчних напiвгруп. Так
зокрема, фундаментальна теорема Еллiса про те, що кожна локально
компактна напiвтопологiчна група є топологiчною групою, привела
не лише до дослiдження нарiзно неперервних операцiй у топологiчнiй
алгебрi, а й до створення теорiї паратопологiчних груп (див. [31]), яка
зараз дуже потужно розвивається львiвськими та китайськими матема-
тиками. Цей третiй перiод, який можна назвати теоретико-множинним
i загально топологiчним перiодом теорiї топологiчних напiвгруп, пiд-
сумовано в двох-томнiй монографiї Каррута, Гiльдебрандта та Коха
[54, 55].

Пiзнiшi дослiдження в теорiї топологiчних i напiвтопологiчних напiв-
груп зумовленi впливом на неї теоретико-множинної топологiї та iнших
роздiлiв математики. Основними напрямками сучасних дослiджень є та-
кi:

• дослiдження структури класiв топологiчних та напiвтопологiчних
напiвгруп з певними алгебраїчними та топологiчними властивостя-
ми ([34, 96, 97]);
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• задача занурення (алгебраїчних) напiвгруп у певнi класи тополо-
гiчних напiвгруп ([4, 35, 41]);

• дослiдження замикання пiднапiвгруп у напiвтопологiчних i тополо-
гiчних напiвгрупах, та класифiкацiя повнот у рiзних класах напiв-
топологiчних напiвгруп ([33]);

• топологiзацiя напiвгруп ([59, 73, 92, 98, 99]).

Саме останньому напрямку дослiджень присвяченi результати цiєї
дисертацiйної роботи.

В математичнiй лiтературi питання про недискретну (гаусдорфову)
топологiзацiю груп вперше було поставлено А. А. Марковим у 1945 роцi
в працi [15]. Зауважимо, що Л. С. Понтрягiн [17] сформулював умови на
базу одиницi групи для її недискретної групової топологiзацiї. У 1980 ро-
цi О. Ю. Ольшанський побудував приклад нескiнченної злiченної групи
G такої, що кожна групова T0-топологiя на G є дискретною (див. [16]).
Уперше таку нетопологiзовну напiвгрупу було знайдено К. Ебергартом
i Дж. Селденом в 1969 роцi в [71], де доведено, що кожна гаусдорфо-
ва напiвгрупова топологiя на бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q) є дискрет-
ною. М. Бертман i Т. Уест у працi [48] поширили результат Ебергарта-
Селдена на випадок напiвтопологiчних напiвгруп. А. Д. Тайманов у пра-
цi [18] побудував приклад нескiнченної комутативної напiвгрупи A, яка
допускає лише дискретну гаусдорфову напiвгрупову топологiю, а також
у працi [19] навiв достатнi умови на комутативну напiвгрупу, щоб на нiй
iснувала недискретна гаусдорфова напiвгрупова топологiя. Зауважимо,
що О. Гутiк у [84] довiв, що кожна трансляцiйно неперервна T1-топологiя
на нескiнченнiй напiвгрупi Тайманова A дискретна, а також напiвгрупа
A мiститься як замкнена пiднапiвгрупа в кожнiй T1-напiвтопологiчнiй
напiвгрупi S, у якiй вiдображення S 7→ S, x 7→ x2 є неперервним.

К. Ебергарт i Дж. Селден у [71] також довели, що непорожнiй нарiст
бiциклiчного моноїда C (p, q) у топологiчнiй напiвгрупi S є iдеалом у
його замиканнi C (p, q) в S. Аналогiчнi результати стосовно топологiза-
цiї та замикання для напiвгрупи порядкових iзоморфiзмiв мiж голов-
ними фiльтрами скiнченного степеня множини натуральних чисел Nn
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зi звичайним частковим порядком добутку отримано в працi [92]. Од-
нак, хоча на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ iснує лише дискретна
гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя, нарiст напiвгрупи CZ

у топологiчнiй напiвгрупi S може i не бути iдеалом у її замиканнi CZ у
просторi напiвгрупи S [73].

Зауважимо, що для багатьох бiпростих напiвгруп S, а таким є бi-
циклiчний моноїд, виконується таке твердження: кожна трансляцiйно
неперервна гаусдорфова берiвська (зокрема, локально компактна) то-
пологiя на S є дискретною (див. [59, 85, 95, 98, 99]). Графова iнверсна
напiвгрупа G(E) – це напiвгрупа, побудована з орiєнтованого графа E,
коротко кажучи, елементи якої вiдповiдають шляхам у графi E. Та-
кi напiвгрупи введенi Ешом i Холом у [32] для того, щоб довести, що
кожен частковий порядок можна реалiзувати як ненульовий J –клас
iнверсної напiвгрупи. Графовi iнверснi напiвгрупи також є узагальнен-
ням полiциклiчного моноїда, який ввели Нiва та Перо в [144]. У статтi
[139] Месьян, Мiтчел, Морайне та Перес довели, якщо E – скiнченний
орiєнтований граф, то кожна локально компактна гаусдорфова напiв-
групова топологiя на графовiй iнверснiй напiвгрупi G(E) є дискретною.
Оскiльки кожна з напiвгруп iз вище наведених класiв напiвгруп мiстить
бiциклiчний моноїд як пiднапiвгрупу, то природньо виникає питання: за
яких умов (алгебраїчних чи топологiчних) на напiвгрупу S напiвгрупо-
ва (або навiть трансляцiйно неперервна) топологiя на S є дискретною?
У статтi [39] доведено, що аналогiчне твердження виконується для гра-
фiв, якi мiстять одну вершину та нескiнченну кiлькiсть петель, тобто
для нескiнченно породжених полiциклiчних моноїдiв. Зауважимо, що
графовi iнверснi напiвгрупи, на яких iснує лише дискретна локально
компактна напiвгрупова топологiя, описанi в працi С. Бардили [42].

На перший погляд, дивна дихотомiя для бiциклiчного моноїда з при-
єднаним нулем C 0 = C (p, q)t {0} доведена в працi [83]: кожна локаль-
но компактна гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя на C 0

є або компактною, або дискретною. Ця дихотомiя доведена С. Барди-
лою в роботi [37] для локально-компактного λ-полiциклiчного моноїда i
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в [38] для локально компактних напiвтопологiчних графових iнверсних
напiвгруп.

Природно називати напiвгрупи, якi мiстять бiциклiчну напiвгрупу, бi-
циклiчними розширеннями. Так, зокрема, таку назву мають конструкцiї
бiциклiчних розширень B(G) та B+(G) лiнiйно впорядкованих груп G
у [93] та частково впорядкованих груп G у працях [74, 75, 76]. Дослiд-
женням властивостей таких топологiчних розширень присвяченi працi
[24, 25, 26, 27, 28, 123, 124], зокрема замиканням бiциклiчних розши-
рень в топологiчних напiвгрупах. Оскiльки при замиканнi бiциклiчних
розширень у топологiчних (напiвтопологiчних) напiвгрупах нарiст може
бути iдеалом, то природно виникає задача про описання приєднання iде-
ала або нуля до таких напiвгруп за певних умов на топологiчний простiр
напiвгрупи (див. [83, 84]).

Аналогiчна задача розв’язана К. Г. Гофманном в працi [107] про при-
єднання нуля до топологiчної групи у випадку локально компактних
топологiчних напiвгруп. У випадку локально компактних напiвтополо-
гiчних напiвгруп ця задача залишається нерозв’язаною. Тому виникає
природна задача: описати приєднання нуля до дискретної групи у ви-
падку локально компактних напiвтопологiчних напiвгруп. Бiльш за-
гально ця задача була сформульована Бергландом в статтi [43], задача
7: What is the fine structure of the closure of a group?

Iнтерасоцiативнiстю напiвгрупи (S, ·) називається напiвгрупа (S, ∗)
така, що

a · (b ∗ c) = (a · b) ∗ c i a ∗ (b · c) = (a ∗ b) · c

для всiх a, b, c ∈ S [13]. Вiдомо, що кожна iнтерасоцiативнiсть довiль-
ного моноїда визначається його варiантом (див. [101, 102]), тобто для
довiльної iнтерасоцiативнiстi (S, ∗) моноїда (S, ·) iснує елемент c ∈ S

такий, що a ∗ b = a · c · b. Iнтерасоцiативностi та варiанти рiзних класiв
напiвгруп активно вивчалися останнiм часом, зокрема в працях [52, 56,
57, 58, 8, 79, 68, 69, 65, 66, 67, 70, 81, 118, 136, 119]. Зокрема довiльна iн-
терасоцiативнiсть бiциклiчного моноїда мiстить бiциклiчний моноїд як
пiднапiвгрупу, бiльше того, двi iнтерасоцiативностi бiциклiчного моної-
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да iзоморфнi тодi i лише тодi, коли породжуються одним елементом
[81]. У працi [20] доведено критерiй iзоморфiзму двох iнтерасоцiативно-
стей полiциклiчного моноїда, а в [9] встановлено необхiднi та достатнi
умови регулярностi варiанта та iзоморфностi двох варiантiв для мат-
ричної напiвгрупи Рiса з сендвiч матрицею над групою з нулем. Тому
варiанти бiциклiчного моноїда та розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ

природно розглядати як бiциклiчнi розширення. Отже, постає задача
про напiвгрупову чи трансляцiйно неперервну топологiзацiю таких роз-
ширень i приєднання iдеала чи нуля до варiантiв бiциклiчного моноїда
та розширеної бiциклiчної напiвгрупи у випадку локально компактних
напiвтопологiчних напiвгруп.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiйна робота виконувалася вiдповiдно до плану наукових
дослiджень кафедри алгебри, топологiї та основ математики механiко-
математичного факультету Львiвського нацiонального унiверситету
iменi Iвана Франка. Результати дисертацiї частково використанi при
виконаннi завдань держбюджетної теми “Топологiя та її застосування
у фрактальнiй геометрiї та математичнiй економiцi” (номер державної
реєстрацiї 0116U001537).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є дослiдити
напiвгруповi та трансляцiйно неперервнi топологiзацiї варiантiв бiцик-
лiчного моноїда та розширеної бiциклiчної напiвгрупи, бiциклiчних роз-
ширень i приєднання iдеала чи нуля до варiантiв бiциклiчного моноїда
та розширеної бiциклiчної напiвгрупи у випадку локально компактних
напiвтопологiчних напiвгруп, описати приєднання нуля до дискретної
групи у випадку локально компактних напiвтопологiчних напiвгруп.

Це передбачає розв’язання наступних задач:

• довести, що кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя
на довiльному варiантi бiциклiчного моноїда є дискретною;

• дослiдити нарiст замикання варiантiв бiциклiчного моноїда в напiв-
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топологiчних напiвгрупах;

• дослiдити приєднання нуля до варiантiв бiциклiчного моноїда, роз-
ширеної бiциклiчної напiвгрупи та дискретних груп у випадку ло-
кально компактних напiвтопологiчних напiвгруп;

• описати групу автоморфiзмiв розширеної бiциклiчної напiвгрупи
та дослiдити, чи вона та її варiанти є скiнченно породженими, i чи
iснують iзоморфнi її варiанти;

• дослiдити трансляцiйно неперервнi топологiї на варiантах розши-
реної бiциклiчної напiвгрупи та локально компактнi трансляцiйно
неперервнi топологiї на ненульовому варiантi розширеної бiциклiч-
ної напiвгрупи з приєднаним нулем;

• дослiдити трансляцiйно неперервнi топологiї на бiциклiчному роз-
ширеннi B(A) непорожньої трансляцiйної множини A злiченної
лiнiйно впорядкованої групи G.

Об’єктом дослiдження є розширена бiциклiчна напiвгрупа, бiцик-
лiчне розширення B(A) непорожньої трансляцiйної множини A лiнiйно
впорядкованої групи та варiанти бiциклiчного моноїда i розширеної бi-
циклiчної напiвгрупи.

Предметом дослiдження є топологiзацiя напiвгруп, алгебраїчнi влас-
тивостi яких близькi до бiциклiчного моноїда, замикання напiвгруп та
груп у напiвтопологiчних напiвгрупах.

Методи дослiдження: використано методи топологiчної алгебри, тео-
рiї топологiчних напiвгруп, алгебраїчної теорiї напiвгруп, загальної то-
пологiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi в ди-
сертацiї результати є новими. У роботi отриманi наступнi результати:

• Доведено, що кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна тополо-
гiя τ на довiльному варiантi бiциклiчного моноїда Cm,n є дискрет-
ною, непорожнiй нарiст напiвгрупи Cm,n у замиканнi iнтерасоцiа-
тивнiстi бiциклiчного моноїда I є двобiчним iдеалом напiвгрупи S,
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а також, що довiльна гаусдорфова локально компактна трансля-
цiйно неперервна топологiя τ на ненульовому варiантi Cm,n бiцик-
лiчного моноїда C 0

m,n з приєднаним нулем є або дискретною, або
компактною.

• Доведено, що група автоморфiзмiв Aut (CZ) розширеної бiциклiч-
ної напiвгрупи iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел, розширена
бiциклiчна напiвгрупа CZ i кожен її варiант не є скiнченно пород-
женими, а також, що довiльнi два варiанти розширеної бiциклiчної
напiвгрупи CZ iзоморфнi та описано трансляцiйно неперервнi га-
усдорфовi топологiї на варiантi C 0,0

Z .

• Показано, що кожна гаусдорфова локально компактна напiвгрупо-
ва топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним
нулем C 0

Z є дискретною, однак на C 0
Z iснує континуум рiзних гаус-

дорфових локально компактних трансляцiйно неперервних тополо-
гiй.

• Доведено, що для довiльної злiченної лiнiйно впорядкованої групи
G i непорожньої трансляцiйної множини A ⊆ G, кожна берiвська
трансляцiйно неперервна T1-топологiя τ на B(A) дискретна.

• Доведено, якщо G — дискретна електорально гнучка нескiнченна
група, то кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально
компактна топологiя на G0 є або дискретною, або компактною.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-
сертацiї мають теоретичний характер i можуть знайти застосування у
топологiчнiй алгебрi.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi результати, наведенi
у роботi, отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних статтях спiвав-
тору належить постановка задачi, обговорення результатiв та загальне
керiвництво роботою.



19

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-
цiї доповiдалися та обговорювалися на:

• мiжнароднiй конференцiї “Complex Analysis and Related Topics”,
Львiв, Україна (30 травня–04 червня, 2016 р.), назва доповiдi
“Semitopological bicyclic extensions of linearly ordered groups”;

• мiжнароднiй конференцiї “International Conference dedicated to
the 120th anniversary of Kazimierz Kuratowski”, Львiв, Україна
(27 вересня–01 жовтня, 2016 р.), назва доповiдi “On semitopological
interassociates of the bicyclic monoid”;

• 13-iй Лiтнiй Школi “Analysis, Topology and Applications”, м. Виж-
ниця, Чернiвецька область, Україна (27 липня–11 серпня, 2018 р.),
назва доповiдi “On variants of the extended bicyclic semigroup”;

• мiжнароднiй конференцiї “Set-theoretic methods in topology and real
functions theory. The conference is dedicated to the 80th birthday of
Lev Bukovsky”, Košice, Slovakia (9–13 вересня, 2019 р.), назва допо-
вiдi “On a semitopological extended bicyclic semigroup with adjoined
zero”;

• мiжнароднiй конференцiї “International mathematical conference
dedicated to the 60th anniversary of the department of algebra and
mathematical logic of Taras Shevchenko National University of Kyiv”,
Київ, Україна (14–17 липня, 2020 р.), назва доповiдi “On locally
compact groups with zero”.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 10 пра-
цях: 4 статтi, якi опублiкованi у наукових фахових виданнях України
([86], [88], [89], [14]), 1 стаття, яка опублiкована у науковому виданнi, вiд-
несеному до третього квартиля (Q3) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago
Journal Rank ( [87]), 4 тези у матерiалах мiжнародних конференцiй ([90],
[133], [91], [135]) i 1 теза у матерiалах лiтньої школи ([134]).
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота обсягом
134 сторiнки складається з анотацiй українською й англiйською мова-
ми, вступу та п’яти основних роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел, який налiчує 168 найменувань, i додатка.

Подяка. Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику кан-
дидату фiзико-математичних наук, старшому науковому спiвробiтнику,
доценту кафедри алгебри, топологiї та основ математики Львiвського
нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка Олегу Володимировичу
Гутiку, доктору фiзико-математичних наук, професору кафедри алгеб-
ри, топологiї та основ математики Львiвського нацiонального унiверси-
тету iменi Iвана Франка Тарасу Онуфрiйовичу Банаху за постановку
задач, кориснi поради, постiйну увагу та допомогу в роботi над дисер-
тацiєю.
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1.2 Означення та допомiжнi твердження

Нагадаємо деякi основнi означення i твердження, якi використовува-
тимуться в наступних роздiлах.

Будемо дотримуватися термiнологiї [54, 55, 11, 22, 155, 12]. Усi просто-
ри вважатимемо гаусдорфовими, якщо не зазначено iнше. Через Z, N0 i
N позначатимемо множини усiх цiлих, невiд’ємних цiлих i натуральних
чисел, вiдповiдно.

Непорожню множину S з заданою на нiй бiнарною асоцiативною опе-
рацiєю · : S × S → S, (x, y) 7→ x · y, називатимемо напiвгрупою.

Пiднапiвгрупою напiвгрупи S називається непорожня множина T ⊂
S, яка є напiвгрупою стосовно операцiї, iндукованої з S.

Напiвгрупа S називається iнверсною якщо для довiльного x ∈ S iснує
єдиний y ∈ S такий, що x · y · x = x i y · x · y = y. Такий елемент
y в S називається iнверсним до x i позначається x−1. Вiдображення,
визначене на iнверснiй напiвгрупi S, яке вiдображає кожен елемент x з
S в iнверсний до нього x−1, називається iнверсiєю.

Iдемпотентом називатимемо такий елемент e напiвгрупи S, що ee =

e. Зауважимо, що для кожного елемента x iнверсної напiвгрупи S, еле-
менти вигляду xx−1, x−1x є iдемпотентами. Множину iдемпотентiв на-
пiвгрупи S надалi позначатимемо E(S). Якщо S є iнверсною напiв-
групою, то множина E(S) є замкненою вiдносно напiвгрупової операцiї
та будемо називати E(S) в’язкою напiвгрупи S. Напiвграткою нази-
вається комутативна напiвгрупа iдемпотентiв.

Напiвгрупова операцiя на напiвгрупi S iндукує природний частковий
порядок на множинi її iдемпотентiв E(S):

e 4 f тодi i лише тодi, коли e = ef = fe, де e, f ∈ E(S).

Загальновiдомо, що кожна iнверсна напiвгрупа S допускає природний
частковий порядок :

s 4 t тодi i лише тодi, коли s = et для деякого e ∈ E(S).

Цей порядок iндукує природний частковий порядок на напiвгратцiE(S).
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Лема 1.2.1 ([128, лема 1.4.6]). Нехай S — iнверсна напiвгрупа. Тодi

такi умови еквiвалентнi:

(1) s 4 t;

(2) s = ft для деякого iдемпотента f ;

(3) s−1 4 t−1;

(4) s = ss−1t;

(5) s = ts−1s.

Напiвгратка E називається лiнiйно впорядкованою або ланцюгом, як-
що її природний часковий порядок є лiнiйним. Максимальний ланцюг
напiвгратки E — це ланцюг, який не мiститься в жодному iншому лан-
цюзi з E.

З аксiоми вибору випливає iснування максимальних ланцюгiв у кож-
нiй частково впорядкованiй множинi.

Означення 1.2.1 ([150]). Ланцюг L називається ω-ланцюгом, якщо L

iзоморфний множинi {0,−1,−2,−3, . . .} зi звичайним порядком 6.

Через IX позначимо множину усiх часткових взаємно однозначних
перетворень нескiнченної множини X разом з такою напiвгруповою опе-
рацiєю: x(αβ) = (xα)β, якщо

x ∈ dom(αβ) = {y ∈ domα : yα ∈ dom β},

для α, β ∈ IX . Напiвгрупа IX називається симетричною iнверсною
напiвгрупою або симетричним iнверсним моноїдом над множиною
X (див. [11]). Симетрична iнверсна напiвгрупа вперше побудована
В. Вагнером в [2] i вона вiдiграє надзвичайно важливу роль в теорiї
напiвгруп.

Пiдмножина I напiвгрупи S називається лiвим (правим) iдеалом, як-
що sa ∈ I (as ∈ I), для всiх a ∈ I, s ∈ S. Iдеал – це множина, що є
правим i лiвим iдеалом одночасно. Перетин лiвих (правих, двобiчних)
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iдеалiв знову є лiвим (правим, двобiчним) iдеалом. Зокрема, для кож-
ного елемента s ∈ S iснує найменший лiвий (правий, двобiчний) iдеал,
що мiстить s, який називається головним. У випадку iнверсної напiв-
групи S, множина Ss – лiвий головний iдеал, sS – правий головний
iдеал, а SsS – двобiчний головний iдеал, породжений елементом s ∈ S,
див. [128].

Бiциклiчна напiвгрупа (або бiциклiчний моноїд ) C (p, q) — це напiв-
група з одиницею 1, породжена двома елементами p та q, що задоволь-
няють спiввiдношення pq = 1. Кожен елемент бiциклiчної напiвгрупи
C (p, q) єдиним чином зображається у виглядi qipj, де i, j ∈ N0 [11], i
бiльше того, напiвгрупова операцiя на C (p, q) визначається за форму-
лою

qipj · qkpl = qi+k−min{j,k}pj+l−min{j,k}, i, j, k, l ∈ N0.

Бiциклiчна напiвгрупа C (p, q) вперше введена Є. С. Ляпiним в 1945 роцi,
та вона вiдiграє важливу роль не лише в алгебраїчнiй теорiї напiвгруп,
але й в теорiї топологiчних напiвгруп [11]. Так, зокрема, добре вiдома
теорема Олафа Андерсена стверджує, що проста напiвгрупа з iдемпо-
тентом є цiлком простою, тодi i тiльки тодi, коли вона не мiстить iзо-
морфну копiю бiциклiчної напiвгрупи [11]. Стiйкi, компактнi топологiчнi
напiвгрупи, та деякi топологiчнi напiвгрупи, близькi до компактних, на
мiстять iзоморфної копiї бiциклiчного моноїда [34, 35, 97].

На декартовому добутку CZ = Z×Z означимо напiвгрупову операцiю
наступним чином:

(a, b) · (c, d) =


(a− b+ c, d), якщо b < c;

(a, d), якщо b = c;

(a, d+ b− c), якщо b > c,

(1.1)

для a, b, c, d ∈ Z. Множина CZ, iз так визначеною операцiєю, називається
розширеною бiциклiчною напiвгрупою [168].

Зауважимо, що множина N0×N0 з iндукованою операцiєю з CZ є пiд-
напiвгрупою в CZ i, бiльше того, ця напiвгрупа iзоморфна бiциклiчному
моноїду.
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Якщо S є напiвгрупою, то через R, L , J , D та H позначатимемо
вiдношення Грiна на S:

aRb тодi i лише тодi, коли aS1 = bS1;

aL b тодi i лише тодi, коли S1a = S1b;

aJ b тодi i лише тодi, коли S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦R = R ◦L ;

H = L ∩R,

де a, b ∈ S (див. [11]). Зауважимо, що вiдношення Грiна є вiдношеннями
еквiвалентностi на довiльнiй напiвгрупi S, причому R ⊆ D , L ⊆ D i
D ⊆J .

Для кожного a ∈ S через Ra, La i Ha позначатимемо R-, L - та
H -клас в S, що мiстить елемент a, вiдповiдно.

Твердження 1.2.2 ([128, твердження 3.2.11]). Нехай S — iнверсна пiд-

напiвгрупа iнверсної напiвгрупи T . Тодi:

(1) L (T ) ∩ (S × S) = L (S).

(2) R(T ) ∩ (S × S) = R(S).

(3) H (T ) ∩ (S × S) = H (S).

(4) D(S) ⊆ D(T ) ∩ (S × S).

(5) J (S) ⊆J (T ) ∩ (S × S).

Твердження 1.2.3 ([128, твердження 3.2.5]). Нехай S — iнверсна на-

пiвгрупа. Тодi:

(1) Нехай e, f ∈ E(S). Тодi eDf тодi i лише тодi, коли iснує такий

елемент a ∈ S, що a−1a = f i aa−1 = e.

(2) Нехай s, t ∈ S. Тодi (s, t) ∈ D тодi i лише тодi, коли iснують

такi елементи a, b ∈ S, що

d(a) = d(t), r(a) = d(s), d(b) = r(t), r(b) = r(s).
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(3) Якщо s = a1 · · · an, то (s, ai) ∈ D для кожного i = 1, . . . , n.

Напiвгрупа S називається простою, якщо S не мiстить власного дво-
бiчного iдеалу i бiпростою, якщо S мiстить лише один D-клас.

Твердження 1.2.4 ([73, твердження 2.1]). Виконуються такi тверд-

ження:

(i) E(CZ) = {(a, a) : a ∈ Z} i (a, a) 6 (b, b) в E(CZ) тодi i лише тодi,

коли a > b в Z, отже, E(CZ) iзоморфна лiнiйно впорядкованiй

напiвгратцi (Z,max);

(ii) CZ iнверсна напiвгрупа та елементи (a, b) i (b, a) є iнверсними в

CZ;

(iii) для довiльних iдемпотентiв e, f ∈ CZ iснує x ∈ CZ такий, що

x · x−1 = e та x−1 · x = f ;

(iv) елементи (a, b) та (c, d) напiвгрупи CZ є:

(a) R-еквiвалентними тодi i лише тодi, коли a = c;

(b) L -еквiвалентними тодi i лише тодi, коли b = d;

(c) H -еквiвалентними тодi i лише тодi, коли a = c та b = d;

(d) D-еквiвалентними для всiх a, b, c, d ∈ Z;

(e) J -еквiвалентними для всiх a, b, c, d ∈ Z;

(v) CZ є бiпростою напiвгрупою, отже, i простою;

(vi) якщо (a, b) · (c, d) = (x, y) в CZ, то

x− y = a− b+ c− d;

(vii) кожна максимальна пiдгрупа CZ є тривiальною;
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(viii) для кожного цiлого числа n пiднапiвгрупа

CZ[n] = {(a, b) | a > n, b > n}

бiциклiчного моноїда CZ iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q)

стосовно вiдображення h : CZ[n] → C (p, q), яке визначається за

формулою

((a, b))h = qa−npb−n;

(ix) L ICZ = {L a | a ∈ Z}, де L a = {(x, y) ∈ CZ | y > a}, є сiм’єю всiх

лiвих iдеалiв напiвгрупи CZ;

(x) RICZ = {Ra | a ∈ Z}, де Ra = {(x, y) ∈ CZ | x > a}, є сiм’єю всiх

правих iдеалiв напiвгрупи CZ.

Якщо p та q — породжуючi елементи бiциклiчної напiвгрупи C (p, q),
а m i n фiксованi невiд’ємнi цiлi числа, то кожна iнтерасоцiативнiсть
бiциклiчного моноїда визначається за формулою

a ∗m,n b = a · qmpn · b,

а отже, є варiантом.
Надалi для фiксованих невiд’ємних цiлих чисел m та n iнтерасо-

цiативнiсть (C (p, q), ∗m,n) бiциклiчного моноїда C (p, q) позначатимемо
Cm,n.

Лема 1.2.2 ([71, лема I.1]). (i) Для кожного x ∈ C (p, q) справджу-

ється рiвнiсть

C (p, q)xC (p, q) = C (p, q).

(ii) Для кожного x, y ∈ C (p, q), множини {z : xz = y} та {z : zx = y}

є скiнченними; тобто, лiвий та правий зсуви на x є скiнченними

взаємно-однозначними вiдображеннями.
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Отже, бiциклiчна напiвгрупа є простою (див. [11]) i легко бачити,
що кожен варiант простої напiвгрупи, а отже, i бiциклiчного моноїда, є
простою напiвгрупою.

Пiдгрупою напiвгрупи S називатимемо пiднапiвгрупу T ⊂ S, яка є
групою. Зауважимо, що одиниця групи T є iдемпотентом в S, але не
обов’язково одиницею напiвгрупи S.

Частково впорядкованою групою називається група (G, ·), надiлена
частковим порядком 6, який є трансляцiйно-iнварiантним, iншими сло-
вами, бiнарне вiдношення 6 задовольняє таку умову:

якщо a 6 b, то a · g 6 b · g i g · a 6 g · b, для всiх a, b, g ∈ G.

Надалi через e позначатимемо одиницю групи G. Множина

G+ = {x ∈ G : e 6 x}

в частково впорядкованiй групi G називається додатним конусом групи
G та задовiльняє такi умови:

1) G+ ·G+ ⊆ G+;

2) G+ ∩ (G+)−1 = {e};

3) x−1 ·G+ · x ⊆ G+,

для всiх x ∈ G.
Довiльна пiдмножина P групиG, яка задовiльняє умови 1)–3) iндукує

частковий порядок на G (x 6 y тодi i лише тодi, коли x−1 · y ∈ P ), для
якого P є додатним конусом. Елементи множини G+ \ {e} називаються
додатними.

Лiнiйно впорядкована група — це частково впорядкована група G

така, що вiдношення часткового порядку “6” є лiнiйним (див. [49] та
[62]).

Надалi ми припускатимемо, що G — нетривiальна лiнiйно впорядко-
вана група.

Для кожного g ∈ G позначимо

G+(g) = {x ∈ G : g 6 x}.
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Множина G+(g) називається додатним конусом над елементом g в G.
Для довiльних елементiв g, h ∈ G визначимо часткове вiдображення

αgh : G ⇀ G, що визначається за формулою

(x)αgh = x · g−1 · h, для x ∈ G+(g).

Зазначимо, що з леми XIII.1 працi [49] випливає, що для такого частко-
вого вiдображення αgh : G ⇀ G звуження αgh : G+(g)→ G+(h) є бiєктив-
ним вiдображенням.

Розглянемо напiвгрупи

B(G) = {αgh : G ⇀ G | g, h ∈ G}

та
B+(G) =

{
αgh : G ⇀ G | g, h ∈ G+

}
,

з визначеною на них операцiєю композицiї часткових вiдображень. Прос-
тi обчислення показують, що

αgh ·α
k
l = αab , де a = (h∨ k) ·h−1 · g i b = (h∨ k) · k−1 · l, (1.2)

для g, h, k, l ∈ G i через h ∨ k позначимо супремум h та k в лiнiйно
впорядкованiй множинi (G,6). Тому з властивостi 1) додатного конуса
i умови (1.2) випливає, що B(G) i B+(G) є пiднапiвгрупами симетрич-
ного iнверсного моноїда IG над групою G.

За твердженням 1.2 з [93] для лiнiйно впорядкованої групи G вико-
нуються такi умови:

(i) елементи αgh та αhg є iнверсними в B(G) для всiх g, h ∈ G

(вiдповiдно, B+(G) для всiх g, h ∈ G+);

(ii) елемент αgh напiвгрупи B(G) (вiдповiдно, B+(G)) є iдемпотентом
тодi i лише тодi, коли g = h;

(iii) B(G) i B+(G) є iнверсними пiднапiвгрупами в IG;

(iv) напiвгрупа B(G) (вiдповiдно, B+(G)) iзоморфна множинi SG =

G × G (вiдповiдно, S+
G = G+ × G+) стосовно такої напiвгрупової
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операцiї:

(a, b)(c, d) =


(c · b−1 · a, d), якщо b < c;

(a, d), якщо b = c;

(a, b · c−1 · d), якщо b > c,

(1.3)

де a, b, c, d ∈ G (вiдповiдно, a, b, c, d ∈ G+).

Зрозумiло, що:

(1) якщо група G iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел (Z,+) зi зви-
чайним лiнiйним порядком 6, то напiвгрупа B+(G) iзоморфна бi-
циклiчному моноїду C (p, q) i напiвгрупа B(G) iзоморфна розши-
ренiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ (див. [73]);

(2) якщо G — адитивна група дiйсних чисел (R,+) зi звичайним лiнiй-
ним порядком6, то напiвгрупа B(G) iзоморфна напiвгрупiB2

(−∞,∞)

(див. [123, 124]) i напiвгрупа B+(G) iзоморфна напiвгрупi B1
[0,∞)

(див. [24, 25, 26, 27, 28]), i

(3) напiвгрупа B(G) iзоморфна напiвгрупi S(G), яка означена в пра-
цях [75, 76].

Твердження 1.2.5 ([93, твердження 2.1]). Нехай G — лiнiйно впоряд-

кована група. Тодi виконуються такi умови:

(i) якщо αgg, αhh ∈ E(B(G)) (вiдповiдно, αgg, αhh ∈ E(B+(G))), то αgg 4

αhh тодi i лише тодi, коли g > h в G (вiдповiдно, в G+);

(ii) напiвгратка E(B(G)) (вiдповiдно, E(B+(G))) iзоморфна G (вiд-

повiдно, G+), розглядаючи її як ∨-напiвгратку над iзоморфiзмом

(αgg)i = g;

(iii) αghRαkl в B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) тодi i лише тодi, коли g = k

в G (вiдповiдно, в G+);

(iv) αghL αkl в B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) тодi i лише тодi, коли h = l

в G (вiдповiдно, в G+);



30

(v) αghH αkl в B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) тодi i лише тодi, коли g = k

та h = l в G (вiдповiдно, в G+), отже, кожен H -клас в B(G)

(вiдповiдно, в B+(G)) є одноточковою множиною;

(vi) αghDα
k
l в B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) для всiх g, h, k, l ∈ G, отже,

B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) є бiпростою напiвгрупою;

(vii) B(G) (вiдповiдно, в B+(G)) є простою напiвгрупою.

Якщо X — топологiчний простiр i A — пiдмножина в X, то через
clX(A) та intX(A) будемо позначати замикання та внутрiшнiсть множи-
ни A в просторi X.

Нагадаємо, що точка x топологiчного простору X називається iзо-
льованою в X, якщо {x} — вiдкрита множина в просторi X.

Пiдмножина A топологiчного простору X називається:

• щiльною в X, якщо clX(A) = X;

• ко-щiльною в X, якщо X \ A — щiльна пiдмножина в X;

• нiде не щiльною в X, якщо clX(A) — ко-щiльна множина в X;

• Fσ-множиною в X, якщо A є злiченним об’єднанням замкнених
пiдмножин простору X.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається:

• T0-простором, якщо X задовольняє аксiому T0: для довiльних двох
рiзних точок простору X iснує вiдкритий окiл хоча б однiєї з них,
що не мiстить iншої ;

• T1-простором, якщо X задовольняє аксiому T1: для довiльних двох
рiзних точок простору X iснують вiдкритi околи кожної з них,
що не мiстять iншої ;

• T2-простором або гаусдорфовим, якщо X задовольняє аксiому T2:
для довiльних двох рiзних точок простору X iснують їхнi вiдкри-
тi околи, що не перетинаються;
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• T3-простором або регулярним, якщо X є T1-простором i задоволь-
няє аксiому T3: для довiльної замкненої множини F у просторi X
i точки x ∈ X, що не мiститься в F , iснують їхнi вiдкритi околи
U(F ) i U(x), що не перетинаються;

• T3 1
2
-простором або цiлком регулярним, чи тихоновським, якщо X

є T1-простором i задовольняє аксiому T3 1
2
: для довiльної точки x ∈

X i довiльної замкненої множини F у просторi X, що не мiстить
точку x, iснує неперервне функцiя f : X → I така, що

f(x) = 0 i f(y) = 1 для всiх y ∈ F.

• дискретним, якщо кожна пiдмножина в X є вiдкритою;

• 0-вимiрним, якщо iснує база в X, що складається з вiдкрито-
замкнених пiдмножин;

• з дугою аксiомою злiченностi, якщо iснує злiченна база в X;

• розрiдженим, якщо кожна непорожна множина в X мiстить iзо-
льовану в собi точку; item метризовним, якщо топологiя простору
X породжується деякою метрикою на X;

• компактним, якщо кожне вiдкрите покриття простору X мiстить
скiнченне пiдпокриття;

• секвенцiально компактним, якщо кожна послiдовнiсть {xn}n∈N ⊆
X мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть;

• злiченно компактним, якщо кожен замкнений дискретний пiдпрос-
тiр в X є скiнченним;

• псевдокомпактним, якщо X є цiлком регулярним та кожна непе-
рервна дiйснозначна функцiя на X є обмеженою;

• локально компактним, якщо кожна точка x зX має вiдкритий окiл
U(x) з компактним замиканням clX(U(x));
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• повним за Чехом, якщо X є цiлком регулярним та iснує компак-
тифiкацiя cX простору X така, що cX \ c(X) є Fσ-множиною в
cX;

• берiвським, якщо для кожної послiдовностi A1, A2, . . . , Ai, . . . вiд-

критих щiльних пiдмножин простору X перетин
∞⋂
i=1

Ai є щiльною

пiдмножиною в X.

Кожен гаусдорфовий локально компактний простiр є повним за Че-
хом, i кожен повний за Чехом простiр є берiвським (див. [22]).

Надалi топологiю τ на множинi X таку, що (X, τ) є гаусдорфовим
(вiдповiдно, регулярним, тихоновським, компактним, локально ком-
пактним i т. д.) простором, будемо називати гаусдорфовою (вiдповiдно,
регулярною, тихоновською, компактною, локально компактною i т.
д.).

Наслiдок 1.2.1 ([22, наслiдок 3.3.10]). Пiдпростiр M локально ком-

пактного простору X є локально компактним тодi i лише тодi, коли

його можна представити у виглядi F ∩ V , де F замкненна в X i V

вiдкрита в X.

Теорема 1.2.6 (метризацiйна теорема Урисона, [22, теоре-

ма 4.2.9]). Простiр з другою аксiомою злiченностi є метризовним

тодi i лише тодi, коли вiн є регулярним простором.

Неперервне вiдображення f : X → Y з топологiчного простору X в
топологiчний простiр Y називається:

• факторним, якщо повний прообраз f−1(U) є вiдкритою множиною
в просторi X тодi i тiльки тодi, коли множина U є вiдкритою в
топологiчному просторi Y (див. [140] та [22, роздiл 2.4]);

• спадково факторним або псевдовiдкритим, якщо для кожної пiд-
множини B ⊂ Y звуження f |B : f−1(B) → B вiдображення f

на f−1(B) є факторним вiдображенням (див. [137, 138, 1] та [22,
роздiл 2.4]);
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• замкненим, якщо f(F ) є замкненим в Y для кожної замкненої пiд-
множини F в X;

• досконалим, якщо простiр X гаусдорфовий, f є замкненим вiдобра-
женням i всi повнi прообрази f−1(y) є компактними пiдмножинами
в X [3].

Кожне замкнене вiдображення та кожне спадково факторне вiдобра-
ження є факторним [22]. Бiльше того, неперервне вiдображення f : X →
Y з топологiчного простору X на топологiчний простiр Y є спадково
факторним тодi i лише тодi, коли для кожного y ∈ Y та кожної вiдкри-
тої пiдмножини U в X, що мiстить f−1(y), виконується y ∈ intY (f(U))

(див. [22, 2.4.F]).

Теорема 1.2.7 ([10]). Нехай f : X → Y – спадково факторне вiдобра-

ження з компактними прообразами точок, X – локально компактний

гаусдорфовий простiр i Y – гаусдорфовий простiр. Тодi Y – локально

компактний простiр.

Наслiдок 1.2.2 ([22, наслiдок 4.1.13]). Кожен метризований простiр

цiлком нормальний.

Означення 1.2.8 ([22]). Неперервне вiдображення f : X → X нази-

вається ретракцiєю простору X, якщо ff = f ; множина всiх значень

ретракцiї простору X називається ретрактом простору X.

Твердження 1.2.9 ([22, твердження 1.5.C]). Довiльний ретракт гаус-

дорфового простору замкнений.

Лема 1.2.3 ([6, лема 3]). Якщо A — дискретний щiльний пiдпростiр

T1-топологiчного простору X, то A — вiдкритий пiдпростiр в X.

Теорема 1.2.10 (теорема Бера про категорiї, [22, теорема 3.9.3]).

У повному за Чехом просторi X об’єднання A =
∞⋃
i=1

Ai послiдовностi
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A1, A2, . . . нiде не щiльних множин є ко-щiльною множиною, тобто

доповнення X \ A є щiльним у X.

Твердження 1.2.11 ([100, твердження 1.30]). Якщо X є злiченним

берiвським T1-простором, то множина iзольованих точок X є щiль-

ною в X. Бiльше того, якщо простiр X злiченний та нескiнченний,

то множина iзольованих точок простору X є також нескiнченною.

Напiвтопологiчна (топологiчна) напiвгрупа є топологiчним просто-
ром з нарiзно неперервною (неперервною) напiвгруповою операцiєю.

Iнверсна напiвгрупа S називається топологiчною iнверсною напiв-
групою, якщо на нiй задана топологiя, вiдносно якої операцiї множення

· : S × S → S, (x, y) 7→ xy,

та iнверсiя
(·)−1 : S → S, x 7→ x−1,

є неперервними.
Топологiя τ на напiвгрупi S називається:

• трансляцiйно неперервною, якщо (S, τ) є напiвтопологiчною напiв-
групою;

• напiвгруповою, якщо (S, τ) є топологiчною напiвгрупою.

• iнверсною напiвгруповою, якщо (S, τ) є топологiчною iнверсною на-
пiвгрупою.

Топологiчна напiвгрупа S називається Γ-компактною, якщо для
кожного x ∈ S замикання множини {x, x2, x3, . . .} є компактом в S

(див. [103]).

Наслiдок 1.2.3 ([71, наслiдок I.2]). Єдиною топологiєю на бiциклiчнiй

напiвгрупi C (p, q), яка перетворює її в гаусдорфову топологiчну напiв-

групу, є дискретна топологiя. Отже, C (p, q) – дискретний пiдпростiр

довiльної топологiчної напiвгрупи, яка його мiстить.
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Теорема 1.2.12 ([71, теорема I.3], [48, твердження 1]). Нехай бiцик-

лiчний моноїд C (p, q) — щiльна пiднапiвгрупа в гаусдорфовiй (на-

пiв)топологiчнiй напiвгрупi S. Тодi C (p, q) є вiдкритою пiдмножиною

в просторi S i S \ C (p, q) є iдеалом в S за умови, що S \ C (p, q) 6= ∅.

Теорема 1.2.13 ([73, теорема 3.1]). Кожна гаусдорфова топологiя τ на

розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi CZ така, що (CZ, τ) є напiвтополо-

гiчною напiвгрупою, дискретна, а отже, CZ є дискретним пiдпросто-

ром довiльної гаусдорфової напiвтопологiчної напiвгрупи, яка мiстить

CZ як пiднапiвгрупу.

Означимо топологiю τAc на бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним ну-
лем C 0 = C (p, q) t {0} наступним чином:

(i) кожен елемент бiциклiчного моноїда C (p, q) є iзольованою точкою
в просторi

(
C 0, τAc

)
;

(ii) сiм’я
B =

{
U ⊆ C 0 : U 3 0 i C 0 \ U − скiнченна

}
визначає базу топологiї τAc в нулi 0 ∈ C 0.

Очевидно, що τAc є гаусдорфовою компактною трансляцiйно непере-
рвною топологiєю на бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним нулем C 0.

Теорема 1.2.14 ([83, теорема 2.9]). Якщо C 0 – гаусдорфова локаль-

но компактна напiвтопологiчна напiвгрупа, то або C 0 є дискретною,

або C 0 топологiчно iзоморфна компактнi напiвтопологiчнiй напiвгрупi(
C 0, τAc

)
.

Теорема 1.2.15 ([83, теорема 3.2]). Нехай (CI , τ) – гаусдорфова локаль-

но компактна напiвтопологiчна напiвгрупа, CI = C (p, q) t I та мно-

жина I є компактним iдеалом в (CI , τ). Тодi або (CI , τ) є компактною

напiвтопологiчною напiвгрупою, або iдеал I є вiдкритою множиною в

топологiчному просторi (CI , τ).
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Наступна лема випливає з нарiзної неперервностi напiвгрупової опе-
рацiї в напiвтопологiчних напiвгрупах.

Лема 1.2.4. Нехай S — гаусдорфова напiвтопологiчна напiвгрупа та

I — компактний iдеал у S. Тодi фактор-напiвгрупа Рiса S/I з фактор-

топологiєю є гаусдорфовою напiвтопологiчною напiвгрупою.

Наслiдок 1.2.4 ([83, наслiдок 2.10]). Якщо C 0 — гаусдорфова локально

компактна топологiчна напiвгрупа, то C 0 є дискретним простором.

Нехай Z0
+ — адитивна група цiлих чисел з приєднаним нулем.

Твердження 1.2.16 ([85, твердження 4.5]). Нехай Z0
+ локально ком-

пактна напiвтопологiчна напiвгрупа. Тодi усi ненульовi точки напiв-

групи Z0
+ є iзольованими та виконується лише одна з наступних умов:

(i) нуль 0 є iзольованим в Z0
+;

(ii) сiм’я

Bcf =
{
UF = Z0

+ \ F : F − скiнченна пiдмножина в Z
}

є базою топологiї в нулi 0 напiвгрупи Z0
+;

(iii) сiм’я

B+ =
{
U+
F = N0

+ \ F : F − скiнченна пiдмножина в N
}

є базою топологiї в нулi 0 напiвгрупи Z0
+;

(iv) сiм’я

B− =
{
U−F = Z0

+ \ (N ∪ F ) : F − скiнченна пiдмножина в Z
}

є базою топологiї в нулi 0 напiвгрупи Z0
+.

Надалi в текстi дисертацiйної роботи, якщо не зазначено iнше, то
будемо вважати, що всi топологiчнi простори є гаусдорфовими.
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РОЗДIЛ 2

Напiвтопологiчнi варiанти бiциклiчного моноїда

2.1 Трансляцiйно неперервнi топологiзацiї варiан-

тiв бiциклiчного моноїда

Для довiльних i, j ∈ N0 позначимо

C ∗m,n =
{
qn+kpm+l : k, l ∈ N0

}
.

З напiвгрупової операцiї ∗m,n, визначеною на напiвгрупi Cm,n випливає,
що C ∗m,n є пiднапiвгрупою в Cm,n.

Надалi нам буде потрiбна така лема.

Лема 2.1.1. Для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n пiднапiв-

група C ∗m,n напiвгрупи Cm,n iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q)

стосовно вiдображення

ι : C (p, q)→ C ∗m,n : qipj 7→ qn+ipm+j, i, j ∈ N0.

Доведення. Достатньо показати, що так визначене вiдображення

ι : C (p, q) → C ∗m,n є гомоморфiзмом, оскiльки ι є бiєктивним. Для

довiльних i, j, k, l ∈ N0 маємо, що

ι(qipj · qkpl) =


ι(qi−j+kpl), якщо j < k;

ι(qipl), якщо j = k;

ι(qipj−k+l), якщо j > k

=

=


qn+i−j+kpm+l, якщо j < k;

qn+ipm+l, якщо j = k;

qn+ipm+j−k+l, якщо j > k
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та

ι(qipj) ∗m,n ι(qkpl) = qn+ipm+j ∗m,n qn+kpm+l =

= qn+ipm+j · qmpn · qn+kpm+l =

= qn+ipj · qkpm+l =

=


qn+i−j+kpm+l, якщо j < k;

qn+ipm+l, якщо j = k;

qn+ipm+j−k+l, якщо j > k,

що i завершує доведення леми.

З леми 1.2.2 i означення напiвгрупової операцiї на Cm,n випливає

Лема 2.1.2. Для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m та n i для всiх

a, b ∈ Cm,n множини

{x ∈ Cm,n : ax = b} та {x ∈ Cm,n : xa = b}

є скiнченними.

Теорема 2.1.1 узагальнює результат Ебергарта-Селдена з працi [71]
(див. наслiдок 1.2.3) про гаусдорфову напiвгрупову топологiзацiю бiцик-
лiчної напiвгрупи та вiдповiдне твердження Бертман-Веста з [48] (див.
теорема 1.2.12) для напiвтопологiчних напiвгруп.

Теорема 2.1.1. Для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n кож-

на гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя τ на Cm,n є диск-

ретною. Отже, Cm,n є дискретним пiдпростором довiльної тополо-

гiчної напiвгрупи, яка її мiстить.

Доведення. За теоремою 1.2.12 кожна гаусдорфова трансляцiйно непе-

рервна топологiя τC на бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q) є дискретною. От-

же, з леми 2.1.1 випливає, що для довiльного елемента x ∈ C ∗m,n iснує

вiдкритий окiл U(x) точки x у топологiчному просторi (Cm,n, τ) такий,
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що U(x) ∩ C ∗m,n = {x}. Зафiксуємо довiльний вiдкритий окiл U(qnpm)

точки qnpm в просторi (Cm,n, τ) такий, що

U(qnpm) ∩ C ∗m,n = {qnpm} .

З нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї в (Cm,n, τ) випливає, що

iснує вiдкритий окiл V (qnpm) ⊆ U(qnpm) точки qnpm в топологiчному

просторi (Cm,n, τ) такий, що

V (qnpm) ∗m,n qnpm ⊆ U(qnpm) i qnpm ∗m,n V (qnpm) ⊆ U(qnpm).

Припустимо протилежне: окiл V (qnpm) є нескiнченною множиною. Тодi

виконується принаймнi одна з таких умов:

(i) iснує невiд’ємне цiле число i0 < n таке, що множина

A =
{
qi0pl : l ∈ N

}
∩ V (qnpm)

нескiнченна;

(ii) iснує невiд’ємне цiле число j0 < m таке, що множина

B =
{
qlpj0 : l ∈ N

}
∩ V (qnpm)

нескiнченна.

У випадку (i) для довiльного qi0pl ∈ A маємо, що

qnpm ∗m,n qi0pl = qnpmqmpnqi0pl =

= qnpnqi0pl =

= qnqn−i0+l /∈ U(qnpm);

i аналогiчно у випадку (ii):

qlpj0 ∗m,n qnpm = qlpj0qmpnqnpm =

= qlpj0qmpm =

= qm−j0+lpm /∈ U(qnpm),
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для кожного qlpj0 ∈ B, що суперечить нарiзнiй неперервностi напiв-

групової операцiї в (Cm,n, τ). З отриманої суперечностi випливає, що

qnpm – iзольована точка в просторi (Cm,n, τ).

Оскiльки напiвгрупа Cm,n є простою, то з леми 2.1.2 випливає, що

топологiя τ на Cm,n є дискретною.

За лемою 2.1.1 напiвгрупа Cm,n мiстить бiциклiчну напiвгрупу як пiд-
напiвгрупу. З результатiв робiт [30], [34], [35], [97], [103] випливає наступ-
ний наслiдок.

Наслiдок 2.1.1. Нехай m i n — довiльнi невiд’ємнi цiлi числа. Якщо

гаусдорфова топологiчна напiвгрупа S задовольняє одну з наступних

умов:

(i) S є компактною;

(ii) S є Γ-компактною;

(iii) квадрат S × S є злiченно компактним;

(iv) квадрат S × S є тихонiвським псевдокомпактним простором,

то S не мiстить напiвгрупу Cm,n.
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2.2 Замикання варiантiв бiциклiчного моноїда

Теорема 2.2.1 узагальнює вiдповiднi результати Ебергарта-Селдена з
працi [71] та Бертман-Уеста з [48] (див. теорема 1.2.12) про замикання
бiциклiчного моноїда в (напiв)топологiчнiй напiвгрупi.

Теорема 2.2.1. Якщо m i n — довiльнi невiд’ємнi цiлi числа, iнтер-

асоцiативнiсть Cm,n бiциклiчного моноїда C (p, q) є щiльною пiднапiв-

групою гаусдорфової напiвтопологiчної напiвгрупи (S, ·) та I = S \

Cm,n 6= ∅, то I є двобiчним iдеалом напiвгрупи S.

Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ I. Якщо x · y = z /∈ I

для деякого x ∈ Cm,n, то iснує вiдкритий окiл U(y) точки y в тополо-

гiчному просторi S такий, що {x} · U(y) = {z} ⊂ Cm,n. Множина U(y)

мiстить нескiнчену кiлькiсть елементiв напiвгрупи Cm,n, що суперечить

лемi 2.1.2. З отриманої суперечностi випливає, що x · y ∈ I для всiх

x ∈ Cm,n та y ∈ I. Доведення того, що y · x ∈ I для всiх x ∈ Cm,n та

y ∈ I є аналогiчним.

Тепер доведемо, що виконується включення I · I ⊆ I. Припустимо

протилежне: x · y = w /∈ I для деяких x, y ∈ I. Тодi w ∈ Cm,n i з

нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї в S випливає, що iснують

вiдкритi околи U(x) i U(y) точок x i y, вiдповiдно, в просторi S, такi

що {x} ·U(y) = {w} та U(x) · {y} = {w}. Оскiльки обидва околи U(x) i

U(y) мiстять нескiнчену кiлькiсть елементiв напiвгрупи Cm,n, то кожна

з рiвностей

{x} · U(y) = {w} i U(x) · {y} = {w}

суперечить лемi 2.1.2. З отриманого протирiччя випливає, що викону-

ється умова x · y ∈ I, а отже I є двобiчним iдеалом напiвгрупи S.

Для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n через C 0
m,n позначимо

напiвгрупу Cm,n з приєднаним нулем 0.
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Приклад 2.2.1. На напiвгрупi C 0
m,n означимо топологiю τAc так:

(i) кожен елемент напiвгрупи Cm,n є iзольованою точкою в просторi(
C 0
m,n, τAc

)
;

(ii) сiм’я

B(0) =
{
U ⊆ C 0

m,n : U 3 0 та Cm,n \ U є скiнченною
}

визначає базу топологiї τAc в нулi 0 ∈ C 0
m,n,

тобто, τAc є топологiєю одноточкової компактифiкацiї Алєксандрова

дискретного простору Cm,n з одноточковим наростом. Напiвгрупова

операцiя в
(
C 0
m,n, τAc

)
є нарiзно неперервною, оскiльки всi елементи

напiвгрупи Cm,n є iзольованими точками в просторi (C 0
m,n, τAc), а прооб-

рази точок стосовно лiвих i правих зсувiв напiвгрупи Cm,n є скiнченними

(див. лему 2.1.2).

Зауваження 2.2.1. За теоремою 2.1.1 дискретна топологiя τd – єдина

гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя на iнтерасоцiативностi

Cm,n бiциклiчного моноїда C (p, q) для довiльних невiд’ємних цiлих чи-

сел m i n. Звiдси випливає, що τAc — єдина топологiя на C 0
m,n така,

що (C 0
m,n, τAc) гаусдорфова компактна напiвтопологiчна напiвгрупа для

довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n.

Теорема 2.2.2 узагальнює результат Гутiка з працi [83] (див. теоре-
му 1.2.14) про те, що кожна локально компактна гаусдорфова трансля-
цiйно неперервна топологiя на бiциклiчному моноїдi з приєднаним нулем
є або компактною, або дискретною.

Теорема 2.2.2. Нехайm i n — довiльнi невiд’ємнi цiлi числа. Тодi кож-

на гаусдорфова локально компактна напiвтопологiчна напiвгрупа C 0
m,n

є або дискретною, або C 0
m,n топологiчно iзоморфна напiвтопологiчнiй

напiвгрупi
(
C 0
m,n, τAc

)
.
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Доведення. Зафiксуємо довiльну гаусдорфову трансляцiйно неперервну

локально компактну топологiю τ на C 0
m,n i нуль 0 напiвгрупи C 0

m,n не є

iзольованою точкою в топологiчному просторi
(
C 0
m,n, τ

)
. За лемою 2.1.1

пiднапiвгрупа C ∗m,n в Cm,n iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q), а,

отже, пiднапiвгрупа
(
C ∗m,n

)0
= C ∗m,n t {0} напiвгрупи C 0

m,n iзоморфна

бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним нулем C 0 = C (p, q) t {0}. З тео-

реми 2.1.1 випливає, що Cm,n є щiльним дискретним пiдпростором в

C 0
m,n, а, отже, за наслiдком 1.2.1 пiдпростiр

(
C ∗m,n

)0 в C 0
m,n є локально

компактним. За теоремою 1.2.14 топологiчний простiр
(
C ∗m,n

)0 є ком-

пактним. Тодi для кожного вiдкритого околу U(0) нуля 0 в просторi(
C 0
m,n, τ

)
множина

(
C ∗m,n

)0 \U(0) є скiнченною. З означення напiвгрупо-

вої операцiї на C 0
m,n випливає, що множина

C 0
m,n \

(
pm ∗m,n

(
C ∗m,n

)0 ∪ (C ∗m,n)0 ∗m,n qn)
скiнченна, а, отже, з вищенаведених аргументiв випливає, що кожен

вiдкритий окiл U(0) нуля 0 має скiнченне доповнення в топологiчному

просторi
(
C 0
m,n, τ

)
. Отож, простiр

(
C 0
m,n, τ

)
є компактним i за заува-

женням 2.2.1 напiвтопологiчна напiвгрупа C 0
m,n топологiчно iзоморфна

напiвтопологiчнiй напiвгрупi
(
C 0
m,n, τAc

)
.

За наслiдком 2.1.1 iнтерасоцiативнiсть Cm,n бiциклiчного моноїда
C (p, q) не вкладається в жодну гаудорфову компактну топологiчну
напiвгрупу, а отже з теореми 2.2.2 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 2.2.1. Для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n кож-

на гаусдорфова локально компактна напiвгрупова топологiя на C 0
m,n є

дискретною.

Наступний приклад стверджує, що аналог наслiдку 2.2.1 не вико-
нується у випадку, коли гаусдорфова топологiчна напiвгрупа C 0

m,n є по-
вним за Чехом метризованим простором, для довiльних невiд’ємних цi-
лих чисел m i n.
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Приклад 2.2.2. Зафiксуємо довiльнi невiд’ємнi цiлi числа m та n. На

напiвгрупi C 0
m,n означимо топологiю τ1 так:

(i) кожен елемент напiвгрупи Cm,n є iзольованою точкою в тополо-

гiчному просторi (C 0
m,n, τ1);

(ii) сiм’я B1(0) = {Us : s ∈ N}, де

Us = {0} ∪
{
qn+ipm+j ∈ C 0

m,n : i, j > s
}
,

визначає базу топологiї τ1 в нулi 0 ∈ C 0
m,n.

Очевидно, що (C 0
m,n, τ1) є простором з першою аксiомою злiченностi.

Тодi означення напiвгрупової операцiї на C 0
m,n та аргументи, наведенi

в [5, с. 68] стверджують, що (C 0
m,n, τ1) є гаусдорфовою топологiчною

напiвгрупою.

Зауважимо, що кожен елемент сiм’ї B1(0) є вiдкрито-замкненою пiд-

множиною в протсорi (C 0
m,n, τ1), а отже, топологiчний простiр (C 0

m,n, τ1) є

регулярним. Оскiльки множина C 0
m,n є злiченною, то з означення тополо-

гiї τ1 випливає, що (C 0
m,n, τ1) є простором з другою аксiомою злiченностi,

а отже, за метризацiйною теоремою Урисона (див. теорема 1.2.6) топо-

логiчний простiр (C 0
m,n, τ1) є метризовним. Також слiд зазначити, що

топологiчний простiр (C 0
m,n, τ1) є повним за Чехом як об’єднання двох

повних за Чехом просторiв: дискретного простору Cm,n та одноточкового

простору {0}.

Наступний приклад показує, що аналог твердження теореми 2.2.2 (а
отже, i наслiдку 2.2.1) не виконується для довiльної iнтерасоцiативностi
бiциклiчної напiвгрупи з приєднаним нулем C 0.

Приклад 2.2.3. Зрозумiло, що iнтерасоцiативнiсть бiциклiчної напiв-

групи з приєднаним нулем C 0 з операцiєю

a ∗0 b = a · 0 · b,
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iзоморфна довiльнiй нескiнченнiй злiченнiй напiвгрупi з нульовим мно-

женням, тобто нуль-напiвгрупi. Вiдомо, що нуль-напiвгрупа з довiль-

ною на нiй заданою топологiєю є топологiчною напiвгрупою (див. [54,

роздiл 1]), звiдки випливає, що на варiантi бiциклiчної напiвгрупи з при-

єднаним нулем C 0 нульовою сендвiч-операцiєю кожна топологiя є напiв-

груповою.

Теорема 2.2.3 описує приєднання компактного iдеалу до ненульово-
го варiанта бiциклiчного моноїда у випадку локально компактної гаус-
дорфової напiвтопологiчної напiвгрупи. Також теорема 2.2.3 узагальнює
вiдповiдний результат, отриманий для бiциклiчної напiвгрупи у працi
Гутiка [83].

Теорема 2.2.3. Нехай (C I
m,n, τ) – гаусдорфова локально компактна на-

пiвтопологiчна напiвгрупа, C I
m,n = Cm,n t I й I компактний iдеал в

C I
m,n. Тодi або (C I

m,n, τ) є компактною напiвтопологiчною напiвгрупою,

або iдеал I є вiдкритою множиною в C I
m,n.

Доведення. Припустимо, що iдеал I не є вiдкритим. За лемою 1.2.4

фактор-напiвгрупа Рiса C I
m,n/I з фактор-топологiєю τq є напiвтополо-

гiчною напiвгрупою. Нехай π : C I
m,n → C I

m,n/I — природний гомомор-

фiзм, що є факторним вiдображенням. Очевидно, що фактор-напiвгрупа

Рiса C I
m,n/I iзоморфна напiвгрупi C 0

m,n i образ π(I) є нулем у напiвгрупi

C 0
m,n.

Доведемо, що природний гомоморфiзм π : C I
m,n → C I

m,n/I є спадково

факторним вiдображенням. Оскiльки π(Cm,n) є дискретним пiдпросто-

ром у фактор-просторi (C I
m,n/I, τq), то достатньо довести, що для кож-

ного вiдкритого околу U(I) iдеалу I в просторi (C I
m,n, τ) образ π(U(I))

є вiдкритим околом нуля 0 у фактор-просторi (C I
m,n/I, τq). Справдi,

C I
m,n \ U(I) є вiдкрито-замкненою пiдмножиною в топологiчному прос-

торi (C I
m,n, τ), оскiльки всi елементи напiвгрупи Cm,n є iзольованими
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точками простору (C I
m,n, τ). Оскiльки звуження π|Cm,n

: Cm,n → π(Cm,n)

природного гомоморфiзму π : C I
m,n → C I

m,n/I є взаємно-однозначним

вiдображенням, то π(C I
m,n \ U(I)) є вiдкрито-замкненою пiдмножиною

фактор-простору (C I
m,n/I, τq). Таким чином, образ π(U(I)) є вiдкритим

околом нуля 0 в фактор-просторi (C I
m,n/I, τq), а, отже, природний гомо-

морфiзм π : C I
m,n → C I

m,n/I є спадково факторним вiдображенням.

Оскiльки I є компактним iдеалом напiвтопологiчної напiвгрупи

(C I
m,n, τ), то повний прообраз π−1(y) є компактною пiдмножиною в

просторi (C I
m,n, τ) для кожного елемента y ∈ C I

m,n/I. За теоремою Дiнь

Ньйо Тонга (див. [10] або теорему 1.2.7), (C I
m,n/I, τq) є гаусдорфовим

локально компактним простором. Якщо iдеал I не є вiдкритим, то за

теоремою 2.2.2 напiвтопологiчна напiвгрупа (C I
m,n/I, τq) топологiчно

iзоморфна напiвгрупi (C 0
m,n, τAc), а отже, є компактною.

Тепер доведемо, що простiр (C I
m,n, τ) компактний. Нехай U =

{Uα : α ∈ I } – довiльне вiдкрите покриття топологiчного просто-

ру (C I
m,n, τ). Оскiльки iдеал I компактний, то iснують елементи

Uα1
, . . . , Uαn

покриття U такi, що I ⊆ Uα1
∪ · · · ∪ Uαn

. Покладемо

U = Uα1
∪ · · · ∪ Uαn

.

Тодi C I
m,n\U є вiдкрито-замкненою пiдмножиною в топологiчному прос-

торi (C I
m,n, τ). Оскiльки звуження π|Cm,n

: Cm,n → π(Cm,n) природного го-

моморфiзму π : C I
m,n → C I

m,n/I є взаємно однозначним вiдображенням,

то образ π(C I
m,n \ U(I)) є вiдкрито-замкненою пiдмножиною у фактор-

просторi (C I
m,n/I, τq), а, отже, множина π(C I

m,n \ U(I)) є скiнченною,

оскiльки топологiчний простiр фактор-напiвгрупи (C I
m,n/I, τq) є ком-

пактним. Звiдси випливає, що множина C I
m,n \ U скiнченна, вiдтак про-

стiр (C I
m,n, τ) також компактний.

Наслiдок 2.2.2. Якщо (C I
m,n, τ) – гаусдорфова локально компактна
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топологiчна напiвгрупа, C I
m,n = Cm,n t I та I є компактним iдеалом в

C I
m,n, то I є вiдкритою пiдмножиною в C I

m,n.

Зауважимо, що наслiдок 2.2.2 узагальнює вiдповiдне твердження для
бiциклiчної напiвгрупи з працi [83].

2.3 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дисертацiї:

1. Доведено, що для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n кожна
гаусдорфова трансляцiйно неперервна топологiя τ на Cm,n є диск-
ретною, а, отже, Cm,n є дискретним пiдпростором довiльної топо-
логiчної напiвгрупи, що її мiстить.

2. Доведено, що якщо Cm,n – довiльна iнтерасоцiативнiсть бiциклiчно-
го моноїда така, що Cm,n є щiльною пiднапiвгрупою гаусдорфової
напiвтопологiчної напiвгрупи (S, ·) i I = S \ Cm,n 6= ∅, то I є дво-
бiчним iдеалом напiвгрупи S.

3. Доведено, що для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n довiль-
на гаусдорфова локально компактна трансляцiйно неперервна то-
пологiя τ на iнтерасоцiативностi Cm,n бiциклiчного моноїда C 0

m,n з
приєднаним нулем є або дискретною, або компактною.
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РОЗДIЛ 3

Варiанти розширеної бiциклiчної напiвгрупи

3.1 Група автоморфiзмiв розширеної бiциклiчної

напiвгрупи

У цьому роздiлi описана група Aut (CZ) автоморфiзмiв розширеної
бiциклiчної напiвгрупи CZ та вивчається варiант Cm,n

Z = (CZ, ∗m,n) роз-
ширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ, де m,n ∈ Z, що визначається за
формулою

(a, b) ∗m,n (c, d) = (a, b) · (m,n) · (c, d). (3.1)

Лема 3.1.1. Для довiльного цiлого числа k множина

C >k
Z = {(i, j) ∈ CZ : i, j > k}

з iндукованою з CZ напiвгруповою операцiєю iзоморфна бiциклiчнiй на-

пiвгрупi C (p, q) стосовно вiдображення:

hk : C (p, q)→ C >k
Z , qipj 7→ (i+ k, j + k).

Доведення. Оскiльки

hk
(
qmpn · qipj

)
=


hk
(
qm−n+ipj

)
, якщо m < i;

hk
(
qnpj

)
, якщо m = i;

hk
(
qnpm−i+j

)
, якщо m > i;

=

=


(m− n+ i+ k, j + k), якщо m < i;

(n+ k, j + k), якщо m = i;

(n+ k,m− i+ j + k), якщо m > i;
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та

hk (qmpn) · hk
(
qipj

)
= (m+ k, n+ k) · (i+ k, j + k) =

=


(m− n+ i+ k, j + k), якщо m < i;

(n+ k, j + k), якщо m = i;

(n+ k,m− i+ j + k), якщо m > i,

для довiльних елементiв qmpn i qipj бiциклiчного моноїда C (p, q), то

так визначене вiдображення hk : C (p, q)→ C >k
Z є гомоморфiзмом, i оче-

видно, що hk є бiєкцiєю.

Теорема 3.1.1. Для довiльного цiлого числа k вiдображення hk : CZ →

CZ, визначене за формулою

hk ((i, j)) = (i+ k, j + k), (3.2)

є автоморфiзмом розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ i кожен авто-

морфiзм h : CZ → CZ напiвгрупи CZ визначається за формулою (3.2).

Бiльше того, група автоморфiзмiв Aut (CZ) напiвгрупи CZ iзоморф-

на адитивнiй групi цiлих чисел Z(+) i цей iзоморфiзм H : Z(+) →

Aut (CZ) визначається за формулою H(k) = hk, k ∈ Z.

Доведення. Для довiльних (m,n), (i, j) ∈ CZ маємо

hk ((m,n) · (i, j)) =


hk ((m− n+ i, j)) , якщо m < i;

hk ((n, j)) , якщо m = i;

hk ((n,m− i+ j)) , якщо m > i

=

=


(m− n+ i+ k, j + k), якщо m < i;

(n+ k, j + k), якщо m = i;

(n+ k,m− i+ j + k), якщо m > i
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та

hk ((m,n)) · hk ((i, j)) = (m+ k, n+ k) · (i+ k, j + k) =

=


(m− n+ i+ k, j + k), якщо m > i;

(n+ k, j + k), якщо m = i;

(n+ k,m− i+ j + k), якщо m < i.

Внаслiдок простої перевiрки отримуємо, що для кожного цiлого числа k

так визначене вiдображення hk є бiєктивним, а, отже, воно є автоморфiз-

мом розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ.

Нехай h : CZ → CZ – довiльний автоморфiзм розширеної бiциклiч-

ної напiвгрупи CZ. Оскiльки елемент (0, 0) є iдемпотентом напiвгрупи

CZ, то h ((0, 0)) також є iдемпотентом в напiвгрупi CZ, а, отже, за твер-

дженням 1.2.4(i) маємо, що h ((0, 0)) = (k, k) для деякого цiлого числа

k. Позаяк елемент (1, 1) є найбiльшим у пiдмножинi

{(n, n) ∈ E(CZ) : (n, n) 4 (0, 0)} \ {(0, 0)}

частково впорядкованої множини (E(CZ),4) i h : CZ → CZ – автомор-

фiзм напiвгрупи CZ, то

h ((1, 1)) = (k + 1, k + 1),

а це випливає з того факту, що елемент (k + 1, k + 1) є найбiльшим у

пiдмножинi

{(n, n) ∈ E(CZ) : (n, n) 4 (k, k) = h ((0, 0))} \ {(k, k)}

частково впорядкованої множини (E(CZ),4). Тодi за iндукцiєю отри-

муємо, що

h ((i, i)) = (i+ k, i+ k)

для кожного натурального числа i. Також, позаяк елемент (−1,−1) є

найменшим у пiдмножинi

{(n, n) ∈ E(CZ) : (0, 0) 4 (n, n)} \ {(0, 0)}



51

частково впорядкованої множини (E(CZ),4) i h : CZ → CZ – автомор-

фiзм напiвгрупи CZ, то

h ((−1,−1)) = (k − 1, k − 1),

а це випливає з того факту, що елемент (k − 1, k − 1) є найменшим у

пiдмножинi

{(n, n) ∈ E(CZ) : (k, k) = h ((0, 0)) 4 (n, n)} \ {(k, k)}

частково впорядкованої множини (E(CZ),4). Тодi за iндукцiєю отри-

муємо, що

h ((−i,−i)) = (−i+ k,−i+ k)

для кожного натурального числа i.

Оскiльки h : CZ → CZ автоморфiзм розширеної бiциклiчної напiв-

групи CZ, CZ – iнверсна напiвгрупа та за твердженням 1.2.4(iv) кожен

H -клас в CZ є одноелементним, то з рiвностей

L(i,j) = L(j,j), R(i,j) = R(i,i) та H(i,j) = L(i,j) ∩R(i,j)

випливають рiвностi

Lh((i,j)) = Lh((j,j)), Rh((i,j)) = Rh((i,i)) та Hh((i,j)) = Lh((i,j)) ∩Rh((i,j)),

а, отже, отримуємо, що

{h((i, j))} = Hh((i,j)) =

= Lh((i,j)) ∩Rh((i,j)) =

= L(i+k,j+k) ∩R(i+k,j+k) =

= {(i+ k, j + k)} ,

для всiх цiлих чисел i та j. Це завершує доведення першого твердження

теореми.
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Для довiльних цiлих чисел k1 та k2 маємо:

(hk1 ◦ hk2) (i, j) = hk1 (hk2 ((i, j))) =

= hk1 ((i+ k2, j + k2)) =

= (i+ k2 + k1, j + k2 + k1) =

= (hk1+k2) (i, j),

вiдображення

h0 : CZ → CZ, (i, j) 7→ (i, j)

є тотожнiм автоморфiзмом напiвгрупи CZ i

h−k1 : CZ → CZ, (i, j) 7→ (i− k1, j − k1)

є оберненим вiдображенням до вiдображення hk1 : CZ → CZ. Це завер-

шує доведення другого твердження теореми.

Будемо говорити, що пiдмножина F ⊂ S породжує напiвгрупу S, як-
що кожен елемент напiвгрупи S можна зобразити, як скiнченний добу-
ток деяких елементiв множини F , i в цьому випадку ми записуватимемо
це так: 〈F 〉 = S.

Напiвгрупа S називається скiнченно породженою, якщо S мiстить
скiнченну множину F , яка її породжує, а в протилежному випадку бу-
демо говорити, що напiвгрупа S не є скiнченно породженою.

С. Бардила на семiнарi “Теорiя полiгонiв та спектральнi простори” у
Львiвському унiверситетi поставив таке запитання:

Питання 3.1.1. Чи напiвгрупи CZ i Cm,n
Z , m,n ∈ Z є скiнченно пород-

женими?

Ми даємо негативну вiдповiдь на це запитання (див. теорему 3.1.2).

Лема 3.1.2. Для кожної скiнченної пiдмножини

F = {(i1, j1), . . . , (in, jn)}
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розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ iснує пiднапiвгрупа S в CZ така,

що S iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi та S мiстить напiвгрупу 〈F 〉,

яка породжена множиною F . Окрiм того, 〈F 〉 є пiднапiвгрупою в C >k
Z ,

де k = min {i1, j1, . . . , in, jn}.

Доведення. За лемою 3.1.1, C >k
Z є iнверсною пiднапiвгрупою в CZ для

довiльного цiлого числа k i з означення напiвгрупової операцiї на CZ

(див. формулу (1.1)) випливає, що множина 〈F 〉 є пiднапiвгрупою в C >k
Z

для k = min {i1, j1, . . . , in, jn}.

З леми 3.1.2 випливає

Теорема 3.1.2. Розширена бiциклiчна напiвгрупа CZ не є скiнченно

породженою як iнверсна напiвгрупа.

Наслiдок 3.1.1. Розширена бiциклiчна напiвгрупа CZ не є скiнченно

породженою як напiвгрупа.
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3.2 Алгебраїчнi властивостi напiвгрупи Cm,n
Z

Позаяк напiвгрупа S є простою тодi i лише тодi, коли SsS = S для
кожного s ∈ S, то виконується рiвнiсть S(csc)S = S для всiх s, c ∈ S. А
оскiльки за твердженням 1.2.4(v) розширена бiциклiчна напiвгрупа CZ

є простою, то виконується

Твердження 3.2.1. Cm,n
Z – проста напiвгрупа для довiльних цiлих чи-

сел m i n.

Твердження 3.2.2. Нехай m i n – довiльнi цiлi числа. Тодi елемент

(a, b) є iдемпотентом у напiвгрупi Cm,n
Z тодi i тiльки тодi, коли

(a, b) = (n+ i,m+ i)

для деякого невiд’ємного цiлого числа i.

Доведення. (⇐) Припустимо, що a = n + i та b = m + i для деякого

i ∈ N0. Тодi

(a, b) ∗m,n (a, b) = (n+ i,m+ i) · (m,n) · (n+ i,m+ i) =

= (n+ i,m+ i−m+ n) · (n+ i,m+ i) =

= (n+ i, i+ n) · (n+ i,m+ i) =

= (n+ i,m+ i) =

= (a, b).

(⇒) З визначення напiвгрупової операцiї на Cm,n
Z та пунктiв (ix) i (x)

твердження 1.2.4 випливає, що для довiльного елемента (a, b) напiвгрупи

Cm,n
Z маємо:
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(a, b) ∗m,n Cm,n
Z = (a, b) · (m,n) · CZ =

=

 (a, b−m+ n) · CZ, якщо b > m;

(a− b+m,n) · CZ, якщо b < m
=

=

 {(x, y) ∈ Cm,n
Z : x > a} , якщо b > m;

{(x, y) ∈ Cm,n
Z : x > a− b+m} , якщо b < m

(3.3)

та

Cm,n
Z ∗m,n (a, b) = CZ · (m,n) · (a, b) =

=

 CZ · (a− n+m, b), якщо a > n;

CZ · (m,n− a+ b), якщо a < n
=

=

 {(x, y) ∈ Cm,n
Z : y > b} , якщо a > n;

{(x, y) ∈ Cm,n
Z : y > n− a+ b} , якщо a < n.

(3.4)

Оскiльки

(a, b) = (a, b) ∗m,n (a, b) ⊆ (a, b) ∗m,n Cm,n
Z ∩ Cm,n

Z ∗m,n (a, b),

то з формул (3.3), (3.4) випливає, що b > m i a > n. Тодi

(a, b) ∗m,n (a, b) = (a, b) · (m,n) · (a, b) =

= (a, b−m+ n) · (a, b) =

=

 (2a− b− n+m, b), якщо a > b−m+ n;

(a, 2b− a−m+ n), якщо a < b−m+ n

i, отже, з рiвностi (a, b) ∗m,n (a, b) = (a, b) випливає, що a − b = n −m.

Оскiльки a та b — такi цiлi числа, що b > m i a > n, то з рiвностi

a−b = n−m випливає, що (a, b) = (n+i,m+i) для деякого невiд’ємного

цiлого числа i.

Оскiльки
E(Cm,n

Z ) = {(n+ i,m+ i) : i ∈ N0} ,
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то позначатимемо iдемпотент (n+ i,m+ i) напiвгрупи Cm,n
Z через ei для

довiльного i ∈ N0.

Лема 3.2.1. Нехай m i n – довiльнi цiлi числа. Тодi ei 4 ej в E(Cm,n
Z )

тодi i тiльки тодi, коли j 6 i, а, отже, напiвгратка E(Cm,n
Z ) є ω-лан-

цюгом.

Доведення. Якщо ei 4 ej в E(Cm,n
Z ), то з рiвностей

ei ∗m,n ej = (n+ i,m+ i) · (m,n) · (n+ j,m+ j) =

= (n+ i, n+ i) · (n+ j,m+ j) =

= (n+ i,m+ i) = ei

та

ej ∗m,n ei = (n+ j,m+ j) · (m,n) · (n+ i,m+ i) =

= (n+ j, n+ j) · (n+ i,m+ i) =

= (n+ i,m+ i) = ei

випливає, що j 6 i. Оберненне твердження випливає з означення напiв-

групової операцiї на Cm,n
Z .

Iзоморфiзм ϕ : E(Cm,n
Z ) → (N0,max) визначимо за формулою

ϕ(ei) = i, де i ∈ N0.

Наступне твердження описує вiдношення Грiна на варiантi Cm,n
Z роз-

ширеної бiциклiчної напiвгрупи.

Твердження 3.2.3. Нехай m i n – довiльнi цiлi числа, (a, b) i (c, d)

елементи напiвгрупи Cm,n
Z . Тодi:

(1) (a, b)R(c, d) тодi i тiльки тодi, коли

(a = c) ∧ ((b = d) ∨ (b, d > m)) ;

(2) (a, b)L (c, d) тодi i тiльки тодi, коли

(b = d) ∧ ((a = c) ∨ (a, c > n)) ;
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(3) (a, b)H (c, d) тодi i тiльки тодi, коли (a, b) = (c, d);

(4) (a, b)D(c, d) тодi i тiльки тодi, коли

(a, b) = (c, d) ∨ (a, c > n) ∨ (b, d > m);

(5) (a, b)J (c, d) для всiх (a, b), (c, d) ∈ Cm,n
Z .

Доведення. З рiвностей (3.3) випливає, що:

{(a, b)} ∪ (a, b) ∗m,n Cm,n
Z =

=

 {(x, y) ∈ Cm,n
Z : x > a} , якщо b > m;

{(a, b)} ∪ {(x, y) ∈ Cm,n
Z : x > a− b+m} , якщо b < m.

З цiєї формули випливає твердження (1).

Доведення твердження (2) аналогiчне твердженню (1).

Твердження (3) випливає з тверджень (1) i (2).

Для доведення твердження (4), розглянемо такi три випадки.

(i) Якщо a < n i b < m, то за твердженнями (1) i (2), маємо, що

(x, y)R(a, b) тодi i лише тодi, коли (x, y) = (a, b) та (x, y)L (a, b),

а це виконується тодi i лише тодi, коли (x, y) = (a, b), для (x, y) ∈

Cm,n
Z . Отже, у цьому випадку отримуємо, що (c, d)R(a, b) тодi i

лише тодi, коли (c, d) = (a, b).

(ii) Якщо a > n, то за твердженнями (1) i (2), маємо, що L -клас L(a,b)

елемента (a, b) перетинає R-клас R(x,y) довiльного елемента (x, y)

з y > m.

(iii) Якщо b > m, то за твердженнями (1) i (2), маємо, що R-клас R(a,b)

елемента (a, b) перетинає L -клас L(x,y) довiльного елемента (x, y)

з x > n.
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Отже, у випадках (ii) або (iii) отримуємо, що (a, b)D(c, d) тодi i лише

тодi, коли (a, c > n)∨(b, d > m), а використавши випадок (i), отримуємо

твердження (4).

З твердження 3.2.1 випливає твердження (5).

Лема 3.2.2. Для довiльних iдемпотентiв (i, i) та (j, j) розширеної

бiциклiчної напiвгрупи CZ варiанти C i,i
Z та C j,j

Z iзоморфнi.

Доведення. За теоремою 3.1.1 для кожного натурального числа k вiдоб-

раження

hk : CZ → CZ, (i, j) 7→ (i+ k, j + k)

є автоморфiзмом розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ. Звiдси випли-

ває, що вiдображення hk визначає iзоморфiзм hk : C 0,0
Z → C k,k

Z варiантiв

C 0,0
Z i C k,k

Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи для кожного натураль-

ного числа k. Справдi, покладемо hk ((a, b)) = hk ((a, b)) для кожного

(a, b) ∈ C 0,0
Z . Тодi

hk
(
(a, b) ∗(0,0) (c, d)

)
= hk

(
(a, b) ∗(0,0) (c, d)

)
=

= hk ((a, b) · (0, 0) · (c, d)) =

= hk ((a, b)) · hk ((0, 0)) · hk ((c, d)) =

= (a+ k, b+ k) · (k, k) · (c+ k, d+ k) =

= (a+ k, b+ k) ∗(k,k) (c+ k, d+ k) =

= hk ((a, b)) ∗(k,k) hk ((c, d)) =

= hk ((a, b)) ∗(k,k) hk ((c, d)) ,

для довiльних (a, b), (c, d) ∈ C 0,0
Z . Оскiльки для довiльного натурального

числа k вiдображення

hk : CZ → CZ, (i, j) 7→ (i+ k, j + k),

як власне вiдображення множини CZ, є бiєктивним, то маємо, що
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hk : C 0,0
Z → C k,k

Z є iзоморфiзмом варiантiв C 0,0
Z i C k,k

Z . Це i завершує

доведення леми.

Лема 3.2.3. Для довiльного цiлого числа r та довiльного натурального

числа p варiанти C r,r
Z та C r+p,r

Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ

iзоморфнi.

Доведення. Зафiксуємо довiльне цiле число r та довiльне натуральне

число p. Визначимо вiдображення h : C r,r
Z → C r+p,r

Z за формулою

h ((r + i, r + j)) = (r + i, r + j + p).

Тодi для довiльних елементiв (r + i, r + j) i (r + k, r + l) напiвгрупи

C r,r
Z маємо, що

h ((r + i, r + j) ∗r,r (r + k, r + l)) =

= h ((r + i, r + j) · (r, r) · (r + k, r + l)) =

=


h ((r + i− j, r) · (r + k, r + l)) , якщо r + j < r;

h ((r + i, r) · (r + k, r + l)) , якщо r + j = r;

h ((r + i, r + j) · (r + k, r + l)) , якщо r + j > r.

=

=



h ((r + i− j + k, r + l)) , якщо r + j < r i r < r + k;

h ((r + i− j, r + l)) , якщо r + j < r i r = r + k;

h ((r + i− j, r − k + l)) , якщо r + j < r i r > r + k;

h ((r + i+ k, r + l)) , якщо r + j = r i r < r + k;

h ((r + i, r + l)) , якщо r + j = r i r = r + k;

h ((r + i, r − k + l)) , якщо r + j = r i r > r + k;

h ((r + i− j + k, r + l)) , якщо r + j > r i r + j < r + k;

h ((r + i, r + l)) , якщо r + j > r i r + j = r + k;

h ((r + i, r + j − k + l)) , якщо r + j > r i r + j > r + k

=
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=



h ((r + i− j + k, r + l)) , якщо j < 0 i k > 0;

h ((r + i− j, r + l)) , якщо j < 0 i k = 0;

h ((r + i− j, r − k + l)) , якщо j < 0 i k < 0;

h ((r + i+ k, r + l)) , якщо j = 0 i k > 0;

h ((r + i, r + l)) , якщо j = 0 i k = 0;

h ((r + i, r − k + l)) , якщо j = 0 i k < 0;

h ((r + i− j + k, r + l)) , якщо j > 0 i k > j;

h ((r + i, r + l)) , якщо j > 0 i k = j;

h ((r + i, r + j − k + l)) , якщо j > 0 i k < j

=

=



(r + i− j + k, r + l + p), якщо j < 0 i k > 0;

(r + i− j, r + l + p), якщо j < 0 i k = 0;

(r + i− j, r − k + l + p), якщо j < 0 i k < 0;

(r + i+ k, r + l + p), якщо j = 0 i k > 0;

(r + i, r + l + p), якщо j = 0 i k = 0;

(r + i, r − k + l + p), якщо j = 0 i k < 0;

(r + i− j + k, r + l + p), якщо j > 0 i k > j;

(r + i, r + l + p), якщо j > 0 i k = j;

(r + i, r + j − k + l + p), якщо j > 0 i k < j

та

h (r + i, r + j) ∗r+p,r h ((r + k, r + l)) =

= (r + i, r + j + p) · (r + p, r) · (r + k, r + l + p) =

=


(r + i− j, r) · (r + k, r + l + p), якщо r + j + p < r + p;

(r + i, r) · (r + k, r + l + p), якщо r + j + p = r + p;

(r + i, r + j) · (r + k, r + l + p), якщо r + j + p > r + p.

=
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=



(r + i− j + k, r + l + p), якщо r + j + p < r + p i r < r + k;

(r + i− j, r + l + p), якщо r + j + p < r + p i r = r + k;

(r + i− j, r + l − k + p), якщо r + j + p < r + p i r > r + k;

(r + i+ k, r + l + p), якщо r + j + p = r + p i r < r + k;

(r + i, r + l + p), якщо r + j + p = r + p i r = r + k;

(r + i, r + l − k + p), якщо r + j + p = r + p i r > r + k;

(r + i− j + k, r + l + p), якщо r + j + p > r + p i r+j<r+k;

(r + i, r + l + p), якщо r + j + p > r + p i r+j=r+k;

(r + i, r + j − k + l + p), якщо r + j + p > r + p i r+j>r+k

=

=



(r + i− j + k, r + l + p), якщо j < 0 i k > 0;

(r + i− j, r + l + p), якщо j < 0 i k = 0;

(r + i− j, r + l − k + p), якщо j < 0 i k < 0;

(r + i+ k, r + l + p), якщо j = 0 i k > 0;

(r + i, r + l + p), якщо j = 0 i k = 0;

(r + i, r + l − k + p), якщо j = 0 i k < 0;

(r + i− j + k, r + l + p), якщо j > 0 i j < k;

(r + i, r + l + p), якщо j > 0 i j = k;

(r + i, r + j − k + l + p), якщо j > 0 i j > k,

оскiльки h ((r, r)) = (r, r+p), а, отже, h : C r,r
Z → C r+p,r

Z є гомоморфiзмом.

З означення вiдображення h випливає, що воно є бiєкцiєю, отже, h є

iзоморфiзмом.

Лема 3.2.4. Для довiльного цiлого числа r та довiльного натурального

числа p варiанти C r,r
Z та C r,r+p

Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ

iзоморфнi.

Доведення. Означимо вiдображення h : C r,r
Z → C r,r+p

Z за формулою

h ((r + i, r + j)) = (r + i, r + j + p).
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Доведення того, що так визначене вiдображення h є iзоморфiзмом, ана-

логiчне до доведення леми 3.2.3.

З лем 3.2.2, 3.2.3 та 3.2.4 випливає

Теорема 3.2.4. Довiльнi два варiанти розширеної бiциклiчної напiв-

групи CZ iзоморфнi.

Теорема 3.2.5. Варiант C 0,0
Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ не

є скiнченно породженим.

Доведення. З формул (3.3) та (3.4) випливає, що

{(a, b)} ∪ (a, b) ∗0,0 C 0,0
Z =

=


{

(x, y) ∈ C 0,0
Z : x > a

}
, якщо b > 0;

{(a, b)} ∪
{

(x, y) ∈ C 0,0
Z : x > a− b

}
, якщо b < 0

та

{(a, b)} ∪ C 0,0
Z ∗0,0 (a, b) =

=


{

(x, y) ∈ C 0,0
Z : y > b

}
, якщо a > 0;

{(a, b)} ∪
{

(x, y) ∈ C 0,0
Z : y > b− a

}
, якщо a < 0.

Отже, для кожної скiнченної пiдмножини F напiвгрупи C 0,0
Z маємо, що

множина {
(x, y) ∈ C 0,0

Z : x, y < 0
}
\ 〈F 〉

є нескiнченною, де 〈F 〉 — пiднапiвгрупа напiвгрупи C 0,0
Z , яка породжена

множиною F , а з цього i випливає твердження теореми.

З теорем 3.2.4 та 3.2.5 випливає

Наслiдок 3.2.1. Для довiльних цiлих чисел m i n варiант Cm,n
Z роз-

ширеної бiциклiчної напiвгрупи CZ не є скiнченно породженим.
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3.3 Трансляцiйно неперервнi топологiї на напiв-

групi C 0,0
Z

З простих обчислень та означення напiвгрупової операцiї на розши-
ренiй бiциклiчнiй напiвгрупi випливає така лема.

Лема 3.3.1. Якщо (a, b) · (c, d) = (i, j) в розширенiй бiциклiчнiй напiв-

групi CZ, то виконується рiвнiсть

a− b+ c− d = i− j.

З леми 3.3.1 випливає

Твердження 3.3.1. Нехай m i n – довiльнi цiлi числа. Якщо

(a, b) ∗m,n (c, d) = (i, j)

в розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi Cm,n
Z , то

a− b+m− n+ c− d = i− j.

Наслiдок 3.3.1. Якщо (a, b) ∗0,0 (c, d) = (i, j) у варiантi C 0,0
Z бiциклiч-

ної розширеної напiвгрупи, то

a− b+ c− d = i− j.

Надалi для кожного елемента (a, b) ∈ C 0,0
Z через λ(a,b) та ρ(a,b) познача-

тимемо, вiдповiдно, лiвий та правий зсуви на елемент (a, b) у напiвгрупi
C 0,0
Z , тобто

λ(a,b) : C 0,0
Z → C 0,0

Z , (x, y) 7→ (a, b) ∗0,0 (x, y)

та
ρ(a,b) : C 0,0

Z → C 0,0
Z , (x, y) 7→ (x, y) ∗0,0 (a, b).

Твердження 3.3.2. Нехай τ – гаусдорфова трансляцiйно неперервна

топологiя на напiвгрупi C 0,0
Z . Тодi:
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(i) (a, b) — iзольована точка в прострi
(
C 0,0
Z , τ

)
для довiльних нату-

ральних чисел a та b;

(ii) для довiльних цiлих чисел a та b множина

{(a− i, b− i) : i ∈ N0}

вiдкрита в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
;

(iii) (a, b) — iзольована точка в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
для довiльного на-

турального числа a та довiльного цiлого числа b;

(iv) (a, b) — iзольована точка в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
для довiльного цiлого

числа a та довiльного натурального числа b.

Доведення. (i) Зафiксуємо довiльну точку (a, b) в топологiчному прос-

торi
(
C 0,0
Z , τ

)
таку, що a > 0 i b > 0. Оскiльки за лемою 3.1.1 множина

C >0
Z = {(i, j) ∈ CZ : i, j > 0}

з iндукованою напiвгруповою операцiєю з розширеної бiциклiчної напiв-

групи CZ iзоморфна бiциклiчнiй напiвгрупi C (p, q) i за теоремою 1.2.12

кожна трансляцiйно неперервна гаусдорфова топологiя на бiциклiчнiй

напiвгрупi C (p, q) є дискретною, то iснує вiдкритий окiл U(a,b) точки

(a, b) в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
такий, що

U(a,b) ∩ C >0
Z = {(a, b)} .

Оскiльки

(i, i) ∗0,0 (x, y) = (i, i)(0, 0)(x, y) =

= (i, i)(x, y) =


(i, i− x+ y), якщо x < i;

(i, y), якщо x = i;

(x, y), якщо x > i
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для довiльного невiд’ємного цiлого числа i, то отримуємо, що

{(s, l + s− k) : s 6 k, s ∈ Z}

є множиною розв’язкiв рiвняння

(k, l) = (k, k) ∗0,0 (x, y)

для довiльних невiд’ємних цiлих чисел k i l. Тодi з нарiзної неперервностi

напiвгрупової операцiї в
(
C 0,0
Z , τ

)
, гаусдорфовостi простору

(
C 0,0
Z , τ

)
та

наведених вище аргументiв, випливає, що множина

{(s, b+ s− a) : s < a, s ∈ Z} = λ−1(a−1,a−1)({(a− 1, b− 1)})

замкнена в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
i множина

{(s, b+ s− a) : s 6 a, s ∈ Z} = λ−1(a,a)(U(a,b))

вiдкрита в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
, а звiдси випливає, що (a, b) є iзольованою

точкою в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
.

(ii) З доведення умови (i) випливає, що множина

{(s, b+ s− a) : s 6 a, s ∈ Z} = λ−1(a,a)(U(a,b))

вiдкрита в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
для довiльних натуральних

чисел a i b, оскiльки iснує вiдкритий окiл U(a,b) точки (a, b) у тополо-

гiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
такий, що

U(a,b) ∩ C >0
Z = {(a, b)} .

Якщо покладемо i = a− s, то

{(a− i, b− i) : i ∈ N0} = λ−1(a,a)(U(a,b))

є вiдкритою пiдмножиною в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
. Очевидно,

що для довiльних цiлих чисел a та b iснує натуральне число k(a,b) таке,

що

a+ k(a,b) > 0 i b+ k(a,b) > 0.
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З гаусдорфовостi простору
(
C 0,0
Z , τ

)
випливає, що кожна точка в прос-

торi
(
C 0,0
Z , τ

)
є замкненою пiдмножиною, а отже, множина

{(a− i,b− i) : i ∈ N0} =

= λ−1(a,a)(U(a,b)) \
{

(a+ 1, b+ 1), . . . , (a+ k(a,b), b+ k(a,b))
}

є вiдкритою в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
, а звiдси випливає необ-

хiдне твердження.

(iii) Оскiльки

(i, i) ∗0,0 (x, y) = (i, i)(0, 0)(x, y) =

= (i, i)(x, y) =

=


(i, i− x+ y), якщо x < i;

(i, y), якщо x = i;

(x, y), якщо x > i

для довiльного невiд’ємного цiлого числа i, то

{(s, l + s− k) : s 6 k, s ∈ Z}

є множиною розв’язкiв рiвняння

(k, l) = (k, k) ∗0,0 (x, y)

для довiльного невiд’ємного цiлого числа k i кожного цiлого числа l. З

нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї в
(
C 0,0
Z , τ

)
та гаусдорфо-

востi простору
(
C 0,0
Z , τ

)
випливає, що множина

{(s, l + s− k) : s 6 k, s ∈ Z} = λ−1(k,k)({(k, l)})

є замкненою в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
для кожного невiд’єм-

ного цiлого числа k i кожного цiлого числа l. Зафiксуємо довiльне на-

туральне число a та довiльне цiле число b. Тодi з наведених вище аргу-

ментiв i твердження (ii) випливає, що

{(a, b)} = {(a− i, b− i) : i ∈ N0} \ λ−1(a−1,a−1)({(a− 1, b− 1)})
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є вiдкритою пiдмножиною в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
.

(iv) Оскiльки

(x, y) ∗0,0 (i, i) = (x, y)(0, 0)(i, i) =

= (x, y)(i, i) =

=


(i− y + x, i), якщо y < i;

(x, i), якщо y = i;

(x, y), якщо y > i

для довiльного невiд’ємного цiлого числа i, то

{(l + s− k, s) : s 6 k, s ∈ Z}

є множиною розвязкiв рiвняння

(l, k) = (x, y) ∗0,0 (k, k)

для довiльного невiд’ємного цiлого числа k i кожного цiлого числа l.

Тодi з нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї в
(
C 0,0
Z , τ

)
та гау-

сдорфовостi простору
(
C 0,0
Z , τ

)
випливає, що множина

{(l + s− k, s) : s 6 k, s ∈ Z} = ρ−1(k,k)({(l, k)})

є замкненою в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
для кожного невiд’єм-

ного цiлого числа k i кожного цiлого числа l. Зафiксуємо довiльне цiле

число a та довiльне натуральне число b. Тодi з наведених вище аргумен-

тiв та твердження (ii) випливає, що

{(a, b)} = {(a− i, b− i) : i ∈ N0} \ ρ−1(b−1,b−1)({(a− 1, b− 1)})

є вiдкритою пiдмножиною в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
.

Пiдсумуємо результати твердження 3.3.2 в наступнiй теоремi.
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Теорема 3.3.3. Нехай τ – гаусдорфова трансляцiйно неперервна то-

пологiя на напiвгрупi C 0,0
Z . Тодi з кожної нерiвностi a > 0 або b > 0

випливає, що (a, b) є iзольованою точкою в просторi
(
C 0,0
Z , τ

)
.

Наступний приклад показує, що твердження теореми 3.3.3 є повним
i не може бути поширене на жодну точку (a, b) з властивiстю a 6 0 i
b 6 0.

Приклад 3.3.1. Означимо топологiю τ ∗ на варiантi C 0,0
Z розширеної

бiциклiчної напiвгрупи так. Покладемо

(i) (a, b) є iзольованою точкою в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
тодi

i лише тодi, коли виконується принаймнi одна з умов:

a > 0 або b > 0;

(ii) якщо ab = 0 та a+ b 6 0, то приймемо, що

A(a,b) = {(a− i, b− i) : i ∈ N0}

– довiльний гаусдорфовий простiр i A(a,b) – вiдкрито-замкнена пiд-

множина в топологiчному просторi
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
.

Очевидно, що
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є гаусдорфовим простором.

Твердження 3.3.4.
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є топологiчною напiвгрупою.

Доведення. Оскiльки (a, b) є iзольованою точкою в просторi
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
у

випадку, коли a > 0 або b > 0, то достатньо показати, що напiвгрупова

операцiя в
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є неперервною в таких трьох випадках:

(1) (a, b) ∗0,0 (c, d), коли a 6 0, b 6 0, c 6 0 i d 6 0;

(2) (a, b) ∗0,0 (c, d), коли a 6 0, b 6 0, i c > 0 або d > 0;

(3) (a, b) ∗0,0 (c, d), коли c 6 0 i d 6 0, i a > 0 або b > 0.
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У випадку (1) маємо, що

(a, b) ∗0,0 (c, d) = (a, b)(0, 0)(c, d) =

= (a− b, 0)(c, d) =

= (a− b, 0)(c, d) =

= (a− b, d− c).

Також у цьому випадку, оскiльки

(a− i, b− i) ∗0,0 (c− j, d− j) = (a− i, b− i)(0, 0)(c− j, d− j) =

= (a− i− b+ i, 0)(c− j, d− j) =

= (a− b, 0)(c− j, d− j) =

= (a− b, d− j − c+ j) =

= (a− b, d− c)

для довiльних i, j ∈ N0, то отримуємо, що справджується рiвнiсть

A(a,b) ∗0,0 A(c,d) = {(a− b, d− c)},

a, отже, у випадку (1) напiвгрупова операцiя в
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є неперервною.

Припустимо, що виконується випадок (2). Тодi

(a, b) ∗0,0 (c, d) = (a, b)(0, 0)(c, d) =

= (a− b, 0)(c, d) =

=


(a− b, d− c), якщо c < 0;

(a− b, d), якщо c = 0;

(c− a+ b, d), якщо c > 0.
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У цьому випадку, оскiльки

(a− i, b− i) ∗0,0 (c, d) = (a− i, b− i)(0, 0)(c, d) =

= (a− i− b+ i, 0)(c, d) =

= (a− b, 0)(c, d) =

=


(a− b, d− c), якщо c < 0;

(a− b, d), якщо c = 0;

(c− a+ b, d), якщо c > 0,

для кожного i ∈ N0, то маємо, що

A(a,b) ∗0,0 {(c, d)} =


{(a− b, d− c)}, якщо c < 0;

{(a− b, d)}, якщо c = 0;

{(c− a+ b, d)}, якщо c > 0,

а з цього i випливає, що напiвгрупова операцiя в
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є неперервною

у випадку (2).

Припустимо, що виконується випадок (3). Тодi

(a, b) ∗0,0 (c, d) = (a, b)(0, 0)(c, d) =

= (a, b)(0, d− c) =

=


(a− b, d− c), якщо b < 0;

(a, d− c), якщо b = 0;

(a, b− c+ d), якщо b > 0.

У цьому випадку, оскiльки

(a, b) ∗0,0 (c− j, d− j) = (a, b)(0, 0)(c− j, d− j) =

= (a, b)(0, d− j − c+ j) =

= (a, b)(0, d− c) =

=


(a− b, d− c), якщо b < 0;

(a, d− c), якщо b = 0;

(a, b− c+ d), якщо b > 0,
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для кожного j ∈ N0, то отримуємо, що

{(a, b)} ∗0,0 A(c,d) =


{(a− b, d− c)}, якщо b < 0;

{(a, d− c)}, якщо b = 0;

{(a, b− c+ d)}, якщо b > 0,

а, отже, отримуємо, що у випадку (3) напiвгрупова операцiя на
(
C 0,0
Z , τ ∗

)
є неперервною.

Зауваження 3.3.1. Оскiльки за лемою 2.1.1, напiвгрупа C 0,0
Z мiстить

бiциклiчну напiвгрупу як пiднапiвгрупу, то з результатiв, отриманих у

статтях [30], [34], [35], [103] випливає, що якщо гаусдорфова топологiчна

напiвгрупа S задовольняє одну з наступних умов:

(i) S — компактна;

(ii) S — Γ-компактна;

(iii) квадрат S × S злiченно компактний;

(iv) квадрат S × S є тихонiвським псевдокомпактним простором,

то S не мiстить алгебраїчну копiю напiвгрупи C 0,0
Z .
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3.4 Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi отримано такi результати:

1. Доведено, що група автоморфiзмiв Aut (CZ) розширеної бiцик-
лiчної напiвгрупи CZ iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел.

2. Доведено, що розширена бiциклiчна напiвгрупа CZ i кожен її
варiант не є скiнченно породженими.

3. Описано пiдмножину iдемпотентiв E(Cm,n
Z ) i вiдношення Грiна на

напiвгрупi Cm,n
Z .

4. Доведено, що довiльнi два варiанти розширеної бiциклiчної напiв-
групи CZ є iзоморфними.

5. Описано трансляцiйно неперервнi гаусдорфовi топологiї на варiантi
C 0,0
Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи.
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РОЗДIЛ 4

Напiвтопологiчна розширена бiциклiчна напiвгрупа

з приєднаним нулем

У цьому роздiлi через C 0
Z позначатимемо розширену бiциклiчну на-

пiвгрупу CZ з приєднаним нулем 0.

4.1 Локально компактнi трансляцiйно неперерв-

нi топологiї на розширенiй бiциклiчнiй напiв-

групi

З твердження 1.2.4(viii) випливає

Наслiдок 4.1.1. Для кожного цiлого числа n множина

C 0
Z [n] = CZ[n]

⊔
{0}

є iнверсною пiднапiвгрупою напiвгрупи C 0
Z , яка iзоморфна бiциклiчному

моноїду C 0 з приєднаним нулем стосовно вiдображення

h : C 0
Z [n]→ C 0, (a, b) 7→ qa−npb−n та 0 7→ 0.

Лема 4.1.1. Нехай τ — недискретна гаусдорфова трансляцiйно

неперервна топологiя на напiвгрупi C 0
Z . Тодi C 0

Z [n] — недискретна

пiднапiвгрупа в
(
C 0
Z , τ
)
для довiльного цiлого числа n.

Доведення. Спочатку зауважимо, що за теоремою 1.2.13 усi ненульовi

елементи напiвгрупи C 0
Z є iзольованими точками в топологiчному прос-

торi
(
C 0
Z , τ
)
.

Припустимо протилежне: iснує недискретна гаусдорфова трансля-

цiйно неперервна топологiя τ на напiвгрупi C 0
Z i цiле число n такi,

що C 0
Z [n] є дискретною пiднапiвгрупою напiвтопологiчної напiвгрупи
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C 0
Z , τ
)
. Зафiксуємо довiльний вiдкритий окiл U(0) нуля 0 у топологiч-

ному просторi
(
C 0
Z , τ
)
такий, що

U(0) ∩ C 0
Z [n] = {0}.

З нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї в
(
C 0
Z , τ
)
випливає, що

iснує вiдкритий окiл V (0) ⊆ U(0) нуля 0 у топологiчному просторi(
C 0
Z , τ
)
такий, що

(n, n) · V (0) · (n, n) ⊆ U(0).

З припущення випливає, що кожен вiдкритий окiлW (0) ⊆ U(0) нуля 0 в

просторi
(
C 0
Z , τ
)
мiстить нескiнчену кiлькiсть точок (x, y) з властивiстю:

x 6 n або y 6 n. Тодi для довiльної ненульової точки (x, y) ∈ V (0) з

означення напiвгрупової операцiї на напiвгрупi CZ випливає, що:

(n, n) · (x, y) · (n, n) = (n, n− x+ y) · (n, n) =

=


(n+ x− y, n), якщо y < x;

(n, n), якщо y = x;

(n, n− x+ y), якщо y > x,

а, отже, отримуємо, що

((n, n) · V (0) · (n, n)) ∩ CZ[n] 6= ∅,

а це суперечить припущенню

U(0) ∩ C 0
Z [n] = {0}.

З отриманої суперечностi випливає твердження леми.

Для довiльного ненульового елемента (a, b) ∈ C 0
Z позначимо

↑4(a, b) = {(x, y) ∈ CZ : (a, b) 4 (x, y)} ,

де 4 – природний частковий порядок на iнверснiй напiвгрупi C 0
Z . Оче-

видно, що

↑4(a, b) = {(x, y) ∈ CZ : a− b = x− y та x 6 a в (Z,6)} .
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Лема 4.1.2. Нехай (a, b), (c, d), (e, f) – елементи напiвгрупи CZ такi,

що (a, b) · (c, d) = (e, f). Тодi виконуються такi умови.

(i) Якщо b 6 c, то (x, y) · (c, d) = (e, f) для довiльного (x, y) ∈ ↑4(a, b)

й iснує мiнiмальний елемент (â, b̂) 4 (a, b) в CZ такий, що (â, b̂) ·

(c, d) = (e, f). Також не iснує iншого елемента (x, y) ∈ CZ з влас-

тивiстю

(x, y) · (c, d) = (e, f).

(ii) Якщо b > c, то (a, b) · (x, y) = (e, f) для довiльного (x, y) ∈ ↑4(c, d)

й iснує мiнiмальний елемент (ĉ, d̂) 4 (c, d) в CZ такий, що (a, b) ·

(ĉ, d̂) = (e, f). Також не iснує iншого елемента (x, y) ∈ CZ з влас-

тивiстю

(a, b) · (x, y) = (e, f).

Доведення. (i) Оскiльки b 6 c, то з означення напiвгрупової операцiї

на CZ випливає, що (b, b) · (c, d) = (c, d). Також, якщо (a, b) 4 (x, y) в

iнверснiй напiвгрупi CZ, то з леми 1.2.1(5) випливає, що

(x, y) · (b, b) = (x, y) · (a, b)−1 · (a, b) = (a, b),

i, отже, маємо, що

(x, y) · (c, d) = (x, y) · ((b, b) · (c, d)) =

= ((x, y) · (b, b)) · (c, d) =

= (a, b) · (c, d) =

= (e, f).

Покладемо (â, b̂) = (a − b + c, c). Тодi з умови (â, b̂) 4 (a, b) та з

означення напiвгрупової операцiї на CZ випливає, що елемент (â, b̂) i є

шуканим.

Останнє твердження випливає з твердження 1.2.4 i з означення на-

пiвгрупової операцiї на CZ.
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Доведення твердження (ii) аналогiчне.

Лема 4.1.3. Нехай τ – недискретна гаусдорфова трансляцiйно непе-

рервна топологiя на напiвгрупi C 0
Z . Тодi природний частковий порядок

4 є замкненим вiдношенням на
(
C 0
Z , τ
)
i ↑4(a, b) є вiдкрито-замкненою

пiдмножиною в просторi
(
C 0
Z , τ
)
для довiльного ненульового елемента

(a, b) напiвгрупи C 0
Z .

Доведення. За теоремою 1.2.13 всi ненульовi елементи напiвгрупи C 0
Z

є iзольованими точками в просторi
(
C 0
Z , τ
)
. Оскiльки 0 4 (a, b) для

довiльного елемента (a, b) ∈ C 0
Z , то звiдси i випливає перше твердження

леми.

З означення природного часткового порядку 4 на iнверснiй напiв-

групi C 0
Z i з нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї на

(
C 0
Z , τ
)

випливає друге твердження леми, оскiльки

↑4(a, b) =
{

(x, y) ∈ C 0
Z : (a, a) · (x, y) = (a, b)

}
.

Лему доведено.

Твердження 4.1.1. Нехай напiвгрупа C 0
Z допускає недискретну гаус-

дорфову локально компактну трансляцiйно неперервну топологiю τ .

Тодi виконуються такi умови:

(i) для довiльного вiдкритого околу U(0) нуля 0 iснує компактно-

вiдкритий окiл V (0) ⊆ U(0) нуля в просторi
(
C 0
Z , τ
)
;

(ii) множина ↑4(a, b) ∩ U(0) є скiнченною для довiльного компактно-

вiдкритого околу V (0) ⊆ U(0) нуля 0 у просторi
(
C 0
Z , τ
)
та до-

вiльного ненульового елемента (a, b) з C 0
Z ;

(iii) для довiльного вiдкритого околу U(0) нуля 0 у просторi
(
C 0
Z , τ
)

та довiльного цiлого числа n множина U(0) \C 0
Z [n] є скiнченною.
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Доведення. Твердження (i) випливає з теореми 1.2.13 та локальної ком-

пактностi простору
(
C 0
Z , τ
)
.

Твердження (ii) випливає з леми 4.1.3 та теореми 1.2.13.

(iii) Очевидно, що C 0
Z [n] = (n, n) · C 0

Z · (n, n) для довiльного цiлого

числа n. Звiдси випливає, що C 0
Z [n] є замкненою пiдмножиною в тополо-

гiчному просторi
(
C 0
Z , τ
)
, оскiльки C 0

Z [n] є ретрактом простору
(
C 0
Z , τ
)

i, отже, за наслiдком 1.2.1 є локально компактною. Оскiльки тополо-

гiя τ недискретна, то з леми 4.1.1 i теореми 1.2.14 випливає, що C 0
Z [n] є

компактним пiдпростором у топологiчному просторi
(
C 0
Z , τ
)
. Наостанок,

застосуємо теорему 1.2.13.

Тепер побудуємо приклад недискретної гаусдорфової локально ком-
пактної трансляцiйно неперервної топологiї на розширенiй бiциклiчнiй
напiвгрупi з приєднаним нулем C 0

Z , яка не є нi компактною, нi диск-
ретною.

Приклад 4.1.1. Нехай {xn}n∈N та {yn}n∈N — двi строго зростаючi по-

слiдовностi натуральних чисел з такими властивостями: x1 > 1, y1 > 1

та

xn + 1 < xn+1 i 2 < yn + 1 < yn+1,

для довiльного натурального числа n.

Позначимо

A0 = ↑4(0, 0) ∪
x1−1⋃
i=1

↑4(0,−i) ∪
y1−1⋃
j=1

↑4(−j, 0)

та

Ad
n =

xn+1−1⋃
i=xn

↑4(−xn,−i);

Al
n =

yn+1−1⋃
j=yn

↑4(−j,−yn),



78

для довiльного натурального числа n. Далi покладемо

D = A0 ∪
⋃
i∈N

(
Ad
i ∪ Al

i

)
.

Для скiнченної кiлькостi (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ CZ позначимо

U(a1,b1),...,(ak,bk) = C 0
Z \
(
D ∪ ↑4(a1, b1) ∪ · · · ∪ ↑4(ak, bk)

)
.

Визначимо топологiю τ
{yn}
{xn} на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi C 0

Z

з приєднаним так:

(i) усi ненульовi елементи напiвгрупи C 0
Z є iзольованими точками в

просторi
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
;

(ii) сiм’я

B0

τ
{yn}
{xn}

=
{
U(a1,b1),...,(ak,bk) : (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ CZ, k ∈ N

}
є базою топологiї τ {yn}{xn} в нулi 0.

Твердження 4.1.2. (1) Сiм’я ↑4(a, b)\D є скiнченною для довiльного

елемента (a, b) ∈ CZ.

(2) D є компактною пiдмножиною простору
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
.

(3) Простiр
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
є локально компактним i гаусдорфовим.

Доведення. Твердження (1) є тривiальним у випадку, коли (a, b) ∈ D,

а отже, припускаємо, що (a, b) /∈ D. Таким чином, ми розглядаємо такi

три випадки.

(i) Якщо a = b, то ↑4(a, b) \D = {(1, 1), . . . , (a, a)}.

(ii) Припустимо, що a < b. Тодi або iснує натуральне число i таке, що

yi 6 b − a < yi+1, або b − a < y1. У першому випадку отримуємо,

що

↑4(a, b) \D = {(−i+ 1− b+ a,−i+ 1), . . . , (a, b)} =

=
⋃
{(k − b+ a, k) : k = −i+ 1, . . . , b} .
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У другому випадку маємо, що b > 0, а отже,

↑4(a, b) \D = {(1− b+ a, 1), . . . , (a, b)} =

=
⋃
{(k − b+ a, k) : k = 1, . . . , b} .

(iii) Припустимо, що a > b. Тодi або iснує натуральне число j таке, що

xj 6 a − b < xj+1, або a − b < x1. У першому випадку отримуємо,

що

↑4(a, b) \D = {(−j + 1,−j + 1− a+ b), . . . , (a, b)} =

=
⋃
{(k, k − a+ b) : k = −j + 1, . . . , a} .

У другому випадку маємо, що a > 0, а отже,

↑4(a, b) \D = {(1, 1− a+ b), . . . , (a, b)} =

=
⋃
{(k, k − a+ b) : k = 1, . . . , a} .

Твердження (2) випливає з твердження (1).

Оскiльки всi ненульовi елементи напiвгрупи C 0
Z є iзольованими точ-

ками в топологiчному просторi
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
, то твердження (3) випливає

з твердження (2).

Для довiльного ненульового елемента (a, b) напiвгрупи C 0
Z позначимо

Sb↑ = {(x, y) ∈ CZ : y > b} ∪ {0}

i
S
−→pa = {(x, y) ∈ CZ : x > a} ∪ {0} .

Очевидно, що (a, b)C 0
Z = S

−→pa i C 0
Z (a, b) = Sb↑ для довiльного ненульо-

вого елемента (a, b) напiвгрупи C 0
Z .

Теорема 4.1.3.
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
– напiвтопологiчна напiвгрупа.

Доведення. З означення топологiї τ {yn}{xn} випливає, що достатньо довести,

що лiвi та правi зсуви на напiвгрупi C 0
Z є неперервними в нулi 0.
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Зафiксуємо довiльний базовий вiдкритий окiл U(a1,b1),...,(ak,bk) нуля 0 в

просторi
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
.

З означення топологiї τ {yn}{xn} випливає, що iснує скiнченна кiлькiсть

ненульових елементiв (e1, f1), . . . , (em, fm) напiвгрупи C 0
Z з e1, . . . , em > a

таких, що

U(a1,b1),...,(ak,bk) ∩ S
−→pa = S

−→pa \
(
↑4(e1, f1) ∪ · · · ∪ ↑4(em, fm)

)
.

Оскiльки (a, b)C 0
Z = S

−→pa , то за лемою 4.1.2(ii) iснують мiнiмальнi

елементи (ĉ1, d̂1), . . . , (ĉm, d̂m) в напiвгрупi CZ такi, що

(a, b) · (ĉ1, d̂1) = (e1, f1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(a, b) · (ĉm, d̂m) = (em, fm).

Тодi з цих рiвностей випливає, що

(a, b) · U(ĉ1,d̂1),...,(ĉm,d̂m) ⊆ U(a1,b1),...,(ak,bk).

Аналогiчно, iснує скiнченна кiлькiсть ненульових елементiв

(e1, f1), . . . , (ep, fp) напiвгрупи C 0
Z з f1, . . . , fp > b таких, що

U(a1,b1),...,(ak,bk) ∩ S
b↑ = Sb↑ \

(
↑4(e1, f1) ∪ · · · ∪ ↑4(ep, fp)

)
.

Оскiльки C 0
Z (a, b) = Sb↑, то за лемою 4.1.2(i) iснують мiнiмальнi елемен-

ти (ĉ1, d̂1), . . . , (ĉp, d̂p) в напiвгрупi CZ такi, що

(ĉ1, d̂1) · (a, b) = (e1, f1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(ĉp, d̂p) · (a, b) = (ep, fp).

Тодi з цих рiвностей випливає, що

U(ĉ1,d̂1),...,(ĉp,d̂p)
· (a, b) ⊆ U(a1,b1),...,(ak,bk),
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а це завершує доведення нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї

в
(
C 0
Z , τ

{yn}
{xn}

)
.

Якщо в прикладi 4.1.1 покладемо xi = yi для довiльного i ∈ N i
позначимо τ{xn} = τ

{yn}
{xn} , то(
U(a1,b1),...,(ak,bk)

)−1
= U(b1,a1),...,(bk,ak)

для довiльних a1, b1, . . . , ak, bk ∈ Z. З цього та теореми 4.1.3 випливає
такий наслiдок:

Наслiдок 4.1.2.
(
C 0
Z , τ{xn}

)
– гаусдорфова локально компактна напiв-

топологiчна напiвгрупа з неперервною iнверсiєю.

З теореми 4.1.3 випливає, що на напiвгрупi C 0
Z iснує континуум рiзних

гаусдорфових локально компактних трансляцiйно неперервних тополо-
гiй. Однак з леми 4.1.1 випливає наступний аналог наслiдку 1.2.4:

Наслiдок 4.1.3. Кожна гаусдорфова локально компактна напiвгрупо-

ва топологiя на напiвгрупi C 0
Z є дискретною.
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4.2 Мiнiмальнi трансляцiйно неперервнi та iн-

верснi напiвгруповi топологiї на C 0
Z

Означення 4.2.1 ([94]). Гаусдорфову напiвтопологiчну (вiдповiдно

топологiчну, топологiчну iнверсну) напiвгрупу (S, τ) будемо називати

мiнiмальною, якщо жодна гаусдорфова трансляцiйно неперервна (вiд-

повiдно напiвгрупова, напiвгрупова iнверсна) топологiя на S строго

мiститься в τ . Якщо (S, τ) є мiнiмальною напiвтопологiчною (вiдповiдно

топологiчною, топологiчною iнверсною) напiвгрупою, тодi τ називаєть-

ся мiнiмальною трансляцiйно неперервною (вiдповiдно напiвгруповою,

напiвгруповою iнверсною) топологiєю.

У працi [40] вивчалися мiнiмальнi топологiї на бiциклiчному моноїдi
з приєднаним нулем C 0. Зокрема в [40], було побудовано мiнiмальну
iнверсну напiвгрупову топологiю на C 0.

Приклад 4.2.1 ([40]). Означимо топологiю τmin на бiциклiчнiй напiв-

групi з приєднаним нулем C 0 наступним чином:

(i) кожен елемент бiциклiчного моноїда C (p, q) є iзольованою точкою

в просторi
(
C 0, τAc

)
;

(ii) сiм’я B = {Un : n ∈ N}, де

Un = {0}
⋃
{qipj : i, j ≥ n},

визначає базу топологiї τAc в нулi 0 ∈ C 0.

Твердження 4.2.2 ([40]). τmin – мiнiмальна iнверсна напiвгрупова то-

пологiя на C 0.

Надалi, трансляцiйно неперервну топологiю tau на iнверснi напiв-
групi S, стосовно якої iнверсiя на (S, τ) неперервна, називатимемо iн-
версною трансляцiйно неперервною.
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Тому виникає природне запитання: чи на розширенiй бiциклiчнiй на-
пiвгрупi з приєднаним нулем C 0

Z iснують мiнiмальнi iнверснi напiв-
груповi та мiнiмальнi iнверснi трансляцiйно неперервнi топологiї?

У цьому пiдроздiлi ми побудуємо на розширенiй бiциклiчнiй напiв-
групi з приєднаним нулем C 0

Z мiнiмальнi iнверснi напiвгруповi та мiнi-
мальнi iнверснi трансляцiйно неперервнi топологiї.

Приклад 4.2.2. Для скiнченної кiлькостi (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ CZ по-

значимо

U ↑(a1,b1),...,(ak,bk) = C 0
Z \
(
↑4(a1, b1) ∪ · · · ∪ ↑4(ak, bk)

)
.

Означимо топологiю τ sh
min на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi з при-

єднаним нулем C 0
Z наступним чином:

(i) всi ненульовi елементи в C 0
Z є iзольованими точками в просторi(

C 0
Z , τ

sh
min

)
;

(ii) сiм’я

B0
τ sh
min

=
{
U ↑(a1,b1),...,(ak,bk) : (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ CZ, k ∈ N

}
є базою топологiї τ sh

min в нулi 0.

Зауважимо, що за лемою 4.1.3 простiр
(
C 0
Z , τ

sh
min

)
є гаусдорфовим, 0-

вимiрним та розрiдженим, а отже, є регулярним. Оскiльки база B0
τ sh
min

є злiченною, то, згiдно метризацiйної теореми Урисона (див. теорема

1.2.6), простiр
(
C 0
Z , τ

sh
min

)
є метризовним i, отже, за наслiдком 1.2.2, вiн

цiлком нормальний.

Твердження 4.2.3.
(
C 0
Z , τ

sh
min

)
є мiнiмальною напiвтопологiчною на-

пiвгрупою з неперервною iнверсiєю.

Доведення. З означення топологiї τ sh
min випливає, що достатньо довести,

що лiвi та правi зсуви в C 0
Z є неперервними в нулi 0.
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Зафiксуємо довiльний ненульовий елемент (a, b) ∈ C 0
Z та довiльний

базовий вiдкритий окiл U ↑(a1,b1),...,(ak,bk) нуля 0 в просторi
(
C 0
Z , τ

sh
min

)
.

З означення топологiї τ sh
min випливає, що iснує скiнченна кiлькiсть

ненульових елементiв (e1, f1), . . . , (em, fm) напiвгрупи C 0
Z з e1, . . . , em > a

таких, що

U ↑(a1,b1),...,(ak,bk) ∩ S
−→pa = S

−→pa \
(
↑4(e1, f1) ∪ · · · ∪ ↑4(em, fm)

)
.

Оскiльки (a, b)C 0
Z = S

−→pa , то за лемою 4.1.2(ii) iснують мiнiмальнi еле-

менти (ĉ1, d̂1), . . . , (ĉm, d̂m) в CZ такi, що

(a, b) · (ĉ1, d̂1) = (e1, f1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(a, b) · (ĉm, d̂m) = (em, fm).

Тодi з цих рiвностей випливає, що

(a, b) · U ↑
(ĉ1,d̂1),...,(ĉm,d̂m)

⊆ U ↑(a1,b1),...,(ak,bk).

Аналогiчно iснує скiнченна кiлькiсть ненульових елементiв

(e1, f1), . . . , (ep, fp) напiвгрупи C 0
Z з f1, . . . , fp > b таких, що

U ↑(a1,b1),...,(ak,bk) ∩ S
b↑ = Sb↑ \

(
↑4(e1, f1) ∪ · · · ∪ ↑4(ep, fp)

)
.

Оскiльки C 0
Z (a, b) = Sb↑, то з леми 4.1.2(i) випливає, що iснують мiнi-

мальнi елементи (ĉ1, d̂1), . . . , (ĉp, d̂p) в CZ такi, що

(ĉ1, d̂1) · (a, b) = (e1, f1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(ĉp, d̂p) · (a, b) = (ep, fp).

Тодi з цих рiвностей випливає, що

U ↑
(ĉ1,d̂1),...,(ĉp,d̂p)

· (a, b) ⊆ U ↑(a1,b1),...,(ak,bk),
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а це завершує доведення нарiзної неперервностi напiвгрупової операцiї

в
(
C 0
Z , τ

sh
min

)
. Також, оскiльки(

U ↑(a1,b1),...,(ak,bk)

)−1
= U ↑(b1,a1),...,(bk,ak),

для довiльних (a1, b1), . . . , (ak, bk) ∈ CZ, iнверсiя є неперервною в(
C 0
Z , τ

sh
min

)
.

З леми 4.1.3 випливає, що τ sh
min є найгрубшою гаусдорфовою трансля-

цiйно неперервною топологiєю на C 0
Z , а, отже,

(
C 0
Z , τ

sh
min

)
є мiнiмальною

напiвтопологiчною напiвгрупою.

Зауваження 4.2.1. З означення топологiї τ sh
min на напiвгрупi C 0

Z та до-

ведення твердження 4.2.3 випливає, що кожна гаусдорфова iнверсна

трансляцiйно неперервна топологiя τ на C 0
Z сильнiша за топологiю τ sh

min.

Приклад 4.2.3. Визначимо топологiю τ i
min на напiвгрупi C 0

Z наступним

чином:

(i) усi ненульовi елементи C 0
Z є iзольованими точками в топологiчному

просторi
(
C 0
Z , τ

i
min

)
;

(ii) сiм’я

B0
τ i
min

=
{
S
−→pa ∩ Sb↑ : a, b ∈ Z

}
є базою топологiї τ i

min в нулi 0.

Очевидно, що простiр
(
C 0
Z , τ

i
min

)
є гаусдорфовим, 0-вимiрним i роз-

рiдженим, а отже, є регулярним. Оскiльки база B0
τ i
min

злiченна, то ана-

логiчно, як i в прикладi 4.2.2, отримуємо, що простiр
(
C 0
Z , τ

i
min

)
є мет-

ризовним.

Твердження 4.2.4.
(
C 0
Z , τ

i
min

)
– мiнiмальна топологiчна iнверсна на-

пiвгрупа.
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Доведення. Для довiльних a, b ∈ Z та для довiльного ненульового еле-

мента (x, y) ∈ C 0
Z iснує таке цiле число n, що

(x, y) ∈ C 0
Z [n] i S

−→pa ∩ Sb↑ ⊆ C 0
Z [n].

За наслiдком 4.1.1 напiвгрупа C 0
Z [n] iзоморфна бiциклiчному моноїду

з приєднаним нулем C 0. Також очевидно, що топологiя τ i
min, iндукує

топологiю τ на C 0
Z [n] таку, що τ породжує згiдно вiдображення

h : C 0
Z [n]→ C 0, (a, b) 7→ qa−npb−n i 0 7→ 0

топологiю τmin на C 0 з прикладу 4.2.1. Тодi з доведення леми 2 з працi

[5] випливає, що
(
C 0, τmin

)
є гаусдорфовою топологiчною напiвгрупою.

З цього випливає, що
(
C 0
Z , τ

i
min

)
є топологiчною iнверсною напiвгрупою.

Мiнiмальнiсть напiвгрупи
(
C 0
Z , τ

i
min

)
як топологiчної iнверсної напiв-

групи випливає з леми 4.1.3, оскiльки

C 0
Z \ (S

−→pa ∩ Sb↑) =
{

(x, y) : (x,y)·(x, y)−1 ∈ ↑4(a−1, a−1)
}
∪

∪
{

(x, y) : (x, y)−1·(x, y) ∈ ↑4(b−1, b−1)
}
.

Якщо τ — гаусдорфова iнверсна напiвгрупова топологiя на розши-
ренiй бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним нулем C 0

Z , то

↑4(n, n) =
{

(i, i) ∈ E(C 0
Z ) : i 6 n

}
— замкнена пiдмножина в топологiчному просторi (C 0

Z , τ). Тодi з непе-
рервностi iнверсiї в (C 0

Z , τ) та означення топологiї τ i
min випливає, що

τ i
min ⊆ τ . Отже справджується таке твердження:

Твердження 4.2.5. τ i
min — найслабша гаусдорфова iнверсна напiв-

групова топологiя на напiвгрупi C 0
Z .
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4.3 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi показано, що аналог теореми Гутiка про те, що кожна
локально компактна трансляцiйно неперервна топологiя на бiциклiчно-
му моноїдi з приєднаним нулем є або дискретною, або компактною, не
виконується для розширеної бiциклiчної напiвгрупи з приєднаним нулем
C 0
Z . А саме доведено, що кожна гаусдорфова локально компактна напiв-

групова топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним
нулем C 0

Z є дискретною, однак на C 0
Z iснує континуум рiзних гаусдор-

фових локально компактних трансляцiйно неперервних топологiй.
Також на напiвгрупi C 0

Z побудовано єдину мiнiмальну iнверсну транс-
ляцiйно неперервну та єдину мiнiмальну iнверсну напiвгрупову тополо-
гiї.
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РОЗДIЛ 5

Напiвтопологiчнi бiциклiчнi розширення лiнiйно

впорядкованих груп

5.1 Розв’язки деяких рiвнянь i природний частко-

вий порядок на напiвгрупi B(A)

Для лiнiйно впорядкованої групи G називатимемо пiдмножину
A ⊆ G трансляцiйною, якщо для довiльних x, y, z ∈ A таких, що y < x,
виконується умова x · y−1 · z ∈ A. Для довiльної трансляцiйної множини
A ⊆ G маємо, що

B(A) = {αab : G+(a) ⇀ G+(b) : a, b ∈ A}

є напiвгрупою часткових бiєкцiй, визначених за формулою

(x)αab = x · a−1 · b, для x ∈ G+(a).

З означення напiвгрупової операцiї на B(A) випливає, що B(A) —
iнверсна напiвгрупа.

Очевидно, що напiвгрупа B(A) iзоморфна напiвгрупi на множинi
A× A з напiвгруповою операцiю, яка визначається за формулою:

(a, b)(c, d) =


(c · b−1 · a, d), якщо b < c;

(a, d), якщо b = c;

(a, b · c−1 · d), якщо b > c,

(5.1)

де a, b, c, d ∈ A. Тому надалi ми будемо ототожнювати напiвгрупу B(A)

множиною A× A з напiвгруповою операцiєю (5.1).

Твердження 5.1.1. Нехай G – лiнiйно впорядкована група i A непо-

рожня трансляцiйна множина в G. Тодi виконуються такi тверд-

ження:

(i) якщо (g, g), (h, h) ∈ E(B(A)), то (g, g) 4 (h, h) тодi i лише тодi,

коли g > h в A;
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(ii) напiвгратка E(B(A)) iзоморфна напiвгратцi A з дуальним част-

ковим порядком до лiнiйного порядку групи G;

(iii) (g, h)R(k, l) в B(A) тодi i лише тодi, коли g = k;

(iv) (g, h)L (k, l) в B(A) тодi i лише тодi, коли h = l;

(v) (g, h)H (k, l) в напiвгрупi B(A) тодi i лише тодi, коли g = k i

h = l, а отже, кожен H -клас в B(A) є одноелементним;

(vi) B(A) є бiпростою напiвгрупою, а отже, i є простою.

Доведення. Твердження (i) та (ii) тривiальнi, твердження (iii)-(v) ви-

пливають з твердження 1.2.5 та твердження 1.2.2, а твердження (vi)

випливає з твердження 1.2.3.

Надалi нам необхiдна буде лема 5.1.1, яка описує природний частко-
вий порядок на iнверснiй напiвгрупi B(A):

Лема 5.1.1. Нехай G – лiнiйно впорядкована група i A – непо-

рожня трансляцiйна множина в G. Тодi для довiльних елементiв

(a, b), (c, d) ∈ B(A) такi умови еквiвалентнi:

(i) (a, b) 4 (c, d) в B(A);

(ii) a−1 · b = c−1 · d i a > c в A;

(iii) b−1 · a = d−1 · b i b > d в A.

Доведення. (i) ⇒ (ii) З леми 1.2.1 випливає, що (a, b) 4 (c, d) у напiв-

групi B(A) тодi i тiльки тодi, коли

(a, b) = (a, b)(a, b)−1(c, d).
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Таким чином маємо, що

(a, b) = (a, b)(a, b)−1(c, d) =

= (a, b)(b, a)(c, d) =

= (a, a)(c, d) =

=


(c · a−1 · a, d), якщо a < c;

(c, d), якщо a = c;

(a, a · c−1 · d), якщо a > c.

Звiдси випливає, що

(a, b) =


(c, d), якщо a < c;

(c, d), якщо a = c;

(a, a · c−1 · d), якщо a > c,

i, отже, з умови (a, b) 4 (c, d) в iнверснiй напiвгрупi B(A) випливає, що

a−1 · b = c−1 · d та a > c в A.

(ii)⇒ (i) Зафiксуємо довiльнi елементи (a, b) i (c, d) напiвгрупи B(A)

такi, що a−1 · b = c−1 · d i a > c в A. Тодi маємо, що

(a, b)(a, b)−1(c, d) = (a, b)(b, a)(c, d) =

= (a, a)(c, d) =

= (a, a · c−1 · d) =

= (a, b),

а, отже, (a, b) 4 (c, d) в напiвгрупi B(A).

Доведення еквiвалентностi (ii)⇔ (iii) тривiальне.

З означення напiвгрупової операцiї на напiвгрупi B(A) випливає, що
виконується рiвнiсть

(a, b) = (a, c)(c, d)(d, b)

для довiльних елементiв a, b, c, d трансляцiйної множини A лiнiйно впо-
рядкованої групи G.
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Наступнi два твердження описують розв’язки деяких рiвнянь в iн-
верснiй напiвгрупi B(A).

Твердження 5.1.2. Нехай G – лiнiйно впорядкована група, A – непо-

рожня трансляцiйна множина в G i a, b, c, d довiльнi елементи мно-

жини A. Тодi

(i) (a, b) = (a, c)(x, y) для (x, y) ∈ B(A) тодi i лише тодi, коли (c, b) 4

(x, y) в B(A);

(ii) (a, b) = (x, y)(d, b) для (x, y) ∈ B(A) тодi i лише тодi, коли

(a, d) 4 (x, y) в B(A);

(iii) (a, b) = (a, c)(x, y)(d, b) для (x, y) ∈ B(A) тодi i лише тодi, коли

(c, d) 4 (x, y) в B(A).

Доведення. (i) (⇒) Припустимо, що (a, b) = (a, c)(x, y) для деякого еле-

мента (x, y) напiвгрупи B(A). Тодi

(a, c)(x, y) =


(a, c · x−1 · y), якщо c > x;

(a, y), якщо c = x;

(x · c−1 · a, y), якщо c < x,

У випадку, коли c > x, отримуємо b = c · x−1 · y, а отже, з леми 5.1.1

випливає, що (c, b) 4 (x, y) в напiвгрупi B(A). Також у випадку, коли

c = x, маємо, що b = y, а з цього випливає нерiвнiсть (c, b) 4 (x, y)

в напiвгрупi B(A). Випадок c < x не виконується, оскiльки з групової

операцiї на G випливає, що справджується нерiвнiсть x · c−1 · a < a.

(⇐) Припустимо, що вiдношення (c, b) 4 (x, y) виконується в напiв-

групi B(A). Тодi за лемою 5.1.1 маємо, що c−1 · b = x−1 · y i c > x в A,

а, отже, з означення напiвгрупової операцiї на B(A) випливає, що

(a, c)(x, y) = (a, c · x−1 · y) = (a, c · c−1 · b) = (a, b).
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Доведення твердження (ii) аналогiчне до твердження (i).

(iii) (⇒) Припустимо, що (a, b) = (a, c)(x, y)(d, b) для деякого еле-

мента (x, y) напiвгрупи B(A). Тодi

(a, c)(x, y) =


(a, c · x−1 · y), якщо c > x;

(a, y), якщо c = x;

(x · c−1 · a, y), якщо c < x.

Тому,

(a) якщо c > x, то

(a, c)(x, y)(d, b) = (a, c · x−1 · y)(d, b) =

=


(a, c · x−1 · y · d−1 · b), якщо c · x−1 · y > d;

(a, b), якщо c · x−1 · y = d;

(d · y−1 · x · c−1 · a, b), якщо c · x−1 · y < d,

(b) якщо c = x, то

(a, c)(x, y)(d, b) = (a, y)(d, b) =

=


(a, y · d−1 · b), якщо y > d;

(a, b), якщо y = d;

(d · y−1 · a, b), якщо y < d,

(c) якщо c < x, то

(a, c)(x, y)(d, b) = (x · c−1 · a, y)(d, b) =

=


(x · c−1 · a, y · d−1 · b), якщо y > d;

(x · c−1 · a, b), якщо y = d;

(d · y−1 · x · c−1 · a, b), якщо y < d.

Тодi з рiвностi (a, b) = (a, c)(x, y)(d, b) випливає, що

(a) якщо c > x, то c · x−1 · y · d−1 = e в G;



93

(b) якщо c = x, то y = d;

i випадок (c) не виконується. Отже, за лемою 5.1.1 отримуємо, що

(c, d) 4 (x, y) у напiвгрупi B(A).

(⇐) Припустимо, що вiдношення (c, d) 4 (x, y) виконується на напiв-

групi B(G). Тодi за лемою 5.1.1 маємо, що c−1 · d = x−1 · y i c > x в A,

а, отже, з означення напiвгрупової операцiї на B(A) випливає, що

(a, c)(x, y)(d, b) = (a, c)(x, y)(c · x−1 · y, b) =

= (a, c)(c · x−1 · y · y−1 · x, b) =

= (a, c)(c · x−1 · x, b) =

= (a, c)(c, b) =

= (a, b),

оскiльки c · x−1 · y > y в A.

Твердження 5.1.3. Нехай G — лiнiйно впорядкована група, A — непо-

рожня трансляцiйна множина в G i a, b, c, d — довiльнi елементи мно-

жини A. Тодi

(i) якщо a < c в A, то рiвняння (a, b) = (c, d)(x, y) не має розв’язкiв

у напiвгрупi B(A);

(ii) якщо a > c в A, то рiвняння (a, b) = (c, d)(x, y) має єдиний роз-

в’язок (x, y) = (a · c−1 · d, b) у напiвгрупi B(A);

(iii) рiвняння (a, b) = (a, d)(x, y) має єдиний розв’язок (x, y) = (d, b) у

напiвгрупi B(A)

(iv) якщо b < d в A, то рiвняння (a, b) = (x, y)(c, d) не має розв’язкiв

у напiвгрупi B(A);

(v) якщо b > d в A, то рiвняння (a, b) = (x, y)(c, d) має єдиний роз-

в’язок (x, y) = (a, b · d−1 · c) у напiвгрупi B(A).
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(vi) рiвняння (a, b) = (x, y)(c, d) має єдиний розв’язок (x, y) = (a, c) у

напiвгрупi B(A)

Доведення. (i) Припустимо, що виконується нерiвнiсть a < c в множинi

A. З означення напiвгрупової операцiї на B(A) випливає, що d < x в A

i, отже,

(a, b) = (x · d−1 · c, y).

Звiдси випливає, що a = x · d−1 · c i b = y. Оскiльки d < x, то з рiвностi

a = x · d−1 · c випливає, що a > c, а це суперечить припущенню тверд-

ження (i).

(ii) Припустимо, що a > c. З означення напiвгрупової операцiї на

B(A) випливає, що d < x в A а, отже, маємо

(a, b) = (x · d−1 · c, y).

Звiдси випливають такi рiвностi: x = a · c−1 · d та y = b.

Доведення тверджень (iv), (v) та (vi) є дуальними до доведень (i),

(ii) та (iii) вiдповiдно.

Надалi нам буде потрiбне твердження 5.1.4, яке випливає з означення
напiвгрупової операцiї на B(A) та описує правi та лiвi головнi iдеали
в iнверснiй напiвгрупi B(A) для довiльної непорожньої трансляцiйної
множини A лiнiйно впорядкованої групи G.

Твердження 5.1.4. Нехай G — лiнiйно впорядкована група й A —

непорожня трансляцiйна множина в G. Тодi:

(i) (a, a)B(A) = {(x, y) ∈ B(A) : x > a в A};

(ii) B(A)(a, a) = {(x, y) ∈ B(A) : y > a в A}.
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5.2 Про топологiзацiю напiвгрупи B(A)

Оскiльки зсуви в групi є бiєктивними вiдображеннями, а при гомео-
морфiзмi топологiчного простору образ вiдкритої множини цього про-
стору є знову вiдкритою множиною, то кожна лiвотопологiчна (правото-
пологiчна) група G (тобто група з топологiєю, стосовно якої лiвi (правi)
зсуви є неперервними вiдобрвженнями) з iзольованою точкою є дискрет-
ною. Звiдси випливає, що кожна злiченна T1-берiвська лiва (права) то-
пологiчна група також є дискретним простором. У цьому пiдроздiлi ми
доведемо, що аналогiчне твердження виконується для берiвської напiв-
топологiчної напiвгрупи B(A) над непорожньою трансляцiйною множи-
ною A зi злiченної лiнiйно впорядкованої групи G.

Для довiльного елемента (a, b) iнверсної напiвгрупи B(A) позначимо

↑4(a, b) = {(x, y) ∈ B(A) : (a, b) 4 (x, y)} ,

де 4 — природний частковий порядок на B(A).

Лема 5.2.1. Нехай G – лiнiйно впорядкована група, A – непорожня

трансляцiйна множина в G i τ – трансляцiйно неперервна топологiя

на B(A) така, що (B(A), τ) мiстить iзольовану точку. Тодi (B(A), τ)

є дискретним простором.

Доведення. Припустимо, що (a, b) – iзольована точка в топологiчному

просторi (B(A), τ). Припустимо, що для довiльного елемента u в A iснує

елемент c у множинi A такий, що u > c. Оскiльки A – трансляцiйна

множина, то d = c · u−1 · b < b в A. За твердженням 5.1.3(v) рiвняння

(a, b) = (x, y)(c, d) має єдиний розв’язок

(x, y) =
(
a, b · d−1 · c

)
=
(
a, b · (c · u−1 · b)−1 · c

)
=

=
(
a, b · b−1 · u · c−1 · c

)
=

= (a, u)

у напiвгрупi B(A). Якщо u є найменшим елементом у множинi A

стосовно природнього часткового порядку на B(A), то за тверд-
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женням 5.1.3(vi) рiвняння (a, b) = (x, y)(u, b) має єдиний розв’язок

(x, y) = (a, u). В обох випадках з неперервностi правих зсувiв в

(B(A), τ) випливає, що для довiльного елемента u ∈ A точка (u, a) є

iзольованою в топологiчному просторi (B(A), τ).

Зафiксуємо довiльний елемент v в множинi A. Припустимо, що iснує

елемент d в A такий, що d < v. Оскiльки A – трансляцiйна множина,

то c = d · v−1 · a < a в A. За твердженням 5.1.3(ii) рiвняння (a, u) =

(c, d)(x, y) має єдиний розв’язок

(x, y) =
(
a · c−1 · d, u

)
=

=
(
a · (d · v−1 · a)−1 · d, u

)
=

=
(
a · a−1 · v · d−1 · d, u

)
=

= (v, u)

в напiвгрупi B(A). Якщо v – найменший елемент у множинi A стосов-

но iндукованого порядку з лiнiйно впорядкованої групи G, то за твер-

дженням 5.1.3(iii) рiвняння (a, u) = (a, v)(x, y) має єдиний розв’язок

(x, y) = (v, u) в напiвгрупi B(A). Оскiльки (a, u) є iзольованою точкою

в топологiчному просторi (B(G), τ), то в обох випадках з неперервностi

лiвих зсувiв в (B(G), τ) випливає, що для довiльного елемента u мно-

жини A точка (v, u) є iзольованою в топологiчному просторi (B(G), τ)

для довiльного u ∈ G. Це i завершує доведення леми.

Теорема 5.2.1. Нехай A – злiченна непорожня трансляцiйна множи-

на в лiнiйно впорядкованiй групi G i τ – T1-берiвська трансляцiйно

неперервна топологiя на напiвгрупi B(A). Тодi топологiчний простiр

(B(A), τ) є дискретним.

Доведення. За твердженням 1.2.11 кожен злiченний берiвський T1-

простiр мiстить щiльний пiдпростiр iзольованих точок, а, отже, топо-

логiчний простiр (B(A), τ) мiстить iзольовану точку. Далi застосуємо



97

лему 5.2.1.

З теореми 5.2.1 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 5.2.1. Нехай A – злiченна непорожня трансляцiйна мно-

жина в лiнiйно впорядкованiй групi G i τ – трансляцiйно неперерв-

на повна за Чехом (локально компактна) T1-топологiя на напiвгрупi

B(A). Тодi топологiчний простiр (B(A), τ) є дискретним.

Зауваження 5.2.1. Нехай R – множина дiйсних чисел зi звичайною

топологiєю. Очевидно, що множина SR = R×R з напiвгруповою опера-

цiєю

(a, b) · (c, d) =


(a− b+ c, d), якщо b < c;

(a, d), якщо b = c;

(a, b− c+ d), якщо b > c,

iзоморфна напiвгрупi B((R,+)), де (R,+) – адитивна група дiйсних

чисел зi звичайним лiнiйним порядком. Безпосередньо перевiркою до-

водиться, що напiвгрупа SR з визначеною на нiй топологiєю добутку

τp є топологiчною iнверсною напiвгрупою (також див. [123, 124]). Тодi

пiдпростiр

SQ = {(x, y) ∈ SR : x, y ∈ Q}

в (SR, τp) з iндукованою напiвгруповою операцiєю з напiвгрупи SR є злi-

ченною, недискретною, не берiвською топологiчною iнверсною пiднапiв-

групою топологiчної iнверсної напiвгрупи (SR, τp). Також аналогiчний

висновок отримуємо у випадку пiднапiвгрупи

S+
Q = {(x, y) ∈ SQ : x > 0 та y > 0}

топологiчної напiвгрупи (SR, τp) (див. [24, 25, 26, 27, 28]). Наведенi ви-

ще аргументи показують, що умова в теоремi 5.2.1 про беровiсть T1-

топологiї τ є суттєвою.
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Нагадаємо, що лiнiйно впорядкована група G називається щiльно
впорядкованою, якщо для кожного додатного елемента g групи G iснує
додатний елемент h ∈ G такий, що h < g.

Зауваження 5.2.2. Очевидно, що для лiнiйно впорядкованої групи G

такi умови є еквiвалентними:

(i) група G не є щiльно впорядкованою;

(ii) для довiльного g ∈ G iснує єдиний елемент g+ ∈ G такий, що

G+(g) \G+(g+) = {g};

(iii) для довiльного g ∈ G iснує єдиний елемент g− ∈ G такий, що

G−(g) \G−(g−) = {g},

де G−(g) – вiд’ємний конус над елементом g, тобто,

G−(g) = {x ∈ G : x 6 g}.

Надалi для лiнiйно впорядкованої групи G, яка не є щiльно впоряд-
кованою, i довiльного елемента g з непорожньої трансляцiйної множини
A в G, через g+ (вiдповiдно, g−) позначатимемо максимальний (вiдпо-
вiдно, мiнiмальний) елемент множини G+(g)\{g} (вiдповiдно, множини
G−(g) \ {g}).

Теорема 5.2.2. Нехай G — лiнiйно впорядкована група, яка не є щiль-

но впорядкованою i A — непорожня трансляцiйна множина в G. То-

дi кожна трансляцiйно неперервна гаусдорфова топологiя τ на напiв-

групi B(A) є дискретною, а отже, B(A) є дискретним пiдпростором

довiльної напiвтопологiчної напiвгрупи, яка мiстить B(A) як пiдна-

пiвгрупу.
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Доведення. Зафiксуємо довiльний iдемпотент (a, a) напiвгрупи B(A) i

припустимо, що (a, a) є неiзольованою точкою топологiчного простору

(B(A), τ). Оскiльки вiдображення

λ(a,a) : B(A)→ B(A) та ρ(a,a) : B(A)→ B(A),

якi визначенi за формулами

((x, y))λ(a,a) = (a, a)(x, y) i ((x, y)) ρ(a,a) = (x, y)(a, a)

є неперервними ретракцiями простору (B(A), τ), то (a, a)B(A) i

B(A)(a, a) є замкненими пiдмножинами в топологiчному просторi

(B(A), τ) (див. твердження 1.2.9). Для довiльного елемента b трансля-

цiйної множини A в лiнiйно впорядкованiй групi G покладемо

DL(b,b) [(b, b)] = {(x, y) ∈ B(A) : (x, y)(b, b) = (b, b)} .

З леми 5.1.1 i твердження 5.1.2 випливає, що виконується рiвнiсть

DL(b,b) [(b, b)] = ↑4(b, b) = {(x, x) ∈ B(A) : x 6 b в A} ,

i оскiльки правi зсуви є неперервними перетвореннями топологiчного

простору (B(A), τ), то отримуємо, що DL(b,b) [(b, b)] є замкненою пiд-

множиною в просторi (B(A), τ) для кожного елемента b ∈ A. Тодi iснує

вiдкритий окiл W(a,a) точки (a, a) в топологiчному просторi (B(A), τ)

такий, що

W(a,a) ⊆ B(A) \
(
(a+, a+)B(A) ∪B(A)(a+, a+) ∪ DL(a−, a−)

)
.

Оскiльки (B(A), τ) є напiвтопологiчною напiвгрупою, то iснує вiдкри-

тий окiл V(a,a) iдемпотента (a, a) в топологiчному просторi (B(A), τ)

такий, що виконуються умови:

V(a,a) ⊆ W(a,a), (a, a) · V(a,a) ⊆ W(a,a) i V(a,a) · (a, a) ⊆ W(a,a).

Звiдси, випливає, що виконується хоча б одна з умов:
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(a) окiл V(a,a) мiстить нескiнченну кiлькiсть точок (x, y) ∈ B(A) таких,

що x < y 6 a в множинi A; або

(b) окiл V(a,a) мiстить нескiнченну кiлькiсть точок (x, y) ∈ B(A) таких,

що y < x 6 a в множинi A.

У випадку (a) за твердженням 5.1.2 отримуємо, що

(a, a)(x, y) =
(
a, a · x−1 · y

)
/∈ W(a,a),

оскiльки x−1 · y > e в лiнiйно впорядкованiй групi G, а у випадку (b) за

твердженням 5.1.2 маємо, що

(x, y)(a, a) =
(
a · y−1 · x, a

)
/∈ W(a,a),

оскiльки y−1 · x > e в лiнiйно впорядкованiй групi G, а це суперечить

нарiзнiй неперервностi напiвгрупової операцiї на (B(A), τ). З отриманої

суперечностi випливає, що множина V(a,a) є одноточковою, а, отже, iдем-

потент (a, a) є iзольованою точкою топологiчного простору (B(A), τ).

Тепер, застосовуємо лему 5.2.1 i отримуємо, що топологiчний простiр

(B(A), τ) дискретний.

З теореми 5.2.2 випливають такi три наслiдки.

Наслiдок 5.2.2. Нехай G – лiнiйно впорядкована група, яка не є щiль-

но впорядкованою i A – непорожня трансляцiйна множина в G. Тодi

кожна напiвгрупова гаусдорфова топологiя τ на напiвгрупi B(A) диск-

ретна.

Наслiдок 5.2.3 ([73]). Кожна трансляцiйно неперервна гаусдорфова

топологiя τ на бiциклiчному розширеннi напiвгрупи CZ дискретна.

Наслiдок 5.2.4 ([48, 71]). Кожна трансляцiйно неперервна гаусдорфо-

ва топологiя τ на бiциклiчному моноїдi C (p, q) дискретна.
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5.3 Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi дисертацiї:

1. Доведено, що для довiльної злiченної лiнiйно впорядкованої групи
G i непорожньої трансляцiйної множини A ⊆ G, кожна берiвська
трансляцiйно неперервна T1-топологiя τ на B(A) дискретна.

2. Доведено, що для довiльної лiнiйної нещiльно впорядкованої групи
G i непорожньої трансляцiйної множини A кожна трансляцiйно
неперервна гаусдорфова топологiя τ на напiвгрупi B(A) дискретна.
Це узагальнює результати, отриманi в працях [48, 71, 73].
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РОЗДIЛ 6

Локально компактнi групи з нулем

У комутативнiй групi G добуток двох елементiв a i b позначатимемо
через a+ b, а обернений елемент до a ∈ G позначатимемо через −a.

Надалi в цьому роздiлi через G0 позначається група G з приєдна-
ним нулем. Очевидно, що кожна група з приєднаним нулем є iнверсною
напiвгрупою.

6.1 Приєднання нуля до дискретної групи в ло-

кально компактнiй напiвтопологiчнiй напiв-

групi

Твердження 6.1.1. Якщо T1-напiвтопологiчна напiвгрупа S мiстить

власну щiльну дискретну пiдгрупу G, то I = S \ G — двобiчний iдеал

у напiвгрупi S.

Доведення. З леми 1.2.3 випливає, що G — вiдкритий пiдпростiр топо-

логiчного простору S.

Зафiксуємо довiльний елемент y множини I. Якщо xy = z /∈ I для

деякого елемента x групи G, то iснує вiдкритий окiл U(y) точки y у

топологiчному просторi S такий, що

{x} · U(y) = {z} ⊂ G.

Окiл U(y) мiстить нескiнченну кiлькiсть елементiв групи G, а це супере-

чить тому, що в групi зсуви є бiєктивними вiдображеннями. З отрима-

ного протирiччя випливає, що xy ∈ I для всiх x ∈ G й y ∈ I.

Доведення твердження, що yx ∈ I для всiх елементiв x ∈ G й y ∈ I

є аналогiчним.
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З вище наведених мiркувань випливає, що множина I є двобiчним

iдеалом у напiвтопологiчнiй напiвгрупi S.

Будемо говорити, що нескiнченна група G є:

• електорально гнучкою, якщо для довiльного розбиття G = A t B
групи G на двi нескiнченнi множини, iснують нескiнченна множина
I ⊆ A та елемент x ∈ G такi, що I · x ⊆ B;

• електорально стiйкою, якщо G не є електорально гнучкою.

Пiдмножина A групи G називається трансляцiйно майже стiйкою,
якщо для довiльного елемента x ∈ G симетрична рiзниця A∆(A · x)

є скiнченною. Очевидно, що кожна скiнченна пiдмножина в довiльнiй
групi, а також коскiнченнi пiдмножини в нескiнченних групах, є транс-
ляцiйно майже стiйкими. Також, в адитивнiй групi цiлих чисел множи-
на натуральних чисел є трансляцiйно майже стiйкою. Виникає природне
запитання:

у яких нескiнченних групах їх трансляцiйно майже стiйкi пiд-
множини вичерпуються скiнченними та коскiнченними пiдмно-
жинами?

Це питання також мотивоване наступною дихотомiєю локально ком-
пактних напiвтопологiчних груп з приєднаним нулем:

Лема 6.1.1. Нехай G — дискретна група така, що кожна нескiнчен-

на трансляцiйно майже стiйка пiдмножина в G є коскiнченною. Тодi

кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна то-

пологiя на G0 є або дискретною, або компактною.

Доведення. Очевидно, що дискретна топологiя на напiвгрупi G0 є транс-

ляцiйно неперервною та локально компактною.

Нехай τ — недискретна гаусдорфова трансляцiйно неперервна ло-

кально компактна топологiя на напiвгрупi G0 i U0 — довiльний нескiн-

ченний вiдкритий компактний окiл нуля 0 в просторi (G0, τ). Такий окiл
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U0 нуля 0 в просторi (G0, τ) iснує, оскiльки всi елементи групи G є iзо-

льованими точками в локально компактному просторi (G0, τ).

Очевидно, що зсуви на елементи групи одиниць (тобто на елементи

максимальної пiдгрупи, що мiстить одиницю напiвгрупи) довiльного мо-

ноїда S є бiєктивними перетвореннями напiвгрупи S. Позаяк G — група

одиниць в напiвгрупiG0, то кожний лiвий або правий зсув у напiвтополо-

гiчнiй напiвгрупi (G0, τ) на елемент групи G є гомеоморфiзмом. Звiдси

випливає, що симетрична рiзниця U0∆(U0 · x) є скiнченною для довiль-

ного елемента x ∈ G. З припущення теореми випливає, що U0 \ {0} —

коскiнченна пiдмножина в групi G, оскiльки всi елементи групи G є iзо-

льованими точками в топологiчному просторi G0. Отже, τ — компактна

топологiя на напiвгрупi G0.

Твердження 6.1.2. Нескiнченна група G є електорально гнучкою то-

дi i лише тодi, коли кожна нескiнченна трансляцiйно майже стiйка

пiдмножина в G є коскiнченною.

Доведення. Припустимо, що iснує електорально гнучка нескiнченна

група G, що мiстить нескiнченну трансляцiйно майже стiйку пiдмно-

жину A в групi G з нескiнченним доповненням B = G \A. Тодi iснують

нескiнченна множина I ⊆ A й елемент x ∈ G такi, що I · x ⊆ B, а це

суперечить трансляцiйнiй майже стiйкостi пiдмножини A в групi G.

Припустимо, що в групi G кожна нескiнченна трансляцiйно майже

стiйка пiдмножина є коскiнченною, але група G не є електорально

гнучкою. Тодi iснує розбиття G = A t B групи G на двi нескiнченнi

множини таке, що для довiльних нескiнченної множини I ⊆ A та

елемента x ∈ G множина I · x ∩ B скiнченна. Звiдси отримуємо, що

множина

A · x ∩B = A · x ∩ (G \ A)
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скiнченна, а це суперечить нашому припущенню.

З леми 6.1.1 i твердження 6.1.2 випливає

Теорема 6.1.3. Нехай G — дискретна електорально гнучка нескiнчен-

на група. Тодi кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально

компактна топологiя на G0 є або дискретною, або компактною.

Наслiдок 6.1.1. Нехай G — дискретна електорально гнучка група.

Тодi кожна гаусдорфова напiвгрупова локально компактна топологiя

на G0 є дискретною.

Твердження 6.1.4. Нехай G — електорально гнучка злiченна група.

Тодi кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна

топологiя на G0 є або дискретною, або компактною.

Доведення. Нехай τ — гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально

компактна топологiя на напiвгрупi G0. Оскiльки нуль напiвгрупи G0

є замкненою пiдмножиною в топологiчному просторi (G0, τ), то за на-

слiдком 1.2.1 пiдпростiр G локально компактний. Оскiльки група G —

злiченна, то за теоремою Бера про категорiї (теорема 1.2.10), простiр G

мiстить iзольовану точку, а отже, простiр G мiстить iзольовану точку в

топологiчному просторi (G0, τ). З того, що всi зсуви в напiвтопологiчнiй

напiвгрупi (G0, τ) на елементи групи G є гомеоморфiзмами простору

(G0, τ) випливає, що всi точки в топологiчному просторi G є iзольова-

ними. Далi скористаємося теоремою 6.1.3.

Наслiдок 6.1.2. Нехай G — електорально гнучка злiченна група. Тодi

кожна гаусдорфова напiвгрупова локально компактна топологiя на G0

є дискретною.

Означення 6.1.5 ([72, 163]). Будемо говорити, що група G має бiльше

нiж один кiнець, якщо iснує нескiнченна пiдмножина S ⊂ G з нескiн-
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ченним у G доповненням така, що симетрична рiзниця S∆(S ·x) є скiн-

ченною для довiльного елемента x ∈ G.

Будемо також говорити, що група G має один кiнець, якщо iснує така
єдина нескiнченна пiдмножина S ⊂ G iз скiнченним доповненням, яка
задовольняє вищезгаданi умови означення 6.1.5.

Очевидно, що нескiнченнi електорально гнучкi групи — це в точностi
групи з одним кiнцем.

Означення 6.1.6 ([12]). Iндексом пiдгрупи H у групi G називається

потужнiсть множини класiв сумiжностi в кожному (правому або лiвому)

iз розкладiв групи G за цiєю пiдгрупою H.

Означення 6.1.7 ([72, 163]). Група G називається вiртуально цик-

лiчною, якщо G мiстить циклiчну пiдгрупу скiнченного iндексу.

У класичнiй комбiнаторнiй теорiї груп добре вiдома наступна теоре-
ма, яка описує нескiнченнi групи з двома кiнцями:

Теорема 6.1.8 ([72, 163]). Для групи G наступнi умови є еквiвалент-

ними:

(i) G — група з двома кiнцями;

(ii) G — нескiнченна вiртуально циклiчна група.

Зауваження 6.1.1. 1. З теореми 6.1.8 випливає, що адитивна група

цiлих чисел Z(+), а також її прямий добуток з довiльною скiнчен-

ною групою, має два кiнцi.

2. Також у працi [85] доведено, що на адитивнiй групi цiлих чисел з

приєднаним нулем Z0(+) = Z(+)t{0} iснує рiвно чотири гаусдор-

фовi локально компактнi трансляцiйно неперервнi топологiї (див.

твердження 1.2.16), причому три з них є напiвгруповими.
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З наступного прикладу випливає, що на нескiнченнiй вiртуально цик-
лiчнiй групi з приєднаним нулем G0 iснують недискретнi некомпактнi
локально компактнi трансляцiйно неперервнi топологiї, якi iндукують
на G дискретну топологiю.

Приклад 6.1.1. Нехай G — нескiнченна вiртуально циклiчна група та

K1 iK2 — кiнцi в групiG. Для i = 1, 2 означимо на групiG з приєднаним

нулем G0 топологiю τi так:

1) усi елементи групи G є iзольованими точками в (G0, τi);

2) сiм’я

Bi(0) = {g1Kig2 ∪ {0} : g1, g2 ∈ G}

є базою топологiї τi в нулi напiвгрупи G0.

Оскiльки Ki — кiнець в групi G, то τi — трансляцiйно неперервна гаус-

дорфова локально компактна топологiя на напiвгрупi G0, яка не є нi

дискретною, анi компактною.

Зауважимо, що топологiї τ1 i τ2, означенi в прикладi 6.1.1, у випадку
адитивної групи цiлих чисел Z(+) є напiвгруповими [85].
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6.2 Про електорально гнучкi та електорально

стiйкi напiвгрупи

Наступнi два твердження дають достатнi умови, при виконаннi яких
група є електорально гнучкою.

Твердження 6.2.1. Якщо комутативна група G мiстить нескiнчен-

ну циклiчну пiдгрупу Z ⊂ G нескiнченного iндексу, то G є електораль-

но гнучкою.

Доведення. Нехай z — породжуючий елемент групи Z. Розглянемо роз-

биття G = A t B групи G на двi нескiнченнi множини. Розглянемо

множини

J+ = {a ∈ A : a+ z ∈ B} i J− = {a ∈ A : a− z ∈ B} .

Якщо одна з множин J+ або J− є нескiнченною, то доведення твер-

дження завершено. Тому, ми припустимо що множина J = J+ ∪ J− є

скiнченною.

Якщо множини A\(J+Z) i B \(J+Z) є непорожнiми, то ми можемо

зафiксувати точки

a ∈ A \ (J + Z) i b ∈ B \ (J + Z),

i зауважимо, що для нескiнченної множини I = a + Z ⊆ A i точки

x = ba−1 маємо, що

x+ I = b− a+ a+ Z = b+ Z ⊆ B.

Отже, ми можемо припускати, що одна з множин A \ (J + Z) або

B \ (J + Z) є порожньою. Якщо множина A \ (J + Z) є порожньою,

то A ⊆ J + Z i за принципом Дiрiхле (див. [53, пiдроздiл 3.1]) для

деякого елемента a ∈ A множина I = A ∩ (a + Z) є нескiнченною. Тодi



109

для довiльного елемента b ∈ G \ (J + Z) ⊆ B маємо, що виконуються

включення

b− a+ I ⊆ b+ Z ⊆ B.

Якщо множина B \ (J + Z) є порожньою, то справджується вклю-

чення B ⊆ J + Z i для деякого елемента b ∈ B множина B ∩ (b + Z)

є нескiнченною. Тодi для довiльного елемента a ∈ G \ (J + Z) ⊆ A

отримуємо, що множина

I = a− b+ (B ∩ (b+ Z)) ⊆ a+ A ⊆ A

є нескiнченною та b − a + I ⊆ B. Звiдки випливає, що група G є елек-

торально гнучкою.

Твердження 6.2.2. Кожна незлiченна комутативна група G є елек-

торально гнучкою.

Доведення. Нехай G = A t B — розбиття групи G на двi нескiнченнi

множини. Якщо множина A є злiченною, то виберемо довiльний елемент

x ∈ G \A−A та стверджуємо, що (x+A) ∩A = ∅, а отже x+A ⊆ B.

Якщо множина B є злiченною, то можемо вибрати елемент x ∈ G такий,

що

I = (x+B) ⊆ A,

а отже, −x+ I ⊆ B.

Далi ми припускатимемо, що обидвi множини A та B є незлiченними.

Зафiксуємо довiльну нескiнченну злiченну пiдгрупу Z ⊂ G. Якщо для

деякого елемента z ∈ Z множина (A + z) ∩ B є нескiнченною, то дове-

дення завершене. Отже, ми припускатимемо, що для кожного елемента

z ∈ Z множина Fz = (A+ z) ∩B є скiнченною. Тодi множина

S = (A+ Z) ∩ (B + Z) =
⋃

z,z′∈Z

(A+ z) ∩ (B + z′)
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є непорожньою i щонайбiльше злiченною. Позаяк множини A i B є не-

злiченними, то iснують елементи a ∈ A \ S i b ∈ B \ S. Тодi для нескiн-

ченної множини I = a + Z ⊆ A та елемента x = b − a отримуємо,

що

x+ I = b+ Z ⊆ B,

звiдки випливає, що група G є електорально гнучкою.

Означення 6.2.3 ([153]). Група G називається локально скiнченною,

якщо кожна її скiнченна пiдмножина мiститься в скiнченнiй пiдгрупi

групи G.

Твердження 6.2.4. Кожна злiченна локально скiнченна група G є

електорально стiйкою.

Доведення. Зобразимо групу G як об’єднання
⋃
n∈ω

Gn строго зростаючої

послiдовностi скiнченних груп {Gn}n∈ω. Для довiльного числа n ∈ ω

зафiксуємо пiдмножину An ⊆ Gn+1 \Gn, яка має одноточковий перетин

An∩(x·Gn) з кожним сумiжним класом x·Gn в групi G, де x ∈ Gn+1\Gn.

Приймемо

A = G0 ∪
⋃
n∈ω

(A2n ·G2n) i B =
⋃
n∈ω

(A2n+1 ·G2n+1).

Тодi для довiльного елемента x ∈ G множина (A · x) ∩B є скiнченною,

а отже, група G є електорально стiйкою.

З тверджень 6.2.1, 6.2.2 i 6.2.4 випливають наслiдки 6.2.1 i 6.2.2.

Нагадаємо, шо група G називається групою без кручення, якщо до-
вiльний її неодиничний елемент має нескiнченний порядок.

Наслiдок 6.2.1. Нетривiальна комутативна група без кручення G є

електорально стiйкою тодi i лише тодi, коли G iзоморфна адитивнiй

групi цiлих чисел Z.
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Наслiдок 6.2.2. Комутативна група G є електорально стiйкою тодi

i лише тодi, коли G є або злiченною та локально скiнченною, або є

вiртуально циклiчною.

Зауваження 6.2.1. 1. З твердження 6.2.2 випливає, що наступнi

групи є електорально гнучкими:

(a) n-а пряма степiнь адитивної групи цiлих чисел Zn для n > 2;

(b) n-а пряма степiнь адитивної групи рацiональних чисел Qn для

n > 1;

(c) n-а пряма степiнь адитивної групи дiйсних чисел Rn для n > 1;

(d) n-а пряма степiнь мультиплiкативної групи ненульових ком-

плексних чисел (C∗)n для n > 1 та її пiдгрупа n-вимiрний тор

Tn, як n-а пряма степiнь одиничного кола

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} .

2. З твердження 6.2.1 випливає, що вiльна (абелева) група FX над

множиною X потужностi > 2 є електорально гнучкою.
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6.3 Висновки до роздiлу 6

У цьому роздiлi дослiджуються алгебраїчнi умови на групу G, при
виконаннi яких локально компактна трансляцiйно неперервна тополо-
гiя на дискретнiй групi G з приєднаним нулем є або компактною, або
дискретною.

Введено електорально гнучкi та електорально стiйкi групи та вивча-
ються їхнi властивостi. Зокрема, доведено, що кожна група, яка мiстить
нескiнченну циклiчну пiдгрупу нескiнченного iндексу та кожна незлi-
ченна комутативна група є електорально гнучкими, а також, що кожна
злiченна локально скiнченна група є електорально стiйкою.

Основним результатом роздiлу є таке твердження-дихотомiя: якщо
G — дискретна електорально гнучка нескiнченна група, то кожна гау-
сдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя на
G0 є або дискретною, або компактною. На довiльнiй нескiнченнiй вiр-
туально циклiчнiй групi (а отже, на електорально стiйкiй групi) з при-
єднаним нулем G0 побудовано недискретну некомпактну локально ком-
пактну трансляцiйно неперервну топологiю, яка iндукує на G дискретну
топологiю.
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Загальнi висновки

У дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi результати:

1. Доведено, що кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна топо-
логiя на довiльному варiантi бiциклiчного моноїда є дискретною
та якщо Cm,n – довiльна iнтерасоцiативнiсть бiциклiчного моноїда
така, що Cm,n є щiльною пiднапiвгрупою гаусдорфової напiвтополо-
гiчної напiвгрупи (S, ·) i I = S \Cm,n 6= ∅, то I є двобiчним iдеалом
напiвгрупи S.

2. Доведено, що для довiльних невiд’ємних цiлих чисел m i n довiль-
на гаусдорфова локально компактна трансляцiйно неперервна то-
пологiя τ на ненульовому варiантi Cm,n бiциклiчного моноїда C 0

m,n

з приєднаним нулем є або дискретною, або компактною.

3. Доведено, що група автоморфiзмiв Aut (CZ) розширеної бiциклiч-
ної напiвгрупи CZ iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел, розшире-
на бiциклiчна напiвгрупа та кожен її варiант не є скiнченно пород-
женими, довiльнi два варiанти розширеної бiциклiчної напiвгрупи
є iзоморфними.

4. Описано трансляцiйно неперервнi гаусдорфовi топологiї на варiантi
C 0,0
Z розширеної бiциклiчної напiвгрупи.

5. Доведено, що кожна гаусдорфова локально компактна напiвгрупо-
ва топологiя на розширенiй бiциклiчнiй напiвгрупi з приєднаним
нулем C 0

Z є дискретною, однак на C 0
Z iснує континуум рiзних гаус-

дорфових локально компактних трансляцiйно неперервних тополо-
гiй.

6. Доведено, що для довiльної злiченної лiнiйно впорядкованої групи
G i непорожньої трансляцiйної множини A ⊆ G, кожна берiвська
трансляцiйно неперервна T1-топологiя τ на B(A) дискретна.

7. Доведено, що для довiльної лiнiйної нещiльно впорядкованої групи
G i непорожньої трансляцiйної множини A кожна трансляцiйно
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неперервна гаусдорфова топологiя τ на напiвгрупi B(A) дискретна.
Це узагальнює результати, отриманi в працях [48, 71, 73].

8. Доведено, якщо G — дискретна електорально гнучка нескiнченна
група, то кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально
компактна топологiя на G0 є або дискретною, або компактною; та-
кож на довiльнiй нескiнченнiй вiртуально циклiчнiй групi (а отже,
на електорально стiйкiй групi) з приєднаним нулем G0 побудовано
недискретну некомпактну локально компактну трансляцiйно непе-
рервну топологiю, яка iндукує на G дискретну топологiю.
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144. Nivat M. Une généralisation du monoide bicyclique / M. Nivat, J.-F.
Perrot // C. R. Acad. Sci., Paris. – 1970. – Vol. 271: A. – P. 824–827.

145. Numakura K. On bicompact semigroups / K. Numakura // Math. J.
Okayama Univ. – 1952. – Vol. 1. – P. 99–108.

146. Numakura K. Theorems on compact totally disconnected semigroups
and lattices / K. Numakura // Proc. Am. Math. Soc. – 1957. – Vol. 8.
– P. 623–626.

147. Numakura K. Prime ideals and idempotents in compact semigroups /
K. Numakura // Duke Math. J. – 1957. – Vol. 24. – P. 671–680.

148. Owen W. S. The Rees theorem for locally compact semigroups / W. S.
Owen // Semigroup Forum. – 1973. – Vol. 6. – P. 133–152.



130

149. Paalman-de-Miranda A.Topological semigroups / A. B. Paalman-de-
Miranda – Amsterdam: Mathematisch Centrum Amsterdam, 1964. –
169 p.

150. Petrich M. Inverse semigroups / M. Petrich – New York: John Wiley
& Sons, 1984.

151. Reznichenko E. A. Extension of functions defined on products of
pseudocompact spaces and continuity of the inverse in pseudocompact
groups / E. A. Reznichenko // Topology Appl. – 1994. – Vol. 59, № 3.
– P. 233–244.

152. Robbie D. An answer to A. D. Wallace’s question about countably
compact cancellative semigroups / D. Robbie, S. Svetlichny // Proc.
Am. Math. Soc. – 1996. – Vol. 124, № 1. – P. 325–330.

153. Robinson D. J. S. A course in the theory of groups / D. J. S. Robinson
– Berlin, New York: Springer-Verlag, 1996.

154. Roset A. I. Topologically 0-simple semigroups / A. I. Roset //
Semigroup Forum. – 1977. – Vol. 15, № 1. – P. 149–157.

155. Ruppert W. Compact semitopological semigroups: an intrinsic theory /
W. Ruppert // Lect. Notes Math., Berlin: Springer. – 1984. – Vol. 1079.
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