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АНОТАЦIЯ

Романський М.М. Функтори i асимптотичнi властивостi метричних

просторiв. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико - мате-

матичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 “Геометрiя i

топологiя”. – “Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка”,

Львiв, 2019.

У дисертацiйнiй роботi дослiджена груба та лiпшицева еквiвален-

тнiсть мiж деякими функторiальними конструкцiями, а також деякi вла-

стивостi конуса, джойна та надбудови в асимптотичних категорiях.

Дисертацiя присвячена сучаснiй областi топологiї, яка останнiми де-

сятилiттями iнтенсивно розвивається — асимптотичнiй топологiї (прийня-

то також термiн "груба геометрiя"). Вона присвячена вивченню крупно

масштабних iнварiантiв метричних просторiв та, бiльш загально, грубих

структур (модифiкацiями останнiх є так званi боллеани, якi запровадив

i дослiджував I. В. Протасов).

Ця галузь топологiї має свої витки також i в геометричнiй теорiї

груп. Так М. Громов означив поняття асимптотичного вимiру скiнчен-

нопородженої групи, яке знайшло застосування у розв’язуваннi певних

вiдкритих проблем алгебраїчної топологiї. Також були означенi модифi-

кацiї асимптотичного вимiру Громова (асимптотичний вимiр Ассуада-

Нагати, асимптотичний пiдстепеневий вимiр).

Природно, що дослiдження асимптотичних властивостей метричних

просторiв вимагає включення їх у певну категорiю. Найважливiшими
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для застосування є асимптотичнi категорiї А. Дранiшнiкова i Дж. Роу,

для яких означено i дослiджено рiзноманiтнi функторiальнi конструкцiї.

Однiєю з важливих задач асимптотичної топологiї є класифiкацiя

функторiальних конструкцiй з точнiстю до губої еквiвалентностi. У цьо-

му напрямку лежать результати дисертацiї.

Дранiшнiков в статтi [23] запропонував поняття асимптотичного до-

бутку та означив конус, надбудову i джойн в асимптотичних категорiях.

В цiй же статтi стверджується, що для геодезiйних просторiв X асимпто-

тичний конус та надбудову можна задавати формулами CX = X × R+,∑
X = X×R. У лемi 2.1.1 ми довели протилежний результат, чим пока-

зали, що це твердження потребує уточнення. Також показали, що асим-

птотичний конус CR+ i надбудова
∑

R+ не є iзоморфними. Дранiшнiков

визначив джойн X∗Y як пiдпростiр простору ймовiрнiсних мiр P2(X∨Y )

та поставив питання iзоморфностi конуса CX i джойна X ∗ R+ в асим-

птотичнiй категорiї A. Ми довели, що цi простори не є iзоморфними,

однак встановили iзоморфнiсть джойна X ∗ R+ та декартового добутку

X × R+, для випадкiв коли X є n−вимiрним евклiдовим простором або

γ−слабо опуклим та δ−слабо вгнутим геодезiйним простором.

З результатiв дисертацiї варто вiдзначити тi, що стосуються грубої

еквiвалентностi (тобто еквiвалентностi в асимптотичнiй категорiї Дж.

Роу) функторiальних конструкцiй. Для прикладу, розглянуто гiперпро-

стори (простори компактних пiдмножин) евклiдових просторiв i показа-

но, що вони не є грубо еквiвалентнi гiперпросторам континуумiв (зв’я-

зних компонентiв) та гiперпросторам опуклих компактiв. Причому до-

ведено, що гiперпростори компактних пiдмножин та гiперпростори опу-
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клих компактiв над евклiдовими просторами є геодезiйними, на вiдмiну

вiд гiперпросторiв континуумiв над евклiдовими просторами.

У дисертацiї доведено, що гiперпростори exp3 R+, exp3 R, симетри-

чнi степенi SP 3 R+, SP 3 R та R3
+ лiпшицево еквiвалентнi. Отже цi всi

простори є абсолютними екстензорами, оскiльки у статтi [[23], Теорема

3.3] доведено, що Rn
+ ∈ AE (абсолютним екстензором) в асимптотичнiй

категорiї.

Гiперпростiр exp2 Rm та простiр Rm × Cone (RPm−1) є лiпшицево

еквiвалентними. Цей результат можна вважати грубим аналогом одного

результату Шорi [66].

Важливим результатом є теорема 5.2.6, у якiй доведено, що простiр

ймовiрнiсних мiр P2(R) з метрикою Канторовича-Рубiнштейна не є гру-

бо еквiвалентний евклiдовому простору R3
+. Доведення цього результату

базується на iснуваннi обмеженої r−дискретної множини нескiнченної

потужностi в P2(R). Врахувавши, що такої множини немає в просторi

Rn для всiх n ∈ N отримаємо неможливiсть лiпшицевого вкладення про-

стору P2(R) в простiр Rn. Аналогiчно доведено, що суперрозширення

λ3(R) не є грубо еквiвалентне евклiдовому простору R3
+. Але виявило-

ся, що симетричний степiнь SPn(X) вкладається бiлiпшицево в простiр

ймовiрнiсних мiр Pn(X).

Поняття асимптотичного добутку породжує конструкцiї симетри-

чного степеня S̃P
n
(X), гiперпростору ẽxpn(X), простору ймовiрнiсних

мiр P̃n(X) та суперрозширення λ̃n(X) в асимптотичних категорiях. У

дисертацiї доведено, що гiперпростiр ẽxp3(R2) iзоморфний R4 у катего-

рiї A. Цей результат є асимптотичним аналогом теореми Р.Ботта [18],
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яка стверджує, що гiперпростiр exp3 S1 гомеоморфний сферi S3. Це та-

кож означає, що ẽxp3(R2) не є абсолютним екстензором в асимптотичних

категорiях. Симетричний квадрат S̃P
2
(R2

+) ∈ AE в асимптотичнiй кате-

горiї A оскiльки вiн iзоморфний R3
+. Ми також довели iзоморфнiсть в

асимптотичнiй категорiї A наступних пар просторiв:

- другий симетричний степiнь S̃P
2
(R2) та конус над листом Мебiуса

Cone(M);

- простiр ймовiрнiсних мiр P̃2(R2) та евклiдiв простiр R4;

- суперрозширення λ̃3(R2) та евклiдiв простiр R4;

-проективний квадрат Pr2(R) та надбудова
∑

R+.

Ключовi слова: асимптотична категорiя, асимптотичний вимiр,

лiпшицеве вiдображення, iзоморфiзм, груба еквiвалентнiсть, функтор,

геодезiйний метричний простiр, факторпростiр, асимптотичний конус,

джойн, надбудова, гiперпростiр, симетричний степiнь, проективний сте-

пiнь, простiр ймовiрнiсних мiр, суперрозширення, метрика Канторовича

- Рубiнштейна, метрика Гаусдорфа.
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ABSTRACT

Romansky M.M., Functors and asymptotic properties of metric spaces.

Qualification scientific work, manuscript.

Thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences (PhD) degree on the speciality 01.01.04 – Geometry and Topology. –

Ivan Franko Drohobych State University – Ivan Franko Lviv National Uni-

versity, Lviv, 2021.

In the thesis, the coarse and Lipschitz equivalence between some functori-

al constructions, as well as some properties of cone, join and suspension in

the asymptotic categories are investigated.

The thesis is devoted to the modern field of topology, which has been

intensively developing in recent decades - asymptotic topology (the term

”coarse geometry” is also used). It is devoted to the study of large-scale

invariants of metric spaces and, more generally, coarse structures (modifi-

cations of the latter are the so-called balleans, which were introduced and

studied by I.V. Protasov).

This branch of topology also has its origins in the geometric group

theory. Thus M. Gromov defined the concept of the asymptotic dimension of a

finitely generated group, which has found application in solving certain open

problems of algebraic topology. Modifications of the asymptotic Gromov di-

mension (asymptotic Assouad-Nagata dimension, asymptotic power dimensi-

on) were also identified.

Naturally, the study of the asymptotic properties of metric spaces requi-

res their inclusion in a certain category. The most important for application

are the asymptotic categories of A. Dranishnikov and J. Roe, for which vari-

ous functorial constructions have been identified and studied.
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One of the important tasks of asymptotic topology is the classification

of functorial structures up to Lipschitz equivalence. The results of the thesis

lie in this direction.

Dranishnikov [23] introduced the concept of asymptotic product and

defined the cone, suspension and join in asymptotic categories. In the same

article it is stated that for geodesic spaces X the asymptotic cone and

suspension can be given by formulas CX = X × R+,
∑

X = X × R . In

Lemma 2.1.1 we show that this statement is needs correction. It was also

shown that the asymptotic cone CR+ and the suspension
∑

R+ are not

isomorphic. Dranishnikov defined the join X ∗ Y as a subspace of the space

of probability measures P2(X ∨Y ) and raised the question of the isomorphi-

sm of the cone CX and the join X ∗ R+ in the asymptotic category A. We

have proved that these spaces are not isomorphic, but we have established

the isomorphism of the join X ∗ R+ and the Cartesian product X × R+, for

cases where X is the n− dimensional Euclidean space or a γ− slightly convex

and δ− weakly concave geodesic space.

From the results of the thesis it is worth noting those related to the

coarse equivalence (i.e. equivalence in the asymptotic category of J. Roe) of

functorial constructions. For example, the hyperspaces (spaces of compact

subsets) of Euclidean spaces are considered and it is shown that they are

not coarsely equivalent to hyperspaces of continua (connected compacta) and

hyperspaces of convex compacta. In addition, it is proved that hyperspaces of

compact subsets and hyperspaces of convex compacta over Euclidean spaces

are geodesic, in contrast to the hyperspaces of continua over Euclidean spaces.
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The hyperspace exp2 Rm and the space Rm × Cone (RPm−1) are Li-

pschitz equivalent. This result can be considered a coarse analogue of one

Schori’s [66] result.

An important result is the theorem 5.2.6 in which it is proved that

the space of probability measures P2(R) with the Kantorovich-Rubinstein

metric is not coarsely equivalent to the Euclidean space R3
+. The proof of

this result is based on the existence of an infinite bounded r−discrete set in

P2(R). Given that such a set does not exist in the space Rn for all n ∈ N

we obtain the impossibility of the Lipschitz embedding of the space P2(R)

into the space Rn. Similarly, it is proved that the superextension λ3(R) is

not coarsely equivalent to the Euclidean space R3
+. However, it turned out

that the symmetric power SPn(X) is embedded in the space of probability

measures Pn(X).

The notion of asymptotic product generates constructions of symmetric

power S̃P
n
(X), hyperspace ẽxpn(X), space of probability measures P̃n(X)

and superextension λ̃n(X) in asymptotic categories. In the thesis it is proved

that the hyperspace ẽxp3(R2) is isomorphic R4 in the category A. This

result is an asymptotic analogue of R. Bott’s theorem [18], which states

that exp3 S1 is homeomorphic to S3. This also means that ẽxp3(R2) is

not an absolute extensor in asymptotic categories. The symmetric square

S̃P
2
(R2

+) ∈ AE in the asymptotic category A because it is isomorphic to

R3
+. We also proved the isomorphism in the asymptotic category A of the

following pairs of spaces:

- the second symmetric power S̃P
2
(R2) and the cone over the Moebius

sheet Cone(M);

- the space of probability measures P̃2(R2) and the Euclidean space R4;
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- the superextension of λ̃3(R2) and the Euclidean space R4;

- the projective square Pr2(R) and the suspension
∑

R+.

Keywords: asymptotic category, asymptotic dimension, Lipschitz mappi-

ng, isomorphism, coarse equivalence, functor, geodesic metric space, factor

space, asymptotic cone, join, suspension, hyperspace, symmetric power, projecti-

ve power, space of probability measures, superextension, Kantorovich-Rubinstein

metric, Hausdorff metric.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Асимптотична топологiя, або груба геометрiя

— роздiл математики, що дослiджує властивостi метричних просторiв, а

також бiльш загальних структур — так званих грубих просторiв — “на

нескiнченностi”. Це вiдрiзняє її вiд класичної топологiї, яка оперує, в

основному, властивостями простору, заданими локально, в околi точок.

Асимптотичнi властивостi метричних просторiв вперше розглянув

М. Громов у статтi [39], в якiй, зокрема, означено поняття асимптоти-

чного вимiру метричного простору. Як показано в [39], асимптотичний

вимiр є квазiiзометричним iнварiантом i, як наслiдок, асимптотичний

вимiр скiнченнопородженої групи в метрицi слiв не залежить вiд вибору

системи твiрних у цiй групi. Праця М. Громова лягла в основу геометри-

чної теорiї груп i дала початок подальшого розвитку цього напрямку.

Вихiд за межi метричних просторiв у асимптотичнiй топологiї вiд-

бувся пiсля запровадження так званих грубих структур (див. наприклад,

[59]). У якомусь сенсi грубi структури є дуальними до рiвномiрних стру-

ктур. Поняття асимптотичного вимiру перенесене на грубi структури у

статтi [38]. Близькими до грубих структур виявилися боллеани, якi озна-

чив i дослiджував I.В. Протасов [55].

Основи асимптотичної топологiї викладено в статтi [23] Дранiшнiко-

ва. Уперше в лiтературi тут систематично проведено паралелi мiж асим-

птотичними властивостями власних метричних просторiв та топологi-

чними властивостями корон Гiґсона цих просторiв, тобто наростiв ком-

пактних розширень, породжених повiльно коливними функцiями. Одним
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з найяскравiших результатiв тут є рiвнiсть асимптотичного вимiру ме-

тричного простору i лебегового (покриттєвого) вимiру корони [25].

Дранiшнiков також розглядає рiзноманiтнi конструкцiї у асимпто-

тичнiй категорiї (тобто категорiї власних метричних просторiв i асим-

птотично лiпшицевих вiдображень), зокрема пропонує новий пiдхiд до

поняття добутку. Вiн також означує конус, надбудову i джойн (останнiй

– як пiдмножину простору ймовiрнiсних мiр, метризованих за допомогою

метрики Канторовича-Рубiнштейна).

Подальшi дослiдження в асимптотичнiй топологiї стосувалися но-

вих асимптотичних вимiрiв, зокрема асимптотичного вимiру Ассуада-

Нагати та вiдповiдної сублiнiйної корони метричних просторiв.

Також у статтi [47] означено так званий субстепеневий асимптоти-

чний вимiр метричних просторiв. Вiн тiсно пов’язаний з поняттям пiд-

степеневої корони метричного простору, означеної в [46].

Серед геометричних властивостей, що розглядаються в [23], – вла-

стивiсть бути екстензором для класу асимптотично лiпшицевих вiдобра-

жень. Вона дає змогу сформулювати ще одне поняття асимптотичного

вимiру, паралельне до означення Александрова вимiру топологiчних про-

сторiв у термiнах продовження вiдображень у сфери.

Повернемося до конструкцiй в асимптотичнiй топологiї, означених

у статтi [23]. Їх можна продовжити i на вiдображення, одержавши тим

самим функтори в асимптотичнiй категорiї. Iншi функторiальнi констру-

кцiї, скажiмо гiперпростори та симетричнi степенi розглянуто у [67, 32,

33]. У [67] розглянуто загальну конструкцiю, яка кожному нормально-

му функторовi скiнченного степеня (див. нижче) ставить у вiдповiднiсть

деякий функтор у асимптотичнiй категорiї. Це свiдчить про багатство
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функторiв у асимптотичних категорiях i змiстовнiсть задачi їх дослi-

дження.

Тут зауважимо, що теорiя коварiантних функторiв скiнченного сте-

пеня у топологiчних категорiях, зокрема, категорiї компактних гаусдор-

фових просторiв та категорiї метризованих просторiв, знаходить рiзнома-

нiтнi застосування в геометричнiй топологiї (див., наприклад, [70], [20]).

Важливий клас таких функторiв видiлив Є.В. Щепiн [13]. Серед рiзно-

манiтних результатiв у цьому напрямку можна вiдзначити збереження

функторiальними конструкцiями скiнченновимiрних многовидiв ([20]).

У статтях [76, 77] одержано деякi результати про асимптотичнi вла-

стивостi функторiв джойна, гiперпростору та симетричного степеня. У

статтi [3] розв’язано задачу iзоморфностi мiж деякими з цих констру-

кцiй.

Груба геометрiя займається вивченням властивостей метричних про-

сторiв “в нескiнченностi”, тобто у великiй шкалi (див. [23], [62]). Таким

чином, з точки зору грубої геометрiї обмеженi об’єкти вiдiграють роль

порожньої множини — ними можна знехтувати.

Є рiзнi категорiї, що використовуються у грубiй геометрiї. Одна з

них — категорiя Рoy, її об’єктами є власнi метричнi простори, а мор-

фiзмами — метрично власнi грубi вiдображення. При цьому метричний

простiр (X, d) називається власним, якщо кожна замкнена куля в X ком-

пактна. Два простори X, Y є грубо еквiвалентнi, якщо iснують морфiзми

f : X → Y i g : Y → X такi, що f ◦ g i g ◦ f знаходяться на скiнченнiй

вiдстанi вiд одиничних вiдображень 1X i 1Y вiдповiдно.

Однiєю з важливих загальних задач грубої геометрiї є класифiкацiя

метричних просторiв з точнiстю до грубої еквiвалентностi. Змiстовною i
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актуальною задачею є дослiдження просторiв, що одержуються функто-

рiальними конструкцiями асимптотичної топологiї.

До функторiальних конструкцiй належать також гiперпростори; ми

розглядаємо гiперпростори (в тiм гiперпростори опуклих множин та кон-

тинуумiв) евклiдових просторiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконувалась на кафедрi математики ННIФМЕIТ

Дрогобицького державного педагогiчного унiверситету iменi Iвана Фран-

ка. Результати дисертацiї частково використанi при виконаннi планiв

наукової роботи Дрогобицького державного педагогiчного унiверситету

iменi Iвана Франка.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

встановлення грубої та лiпшицевої еквiвалентностi функторiв скiнчен-

них степенiв, гiперпросторiв, а також дослiдження властивостей асим-

птотичного конуса та надбудови означених Дранiшнiковим.

Досягнення поставленої мети пов’язане iз розв’язанням наступних

завдань:

— перевiрка задання асимптотичного конуса та надбудови формула-

ми CX = X × R+,
∑

X = X × R для геодезiйних просторiв;

— дослiдження питання iзоморфностi асимптотичного конуса та джой-

на (пiдпростору простору ймовiрнiсних мiр);

— перевiрка iзоморфностi асимптотичного конуса та надбудови;

— встановлення лiпшицевої еквiвалентностi мiж 3-iми симетричним

та гiперсиметричним степенями над евклiдовою прямою;

— дослiдження грубої еквiвалентностi гiперпросторiв над евклiдо-

вим простором;
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— перенесення функторiв симетричного степеня з категорiї компа-

ктних метричних просторiв у асимптотичну категорiю та вивчен-

ня їх властивостей;

— встановлення асимптотичного аналогу теореми Ботта.

Об’єктом дослiдження є функторiальнi конструкцiї метричних про-

сторiв.

Предметом дослiдження є методи побудови грубих iзоморфiзмiв в

асимптотичних категорiях.

Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи

використанi методи асимптотичної топологiї та теорiї категорiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi науковi ре-

зультати, що виносяться на захист, є новими. У дисертацiї вперше:

— доведено, що асимптотичний конус CR+ та надбудова
∑

R+ не iзо-

морфнi в асимптотичних категорiях, а також показано, що цi про-

стори не є лiпшицево еквiвалентними евклiдовому простору R2
+.

У дисертацiї зауважується, що асимптотичний конус та надбудо-

ва не є власними просторами, а отже, варто розглядати об’єктами

асимптотичних категорiй всi метричнi простори;

— доведено лiпшицеву еквiвалентнiсть надбудови
∑

R+ та проектив-

ного квадрата Pr2(R);

— доведено теореми про iзоморфнiсть джойна X ∗R+ та декартового

добутку X × R+ для випадкiв, коли X є n−вимiрним евклiдовим

простором або γ−слабо опуклим та δ−слабо вгнутим геодезiйним

простором. Цi теореми дають вiдповiдь на одне з питань Дранi-

шнiкова;
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— доведено iзоморфнiсть 3-го асимптотичного гiперсиметричного сте-

пеня евклiдової площини та 4-вимiрного евклiдового простору. Цей

результат є аналогом теореми Р.Ботта, яка стверджує, що 3-й гi-

персиметричний степiнь кола гомеоморфний 3-вимiрнiй сферi;

— доведено теорему про лiпшицеву еквiвалентнiсть гiперпростору

exp2 Rm та декартового добутку Rm×Cone (RPm−1). Цей резуль-

тат можна вважати грубим аналогом теореми Шорi [[66], теорема

8];

— доведено неможливiсть лiпшицевого вкладення простору ймовiр-

нiсних мiр P2(R) в евклiдiв простiр Rn для всiх n ∈ N;

— доведено теореми про лiпшицеву еквiвалентнiсть гiперпросторiв

exp3 R+, exp3 R, симетричних степенiв SP 3 R+, SP 3 R та евклiдо-

вого простору R3
+;

— порiвняно гiперпростори компактних, опуклих та зв’язних мно-

жин евклiдових просторiв з точнiстю до грубої еквiвалентностi.

— встановлена iзоморфнiсть в асимптотичнiй категорiї A наступних

пар просторiв:

— другий симетричний степiнь S̃P
2
(R2) та конус над листом

Мебiуса Cone(M);

— простiр ймовiрнiсних мiр P̃2(R2) та евклiдiв простiр R4;

— суперрозширення λ̃3(R2) та евклiдiв простiр R4.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати ди-

сертацiї мають теоретичний характер. Їх можна використати для розв’я-

зування задач асимптотичної топологiї.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що винося-

ться на захист, отриманi автором самостiйно. У спiльних статтях: [3]
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Романському М.М належать усi результати, окрiм постановки задач та

iдей доведення теорем 3 i 4; [75] — усi результати, окрiм постановки за-

дач та iдей доведення твердження 1 i леми 1; [76] — усi результати, окрiм

постановки задач; [77] — усi результати, окрiм постановки задач та iдеї

доведення леми 2. Зi статтей, опублiкованих у спiвавторствi, до дисерта-

цiї включенi лише тi результати, що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiї апробовано на таких наукових конференцiях та семiнарах:

1. М. М. Романський. Конус, надбудова та джойн в асимптотичних

категорiях. Лiпшицева та груба еквiвалентностi деяких функторi-

альних конструкцiй. International Scientific Conference "Algebraic

and geometric methods of analysis" (Odesa, May 26-30, 2020).

2. семiнарi "Топологiя i застосування" в ЛНУ iменi Iвана Франка (ке-

рiвник проф. Т.О. Банах).

3. мiжнароднiй науковiй онлайн конференцiї "Алгебраїчнi та геоме-

тричнi методи аналiзу" 26-30 травня 2020 р. Одеса.

4. семiнарi "Топологiчна алгебра" в ЛНУ iменi Iвана Франка (керiв-

ник доц. О. В. Гутiк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано

в 6 наукових працях: 5 статтях (1 стаття в наукометричнiй базi даних

Scopus [60]), 1 теза мiжнародної конференцiї.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота обсягом 110

сторiнок складається з анотацiй українською й англiйською мовами, всту-

пу, п’яти роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, який налiчує

77 найменувань.
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Автор висловлює щиру подяку доктору фiзико-математичних наук,

професору Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка

Михайлу Михайловичу Зарiчному за постановку задач, цiкавi iдеї та осо-

бливу увагу до роботи.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Цей роздiл присвячено оглядовi лiтератури у напрямку результатiв

дисертацiї. Вiн, зокрема, охоплює такi теми:

(1) асимптотичнi категорiї;

(2) функтори в асимптотичних категорiях.

1.1. Асимптотичнi категорiї

Для потреб макроскопiчної (асимптотичної) топологiї означенi асим-

птотичнi категорiї, зокрема груба категорiя Дж. Роу i асимптотична ка-

тегорiя А. Дранiшнiкова.

В статтi [23] переносяться основнi конструкцiї топологiї на асимпто-

тичну категорiю A.

Метричний простiр (X, d) називаємо власним, якщо кожна замкне-

на куля в просторi X компактна.

Вiдображення f : X → Y називають власним, якщо прообраз ко-

жної компактної множини є компактним. Вiдображення f : X → Y на-

зивають грубо власним, якщо прообраз кожної обмеженої множини є

обмеженим.

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається асимптотично лiпши-

цевим, якщо iснують два таких числа, λ i s (λ > 0, s ≥ 0), що

ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + s, x, y ∈ X.
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Асимптотична категорiя A — це категорiя, об’єктами якої є вла-

снi метричнi простори, а морфiзмами — власнi асимптотично лiпшицевi

вiдображення.

У статтi [23] також означено категорiю Ã, яка є пiдкатегорiєю асим-

птотичної категорiї A. Морфiзмами категорiї Ã є власнi асимптотично

лiпшицевi вiдображення з ненульовою нормою. При цьому норма вiд-

ображення ∥f∥, f : X → Y означена як lim∥x∥→∞ ∥f(x)∥/∥x∥. Норма ∥x∥

елемента x ∈ X означена як вiдстань d(x, x0) до фiксованої точки x0 ∈ X.

За означенням, для кожного морфiзма f : X → Y iснують константи

c > 0 i b = b(x0) такi, що ∥f(x)∥ ≥ c∥x∥ − b.

Iзоморфiзмами в категорiї A є гомеоморфiзми f : X → Y такi, що

вiдображення f i f−1 — асимптотично лiпшицевi. Iзоморфiзми в Ã — це

iзоморфiзми в A з ненульовою нормою.

Велика асимптотична категорiя A — це категорiя об’єктами якої є

власнi метричнi простори (насправдi можна розглядати всi метричнi про-

стори), а морфiзмами — асимптотично лiпшицевi грубо власнi вiдобра-

ження. Тобто множина f−1(C) обмежена для кожної обмеженої множини

C.

Груба категорiя B є фактор-категорiєю категорiї A за наступним

вiдношенням еквiвалентностi на морфiзмах: два морфiзми в A є грубо

еквiвалентними якщо вiдстань мiж ними скiнченна. Тобто iснує стала

с така, що dY (f(x), g(x)) < c для всiх x ∈ X. Морфiзм f : X → Y в

A називається грубим iзоморфiзмом, якщо iснує морфiзм g : Y → X

такий, що f ◦ g i g ◦ f еквiвалентнi одиничним вiдображенням 1X i 1Y

вiдповiдно. Метричнi простори X i Y є грубо iзоморфними якщо iснує

грубий iзоморфiзм f : X → Y .
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В статтi [63] Дж. Роу визначив грубу категорiю дещо по iншому.

Морфiзмами в цiй категорiї є грубо рiвномiрнi вiдображення, а об’єктами

як i в асимптотичнiй категорiї Дранiшнiкова є власнi метричнi простори.

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається грубо рiвномiрним,

якщо iснує неспадна функцiя φ : [0,∞) → [0,∞) така, що

lim
t→∞

φ(t) = ∞ i ρ(f(x), f(y)) ≤ φ(d(x, y))

для всiх x, y ∈ X.

Вiдображення f називається грубим вiдображенням, якщо воно є

грубо рiвномiрним i грубо власним. В асимптотичнiй топологiї грубi

вкладення є аналогом вкладень топологiчних просторiв.

Для геодезiйного метричного простору кожне грубо рiвномiрне вiд-

ображення є асимптотично лiпшицевим. Тому не має рiзницi мiж мор-

фiзмами Дранiшнiкова i морфiзмами Дж. Роу при вивченнi геодезiйних

метричних просторiв [23].

У роботi [64] визначено пiдкатегорiю Al (або Al) категорiї A (або A)

морфiзми якої є лiнiйно власнi вiдображення. Вiдображення f є лiнiйно

власним якщо iснують x0 ∈ X i константи α, t > 0 такi, що

ρ(f(x), f(x0)) ≥ αd(x, x0)− t, x ∈ X.

1.2. Функтори в топологiчних i метричних категорiях

Як зазначено в статтi [77] однiєю з важливих загальних задач гру-

бої геометрiї є класифiкацiя метричних просторiв з точнiстю до грубої

еквiвалентностi.
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Будь яка метрика на множинi породжує рiвномiрну структуру на

цiй множинi. У статтi [73] зазначено, що кожна розмита метрика на мно-

жинi породжує грубу структуру на цiй множинi, а також показано, що

для розмитого неархiмедового метричного простору отриманий грубий

простiр є асимптотично нульвимiрним в сенсi Громова.

Деякi функтори у асимптотичнiй категорiї розглянув А. Дранiшнi-

ков у статтi [23]. Зокрема, вiн розглядав асимптотичний добуток, фактор-

простори, конус, надбудову та простори ймовiрнiсних мiр.

1.2.1. Асимптотичний добуток. Декартiв добуток (X×Y, dX +

dY ) не є категорним в асимптотичнiй категорiї A, оскiльки проекцiї на

множники не є морфiзмами (вони не є метрично власними вiдображе-

ннями — прообрази обмежених множин не завжди обмеженi). У статтi

[23] А. Дранiшнiков означив асимптотичний добуток

X×̃Y (x0, y0) = {(x, y)|dX(x0, x) = dY (y0, y), x ∈ X, y ∈ Y },

де x0, y0 — фiксованi точки в метричних просторах X та Y вiдповiдно.

Метрика на X×̃Y iндукована вкладенням X×̃Y ⊂ X × Y .

Властивостям добуткiв i асимптотичних добуткiв у асимптотичнiй

топологiї присвячена обширна лiтература. У статтi [24] за допомогою ме-

тодiв теорiї когомологiй побудовано приклад метричного простору обме-

женої геометрiї X такого, що асимптотичний вимiр (означення див. ниж-

че) добутку X×R рiвний асимптотичному вимiровi простору X. У статтi

[26] показано, що таких прикладiв не iснує для асимптотичного вимiру

Ассуада-Нагати (означення див. нижче): множення на R збiльшує цей

асимптотичний вимiр на одиницю.

Поняття асимптотичного добутку використовується для означення

гомотопiї мiж двома вiдображеннями у асимптотичнiй категорiї, що дає
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змогу розвивати у цiй категорiї алгебраїчну топологiю. Одним з фунда-

ментальних результатiв тут є теорема про продовження гомотопiї, час-

тковi випадки якої доведено в [23]. Однак, як показав М. Савiцький [64],

у повнiй загальностi теорема про продовження гомотопiї не виконується.

1.2.2. Факторпростори. Нехай f : X → Y власне сюр’єктивне

вiдображення метричного простору (X, dX). У статтi [23] визначено фа-

кторпростiр Y з метрикою dY . Фактор-метрика dY визначена наступною

формулою

dY (y, y
′) = inf

{
n∑

i=1

sY (yi, yi+1)|n ∈ N; y1, ..., yn ∈ Y ; y1 = y, yn = y′

}
де

sY (y, y
′) = dX(f−1(y)), f−1(y′) = inf

{
dX(x, x′)|x ∈ f−1(y), x′ ∈ f−1(y′)

}
.

Варто зауважити, що така конструкцiя не завжди є метрикою, але

також може бути псевдометрикою на факторпросторi. Прикладом є стан-

дартне вiдображення канторової множини на вiдрiзок, що склеює кiнцi

кожного доповняльного iнтервалу. Однак, у нашому випадку такої ситу-

ацiї не траплятиметься.

1.2.3. Конус i надбудова. Поняття конуса є добре вiдомою кон-

струкцiєю в топологiї: конус над простором X — це факторпростiр (X ×

[0, 1])/(X × {0}).

В статтi [23] означено конус CX i надбудову
∑

X в асимптотичних

категорiях для кожного метричного простору по аналогiї:

CX = X×̃R2
+/i+(X) i∑

X = X×̃R2
+/i±(X) = CX/i−X,

де i± : X → X×̃R2
+ вкладення, визначенi формулами i±(x) = (x,±∥x∥, 0).

В цiй же статтi стверджується, що для геодезiйних просторiв X конус
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можна задавати простою формулою CX = X × R+, але в роботi [76] в

лемi 1 доведено, що конус CR не iзоморфний пiвпростору R2
+ в асим-

птотичнiй категорiї A. Аналогiчно можна довести, що надбудова
∑

R не

iзоморфна простору R2 в асимптотичнiй категорiї A.

1.2.4. Ймовiрнiснi мiри. Нехай X – компактний метричний про-

стiр, через C(X) позначимо банаховий простiр неперервних функцiй на

X з sup-нормою. Через P (X) позначаємо множину лiнiйних невiд’ємних

нормованих функцiоналiв на C(X). За класичною теоремою Рiса кожно-

му µ ∈ P (X) вiдповiдає регулярна борелiвська ймовiрнiсна мiра на X,

тому P (X) називають простором ймовiрнiсних мiр на X. Значення фун-

кцiонала µ на φ ∈ C(X) позначають також
∫
X
φdµ.

Множину P (X) надiляють слабкою топологiєю. Базу цiєї топологiї

утворюють множини вигляду

O⟨µ;φ1, ..., φn; ε⟩ =
{
µ′ ∈ P (X)| |

∫
X

φidµ−
∫
X

φidµ
′| < ε, i = 1, ..., n

}
,

де µ ∈ P (X), φ1, ...φn ∈ C(X), ε > 0.

Нехай f : X → Y — неперервне вiдображення. Означимо вiдобра-

ження P (f) : P (X) → P (Y ), формулою:

(P (f)(µ))(φ) = µ(φ ◦ f).

Вiдображення P (f) — неперервне. Така конструкцiя є функторiальною,

оскiльки зберiгає композицiю вiдображень i тотожнє вiдображення.

Ймовiрнiснi мiри визначають функтор P : A → A. В просторi

ймовiрнiсних мiр з компактними носiями P (X) на метричному просторi

(X, ρ) визначена метрика Канторовича-Рубiнштейна

ρ(µ1, µ2) = sup

{∣∣∣∣∫ fdµ1 −
∫

fdµ2

∣∣∣∣ |f ∈ S(X)

}
,
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де S(X) — це простiр стискаючих функцiй якi приймають лише дiйснi

значення. В статтi [23] зауважено, що простiр X iзометрично вкладається

в P (X).

Кажемо, що метричний простiр Y є абсолютним екстензором для

асимптотичної категорiї Дранiшнiкова, якщо для кожного асимптоти-

чно лiпшицевого вiдображення f : A → Y , означеного на пiдмножинi

A метричного простору X, iснує асимптотично лiпшицеве продовження

f̄ : X → Y . Це поняття означене у статтi [23], де зокрема висловлено

гiпотезу, що аналогiчно до компактного метризовного випадку простiр

ймовiрнiсних мiр є абсолютним екстензором у асимптотичнiй категорiї.

У статтi [74] показано, що, вазагалi кажучи, простори ймовiрнiсних мiр

не є абсолютними екстензорами в асимптотичнiй категорiї Дранiшнiкова.

Аналогiчний факт для гiперпросторiв компактних множин ймовiрнiсних

мiр доведений у статтi [57].

Для простору X i натурального n визначено пiдфунктор

Pn(x) = {µ ∈ P (X) : |supp(µ)| ≤ n} .

Тобто пiдфунктор ймовiрнiсних мiр, носiями яких є множини поту-

жнiсть яких не перевищує n.

Для будь-яких двох метричних просторiв X i Y з фiксованими то-

чками можна визначити букет X∨Y . Джойн X∗R+ це пiдпростiр просто-

ру P2(X ∨R+) ймовiрнiсних мiр, носiями яких є двоточковi множини. В

статтi [23] було поставлене питання про iзоморфiзм конуса CX i джойна

X ∗R+. В роботi [76] ми довели, що джойн Rn∗R+ iзоморфний пiвпросто-

ру Rn+1
+ , а також що конус побудований на розбiжнiй послiдовностi не

iзоморфний джойну цiєї послiдовностi на R+ в асимптотичнiй категорiї

A.
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У роботi [74] показано, що iснує власний метричний простiр, з асим-

птотичним вимiром нуль, простiр ймовiрнiсних мiр (з метрикою Канто-

ровича) якого не є абсолютним екстензором в асимптотичнiй категорiї.

Цей результат дає негативну вiдповiдь на запитання Дранiшнiкова [[23],

проблема 12].

1.2.5. Гiперпростори. Конструкцiя гiперпростору є однiєю з кла-

сичних конструкцiй топологiї. Вперше її розглянув Ф. Гаусдорф, вiн же

запропонував метрику на множинi замкнених множин. Ця метрика тiсно

пов’язана з метрикою, яку М. Фреше розглядав на множинi параметри-

зованих кривих.

Для метричного простору (X, ρ) через expX позначають гiперпро-

стiр простору X, тобто множину непорожнiх компактних пiдмножин в

X, надiлену метрикою Гаусдорфа ρH :

ρH(A,B) = inf{ε > 0|A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.

Тут Or(C) означає вiдкритий r-окiл пiдмножини C.

Функтор гiперпростору у асимптотичнiй топологiї в категорiї гру-

бих просторiв дослiджувала В. Фрiдер [34].

Для кожного n ∈ N через expn X позначимо пiдпростiр expX, що

складається з усiх множин потужностi ≤ n. Для просторiв expn X Є.В.

Щепiн запропонував термiн n-ий гiперсиметричний степiнь.

К. Ваґнер [72] дослiджував проблему: коли n-ий гiперсиметричний

степiнь скiнченновимiрного многовида (з краєм) є многовидом (з краєм)?

Результати статтi [45] стосуються гiперсиметричних степенiв сим-

плiцiальних комплексiв, їх зв’язностi та структури многовиду. Нагада-

ємо, що топологiчний простiр X називається r-зв’язним, r = 0, 1, 2, . . . ,
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якщо група πi(X) тривiальна для всiх i ≤ r. В [45] доведено, що якщо

простiр X є r-зв’язним, r ≥ 1, i n ≥ 3, то простiр expn X є (r+1)-зв’язним.

В роботi [11] доведено, що функтор гiперсиметричного степеня у

категорiї Рое власних метричних просторiв та грубих вiдображень зберi-

гає грубi вкладення. Також в цiй роботi доведено, що якщо asdimX = 0

тодi asdim(expn X) = 0. У статтi [11] наведено два приклади, що стосую-

ться задачi iснування грубих вкладень гiперсиметричних степенiв деяких

асимптотично нульвимiрних просторiв.

В контекстi асимптотичної топологiї гiперсиметричнi степенi так

званих болеанiв (це поняття означив I. Протасов; у багатьох випадках

воно еквiвалентне поняттю грубого простору) дослiджувалися у статтi

[55].

Конструкцiя гiперпростору знаходить численнi застосування в асим-

птотичнiй топологiї. З використанням гiперпросторiв у статтi [35] побу-

довано приклад грубої напiвгратки яка не є антилоусонiвською грубою

напiвграткою, а також доведено, що кожна груба напiвгратка, асимпто-

тичний вимiр (в сенсi Громова) якої дорiвнює нулю, є антилоусонiвською

грубою напiвграткою.

Якщо X — пiдмножина деякого локально опуклого простору, то

пiдпростiр

cc (X) = {A ∈ expX | A – опукла множина}

називають гiперпростором компактних опуклих пiдмножин.

Конструкцiя гiперпростору опуклих компактних множин лежить в

основi конструкцiї локально опулого простору компактних множин (див.,

наприклад, [6, 58, 1]).
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У статтi [6] описано топологiю гiперпростору компактних опуклих

множин.

1.2.6. Симетричнi степенi. Нехай ∼ — вiдношення еквiвален-

тностi на степенi Xn, що задається умовою (x1, ..., xn) ∼ (y1, ..., yn) то-

дi й тiльки тодi, коли iснує перестановка σ множини {1, ..., n} така, що

xi = yσ(i) для кожного i = 1, ..., n. Факторпростiр простору Xn за таким

вiдношенням еквiвалентностi називають симетричним степенем просто-

ру X i позначають SPn(X).

Клас еквiвалентностi вiдношення ∼, що мiстить точку (x1, ..., xn),

позначають [x1, ..., xn]. Носiєм елемента x = [x1, ..., xn] ∈ SPn(X) нази-

вають множину

supp(x) = {x1, ..., xn} ∈ expn X.

Метрику d̂ на SPn(X) задають формулою

d̂([x1, ..., xn], [y1, ..., yn]) = min
σ∈Sn

max
i

d(xi, yσ(i))

(тут через Sn позначаємо групу перестановок n-елементної множини.)

Кожне неперервне вiдображення f : X → Y iндукує неперервне вiд-

ображення SPn(f) : SPn(X) → SPn(Y ), що дiє за формулою:

SPn([x1, . . . , xn] = [f(x1), . . . , f(xn)].

Легко бачити, що ця конструкцiя функторiальна в тому сенсi, що вона

зберiгає композицiю вiдображень i тотожнє вiдображення. У статтi [16]

охарактеризовано функтори симетричного степеня в категорiї компактiв

як такi, що зберiгають клас вiдкритих вiдображень. При цьому вiдобра-

ження називається вiдкритим, якщо образ кожної вiдкритої множини є

вiдкритим.
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Конструкцiя симетричного степеня метричного простору вперше

означена К. Борсуком та С. Уламом [17]. Вони, зокрема, дослiджува-

ли симетричнi степенi вiдрiзка i показали, що при n ≤ 3 одержуємо n-

вимiрний куб. Зауважимо, що SPn(CP 1) = CPn. Подальшi дослiдження

про збереження многовидiв функтором симетричного степеня проводив

К. Ваґнер [72].

Мортон [50] довiв, що простiр SPn(S1) є розшарованим простором

над S1, шаром якого є (n − 1)-вимiрний симплекс. Якщо n — непар-

не число, то розшарування орiєнтовне; якщо n парне, то нi. Бiльше то-

го, структура розшарованого простору на симетричнiй степенi задається

формулою

[z1, z2, . . . , zn] = z1 · z2 · · · · · zn

(тут S1 трактуємо як одиничне коло на комплекснiй площинi, · означає

операцiю множення комплексних чисел).

Зокрема, SP 2(S1) є листом Мебiуса.

У статтi [29] доведено, що простiр SP 2(RP 2) гомеоморфний RP 2n.

Огляд рiзноманiтних застосувань симетричних степенiв у рiзних обла-

стях математики можна знайти в [16].

В.В. Федорчук навiв коректне доведення того факту, що функтор

симетричного степеня зберiгає клас абсолютних околових ретрактiв та

Q-многовидiв [10] (тут Q позначає гiльбертiв куб).

У статтi [30] розглядаються простори орбiт дiї скiнченної групи

на метричному просторi iзометрiями. Як частковий випадок одержує-

мо простiр орбiт Xn/G : (x1, ..., xn) ∼ (xσ(1), ..., xσ(n)), тобто SPn
G X.

Фактично у цiй статтi показано, що функтор G-симетричного степеня

SPn
G зберiгає такi властивостi:
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(1) скiнченний asdim;

(2) асимптотичну властивiсть C;

(3) sFDC (straight Finite Decomposition Complexity) (див. [27]);

(4) злiченний асимптотичний вимiр;

(5) властивiсть метричної розсiяностi (metric sparsification property).

До цього списку додамо один результат статтi [46]. Тут через

asdimP (X) позначено субстепеневий асимптотичний вимiр метричного

простору X.

Вiдображення з метричних просторiв у симетричнi степенi розгля-

далися у рiзних публiкацiях. Зокрема в [36] показано, що пара (X,SPn(Y )),

де X — метричний простiр скiнченного вимiру Нагати, а Y — банахо-

вий простiр, має властивiсть продовження лiпшицевих вiдображень (за-

уважимо, що у цiй статтi та серiї iнших статей цього та iнших авторiв

прийнято позначення Qn для n-го симетричного степеня). Також пока-

зано, що простiр SPn(Y ) є абсолютним лiпшицевим ретрактом для ко-

жного скiнченновимiрного банахового простору Y .

У статтi [48] показано, що для часткових лiпшицевих вiдображень

метричних просторiв у симетричнi степенi метричних просторiв немо-

жливо продовжити вiдображення до лiпшицевого зi збереженням лiпши-

цевої константи. Цим ситуацiя вiдрiзняється вiд однозначних вiдобра-

жень метричних просторiв.

А. Дольд i Р. Том [21] розглядали нескiнченний симетричний добу-

ток SP∞(X,x0) для простору X з вiдмiченою точкою x0, SP∞(X,x0) =

∪∞
i=1SP

i(X); при цьому ототожнення SP i(X) з пiдпростором в SP i+1(X)

вiдбувається за формулою:

[x1, x2, . . . , xi] 7→ [x0, x1, x2, . . . , xi].
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На просторi SP∞(X,x0) розглядається топологiя iн’єктивної границi,

SP∞(X,x0) = lim−→{SP 1(X) −→ SP 2(X) −→ . . . }.

Дольд i Том довели iзоморфiзм групи гомотопiй πn(SP
∞(X)) та

групи гомологiй Hn(X). Це дає змогу, зокрема, будувати за допомогою

нескiнченних симетричних степенiв простори Ейленберга-Маклейна.

1.2.7. Суперрозширення. Поняття суперрозширення λ(X) то-

пологiчного простору X запровадив Й. де Гроот [41] у зв’язку з власти-

вiстю суперкомпактностi топологiчних просторiв. Для зручностi будемо

розглядати тiльки компактний гаусодорфовий випадок. За означенням,

λ(X) — це множина максимальних зчеплених систем замкнених мно-

жин у просторi X. При цьому сiм’я множин у топологiчному просторi

називається зчепленою, якщо кожнi два її елементи мають непорожнiй

перетин; максимальнiсть розумiємо стосовно вiдношення включення. То-

пологiю на множинi λ(X) можна означити альтернативно як iндуковану

природним вкладенням

λ(X) ↪→ exp(expX) = exp2 X.

Для елементiв простору λ(X) можна означити поняття носiя як мi-

нiмальної (вiдносно включення) замкненої множини, на якiй слiд макси-

мальної зчепленої системи залишається максимальною зчепленою систе-

мою. Для кожного натурального n через λn(X) множину елементiв з

λ(X), для яких носiй складається з не бiльше n точок.

В [4] доведено, що простiр λ3(S
1) гомеоморфний S3. Крiм того, там

же доведено, що простiр λn(X) однозв’язний для кожного метричного

компактного абсолютного околового ретракта X.
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1.3. Термiнологiя i означення

Переважно метрику метричного простору позначаємо d. Якщо A —

непорожня пiдмножина метричного простору, то число

diamA = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}

(скiнченне або ∞) називають дiаметром множини A.

Замикання множини A в топологiчному просторi X позначаємо Ā.

Морфiзм f : X → Y в A називається грубим iзоморфiзмом, якщо

iснує морфiзм g : Y → X такий, що f ◦ g i g ◦ f еквiвалентнi одиничним

вiдображенням 1X i 1Y вiдповiдно. Метричнi простори X i Y є грубо

iзоморфними (квазi-iзометричними), якщо iснує грубий iзоморфiзм f :

X → Y .

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається асимптотично лiпши-

цевим, якщо iснують два таких числа, λ i s (λ > 0, s ≥ 0), що

ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + s, x, y ∈ X.

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається бiлiпшицевим вкладе-

нням, якщо iснує λ > 0 таке, що

1

λ
d(x, y) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y), x, y ∈ X.

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається грубим вкладенням,

якщо iснують неспаднi функцiї φ1, φ2 : [0,∞) → [0,∞) такi, що

φ1(d(x, y)) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ φ2(d(x, y)), x, y ∈ X.

Для геодезiйних метричних просторiв кожне грубо рiвномiрне вiдобра-

ження є асимптотично лiпшицевим (див. [23]).
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Вiдображення f : X → Y метричних просторiв X, d та Y, ρ називає-

ться квазiiзометрiєю, якщо iснують сталi C,D ≥ 0, λ > 0 такi, що

1

λ
d(x, y)− C ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + C, x, y ∈ X

i кожна точка простору Y знаходиться на вiдстанi щонайбiльше D вiд

деякої точки з множини f(X).

Нехай C > 0. Множину в метричному просторi називаємо С-

зв’язною якщо для кожних x, y ∈ M iснують

x0 = x, x1, ..., xn−1, xn = y ∈ M

такi, що d(xi, xi−1) ≤ C для кожного i = 1, ..., n.

Нехай ∼ — вiдношення еквiвалентностi на степенi Xn
A метричного

простору X, що задається умовою: (x1, ..., xn) ∼ (y1, ..., yn) тодi й тiльки

тодi, коли iснує перестановка σ множини {1, ..., n} така що xi = yσ(i) для

кожного i = 1, ..., n. Факторпростiр простору Xn
A за таким вiдношенням

еквiвалентностi називають симетричним степенем простору X в категорiї

A i позначають S̃P
n
(X).

Клас еквiвалентностi вiдношення ∼, що мiстить точку (x1, ..., xn),

позначають [x1, ..., xn]. Носiєм елемента x = [x1, ..., xn] ∈ S̃P
n
(X) нази-

вають множину

supp(x) = {x1, ..., xn} ∈ expn X.

Метрику d̂ на S̃P
n
(X) задають формулою

d̂([x1, ..., xn], [y1, ..., yn]) = min
σ

max
i

d(xi, yσ(i))

Другий симетричний степiнь називається симетричним квадратом.

Зрозумiло, що симетричний квадрат природно ототожнюється з гiпер-

симетричним квадратом. Формула метрики для симетричного квадрата
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має наступний вигляд

d̂([x1, x2], [y1, y2]) = min{max{d(x1, y1), d(x2, y2)},max{d(x1, y2), d(x2, y1)}}.

Для кожного метричного простору X через expX позначимо мно-

жину всiх непорожнiх компактних пiдмножин метричного простору X.

Метрика d на X породжує метрику Гаусдорфа dH на expX:

dH(A,B) = inf{ε > 0|A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.

Для кожного n ∈ N через expn X позначимо пiдпростiр expX, що

складається з усiх множин потужностi ≤ n.

Гiперпростiр зв’язних пiдмножин простору X позначимо expc X,

iнакше

expc X = {A ⊂ expX | A зв’язна множина}.

Гiперпростiр компактних опуклих пiдмножин евклiдового простору

Rn позначається cc (Rn).

Нам також знадобиться поняття категорiї i функтора. Пара C =

(Ob C, Ar C), що складається з двох класiв (Ob C - сукупностi об’єктiв

та Ar C – сукупностi стрiлок або морфiзмiв) називається категорiєю [49],

якщо виконанi наступнi умови:

1. для кожної стрiлки f ∈ Ar C) визначена єдина впорядкована пара

X,Y (початок dom f = X та кiнець rng f = Y ), при цьому f

називаємо стрiлкою з X в Y та позначаємо це як f : X → Y ;

2. для будь-якої пари стрiлок f i g з rng f = dom g визначена єдина

стрiлка h з dom h = dom f i rng h = rng g, яка називається

композицiєю стрiлок f i g та позначається g ◦ f ;

3. композицiя асоцiативна, тобто (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) для будь-якої

трiйки стрiлок з rng f = dom g i rng g = dom h;
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4. для будь-якого об’єкта X ∈ Ob C iснує єдина одинична стрiлка

(тотожний морфiзм) 1X : X → X, що f ◦1X = f та 1X ◦ g = g, для

довiльних стрiлок f : X → Y та g : Y → X.

Стрiлка f : X → Y називається iзоморфiзмом, якщо для неї iснує

зворотна стрiлка g : Y → X, тобто така, що g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y , при

цьому об’єкти X та Y називаємо iзоморфними, що позначається X ∼= Y.

Для довiльних категорiй C i D (коварiантним) функтором називає-

ться вiдображення F : C → D, яке:

1. переводить об’єкти X ∈ Ob C у об’єкти FX ∈ Ob D;

2. не вiдриває стрiлки вiд їх початкiв та кiнцiв, тобто, якщо f : X → Y

– стрiлка у категорiї C, то Ff : FX → FY – вiдповiдна стрiлка у

категорiї D;

3. зберiгає композицiї, тобто, якщо визначена композицiя g ◦ f : X →

Y послiдовних стрiлок f : X → Y , g : Y → Z у C, то F (g ◦ f) =

Fg ◦ Ff ;

4. зберiгає тотожний морфiзм, тобто F (1X) = 1FX для кожного X ∈

Ob C

Багато конструкцiй у асимптотичнiй топологiї можна здiйснювати

не лише на просторах, але також i на вiдображеннях просторiв. Таким

чином, мова йде про функтори у вiдповiдних категорiях.

Декартiв добуток (X×Y, dX +dY ) не є категорним в асимптотичнiй

категорiї A, оскiльки проекцiї на множники не є морфiзмами (вони не є

метрично власними вiдображеннями — прообрази обмежених множин не

завжди обмеженi). В роботi [23] А. Дранiшнiков означив асимптотичний

добуток

X×̃Y (x0, y0) = {(x, y)|dX(x0, x) = dY (y0, y), x ∈ X, y ∈ Y },
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де x0, y0 — фiксованi точки в метричних просторах X та Y вiдповiдно.

Метрика на X×̃Y iндукована вкладенням X×̃Y ⊂ X × Y .

Асимптотичний конус CX i надбудова
∑

X в асимптотичних кате-

горiях для кожного метричного простору визначенi як наступнi фактор-

простори:

CX = X×̃R2
+/i+(X),

а також ∑
X = X×̃R2

+/i±(X) = CX/i−X,

де i± : X → X×̃R2
+ — вкладення, визначенi формулами i±(x) = (x,±∥x∥, 0).

Нехай C ≥ 1, r, R > 0. Для метричного простору X, означимо

ΦC,r(R) = ΦX
C,r(R) = max{|A| |A ⊂ BCr(x)−r−дискретна, ∥x∥ ≤ R}.

Нехай D > 0. Нагадаємо, що пiдмножина A метричного простору

X називається D-дискретною, якщо d(x, y) ≥ D для всiх точок x, y ∈ X,

x ̸= y.

Нехай n = N ∪ {0}. Кажемо, що асимптотичний вимiр метричного

простору X не перевищує n (позначається asdimX ≤ n), якщо для ко-

жного D > 0 iснує рiвномiрно обмежене покриття U простору X таке,

що U = ∪n
i=0Ui таке, що кожна сiм’я Ui є D-дискретною.

Метричний простiр має обмежену геометрiю, X ∈ BG, якщо для

кожного L iснує рiвномiрно обмежене покриття U простору X з числом

Лебега > L, що має скiнченний порядок.

Метричний простiр (X, d) називається геодезiйним, якщо для будь

- яких двох точок x, y ∈ X, iснує iзометричне вкладення вiдрiзка c :

[0, d(x, y)] → X, де c(0) = x, а c(d(x, y)) = y. Вiдомо (див. [23]), що

для геодезiйного метричного простору X кожне грубо рiвномiрне вiд-

ображення є асимптотично лiпшицевим. Iзометричне вкладення cxy :
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[0, d(x, y)] → X, cxy(0) = x, cxy(d(x, y)) = y, будемо називати геодезiй-

ним вiдрiзком, що з’єднує x ∈ X та y ∈ Y .

Геодезiйний простiр (X, d) називається γ-слабо опуклим (γ ≥ 1),

якщо кожна пара геодезiйних вiдрiзкiв, cxy i cxz, задовiльняють нерiв-

нiсть

d(cxy(t · d(x, y)), cxz(t · d(x, z))) ≤ γ · t · d(y, z).

Геодезiйний простiр (X, d) називається δ-слабо вгнутим (0 < δ ≤ 1),

якщо кожна пара геодезiйних вiдрiзкiв, cxy i cxz, задовiльняють нерiв-

нiсть

d(cxy(t · d(x, y)), cxz(t · d(x, z))) ≥ δ · t · d(y, z).

Простiр ймовiрнiсних мiр на метричному просторi (X, ρ) познача-

ється P (X). В просторi ймовiрнiсних мiр P (X) з компактними носi-

ями на метричному просторi (X, ρ) визначена метрика Канторовича-

Рубiнштейна

ρ(µ1, µ2) = sup

{∣∣∣∣∫ fdµ1 −
∫

fdµ2

∣∣∣∣ |f ∈ S(X)

}
,

де S(X) — це простiр нерозтягуючих функцiй, якi набувають дiйснi зна-

чення.

Для простору X i натурального n визначено пiдфунктор

Pn(x) = {µ ∈ P (X) : |supp(µ)| ≤ n} .

Iншими словами, Pn – пiдфунктор ймовiрнiсних мiр P , складений

з мiр, носiями яких є множини, потужнiсть яких не перевищує n. За-

уважимо, що для кожної точки x ∈ X iснує єдина ймовiрнiсна мiра δx,

зосереджена в точцi x.

Для будь-яких двох метричних просторiв X i Y з фiксованими то-

чками можна визначити букет X ∨ Y .
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За означенням, джойн X ∗R+ — це пiдпростiр простору P2(X ∨R+)

ймовiрнiсних мiр, носiями яких є двоточковi множини. Тобто

X ∗ R+ = {µ = αδx + (1− α)δy| x ∈ X, y ∈ R+, ∥x∥ = y},

де δx, δy — мiри Дiрака, зосередженi в точках x, y вiдповiдно.

На джойнi X∗R+ використовуємо метрику Канторовича-Рубiнштейна.

Вiдстань мiж двома довiльними ймовiрнiсними мiрами

µ = αδx + (1− α)δy i

ν = βδx′ + (1− β)δy′

{x, x′} ∈ X, {y, y′} ∈ R+, задається наступною формулою:

dKP (µ, ν) = inf{εd(y′, x) + (α− ε)d(x, x′) + (1− β − ε)d(y, y′)+

+(β − α+ ε)d(x′, y) |ε ≥ 0, ε ≥ α− β} =

inf{ε(d(y′, x)− d(x, x′)− d(y, y′) + d(x′, y)) + αd(x, x′)+

+(1− β)d(y, y′) + (β − α)d(x′, y) |ε ≥ 0, ε ≥ α− β}

Для кожного об’єкта X асимптотичної категорiї A кожна замкнена

пiдмножина Z ⊂ X є об’єктом в категорiї A. На множинi Z береться iн-

дукована метрика. Нагадаємо, що абсолютним екстензором (AE) в кате-

горiї A називається об’єкт Y , з наступною властивiстю, що для кожного

об’єкта X i для кожної замкненої пiдмножини Z ⊂ X кожен морфiзм

φ : Z → Y можна продовжити до морфiзма φ : X → Y . Як зауважив

Дранiшнiков [23] одноточковий простiр не є абсолютним екстензором,

оскiльки необмежений метричний простiр не має власних вiдображень в

точку.
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У роботi [23] означенi поняття асимптотично вiдкритих множин

(вiдкритих в категорiях A та Ã, ) а також поняття абсолютного око-

лового екстензора (ANE0(A)).

Вiдкрита множина W ⊂ X в метричному просторi (X, d) називає-

ться асимптотично вiдкритою в категорiї A, якщо sup{d(x,X\W ) | x ∈

X} = ∞. Аналогiчно, вiдкритою множиною в категорiї Ã називають вiд-

криту пiдмножину W ⊂ X об’єкта Ã, якщо iснує пiдмножина A ⊂ W

така, що d(x,X\W ) ≥ k∥x∥ при фiксованому k для всiх x ∈ A. В цьому

випадку, W є околом множини A в категорiї Ã.

Множина W є околом (асимптотичним околом) власної множини A

в категорiї A), якщо d(x,X \ W ) прямує до нескiнченностi як функцiя

на A. Вважають, що околом обмеженої множини є звичайний окiл.

Об’єкт X ∈ A називається абсолютним околовим екстензором в ка-

тегорiї A (ANE0(A)), якщо X × R+ ∈ AE.
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РОЗДIЛ 2

КОНУС I ДЖОЙН В АСИМПТОТИЧНИХ КАТЕГОРIЯХ

У цьому роздiлi ми розглядаємо конструкцiї джойна i конуса у асим-

птотичних категорiях. Зауважимо насамперед, що цi конструкцiї вiдiгра-

ють важливу роль у алгебраїчнiй топологiї. У асимптотичнiй топологiї

джойн i конус вперше розглядав А. Дранiшников у статтi [23]. У пiд-

роздiлi 2.2 ми розглядаємо випадок γ-слабо опуклих та δ-слабо вгнутих

геодезiйних просторiв.

2.1. Конус i джойн у евклiдових просторах

Асимптотичний конус CX i надбудова
∑

X в асимптотичних кате-

горiях для кожного метричного простору визначенi як наступнi фактор-

простори:

CX = X×̃R2
+/i+(X) i

∑
X = X×̃R2

+/i±(X) = CX/i−X

де i± : X → X×̃R2
+ вкладення, визначенi формулами i±(x) =

(x,±∥x∥, 0). В статтi [23] стверджується, що для геодезiйних просто-

рiв X конус i надбудову можна задавати формулами CX = X × R+,∑
X = X × R. У наступнiй лемi доведено, що конус CR не iзоморфний

пiвпростору R2
+ в асимптотичнiй категорiї A.

2.1.1. Лема. Конус CR не iзоморфний пiвпростору R2
+ в асимпто-

тичнiй категорiї A.

Доведення. Припустимо, що конус CR iзоморфний (квазi-iзоме-

тричний) пiвпростору R2
+. Тобто iснує вiдображення f : CR → R2

+ таке,
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що для деяких сталих C ≥ 0 i λ > 0

1

λ
d(x, y)− C ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + C, x, y ∈ CR.

Побудуємо в просторi CR нескiнченну послiдовнiсть x1, x2, x3, . . . , таку

що d(xi, xj) = 2λC + 1 для всiх i, j ∈ N. Таку послiдовнiсть не складно

побудувати в CR, вiзьмемо, наприклад,

xk = (k(2λC + 1), (2λC + 1)
1− 8k2

8k
, (2λC + 1)

√
16k2 − 1

8k
).

Образи точок x1, x2, x3, ... повиннi мiститися в околi

Of(x1)(2λ
2C + λ+ C) i

d(f(xi), f(xj)) ≥
1

λ
d(xi, xj)− C =

1

λ
(2λC + 1)− C = C +

1

λ
,

але це неможливо. Отримана суперечнiсть доводить лему. �

Аналогiчно доводиться неiзоморфнiсть надбудови
∑

R та евклiдо-

вого простору R2 в асимптотичнiй категорiї A.

Варто зауважити, що асимптотичний конус i надбудова не є власни-

ми просторами. Це пiдтверджується iснуванням нескiнченних, r - дис-

кретних, обмежених множин в цих просторах. Тому такi обмеження для

об’єктiв асимптотичних категорiй є занадто строгими. Варто розглядати

об’єктами асимптотичних категорiй всi метричнi простори, бо в iншому

випадку означення асимптотичного конуса i надбудови не будуть коре-

ктними.

Метрика Канторовича-Рубiнштейна на джойнi X ∗ R+

Для будь-яких двох метричних просторiв X i Y з фiксованими то-

чками можна визначити букет X ∨ Y як факторпростiр диз’юнктного

об’єднання X та Y , у якому склеєнi вiдмiченi точки. Джойн X ∗ R+ —

це пiдпростiр простору P2(X ∨ R+) ймовiрнiсних мiр, носiями яких є

двоточковi множини. Визначемо формулу для метрики Канторовича —
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Рубiнштейна на джойнi X ∗ R+ мiж двома довiльними ймовiрнiсними

мiрами µ i ν.

Нехай

µ = αδx + (1− α)δy

ν = βδx′ + (1− β)δy′ ,

причому

∥x∥ = y, ∥x′∥ = y′, {x, x′} ∈ X, {y, y′} ∈ R+.

Тодi

dKP (µ, ν) = inf{εd(y′, x) + (α− ε)d(x, x′) + (1− β − ε)d(y, y′)+

+(β − α+ ε)d(x′, y)|ε ≥ 0, ε ≥ α− β} =

= inf{ε(d(y′, x)− d(x, x′)− d(y, y′) + d(x′, y)) + αd(x, x′)+

+(1− β)d(y, y′) + (β − α)d(x′, y)|ε ≥ 0, ε ≥ α− β} =

=

 β > α, (β − α)d(x′, y) + αd(x′, x) + (1− β)d(y, y′)

β ≤ α, (α− β)d(x, y′) + βd(x, x′) + (1− α)d(y, y′)

Врахувавши, що d(x′, y) = ∥x′∥+ y та d(x, y′) = ∥x∥+ y′ отримаємо

наступну формулу

dKP (µ, ν) =| α−β | (y+y′)+min{α, β}d(x, x′)+ (1−max{α, β}) | y−y′ | .

2.1.2. Лема. Джойн Rn∗R+ iзоморфний пiвпростору Rn+1
+ в асим-

птотичнiй категорiї A.



45

Доведення. Розглянемо вiдображення φ : Rn ∗ R+ → Rn+1
+ , озна-

чене формулою

φ(αδx + (1− α)δy) = (αx, (1− α)y)

x ∈ Rn, y ∈ R+.

Тодi обернене вiдображення φ−1 : Rn+1
+ → Rn ∗ R+ задається фор-

мулою

φ−1(l, t) =
t

∥l∥+ t
δ ∥l∥+t

t l
+

∥l∥
∥l∥+ t

δ ∥l∥+t
∥l∥ t

.

Позначивши

x =
∥l∥+ t

t
l, α =

t

∥l∥+ t
, y =

∥l∥+ t

∥l∥
t,

отримаємо

φ−1(αx, (1− α)y) = (αδx + (1− α)δy).

Покажемо, що вiдображення φ−1 лiпшицеве. Зауважимо, що

dKP (φ
−1(αx, (1− α)y);φ−1βx′, (1− β)y′) =

= dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що y′ > y.

Доведемо спочатку лiпшицевiсть φ−1 для випадку β > α. Маємо

dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′) =

= (β − α)d(x′, y) + αd(x, x′) + (1− β)d(y, y′) ≤

≤ (β − α)d(x′, y) + d(αx, βx′) + (β − α)∥x′∥+ (1− β)d(y, y′) =

= d(αx, βx′) + 2(β − α)y′ + (β − α)y + (1− β)(y′ − y)

Врахувавши, що

(1− β)(y′ − y) ≤ |(1− α)y − (1− β)y′|+ (β − α)y
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для β > α i y′ > y, нерiвнiсть можна продовжити

≤ d(αx, βx′) + 2(β − α)y′ + 2(β − α)y + |(1− α)y − (1− β)y′| ≤

≤ d(αx, βx′) + 4(β − α)y′ + |(1− α)y − (1− β)y′| ≤

(оскiльки (β − α)y′ ≤ βy′ − αy ≤ d(αx, βx′), то)

≤ 5d(αx, βx′) + d((1− α)y, (1− β)y′) ≤

≤ 5dRn+1
+

((αx, (1− α)y); (βx′, (1− β)y′)).

Перевiримо лiпшицевiсть вiдображення φ−1 при β ≤ α.

dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′) =

= (α− β)d(x, y′) + βd(x, x′) + (1− α)d(y, y′) ≤

≤ (α− β)d(x, y′) + (α− β)∥x∥+ d(αx, βx′) + (1− α)d(y, y′) =

= d(αx, βx′) + (α− β + 1− α)y′ + (α− β + α− β − 1 + α)y =

= d(αx, βx′) + (1− β)y′ − (1− α)y + 2(α− β)y

(врахувавши, що 2(α− β)y ≤ 2d((1− β)y′, (1− α)y), продовжуємо нерiв-

нiсть)

≤ 3d(αx, βx′) + 3d((1− α)y, (1− β)y′) =

= 3dRn+1
+

((αx, (1− α)y); (βx′, (1− β)y′)).

Покажемо, що φ — лiпшицеве вiдображення з константою 1. Вiзьме-

мо y′ ≥ y. Розглянемо два випадки: 1.β > α . Тодi

dRn+1
+

(φ(αδx, (1− α)δy);φ(βδx′ , (1− β)δy′)) =

= dRn×R+((αx, (1− α)y); (βx′, (1− β)y′)) =

= dRn(αx, βx′) + dR+((1− α)y, (1− β)y′) ≤

≤ αd(x, x′) + (β − α)∥x′∥+ (1− β)(y′ − y) + (β − α)y =
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Остання нерiвнiсть отримується iз наступних двох нерiвностей:

d(αx, βx′) ≤ αd(x, x′) + (β − α)∥x′∥

d((1− α)y, (1− β)y′) ≤ (1− β)(y′ − y) + (β − α)y

= αd(x, x′) + (β − α)d(x′, y) + (1− β)d(y, y′) =

= dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

2.β ≤ α. Тодi

dRn(αx, βx′) + dR+((1− α)y, (1− β)y′) ≤

Оскiльки

d(αx, βx′) ≤ βd(x, x′) + (α− β)∥x∥,

можемо продовжити нерiвнiсть:

βd(x, x′) + (α− β)∥x∥+ (1− β)y′ − (1− α)y =

= βd(x, x′) + (α− β)∥x∥+ αy′ − βy′ − αy′ + y′ − (1− α)y =

= βd(x, x′) + (α− β)(∥x∥+ y′) + (1− α)(y′ − y) =

= dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

�

З лем 2.1.1 i 2.1.2 отримуємо наступний наслiдок.

2.1.3. Наслiдок. Джойн R∗R+ не iзоморфний конусовi CR в асим-

птотичнiй категорiї A.

2.1.4. Лема. Нехай X = {n2 | n ∈ N} ⊂ R. Тодi джойн X ∗ R+ не

iзоморфний конусу CX в асимптотичнiй категорiї A.
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Доведення. Нехай f : CX → X∗R+ — грубе вiдображення. Образ

кожного одиничного вiдрiзка [x, y] з CX мiститься в кулi Os(1)(f(x)).

Розглянемо в CX вiдрiзок [x0, x], d(x0, x) = n. Побудуємо послiдов-

нiсть

x0, x1, x2, ..., xn = x,

де d(xi, xi+1) = 1 для кожного i = 0, 1, . . . , n − 1. Оскiльки образ ко-

жного вiдрiзка [xi, xi+1] мiститься в кулi Os(1)(f(xi)), то образ [x0, x] є

обмеженою множиною, так як X ∗R+ не є S(1)-зв’язним для будь-якого

S(1).

Отже не iснує грубого вiдображення конуса CX в джойн X ∗ R+,

яке має необмежений образ. �

Лема 2.1.4 виконується також в асимптотичнiй категорiї A.

2.2. γ-слабо опуклi та δ-слабо вгнутi геодезiйнi простори

Метричний простiр (X, d) називається геодезiйним, якщо для будь-

яких двох точок x, y ∈ X, iснує iзометричне вкладення вiдрiзка cxy :

[0, d(x, y)] → X, де cxy(0) = x, а cxy(d(x, y)) = y.

Вкладення cxy будемо називати геодезiйним вiдрiзком, що з’єднує

точки x ∈ X та y ∈ X.

Наступне поняття означене у статтi [37], де воно використовується

для дослiдження властивостей лiпшицевих вiдображень у симетричнi

степенi метричних просторiв.
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Геодезiйний простiр (X, d) називається γ-слабо опуклий (γ ≥ 1),

якщо кожна пара геодезiйних вiдрiзкiв, cxy i cxz, задовiльняють нерiв-

нiсть

d(cxy(t · d(x, y)), cxz(t · d(x, z))) ≤ γ · t · d(y, z).

Наступне поняття ми означуємо за аналогiєю до розглянутого ви-

ще, разом з яким воно дасть змогу розширити результати, доведенi для

геодезiйних просторiв, на дещо ширшi класи метричних просторiв.

Геодезiйний простiр (X, d) називається δ-слабо вгнутий (0 < δ ≤ 1),

якщо кожна пара геодезiйних вiдрiзкiв, cxy i cxz, задовiльняють нерiв-

нiсть

d(cxy(t · d(x, y)), cxz(t · d(x, z))) ≥ δ · t · d(y, z).

2.2.1. Лема. Нехай X — γ-слабо опуклий та δ-слабо вгнутий гео-

дезiйний простiр. Джойн X ∗ R+ iзоморфний пiвпростору X × R+ в

асимптотичнiй категорiї A.

Доведення. Доведемо цю лему по аналогiї до леми 2. Нехай x0 ∈

X фiксована точка. Визначимо норму ∥x∥ елемента x ∈ X як вiдстань

dX(x, x0). Для простоти точку cx0x(α ·d(x0, x)) надалi позначатимемо xα.

Розглянемо вiдображення φ : X ∗R+ → X×R+, означене формулою

φ(αδx + (1− α)δy) = (xα, (1− α)y),

x ∈ X, y ∈ R+.

Нескладно переконатися, що обернене вiдображення φ−1 : X×R+ →

X ∗ R+ задається формулою

φ−1(xα, (1− α)y) = (αδx + (1− α)δy).
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Покажемо, що φ−1 — лiпшицеве вiдображення. Маємо

dKP (φ
−1(xα, (1− α)y);φ−1(x′

β , (1− β)y′) =

= dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

Не втрачаючи загальностi, у подальшому будемо вважати, що

y′ > y.

Доведемо спочатку лiпшицевiсть вiдображення φ−1 для випадку

β > α.

dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′)

= (β − α)d(x′, y) + αd(x, x′) + (1− β)d(y, y′)

≤ (β − α)d(x′, y) +
1

δ
d(xα, x

′
β) +

1

δ
(β − α)∥x′∥+ (1− β)d(y, y′)

=
1

δ
d(xα, x

′
β) + (1 +

1

δ
)(β − α)y′ + (β − α)y + (1− β)(y′ − y)

(Врахувавши, що

(1− β)(y′ − y) ≤ |(1− α)y − (1− β)y′|+ (β − α)y

для β > α i y′ > y, нерiвнiсть можна продовжити:)

≤ 1

δ
d(xα, x

′
β) + (1 +

1

δ
)(β − α)y′ + 2(β − α)y + |(1− α)y − (1− β)y′|

≤ 1

δ
d(xα, x

′
β) + (3 +

1

δ
)(β − α)y′ + |(1− α)y − (1− β)y′|

Оскiльки (β − α)y′ ≤ βy′ − αy ≤ d(xα, x
′
β), то

≤ (3 +
2

δ
)d(xα, x

′
β) + d((1− α)y, (1− β)y′)

≤ (3 +
2

δ
)dX×R+((xα, (1− α)y); (x′

β , (1− β)y′)).

Перевiримо лiпшицевiсть оберненого вiдображення φ−1 при β ≤ α.

Маємо

dKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′)
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= (α− β)d(x, y′) + βd(x, x′) + (1− α)d(y, y′)

≤ (α− β)d(x, y′) +
1

δ
(α− β)∥x∥+ 1

δ
d(xα, x

′
β) + (1− α)d(y, y′)

=
1

δ
d(xα, x

′
β) + (α− β + 1− α)y′ + (α− β +

1

δ
(α− β)− 1 + α)y

=
1

δ
d(xα, x

′
β) + (1− β)y′ − (1− α)y + (1 +

1

δ
)(α− β)y

(врахувавши, що (α − β)y ≤ d((1 − β)y′, (1 − α)y), продовжуємо

нерiвнiсть)

≤ 1

δ
d(xα, x

′
β) + (2 +

1

δ
)d((1− α)y, (1− β)y′)

≤ (2 +
1

δ
)dX×R+((xα, (1− α)y); (x′

β , (1− β)y′)).

Покажемо, що вiдображення φ — лiпшицеве з константою γ. Може-

мо вважати, що y′ ≥ y. Далi доведення розбивається на два випадки:

1. β > α

dX×R+(φ(αδx, (1− α)δy);φ(βδx′ , (1− β)δy′))

= dX×R+((xα, (1− α)y); (x′
β , (1− β)y′))

= dX(xα, x
′
β) + dR+((1− α)y, (1− β)y′)

≤ γαd(x, x′) + (β − α)∥x′∥+ (1− β)(y′ − y) + (β − α)y

Остання нерiвнiсть отримується iз наступних двох нерiвностей

d(xα, x
′
β) ≤ γαd(x, x′) + (β − α)∥x′∥

d((1− α)y, (1− β)y′) ≤ (1− β)(y′ − y) + (β − α)y

= γαd(x, x′) + (β − α)d(x′, y) + (1− β)d(y, y′)

≤ γdKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

2. β ≤ α.
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dX(xα, x
′
β) + dR+((1− α)y, (1− β)y′)

Оскiльки

dX(xα, x
′
β) ≤ γβd(x, x′) + (α− β)∥x∥,

продовжимо нерiвнiсть

≤ γβd(x, x′) + (α− β)∥x∥+ (1− β)y′ − (1− α)y

= γβd(x, x′) + (α− β)∥x∥+ αy′ − βy′ − αy′ + y′ − (1− α)y

= γβd(x, x′) + (α− β)(∥x∥+ y′) + (1− α)(y′ − y)

≤ γdKP (αδx + (1− α)δy, βδx′ + (1− β)δy′).

Це завершує доведення. �

Розглянемо на площинi вiдкритий одиничний круг

X = {U ∈ R2 : ∥U∥ < 1}, задамо на X метрику

d(U, V ) = arccosh

(
1 + 2

∥U − V ∥2

(1− ∥U∥2)(1− ∥V ∥2)

)
H = (X, d) — гiперболiчний простiр. Залишається вiдкритим питання:

чи переноситься результат леми 2.1.2 на гiперболiчний простiр, тобто чи

iзоморфний H × R+ джойну H ∗ R+?
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2.3. Висновки до роздiлу 2

Дранiшнiков означив конус i джойн в асимптотичних категорiях в

статтi [23]. В цiй же статтi стверджується, що для геодезiйних просто-

рiв X конус можна задавати простою формулою CX = X × R+, тобто

цi простори — лiпшицево еквiвалентнi. У лемi 2.1.1 ми довели протиле-

жний результат, чим показали, що це твердження неправильнепотерує

уточнення.

Асимптотичний конус i надбудова означенi Дранiшниковим не є

власними просторами. Це пiдтверджується iснуванням нескiнченних, r-

дискретних, обмежених множин в цих просторах. Варто розглядати об’єк-

тами асимптотичних категорiй всi метричнi простори, тодi означення

асимптотичного конуса i надбудови будуть коректними.

У цьому роздiлi дано вiдповiдь на ще одне запитання Дранiшнiкова

[23], чи iзоморфнi конус CX i джойн X∗R+ в асимптотичнiй категорiї A?

Леми 2.1.1 i 2.1.2 доводять, що при X = R цi простори не iзоморфнi. А

також у лемi 2.1.4 навели приклад негеодезiйного простору X для якого

цi простори також не iзоморфнi.

Виникають очевиднi проблеми.

Проблема 1. Чи iснує необмежений метричний простiр X для яко-

го конус CX i джойн X ∗ R+ — iзоморфнi в асимптотичнiй категорiї A.

Асимптотичний конус CX — невласний, а джойн X ∗ R+ — вла-

сний метричнi простори для всiх власних метричних просторiв X. Отже

питання залишається вiдкритим для невласних метричних просторiв.

Проблема 2. Чи для всiх геодезiйних просторiв X, джойн X ∗ R+

iзоморфний X × R+.
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Для випадку X — γ-слабо опуклий та δ-слабо вгнутий геодезiйний

простiр ця проблема розв’язана в лемi 2.2.1. Оскiльки всi n−вимiрнi ба-

наховi простори iзоморфнi в категорiї Ã n−вимiрному евклiдовому про-

стору Rn, то проблема 2 для банахових просторiв розв’язана.
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РОЗДIЛ 3

ФУНКТОРИ СКIНЧЕННОГО СТЕПЕНЯ В

АСИМПТОТИЧНИХ КАТЕГОРIЯХ

Нижче ми розглядаємо деякi функтори у асимптотичнiй категорiї

A, породженi деякими функторами скiнченного степеня у категорiї ком-

пактiв. Параграф 3.1 присвячений асимптотичнiй модифiкацiї функтора

симетричного степеня. У параграфi 3.2 мова йде про функтор гiперси-

метричного степеня. Один з результатiв тут — асимптотичний аналог

теореми Р. Ботта.

3.1. Симетричнi степенi

Декартiв добуток (X×Y, dX +dY ) не є категорним в асимптотичнiй

категорiї A, оскiльки проекцiї на множники не є морфiзмами (вони не є

метрично власними вiдображеннями — прообрази обмежених множин не

завжди обмеженi). В роботi [23] А. Дранiшнiков означив асимптотичний

добуток X×̃Y як pull-back в топологiчнiй категорiї в дiаграмi:

X×̃Y

g

��

f
//

��

Y

dY

��
X

dX // R+

де dX(x) = dX(x0, x) dY (y) = dY (y0, y), а x0, y0 — фiксованi точки в

метричних просторах X та Y вiдповiдно. Метрика на X×̃Y iндукована

вкладенням X×̃Y ⊂ X × Y .
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У статтi [23] доведено, що для геодезiйних метричних просторiв

X i Y простори X×̃Y (x0, y0) i X×̃Y (x′
0, y

′
0) знаходяться на скiнченнiй

вiдстанi Громова-Гаусдорфа (див. нижче) для будь якого вибору точок

(x0, x
′
0 ∈ X) i (y0, y′0 ∈ Y ).

Для геодезiйних метричних просторiв X i Y асимптотичний добу-

ток X×̃Y (x0, y0) не може бути порожньою множиною, але в загальному

випадку може бути.

Пiвпряма R+ вiдiграє роль точки, а пiвплощина R2
+ — вiдрiзка I =

[0, 1] у асимптотичнiй категорiї A.

Нехай ∼ — вiдношення еквiвалентностi на степенi Xn
A, що задається

умовою: (x1, ..., xn) ∼ (y1, ..., yn) тодi й тiльки тодi, коли iснує переста-

новка σ множини {1, ..., n} така що xi = yσ(i) для кожного i = 1, ..., n.

Факторпростiр простору Xn
A за таким вiдношенням еквiвалентностi на-

зивають симетричним степенем простору X в категорiї A i позначають

S̃P
n
(X).

Клас еквiвалентностi вiдношення ∼, що мiстить точку

(x1, ..., xn), позначають [x1, ..., xn]. Якщо x0 ∈ X — вiдмiчена точка,

то приймемо

S̃P
n
(X) = {[x1, ..., xn] ∈ SPn(X) |

d(xi, x0) = d(xj , x0), i, j = 1, ..., n}.

Метрику d̂ на S̃P
n
(X) iндукована з SPn(X) i задається наступною фор-

мулою

d̂([x1, ..., xn], [y1, ..., yn]) = min
σ∈Sn

max
i

d(xi, yσ(i)).

Другий симетричний степiнь простору називається симетричним

квадратом. Формула метрики для симетричного квадрата має наступний
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вигляд

d̂([x1, x2], [y1, y2]) =

min{max{d(x1, y1), d(x2, y2)},max{d(x1, y2), d(x2, y1)}}

Нехай h : SP 2(S1) → R3 — лiпшицеве вкладення з константами

λ1, λ2.

Нехай M = h(SP 2(S1)), де

SP 2(S1) = {[Z1, Z2] :| Z1 |=| Z2 |= 1, Z1, Z2 ∈ C}

— лист Мебiуса. Тодi конус над листом Мебiуса — це простiр

Cone(M) = {tx | x ∈ M, t ≥ 0}.

3.1.1. Твердження. В асимптотичнiй категорiї A, другий симе-

тричний степiнь S̃P
2
(R2) iзоморфний конусу Cone(M).

Доведення. Ототожнимо евклiдовий простiр R2 комплексною пло-

щиною C, тодi одержимо:

S̃P
2
(R2) = {[Z1, Z2] :| Z1 |=| Z2 |, Z1, Z2 ∈ C}.

Вiдображення f : S̃P
2
(R2) → Cone(M) означимо такою формулою:

f([Z1, Z2]) =| Z1 | ·h
([

Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

])
.

Доведемо, що f — лiпшицеве

d(f([Z1, Z2]), f([W1,W2])) = d

(
| Z1 | ·h

([
Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

])
,

| W1 | ·h
([

W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

]))
≤

|| Z1 | − | W1 || +min{| Z1 |, | W1 |}·

·d
(
h

([
Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

])
, h

([
W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

]))
≤
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d̂([Z1, Z2], [W1,W2]) + min{| Z1 |, | W1 |} · λ1×

×d̂

([
Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

]
,

[
W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

])
(врахувавши, що

min{| Z1 |, | W1 |} · d̂
([

Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

]
,

[
W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

])
≤

≤ d̂([Z1, Z2], [W1,W2]),

останню нерiвнiсть можна продовжити)

≤ (1 + λ1) · d̂([Z1, Z2], [W1,W2])

Покажемо, що вiдображення f−1 лiпшицеве

d̂([Z1, Z2], [W1,W2]) =

min{max{d(Z1,W1), d(Z2,W2)},max{d(Z1,W2), d(Z2,W1)}

Врахувавши нерiвнiсть трикутника, отримаємо

≤|| Z1 | − | W1 || +

+min{| Z1 |, | W1 |} · d̂
([

Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

]
,

[
W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

])

≤|| Z1 | − | W1 || +λ2 ·min{| Z1 |, | W1 |}·

·d
(
h

([
Z1

| Z1 |
,

Z2

| Z2 |

])
, h

([
W1

| W1 |
,

W2

| W2 |

]))

≤ (1 + λ2) · d(f([Z1, Z2]), f([W1,W2]))

�
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3.1.2. Твердження. Симетричний квадрат S̃P
2
(R2

+) в асимпто-

тичнiй категорiї A iзоморфний R3
+.

Доведення. Доведемо, що простiр S̃P
2
(R2

+) iзоморфний просто-

ровi

X = {(x, y, z)|x ≥ 0, y ≥ 0, z < x},

який, у свою чергу, iзоморфний просторовi R3
+ (див., наприклад [8]).

Означимо вiдображення f : S̃P
2
(R2

+) → X формулою

f ([(a cosα1, a sinα1), (a cosα2, a sinα2)]) = (a cos
α1

2
, a sin

α1

2
, α2a),

де α1 ≥ α2.

Доведемо, що вiдображення f−1 лiпшицеве. Не втрачаючи загаль-

ностi, припускаємо, що b > a. Тодi

d̂([(a cosα1, a sinα1), (a cosα2, a sinα2)],

[(b cosβ1, b sinβ1), (b cosβ2, b sinβ2)]) =

= max{d((a cosα1, a sinα1), (b cosβ1, b sinβ1)),

d((a cosα2, a sinα2), (b cosβ2, b sinβ2))} ≤

≤ d((a cosα1, a sinα1), (b cosβ1, b sinβ1)) + |α2a− β2b| <

< 4ρ

(
(a cos

α1

2
, a sin

α1

2
, α2a), (b cos

β1

2
, b sin

β1

2
, β2b)

)
Доведемо тепер, що вiдображення f лiпшицеве. Справдi,

ρ

(
(a cos

α1

2
, a sin

α1

2
, α2a), (b cos

β1

2
, b sin

β1

2
, β2b)

)
≤

≤ 2d((a cosα1, a sinα1), (b cosβ1, b sinβ1)) + |α2a− β2b| ≤
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≤ 3max{d((a cosα1, a sinα1), (b cosβ1, b sinβ1)),

d((a cosα2, a sinα2), (b cosβ2, b sinβ2))} =

= 3d̂([(a cosα1, a sinα1), (a cosα2, a sinα2)],

[(b cosβ1, b sinβ1), (b cosβ2, b sinβ2)]).

Це завершує доведення. �

Через S(X) позначаємо надбудову топологiчного просторуX. За озна-

ченням, надбудова є факторпростором

S(X) = X × [0, 1]/{X × {0}, X × {1}.

Якщо f : X → Y неперервне вiдображення, то S(f) : S(X) → S(Y ) це

вiдображення, що робить дiаграму

X × [0, 1]
f×1[0,1]

//

��

Y × [0, 1]

��
S(X)

S(f)

// S(Y )

комутативною (вертикальнi стрiлки є вiдповiдними факторвiдобра-

женнями).

Якщо n ∈ N, n ≥ 1 то через Sn(f) : Sn(X) → Sn(Y ) позначається

n-на iтерацiя вiдображення f .

S1(f) = S(f), Sn(f) = S(Sn−1(f)), n > 1.

У книзi [[43] Example 4k.5] описано симетричний квадрат сфери Sn

як конус вiдображення

SnRPn−1 → Sn.
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Це дає змогу описати простiр S̃P
2
(Rn).

Для розумiння наступного результату означимо вимiр Ассуада-Нагати

метричного простору (X, d). Нехай A деяка сiм’я пiдмножин у просто-

рi X. Якщо s > 0 i A — деяке покриття простору X, то кажуть, що

s-кратнiсть A не бiльша, нiж n ∈ N
∪
{0}, якщо кожна множина дi-

аметра ≤ s перетинає щонайбiльше n + 1 елемент покриття A. Сiм’я

множин A є D-обмеженою, де D > 0 — деяка стала, якщо mesh(A) =

sup{diam(A)|A ∈ A} < D.

Вимiр Ассуада-Нагати метричного простору X — це таке мiнiмаль-

не число n ∈ N
∪
{0}, що задовольняє властивiсть: iснує стала C > 0

така, що для кожного s > 0 iснує покриття A простору X таке, що

mesh(A) ≤ Cs i s — кратнiсть покриття A не бiльша, нiж n. (Позначення

dimAN (X) = n.)

Асимптотичний вимiр Громова має численнi модифiкацiї. Асимпто-

тичний вимiр Ассуада-Нагати метричного простору X — це мiнiмальне

число n ∈ N
∪
{0}, що має властивiсть: iснує s0 ≥ 0 та iснує стала C > 0

така, що для кожного s > s0 iснує покриття A простору X таке, що

mesh(A) ≤ Cs i s-кратнiсть покриття A не бiльша, нiж n. (Позначення

asdimAN (X) = n.)

Через AN(ω) позначають клас метричних просторiв, вимiр Ассуада-

Нагати яких є скiнченним. Якщо X — дискретний метричний простiр,

тодi asdimAN (X) = dimAN (X). Якщо X — власний метричний простiр

i X ∈ AE(AN(ω)) (тобто X є абсолютним екстензором для класу ме-

тричних просторiв зi скiнченним вимiром Ассуада-Нагати), тодi також

SPn(X) ∈ AE(AN(ω)). Цi два результати доведенi у статтi [12].
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3.2. Гiперсиметричнi степенi i теорема Ботта

Нехай (X, d) — метричний простiр. Через expX позначають гiпер-

простiр простору X, тобто множину непорожнiх компактних пiдмножин

в X, надiлену метрикою Гаусдорфа ρH :

ρH(A,B) = inf{ε > 0|A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.

Тут Or(C) означає вiдкритий r-окiл пiдмножини C. Iснує еквiвалентна

формула для вiдстанi Гаусдорфа:

dH(X,Y ) = max

{
sup
x∈X

inf
y∈Y

d(x, y), sup
y∈Y

inf
x∈X

d(x, y)

}
.

Вiдстань Гаусдорфа можна означувати також i мiж необмеженими мно-

жинами, але тодi вона може набувати також значення +∞.

Поняття метрики Гаусдорфа лежить в основi поняття метрики Ґро-

мова - Гаусдорфа. Нехай (Xi, di), i = 1, 2, — компактнi метричнi просто-

ри. Приймемо

dGH((X1, d1), (X2, d2)) = inf{dH(j1(X1), j2(X2)) | ji Xi → Z

– iзометричне вкладення в деякий метричний простiр Z, i = 1, 2}.

(Зауважимо, що для кожних метричних просторiв (Xi, di), i = 1, 2, iснує

метричний простiр, що мiстить їх iзометричну копiю. Для прикладу, до-

сить вiдмiтити точки xi ∈ Xi, i = 1, 2, i розглянути букет X1∨X2, надiле-

ний метрикою d, яка продовжує метрики di на пiдмножинах Xi, i = 1, 2,

а при yi ∈ Xi, i = 1, 2, задається формулою: d(y1, y2) = d1(y1, x1) +

d2(y2, x2).)

Аналогiчно до вiдстанi Гаусдорфа, вiдстань Ґромова-Гаусдорфа мо-

жна означити i для необмежених метричних просторiв, але тодi вона

може набувати нескiнченнi значення.
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Гiперпростори знаходять застосування не лише в топологiї, а й у

iнших областях математики, зокрема там, де використовуються багато-

значнi вiдображення.

Для кожного n ∈ N через expn X позначимо пiдпростiр expX, що

складається з усiх множин потужностi ≤ n.

n-ий гiперсиметричний степiнь в асимптотичнiй категорiї це

ẽxpn(X) = {A ∈ expn(X)| ∥x∥ = ∥y∥, x, y ∈ A}.

Метрика на ẽxpn(X) iндукована з гiперпростору expn X.

У статтi [71] встановлено низку властивостей гiперсиметричних сте-

пенiв expk S
1:

(1) простiр expk S
1 має гомотопiйний тип непарновимiрної сфери Sk

або Sk−1;

(2) доповнення до множини expk−2 S
1 в expk S

1 (тобто простiр

expk S
1\ expk−2 S

1) має гомотопiйний тип доповнення (k−1, k)−то-

ричного вузла.

Вони узагальнюють добре вiдомi факти: (1) гiперсиметричний ква-

драт exp2 S
1 гомеоморфний листовi Мебiуса; (2) гiперсиметричний куб

exp3 S
1 гомеоморфний тривимiрнiй сферi, у якiй коло exp1 S

1 лежить як

вузол трилисника. Зауважимо, що гомеоморфiзм exp3 S
1 i S3 встановив

Р. Ботт [18]; вiн виправив помилку К. Борсука, який стверджував, що

простiр exp3 S
1 гомеоморфний S1 × S2.

3.2.1. Теорема. Простiр ẽxp3(R2) iзоморфний R4 у категорiї A.

Цей результат є аналогом теореми Р.Ботта [18], яка стверджує, що

простiр exp3 S1 гомеоморфний тривимiрнiй сферi S3. На аналiзi дове-

дення Ботта базується доведення теореми 3.2.1. Нехай S1 = [0, 1]/ ∼, де
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0 ∼ 1. Нехай

∆3 = {(x, y, z) ∈ R3| 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1}

i ∼ – вiдношення еквiвалентностi на ∆3, задане умовами:

(0, x, y) ∼ (x, y, 1), (x, x, y) ∼ (x, y, y).

Громiздкими, але безпосереднiми обчисленнями можна показати,

що гомеоморфiзм exp3(S
1) = exp3([0, 1]/ ∼) i ∆3/ ∼ (остання множина

надiляється фактор-метрикою, породженою евклiдовою метрикою) є бi-

лiпшицевим. У доведеннi Ботта гомеоморфiзм мiж ∆3/ ∼ i S3 здiйсню-

ється за допомогою зображення сфери як об’єднання двох заповнених

торiв. Знову ж таки, аналiз звужень гомеоморфiзмiв на цих заповнених

торах та їх склеювання показує бiлiпшицевiсть результуючого гомеомор-

фiзму f : exp3 S
1 → S3. Тодi вiдображення

Cone(f) : Cone(exp3 S
1) = ẽxp3(R2) → Cone(S3) ≃ R4

є iзоморфiзмом у категорiї A.

Розглянемо пiдпростiр в R3, що називається призмою Мортона:

P = (x, y, z) ∈ R3 |x ≤ y ≤ z ≤ x+ 1 i 0 ≤ x+ y + z ≤ 1.

Вершинами призми P є такi точки

0 : (0, 0, 0), 1 :

(
−2

3
,
1

3
,
1

3

)
, 2 :

(
−1

3
,−1

3
,
2

3

)
,

4 : (0, 0, 1), 5 :

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
, 6 :

(
−1

3
,
2

3
,
2

3

)
.

Мортон [50] показав, що SP 3(S1) одержується з призми P отото-

жненням нижньої гранi [0, 1, 2] з верхньою гранню [4, 5, 6]. Як наслiдок

SP 3(S1) є заповненим тором T . При цьому S1 лежить в SP 3(S1) як мно-

жина

D = {(x, y, z) ∈ P | x = y = z, або x = y = z − 1, або x+ 1 = y = z}
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(з вiдповiдними ототожненнями).

Мiркуючи як i в доведеннi теореми 3.2.1, одержуємо такий резуль-

тат.

3.2.2. Теорема. Простiр S̃P
3
(R2) еквiвалентний конусовi Cone(T ).

Нагадаємо, що ми ототожнюємо одновимiрну сферу S1 з множиною

{z ∈ C | |z| = 1} комплексних чисел. Означимо вiдображення призми

Мортона

p : P → exp3 S
1

формулою

p(x, y, z) = {e2πix, e2πiy, e2πiz}.

Тодi в [[50] Prop.2.2] доведено, що вiдображення p iндукує вiдноше-

ння еквiвалентностi ∼ на P таке, що факторпростiр P/ ∼ гомеоморфний

exp3(S1).

В [50] також показано, що це вiдношення еквiвалентностi задається

афiнним iдентифiкуванням вiдповiдних трикутникiв призми (нижче у

записi iдентифiкування йде у заданому порядку вершин):

[0, 1, 2] i [4, 5, 6]

[0, 1, 6] i [4, 1, 6]

[1, 2, 4] i [5, 2, 4]

[2, 0, 5] i [6, 0, 5].

В [50] також описаний гомеоморфiзм exp3 S
1 = P/ ∼ в S3 як сим-

плiцiальне вiдображення.

Оскiльки симплiцiальнi гомеоморфiзми — лiпшицевi, одержуємо еквi-

валентнiсть ẽxp3R2 i Cone(S3) ∼= R4.
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3.3. Ймовiрнiснi мiри.

Нагадаємо, що через Pn(X) позначаємо простiр ймовiрнiстних мiр,

носiями яких є множини з expn(X).

Нехай µ, ν ∈ Pn(X), причому

µ =
1

n
(δx1 , δx2 , ..., δxn)

ν =
1

n
(δy1 , δy2 , ..., δyn)

Запишимо формулу для метрики Канторовича-Рубiнштейна

dKP (µ, ν) = min
γ

n∑
i,j=1

γijd(xi, yj)

=
1

n
min
σ

n∑
i=1

d(xi, yσ(i)) (1)

σ перестановка множини {1, 2, ..., n}. Остання рiвнiсть отримується

з того, що у формулi для вiдстанi одержуємо
n∑

i=1

γij =
n∑

j=1

γij =
1

n
.

Якщо

x = [x1, ..., xn],

y = [y1, ..., yn],

то маємо

d̂(x, y) = min
σ

max
i

d(xi, yσ(i)) ≥ min
σ

1

n

n∑
i=1

d(xi, yσ(i)). (2)

Вiдображення δ : X → P (X), що ставить у вiдповiднiсть точцi x

мiру δx, є неперервне, а отже, гомеоморфiзмом.

3.3.1. Твердження. Вiдображення g : SPn(X) → Pn(X), задане

формулою g([x1, ..., xn]) =
1
n

∑n
i=1 δxi — бiлiпшицеве вкладення.
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Доведення. З (1) i (2) отримуємо, що

dKP (µ, ν) ≤ d̂(x, y)

Врахувавши (1) та те, що

d̂(x, y) = min
σ

max
i

d(xi, yσ(i)) ≤ min
σ

n∑
i=1

d(xi, yσ(i))

отримуємо наступну нерiвнiсть

d̂(x, y) ≤ ndKP (µ, ν)

�

Нагадаємо, що для метричного простору X i n ∈ N можна означити

функтор простору ймовiрнiсних мiр з носiями потужностi ≤ n:

P̃n(X) =

{
n∑

i=1

αiδxi ∈ P (X) | d(xi, x0) = d(xj , x0), i, j = 1, ..., n

}
.

3.3.2. Теорема. Простiр P̃2(R2) iзоморфний R4 у категорiї A.

Доведення цього факту базується на гомеоморфiзмi просторiв P2(S
1)

та S3. Нехай Γ = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 | x ≤ y}. Розглянемо вiдношення еквi-

валентностi ∼ на Γ, задане умовами: 1) (x, x, t) ∼ (x, x, t′); 2) (0, 1, t) ∼

(0, 1, t′); 3) (0, x, t) ∼ (x, 1, 1− t); 4) (x, y, 0) ∼ (x, y′, 0). Тодi, якщо зобра-

зити S1 = [0, 1]/{0, 1}, то одержуємо, що P2(S
1) природно гомеоморфний

факторпросторовi Γ/ ∼ при вiдображеннi tδx + (1− t)δy 7→ [(x, y, t)]. Го-

меоморфiзм Γ/ ∼ i S3 є бiлiпшицевим, це нескладно випливає з характеру

ототожнень, а тому, проводячи мiркування як в доведеннi теореми 3.2.1,

одержуємо потрiбний факт.
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3.4. Проективнi степенi

Поняття проективного степеня топологiчного простору означив А.

Шанковський [69]. Нам знадобиться допомiжне поняття: точка y ∈ Y

називається iстотною координатою точки (y1, ..., yn) ∈ Y n, n ∈ N, якщо

множина {j | yj = y} складається з непарного числа елементiв. Те-

пер означуємо n-й проективний степiнь простору X як факторпростiр

Xn/ ∼, де вiдношення еквiвалентностi ∼ означене умовою: (x1, ...xn) ∼

(y1, ..., yn) тодi i тiльки тодi, коли точки (x1, ...xn) i (y1, ..., yn) мають

однакову множину iстотних координат. Позначення для n-го проєктив-

ного простору топологiчного простору X таке: Prn(X).

Окремо опишемо випадок проективного квадрата.

Нехай (x1, x2) ∈ X2. Координата xi — iстотна, якщо вона зустрi-

чається один раз. Тодi x = (x1, x2) ∼ y = (y1, y2) лише тодi, коли x i

y мають рiвнi множини iстотностi. За означенням, X2/∼ = Pr2(X) —

проективний квадрат (другий проективний степiнь).

Якщо X — метричний простiр, то множину X2 метризуємо sup-

метрикою, а проєктивний квадрат метризуємо фактор-метрикою, iнду-

кованою sup-метрикою.

3.4.1. Твердження. Проективний квадрат Pr2(R) iзоморфний на-

дбудовi
∑

R+.

Доведення. Для простоти
∑

R+ ототожнимо з множиною Y =

J (
∑

R+) означимо вiдображення φ : Y → Pr2(R) формулою

φ ((r cosα, r sinα)) =
[
r cos

(
2α− π

4

)
, r sin

(
2α− π

4

)]
Тодi для оберненого вiдображення одержуємо
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φ−1 ([r cosα, r sinα]) =
(
r cos

(α
2
+

π

8

)
, r sin

(α
2
+

π

8

))
Неважко побачити, що вiдображення φ лiпшицеве з λ = 2, а вiдображе-

ння φ−1 лiпшицеве з λ = 1. �

З деяких результатiв асимптотичної топологiї випливає, що анало-

гом сфери Sn у асимптотичнiй категорiї A є евклiдовий простiр Rn+1.

Справдi, однiєю з характеризацiй асимптотичного вимiру asdimX про-

стору X є iснування продовжень асимптотично лiпшицевих вiдображень

у Rn+1, це є асимптотичним аналогом класичної теореми Александрова

про характеризацiю покриттєвого вимiру в термiнах продовження вiд-

ображень у n-вимiрну сферу (див., наприклад, [31]).

Таким чином, асимптотичним аналогом проективного простору RPn

можна вважати факторпростiр Rn+1/±.

3.4.2. Теорема. У категорiї A простори P̃n(R2/±) та Rn+1/± iзо-

морфнi.

Доведення цiєї теореми базується на результатi Шанковського [69]

про гомеоморфiзм просторiв Prn(S1) = Prn(RP 1) та RPn.

3.5. Суперрозширення λ3(X)

Нагадаємо, що для компактного простору X позначаємо через λ(X)

множину максимальних зчеплених систем замкнених множин у просто-

рi X. При цьому сiм’я множин у топологiчному просторi називається

зчепленою, якщо кожнi два її елементи мають непорожнiй перетин; ма-

ксимальнiсть розумiємо стосовно вiдношення включення. Топологiю на
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множинi λ(X) можна означити альтернативно як iндуковану природним

вкладенням

λ(X) ↪→ exp(expX) = exp2 X.

Для елементiв простору λ(X) можна означити поняття носiя як мi-

нiмальної (вiдносно включення) замкненої множини, на якiй слiд макси-

мальної зчепленої системи залишається максимальною зчепленою систе-

мою. Для кожного натурального n через λn(X) множину елементiв з

λ(X), для яких носiй складається з не бiльше n точок.

Для подальшого розумiння нам знадобиться альтернативний опис

пiдмножини λ3(X) ⊂ λ(X), що складається з максимальних зчеплених

систем в X, носiї яких мають потужнiсть ≤ 3.

Нехай x, y, z ∈ X. Позначемо через [x, y, z] сiм’ю замкнених пiдмно-

жин A ⊂ X, що мають властивiсть: A мiстить принаймнi одну з трьох

множин {x, y}, {x, z}, {y, z}. Носiєм елемента називаємо множину:

1) {x, y, z}, якщо всi три точки x, y, z попарно рiзнi;

2) {t}, якщо t зустрiчається щонайменше двiчi у послiдовностi x, y, z.

Позначення: supp([x, y, z]).

Нехай d — метрика на множинi X. Тодi на множинi

λ3(X) = {[x, y, z]|x, y, z ∈ X}

можна означити метрику dV :

dV ([x1, y1, z1], [x2, y2, z2]) = inf{ε > 0|ε — окiл кожного елемента з

[x1, y1, z1] мiстить елемент з [x2, y2, z2]}.

Таким чином, можемо розглядати конструкцiю λ3(X) (i в загально-

му випадку λn(X)) для довiльного натурального n) для кожного метри-

чного простору X.
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Зауважимо також, що λ3 є функтором: для кожного неперервного

вiдображення f : X → Y метричних просторiв вiдображення

λ3(f) : λ3(X) → λ3(Y ) задається формулою

λ3(f)([x, y, z]) = [f(x), f(y), f(z)], x, y, z ∈ X.

Аналогiчно до розглянутого вище, для кожного власного метрично-

го простору (X, d) з вiдмiченою точкою x0 ∈ X означимо λ̃3(X) як пiд-

множину λ3(X), утворену елементами [x, y, z], такими, що функцiя ∥ · ∥

стала на множинi supp([x, y, z]).

Зобразимо S1 як факторпростiр [0, 1]/ ∼ за вiдношенням еквiвален-

тностi 0 ∼ 1. Тодi λ3(S
1) можна одержати з симплекса ∆ = {(x, y, z) ∈

[0, 1]3 | x ≤ y ≤ z} такими ототожненнями: 1) (x, x, y) ∼ (x, x, y′), 2)

(x, y, y) ∼ (x′, y, y), 3) (0, x, y) ∼ (x, y, 1), 4) (0, x, 1) ∼ (0, x′, 1). У стат-

тi [4] доведено, що такий факторпростiр гомеоморфний S3. З вигляду

ототожнень одержуємо, що цей гомеоморфiзм бiлiпшицево вiдображає

λ3(S
1) на S3. Мiркування як в доведеннi теореми 3.2.1 приводять до

такого результату.

3.5.1. Теорема. Простiр λ̃3(R2) iзоморфний R4 в категорiї A.

Цю теорему можна вважати асимптотичним аналогом результату

М. Зарiчного [4] про гомеоморфнiсть суперрозширення λ3(S
1) та сфери

S3.
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3.6. Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi перенесено конструкцiї деяких функторiв скiнчен-

ного степеня з категорiї компактних метричних просторiв у асимпто-

тичну категорiю A. Зокрема ми розглянули конструкцiї симетричного

степеня S̃P
n
(X), гiперпростору ẽxpn(X), ймовiрнiсних мiр P̃n(X) та су-

перрозширення λ̃n(X) в асимптотичних категорiях.

У теоремi 3.2.1 доведено, що гiперпростiр ẽxp3(R2) iзоморфний R4

у категорiї A. Цей результат є аналогом теореми Р.Ботта [18], яка ствер-

джує, що exp3 S1 гомеоморфний S3. Це також означає, що ẽxp3(R2) не

є абсолютним екстензором в асимптотичних категорiях A i Ã. Цей факт

отримується з того, що евклiдiв простiр Rn не є абсолютним екстензо-

ром в асимптотичних категорiях A i Ã [23]. Але гiперпростiр ẽxp3(R2) є

абсолютним околовим екстензором ANE0 в цих категорiях.

У твердженнi 3.1.2 доведено iзоморфнiсть симетричного квадрата

S̃P
2
(R2

+) та евклiдового простору R3
+ в асимптотичнiй категорiї A. Це

також означає, що симетричний квадрат S̃P
2
(R2

+) ∈ AE.

У цьому роздiлi доведено iзоморфнiсть в асимптотичнiй категорiї A

наступних пар просторiв:

— другий симетричний степiнь S̃P
2
(R2) та конус над листом Мебiуса

Cone(M);

— простiр ймовiрнiсних мiр P̃2(R2) та евклiдiв простiр R4;

— суперрозширення λ̃3(R2) та евклiдiв простiр R4;

— проективний квадрат Pr2(R) та надбудова
∑

R+;
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У твердженнi 3.3.1 ми довели, що симетричний степiнь SPn(X)

бiлiпшицево вкладається в простiр ймовiрнiсних мiр Pn(X) i зна-

йшли таке вкладення.
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РОЗДIЛ 4

АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ГIПЕРПРОСТОРIВ

ЕВКЛIДОВИХ ПРОСТОРIВ

У цьому роздiлi ми порiвнюємо гiперпростори, гiперпростори конти-

нуумiв та гiперпростори опуклих множин евклiдових просторiв з точки

зору грубої еквiвалентностi. Топологiчнi властивостi цих гiперпросторiв

дослiджувалися з точки зору нескiнченновимiрної топологiї i є добре вi-

домi.

У роздiлi 4.1 ми розглядаємо гiперпростiр компактних опуклих пiд-

множин. Основним результатом тут є теорема 4.1.6, яка стверджує нее-

квiвалентнiсть згаданих гiперпросторiв, причому з геодезiйностi цих про-

сторiв випливає, що нееквiвалентнiсть є не лише у грубiй категорiї, а й

у асимптотичнiй категорiї Дранiшнiкова.

У роздiлi 4.2 показуємо, зокрема, що гiперпростори i гiперпростори

континуумiв евклiдових просторiв не є грубо еквiвалентнi.

4.1. Гiперпростори компактних опуклих пiдмножин

Нагадаємо, що метричний простiр (X, d) називається геодезiйним,

якщо для кожних точок x, y ∈ X, iснує iзометричне вкладення α : [0, d(x, y)] →

X, що задовольняє властивостi α(0) = x, α(d(x, y)) = y. Вiдомо (див. [7]),

що для геодезiйного метричного простору X кожне грубо рiвномiрне вiд-

ображення з областю визначення X є асимптотично лiпшицевим. Тобто,
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при вивченнi геодезiйних метричних просторiв немає рiзницi мiж мор-

фiзмами Дж. Роу (грубо рiвномiрними вiдображеннями) та морфiзмами

Дранiшнiкова (власними асимптотично лiпшицевими вiдображеннями).

Через cc(Rn) позначаємо гiперпростiр компактних опуклих пiдмно-

жин у евклiдовому просторi Rn, n ≥ 2.

Замкнену криву K в просторi R3 називають кривою сталої ши-

рини ω, якщо для кожної точки x ∈ K iснує точка y ∈ K, для якої

d(x, y) = max{d(x, z) | z ∈ K} = ω. В статтi [2] доведено, що гiперпростiр

кривих сталої ширини в R3 якi проектуються на коло в R2, гомеомор-

фний добутковi гiльбертового куба на пряму.

В статтi [1] доведено, що гiперпростiр опуклих тiл сталої ширини

в Rn, n ≥ 2, є стягуваним многовидом, модельованим над гiльбертовим

кубом. В [2] також зазначено, що гiперпростiр кривих сталої ширини в

R2 i гiперпростiр опуклих тiл сталої ширини в R2 є гомеоморфними.

В множинi cc(Rn) можна означити додавання Мiнковського:

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, A,B ∈ cc(Rn),

(див., наприклад, [65]) а також множення на скаляр

λA = {λa | a ∈ A}, λ ∈ R, A ∈ cc(Rn).

4.1.1. Лема. Простiр cc(Rn) є геодезiйним.

Доведення. Нехай A,B ∈ cc(Rn) — такi, що dH(A,B) = c > 0.

Неважко помiтити, що вiдображення α : [0, c] → cc(Rn),

t → Ct =
c− t

c
A+

t

c
B, t ∈ [0, c]

є iзометричним вкладенням.

Справдi, нехай s, t ∈ [0, c], s ≤ t. Якщо a ∈ A, b ∈ B, то xs =
c−s
c A+

s
cB ∈ Cs. Приймемо xt =

c−t
c A + t

cB ∈ Ct, тодi d(xt, xs) = t − s. Таким
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чином, Cs лежить в замкненому (t − s)-околi множини Ct. Аналогiчно

доводимо, що множина Ct лежить в замкненому (t − s)-околi множини

Cs. Звiдси робимо висновок, що dH(Cs, Ct) ≤ t− s.

�

4.1.2. Лема. Простiр exp(Rn) є геодезiйним.

Доведення. Нехай множини A,B ∈ exp(Rn) — такi, що dH(A,B) =

c. Для кожного t ∈ [0, c], означимо множину

Ct =

{
c− t

c
a+

t

c
b |a ∈ A, b ∈ B, d(a, b) ≤ c

}
.

Зауважимо, що множина Ct компактна як образ компактної множини

{(a, b) ∈ A × B | d(a, b) ≤ c} при неперервному вiдображеннi (a, b) 7→
c−t
c a+ t

cb. Тодi вiдображення t 7→ Ct є iзометричним вкладенням вiдрiзка

[0, c] в exp(Rn) таке, що 0 7→ A i c 7→ B — у цьому переконуємося, як i у

опуклому випадку. �

Нехай C ≥ 1, r, R > 0. Для метричного простору X, означимо

ємнiсть

ΦC,r(R) = ΦX
C,r(R) = max{|A| |A ⊂ BCr(x)−r−дискретна, ∥x∥ ≤ R}.

Нагадаємо, що пiдмножина A метричного простору X називається

D-дискретною (D > 0), якщо d(x, y) ≥ D для всiх точок x, y ∈ X, x ̸= y.

4.1.3. Твердження. Припустимо, що iснує асимптотично лiпши-

цеве вкладення метричного простору X в метричний простiр Y . Тодi

iснують сталi K > 0 i r0 > 0 такi, що для всiх C ≥ 1, r ≥ r0 iснує

R0 > 0 таке, що

ΦX
C,r ≤ ΦY

KC, r
K
(KR)

для кожного R > R0.
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Доведення. Нехай маємо асимптотично лiпшицеве вкладення f :

X → Y . Тодi iснують K > 0 i r0 > 0 такi, що для будь якої K-дискретної

пiдмножини X ′ множини X виконуються наступнi нерiвностi:

1

K
d(x, y) ≤ ϱ(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y)

для всiх x, y ∈ X ′.

Результат твердження отримується з того, що образом кожної r-

дискретної множини, де r ≥ r0, в просторi X, є (r/K)-дискретна пiдмно-

жина в просторi Y . �

Основний результат

4.1.4. Лема. Нехай r > 0. Потужнiсть будь якої сiм’ї r-диз’юнктних

опуклих множин в C1r-околi для кожної множини W ∈ cc(Rn) з ∥W∥ ≤

R (в просторi cc(Rn)) є ≤ C22
Rn−1

, де C2 = C2(r, C1).

Iншими словами, Φcc(Rn)
C,r (R) ≤ C22

Rn−1

.

Доведення. Нехай A максимальна (щодо вкладення) r/3-дискретна

пiдмножина U , де через U ми позначаємо 2C1r-окiл множини ∂W .

Припустимо, що

A1, A2 ∈ cc(Rn), A1 ̸= A2, dH(Ai, BR(0)) < C1r, i = 1, 2.

Тодi також dH(∂Ai, S
n
R − 1) < C1r. Оскiльки A1 ̸= A2, тодi вiдстань

dH(A1, A2) ≥ r i тому, не втрачаючи загальностi, можна припустити, що

iснує точка x ∈ U така, що x ∈ A1 i Br(x) ∩ A2 = ∅. Звiдси випливає,

що iснує точка a ∈ A, для якої a ∈ Br/2(x) ⊂ Or/2(A1). Зрозумiло, що у

цьому випадку a /∈ Or/2(A2).
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Позначимо через A сiм’ю r-диз’юнктних опуклих множин в C1r-

околi множини ∂W (в просторi cc(Rn)). Iз зазначеного вище робимо ви-

сновок, що iснує вкладення K 7→ A ∩ Or/2(K) з множини A в множину

2A.

Легко отримується iз властивостей ємностей опуклих тiл, що ма-

ксимальна ємнiсть U отримується при W = BR(0). У цьому випадку

ємнiсть U дорiвнює C3R
n−1, потужнiсть A дорiвює C4R

n−1 (тут, Ci =

Ci(C1, r), i = 3, 4) i отримуємо, що потужнiсть сiм’ї A є ≤ 2C4R
n−1

=

C22
Rn−1

. �

4.1.5. Лема. Нехай C > 1. Тодi Φexp(Rn)
C,r (R) ≥ C32

Rn

, R ≥ R0, для

деяких C3 = C3(C, r) i R0 ≥ 0.

Доведення. Припустимо, що A(R) = 3rZn ∩ BR(0). Тодi легко

бачити, що A є 3r-дискретна множина. Для будь якої пiдмножини Λ ⊂

A(R), нехай AΛ(R) = BR(0)\Or(Λ). Вiдображення Λ 7→ AΛ(R) є iн’єктив-

ним i образом цього вiдображення є r-дискретна пiдмножина r-околу в

просторi expRn.

Оскiльки кiлькiсть точок в A(R) становить щонайменше C ′Rn, для

деякого C ′ > 0 i R ≥ R0, для деякого R0, отримуємо результат. �

Наступна теорема є одним з основних результатiв цього роздiлу.

4.1.6. Теорема. Простори expRn i cc(Rn) не є грубо еквiвалентни-

ми.

Доведення. Припустимо протилежне, тодi iснують грубо рiвно-

мiрнi вiдображення

f : expRn → cc(Rn), g : cc(Rn) → expRn
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такi, що композицiї g ◦ f i f ◦ g знаходяться на скiнченних вiдстанях до

тотожнiх вiдображень 1expRn i 1cc(Rn) вiдповiдно. Оскiльки доведено, що

простори expRn i cc(Rn) є геодезiйними, то вiдображення f i g є асим-

птотично лiпшицевими. Бiльше того, вiдображення f є асимптотично

лiпшицевим вкладенням. Використаємо Леми 4.1.4, 4.1.5 i Твердження

4.1.3 для того щоб зробити висновок, що iснують константи C2, C3 > 0

i R0 ≥ 0 C22
Rn ≤ C32

Rn−1

, щоразу коли R ≥ R0. Це дає нам протирiч-

чя. �

4.1.7. Зауваження. Для n ≥ 1 результат випливає з того факту,

що простiр expR є нескiнченновимiрним (у сенсi асимптотичного вимiру;

див. [23]) тодi як асимптотичний вимiр простору cc(R) дорiвнює 2.

4.2. Грубi еквiвалентностi гiперпросторiв евклiдових про-

сторiв

Вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) називається грубим вкладення,

якщо iснують неспаднi функцiї φ1, φ2 : [0,∞) → [0,∞) такi, що

φ1(d(x, y)) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ φ2(d(x, y)), x, y ∈ X.

4.2.1. Теорема. Гiперпростiр expc R2 не є геодезiйним.

Доведення. Нехай A,B ∈ expc R2,

A =
{
eiφ| π

8
≤ φ ≤ π

8

}
,

B =

{
3

2
eiφ| − 7π

8
≤ φ ≤ 7π

8

}
,

тодi для вiдстанi Гаусдорфа одержуємо вираз

dH(A,B) =

√
13

4
− 3 cos

π

8
= K.
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Для того щоб гiперпростiр expc R2 був геодезiйним необхiдно, щоб

для кожного R такого, що 0 ≤ R ≤ K iснувала множина C ∈ expc R2

така, що

dH(A,C) = R, dH(C,B) = K −R.

Очевидно, що C ⊆ OR(A)
∩

OK−R(B).

Вiзьмемо R = K
2 . Перетин околiв OR(A)

∩
OK−R(B) складається з

двох компонент зв’язностi. Будь яка зв’язна множина

C ⊆ OR(A)
∩
OK−R(B) знаходиться на вiдстанi, бiльшiй за R вiд A.

Тобто dH(A,C) > R. �

Аналогiчно можна довести, що гiперпростiр expc Rn не є геодезiй-

ним.

Для кожного d > 0 приймемо Xd = {A ⊂ expc Rn |diamA ≤ d}.

У доведеннi наступної леми використовується поняття асимптоти-

чного вимiру метричного простору. Його запровадив М. Громов [40] в

дослiдженнях з геометричної теорiї груп. Наведемо спершу деякi необхi-

днi допомiжнi означення. Сiм’я A пiдмножин у метричному просторi X

називається рiвномiрно обмеженою, якщо

meshA = sup{diamA | A ∈ A} < ∞.

Нехай D > 0. Сiм’я пiдмножин A у метричному просторi X нази-

вається D-дискретною, якщо d(A,B) ≥ D для кожних A,B ∈ A, A ̸= B.

При цьому

d(A,B) = inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Нехай n = N ∪ {0}. Кажемо, що асимптотичний вимiр метричного

простору X не перевищує n (позначається asdimX ≤ n), якщо для ко-

жного D > 0 iснує рiвномiрно обмежене покриття U простору X таке, що

U = ∪n
i=0Ui таке, що кожна сiм’я Ui є D-дискретною. Iншими словами,
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асимптотичний вимiр простору X не перевищує n (asdimX ≤ n), якщо

для кожного L > 0 знайдуться L−диз’юнктнi сiм’ї Ui, i = 0, ..., n, рiвно-

мiрно обмежених множин таких, що
∪n

i Ui є покриттям X. Стандартним

пособом даємо означення рiвностi asdimX ≤ n i нерiвностi asdimX > n.

Якщо asdimX > n для кожного n ∈ N, то пишемо asdimX = ∞.

Вiдомi рiзнi еквiвалентнi (у певних класах метричних просторiв)

означення асимптотичного вимiру. Зокрема, у статтi [22] асимптотичний

вимiр охарактеризовано в термiнах асимптотично лiпшицевих вiдобра-

жень у симплiцiальнi комплекси.

Вiдомо, що асимптотичний вимiр є iнварiантом для грубих еквiва-

лентностей метричних просторiв, зокрема, вiн є iнварiантом для квазi-

iзометрiй. Це дозволяє коректно означити асимптотичний вимiр для скiн-

ченнопороджених груп з метрикою слiв.

З численної лiтератури, присвяченої асимптотичному вимiру, вiд-

значимо оглядовi статтi [14, 38]. Вiдзначимо також, що поряд з асимпто-

тичним вимiром Громова дослiджується асимптотичний вимiр Ассуада-

Нагати та асимптотичний субстепеневий вимiр [46].

4.2.2. Лема. Гiперпростiр exp2 Rn не вкладається асимптотично

лiпшицево в Xd для всiх d > 0.

Доведення. З того, що асимптотичний вимiр 2-го гiперсиметри-

чного степеня asdim(exp2 Rn) = 2n бiльший за асимптотичний вимiр

asdim(Xd) = n отримуємо неможливiсть такого вкладення. �

4.2.3. Лема. Для всiх r > 0, C1 ≥ 1, для кожного W ∈ exp2 Rn.

Φ
exp2 Rn

C1, r
(R) ≤ 22

n+1·C1
n

.
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Доведення. Оскiльки W ∈ exp2 Rn то окiл OC1 r(W ) дорiвнює ку-

лi радiуса C1 r. Потужнiсть будь якої r-дискретної множини A ∈ OC1 r(W )

не перевищує 2 · (2 · 1)n = 2n+1 · C1
n. А це означає, що

Φ
exp2 Rn

C1, r
(R) ≤ 22

n+1·C1
n

.

�

4.2.4. Лема. Нехай C ≥ 1. Тодi для кожного R < d виконується

наступна нерiвнiсть

ΦXd

C, r(R) ≥ 2
R
r .

Доведення. Для кожної множини W ∈ Xd, ∥W∥ < R побудує-

мо r-дискретну множину B ⊂ ∂Or(W ). Потужнiсть множини |B| > R
r .

Точками множини A будуть всеможливi об‘єднання W ∪ Bk, де Bk —

найкоротшi вiдрiзки, що з’єднують точки множини B з W . А отже A ∈

OC r(W ) i є r — дискретною множиною. Потужнiсть множини A не мен-

ша, нiж 2
R
r . А отже

ΦXd

C, r(R) ≥ 2
R
r ,

що й завершує доведення. �

4.2.5. Теорема. Простори exp Rn i expc Rn не є грубо еквiвален-

тнi.

Доведення. Припустимо протилежне, тобто що гiперпростори exp Rn

i expc Rn грубо еквiвалентнi. Це означає, що iснують грубi вкладення

f : exp Rn → expc Rn,

g : expc Rn → exp Rn

такi, що композицiї f ◦ g i g ◦ f знаходяться на скiнченнiй вiдстанi вiд

тотожнiх вiдображень 1exp Rn i 1expc Rn вiдповiдно.



83

За лемою 4.2.2 для кожного d > 0 знайдеться

x = {x1, x2} ∈ exp2 Rn ⊂ exp Rn

така, що

diamf(x) > d.

Оскiльки вiдображення f є грубим вкладенням, то iснують неспаднi

функцiї φ1, φ2 : [0,∞) → [0,∞) такi, що

φ1(d(x, y)) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ φ2(d(x, y)), x, y ∈ exp Rn.

А отже образом r-дискретної множини з простору exp Rn є φ1(r)-дискретна

множина в просторi expc Rn.

Використавши леми 4.2.3 та 4.2.4 i взявши до уваги те, що для будь

яких C1 > 1, r > 0 iснує R0 таке, що 22
n+1·C1

n

< 2
R
r для всiх R > R0,

отримуємо суперечнiсть. �

Аналог результату теореми 4.2.5 справедливий i для n-вимiрного

гiперболiчного простору Hn. Нагадаємо, що однiєю з моделей простору

Hn є гiперболоїд в Rn+1, тобто множина точок (x0, x1, . . . , xn) таких, що

x2
0 − x2

1 − · · · − x2
n = 1, x0 > 0.

При цьому геодезiйними в Hn є лiнiї перетину Hn i площин в Rn+1, що

проходять через початок координат. Множина в Hn є опуклою, якщо

кожнi двi точки в нiй можна з’єднати геодезiйною, яка лежить у цiй

множинi.
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4.3. Висновки до роздiлу 4.

Гiперпростори (простори компактних непорожнiх пiдмножин) ме-

тричних просторiв, надiленi метрикою Гаусдорфа, знаходять застосува-

ння у рiзних областях математики, а також у математичнiй економiцi,

комп’ютерних науках (у задачах розпiзнавання образiв) i т.п. Топологiчнi

властивостi гiперпросторiв евклiдових просторiв добре вивченi. Зокрема,

показано, що гiперпростiр компактних опуклих множин евклiдового про-

стору гомеоморфний доповненню до точки у гiльбертовому кубовi.

У цьому роздiлi дослiджується груба еквiвалентнiсть (тобто еквi-

валентнiсть в асимптотичнiй категорiї Дж. Роу) гiперпросторiв над ев-

клiдовими просторами. У теоремi 4.1.6 доведено, що гiперпростiр компа-

ктiв над евклiдовим простором expRn i гiперпростiр опуклих компактiв

cc(Rn) не є грубо еквiвалентними. Також у лемах 4.1.2 та 4.1.3 доведено

що цi простори є геодезiйними, а отже цi функторiальнi конструкцiї не

є (асимптотично) лiпшицево еквiвалентними.

У теоремi 4.2.5 ми довели, що гiперпростори компактiв i гiперпро-

стори континуумiв евклiдових просторiв не є грубо еквiвалентнi. Як до-

помiжний результат у теоремi 4.2.1 показано, що гiперпростiр континуу-

мiв (зв’язних компонентiв) над евклiдовими просторами не є геодезiйним.
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РОЗДIЛ 5

ГРУБА ЕКВIВАЛЕННIСТЬ ФУНКТОРIАЛЬНИХ

КОНСТРУКЦIЙ

У цьому роздiлi розглядаємо гiперпростори евклiдових просторiв.

Також тут доводимо асимптотичний аналог результату Шорi [[66], тео-

рема 8], та неможливiсть лiпшицевого вкладення простору ймовiрнiсних

мiр в евклiдiв простiр. Ще одним результатом цього роздiлу є порiвняння

конуса та надбудови з точнiстю до грубої еквiвалентностi.

5.1. 3-iй гiперсиметричний степiнь над евклiдовою прямою

5.1.1. Теорема. Гiперпростiр exp3 R+, симетричний степiнь SP 3 R+

та простiр R3
+ лiпшицево еквiвалентнi.

Доведення. Позначатимемо точки [a, b, c] ∈ SP 3 R+ так (a, b, c),

причому a ≤ b ≤ c. Тодi зобразивши SP 3 R+ в декартовiй системi коор-

динат, отримаємо конус Cone (B2). В сферичнiй системi координат отри-

муємо, що

SP 3 R+ = {(r, φ, θ) : 0 ≤ r < +∞,
π

4
≤ φ ≤ π

2
, 0 ≤ θ ≤ π

4
}.

Розглянемо вiдображення

f : SP 3 R+ → R3
+,

задане формулою

f(r, φ, θ) = (r, 2φ− π

2
, 2θ),

тодi нескладно переконатися, що f — лiпшицеве зi сталою 2
√
2.
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f−1 : R3
+ → SP 3 R+

f−1(r, φ, θ) = (r,
φ

2
+

π

4
, 2

θ

2
)

f−1 — лiпшицеве зi сталою
√
2
4 .

Нехай ∼ — вiдношення еквiвалентностi на просторi SP 3 R+, що за-

дається умовою: [a, a, b] ∼ [a, b, b]. Факторпростiр простору SP 3 R+ за

таким вiдношенням еквiвалентностi це гiперпростiр exp3 R+.

А цей факторпростiр — це конус Cone(B2), який бiлiпшицево еквi-

валентний просторовi R3
+. �

Аналогiчно можна довести, що симетричний степiнь SP k R+ лiпши-

цево еквiвалентний просторовi Rk
+.

5.1.2. Теорема. Гiперпростiр exp3 R, симетричний степiнь SP 3 R

та R3
+ лiпшицево еквiвалентнi.

Доведення. Аналогiчно до доведення теореми 1 позначатимемо

точки [a, b, c] ∈ SP 3 R так (a, b, c), причому a ≤ b ≤ c. Тодi зобразивши

SP 3 R в декартовiй системi координат, не складно побачити, що цей

простiр лiпшицево еквiвалентний R3
+.

Щоб отримати exp3 R, потрiбно ототожнити [a, a, b] ∼ [a, b, b] в SP 3 R.

Пiсля такого ототожнення отриманий простiр залишається лiпшицево

еквiвалентний R3
+. �

З теорем 5.1.1 i 5.1.2 отримуємо наступний наслiдок.

5.1.3. Наслiдок. Гiперпростори exp3 R+, exp3 R , симетричнi сте-

пенi SP 3 R+, SP 3 R та R3
+ лiпшицево еквiвалентнi.
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5.2. Класифiкацiя 2-го гiперсиметричного степеня над ев-

клiдовим простором.

Конус Cone(X) над компактним метричним простором (X, d) — це

факторпростiр добутку (X × R+)/ ∼, де вiдношення еквiвалентностi ∼

задається умовою (x, 0) ∼ (y, 0), x, y ∈ X. Якщо (X, d) — метричний

простiр i diam(X) ≤ 2, то метрика d̂ на Cone(X) задається формулою:

d̂((x, t), (y, s)) = min{t, s}d(x, y) + |t− s|.

5.2.1. Лема. Якщо компактнi метричнi простори (X, d) i (Y, ρ) —

лiпшицево еквiвалентнi, тодi метричнi простори Cone(X) i Cone(Y )

також лiпшицево еквiвалентнi.

Доведення. Якщо метричнi простори (X, d) i (Y, ρ) — лiпшицево

еквiвалентнi, тодi iснує бiєктивне вiдображення f : (X, d) → (Y, ρ) таке,

що
1

λ
d(x, y) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y), x, y ∈ X

для деякого λ ≥ 1.

Задамо бiєктивне вiдображення

g : (Cone(X), d̂) → (Cone(Y ), ρ̂)

наступним чином: g(x, t) = (f(x), t) i доведемо, що воно лiпшицеве

ρ̂(g(x1, t), g(x2, s)) = ρ̂((f(x1), t), f((x2), s)) =

= min{t, s} · ρ(f(x1), f(x2)) + |t− s| ≤

≤ min{t, s} · λ · d(x1, x2) + |t− s| ≤

≤ λ · (min{t, s} · d(x1, x2) + |t− s|) = λ · d̂((x1, t), (x2, s))
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З iншого боку, отримуємо оцiнку

ρ̂(g(x1, t), g(x2, s)) = ρ̂((f(x1), t), f((x2), s)) =

= min{t, s} · ρ(f(x1), f(x2)) + |t− s| ≥

≥ min{t, s} · 1
λ
· d(x1, x2) + |t− s| ≥

≥ 1

λ
· (min{t, s} · d(x1, x2) + |t− s|) = 1

λ
· d̂((x1, t), (x2, s)),

що свiдчить про лiпшицевiсть розглядуваного вiдображення.

�

5.2.2. Лема. Пiвсфера Sn+ та куб In лiпшицево еквiвалентнi.

Доведення. Задамо вiдображення f : In → Sn+ як композицiю

двох лiпшицевих вiдображень. f = g ◦ φ,

φ : In → Bn, g : Bn → Sn+;

φ(x1, x2, ..., xn) =
1

t
· (x1, x2, ..., xn),

де

t = ∥(y1, y2, ..., yn)∥, (y1, y2, ..., yn) ∈ Bd(In)

(y1, y2, ..., yn) = k · (x1, x2, ..., xn).

Стала Лiпшиця λ1 для φ дорiвнює 2.

Зауважимо, що вiдображення g : Bn → Sn+ є стереографiчною про-

екцiєю; вiдомо, що стала λ2 для g дорiвнює 2.

Отже, f — лiпшицеве вiдображення з константою λ = λ1 ·λ2 = 4. �

З лем 5.2.1 та 5.2.2, врахувавши, що Cone(Sn+) ≃ Rn+1
+ , отримуємо

наступний наслiдок.

5.2.3. Наслiдок. Конус Cone(In) та Rn+1
+ лiпшицево еквiвалентнi.
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У статтi [[66], теорема 8] Шорi довiв гомеоморфнiсть просторiв Im(2)

та C(Pm−1)× Im, (m = 1, 2, ...), де Pm−1— проективний простiр. Насту-

пну теорему можна вважати грубим аналогом результату Шорi.

5.2.4. Теорема. Гiперпростiр exp2 Rm лiпшицево еквiвалентний

добутковi Rm × Cone (RPm−1).

Доведення. Задамо вiдображення

f : (exp2 Rm, dH) → (Rm × Cone (RPm−1), ρ)

за формулою

f(x, y) =

(
x+ y

2
,

(
x− y

∥x− y∥
, ∥x− y∥

))
; x, y ∈ Rm

Доведемо спочатку лiпшицевiсть f−1.

dH((x1, y1), (x2, y2)) ≤

dRPm−1

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

,
x2 − y2
∥x2 − y2∥

)
·min{∥x1 − y1∥, ∥x2 − y2∥}+

+|∥x1 − y1∥ − ∥x2 − y2∥|+ dRm

(
x1 + y1

2
,
x2 + y2

2

)
≤

≤ 2 ·max{dRPm−1

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

,
x2 − y2
∥x2 − y2∥

)
·

·min{∥x1 − y1∥, ∥x2 − y2∥}+ |∥x1 − y1∥ − ∥x2 − y2∥|,

dRm

(
x1 + y1

2
,
x2 + y2

2

)
} =

= 2 · ρ
((

x1 + y1
2

,

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

, ∥x1 − y1∥
))

,(
x2 + y2

2
,

(
x2 − y2
∥x2 − y2∥

, ∥x2 − y2∥
)))

=

= 2 · ρ(f(x1, y1), f(x2, y2)).

Доведемо лiпшицевiсть вiдображення f . Маємо

ρ

((
x1 + y1

2
,

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

, ∥x1 − y1∥
))

,
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x2 + y2

2
,

(
x2 − y2
∥x2 − y2∥

, ∥x2 − y2∥
)))

=

max{dRm

(
x1 + y1

2
,
x2 + y2

2

)
;

d̂

((
x1 − y1
∥x1 − y1∥

, ∥x1 − y1∥
)
,

(
x2 − y2
∥x2 − y2∥

, ∥x2 − y2∥
))

}

d̂

((
x1 − y1
∥x1 − y1∥

, ∥x1 − y1∥
)
,

(
x2 − y2
∥x2 − y2∥

, ∥x2 − y2∥
))

=

= dRPm−1

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

,
x2 − y2
∥x2 − y2∥

)
×

×min{∥x1 − y1∥, ∥x2 − y2∥}+ |∥x1 − y1∥ − ∥x2 − y2∥|

Врахувавши три наступнi нерiвностi

dRm

(
x1 + y1

2
,
x2 + y2

2

)
≤ dH((x1, y1), (x2, y2))

dRPm−1

(
x1 − y1
∥x1 − y1∥

,
x2 − y2
∥x2 − y2∥

)
·min{∥x1 − y1∥, ∥x2 − y2∥} ≤

≤ 2 · dH((x1, y1), (x2, y2))

|∥x1 − y1∥ − ∥x2 − y2∥| ≤ dH((x1, y1), (x2, y2))

отримаємо ρ(f(x1, y1), f(x2, y2)) ≤ 3dH((x1, y1), (x2, y2)). �

Ймовiрнiснi мiри з компактними носiями P (X) на метричному про-

сторi (X, ρ) визначають метричний простiр з метрикою Канторовича-

Рубiнштейна. Запишимо формулу метрики Канторовича-Рубiнштейна

на P2(R) мiж двома довiльними ймовiрнiсними мiрами µ i ν.

µ = αδx + (1− α)δy

ν = βδx′ + (1− β)δy′

{x, x′, y, y′} ∈ R

dKP (µ, ν) = inf{εd(y′, x) + (α− ε)d(x, x′)+

+(1− β − ε)d(y, y′) + (β − α+ ε)d(x′, y) |ε ≥ 0, ε ≥ α− β} =
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inf{ε(d(y′, x)− d(x, x′)− d(y, y′) + d(x′, y)) + αd(x, x′)+

+(1− β)d(y, y′) + (β − α)d(x′, y) |ε ≥ 0, ε ≥ α− β}

5.2.5. Лема. Нехай r > 0. Для будь яких c > 1, K > 0 iснує r-

диз’юнктна множина X, околу Ocr(δ0), (X ⊂ Ocr(δ0)) потужнiсть якої

бiльша K, де δ0 ∈ P2(R).

Доведення. Вiзьмемо

X = {µi = αiδxi + (1− αi)δ0| xi = 2i · r, αi =
r

xi
= 2−i, i ∈ N}.

Доведемо спочатку, що X ⊂ Ocr(δ0).

dKP (µi, δ0) = dKP (αiδxi + (1− αi)δ0, δ0) =

= αi · d(xi, 0) = αi · xi = r < cr.

Покажемо тепер, що X є r-дискретною множиною.

Вiзьмемо j > i, тобто αi > αj .

dKP (µi, µj) = dKP (αiδxi + (1− αi)δ0, αjδxj + (1− αj)δ0) =

= (αi − αj) · d(xi, 0) + αj · (xj − xi) =

= αixi − αjxi + αjxj − αjxi =

= 2r − 2r
xi

xj
= 2r

(
1− xi

xj

)
≥ 2r

(
1− 1

2

)
= r

|X| > K для всiх K > 0. �

5.2.6. Теорема. Простори R3
+ та P2(R) не є грубо еквiвалентнi.
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Доведення. Припустимо, що простори R3
+ та P2(R) є лiпшицево

еквiвалентнi. Тодi iснує лiпшицеве вiдображення

f : P2(R) → R3
+ з деякою сталою λ > 0. Розглянемо r-дискретну

пiдмножину X простору P2(R),

X = {µi = αiδxi + (1− αi)δ0| xi = 2i · r, αi =
r

xi
= 2−i, i ∈ N}.

Нескладно переконатися, що образом множини X є r
λ -дискретна множи-

на f(X), для якої

diam(f(X)) ≤ λdiam(X) = λr,

причому |f(X)| = |X| > K для всiх K > 0. Але потужнiсть будь якої

обмеженої r
λ -дискретної пiдмножини R3

+ є скiнченною. Отримана супе-

речнiсть доводить теорему. �

5.2.7. Зауваження. Аналогiчний результат можна довести для су-

перрозширення λ3(R). Нагадаємо, що λ3(R) можна означити як фактор-

простiр SP 3(X) за наступним вiдношенням еквiвалентностi [x, x, y] ∼

[x, x, z]. Зауважимо, що простiр λ3(S
1) є гомеоморфний тривимiрнiй сфе-

рi S3 (див. [4]).

Зауважимо також, що простори R3
+ та P2(R) не є гомеоморфнi.

Справдi, iснування нескiнченної r−диз’юнктної множини в cr−околi то-

чки δ0 показує, що ця точка не є точкою локальної компактностi простору

P2(R). (Аналогiчнi мiркування можна застосувати до кожної точки δx,

де x ∈ R).

З Леми 5.2.5 та Proposition 1 [75] отримуємо наступний наслiдок.

5.2.8. Наслiдок. Простiр P2(R) не вкладається лiпшицево в про-

стiр Rn для всiх n ∈ N.
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Нехай C > 0. Послiдовнiсть x1, x2, . . . , xn в метричному просторi X

називається C-ланцюгом, що з’єднює x1 та xn якщо

d(xi, xi+1) ≤ C для всiх i = 1, . . . , n−1. Пiдмножина A в X називає-

ться асимптотично зв’язною, якщо iснує C > 0 таке, що кожнi двi точки

в X є елементами деякого C-ланцюга в A.

Нам знадобиться одне допомiжне поняття. Пiдмножина A в X нази-

вається асимптотичним розрiзом X мiж двома множинами M1,M2 ⊂ X

якщо для кожного C > 0 знайдеться r > 0 таке, що кожен C-ланцюг, що

з’єднує будь яку точку з M1 i будь яку точку з M2, перетинає Br(A).

5.2.9. Теорема. Асимптотичний конус C(R+) i надбудова
∑

(R+)

не є грубо еквiвалентнi.

Доведення. Нагадаємо, що вкладення

i± : R+ → R2
+ = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0}

задається формулою: i±(t) = (±t, 0).

Iншими словами,

C(R+) = R2
+/i+(R+),

∑
(R+) = R2

+/(i+(R+) ∪ i−(R+)).

При цьому метрика на C(R+) i
∑

(R+) — це факторметрика, iндукова-

на на пiвплощинi R2
+. У подальшому ми тотожнимо всi пiдмножини в

пiвплощинi R2
+ з їх фактор-образами в просторах C(X) i

∑
(X).

Припустимо, що iснує груба еквiвалентнiсть h : C(X) →
∑

(X).

Зауважимо, що множина i+(R+) не є асимптотичним розрiзом в

C(X). Оскiльки, властивiсть бути асимптотичним розрiзом є грубим iн-

варiантом, ми робимо висновок, що множина h(i+(R+)) не є асимптоти-

чним розрiзом в
∑

(R+).
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Однак,

lim
r→∞

d(i±(R+) \Br(0), h(i+(R+)) \Br(0)) = ∞,

i множина h(i+(R+)) є асимптотично зв’язною i необмеженою. Iснує окiл

h(i+(R+)) що мiстить ламану лiнiю вiд початку до нескiнченностi. Про-

стi геометричнi мiркування показують, що h(i+(R+)) є асимптотичним

розрiзом мiж i+(R+) та i−(R+). �
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5.3. Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi доведено, що гiперпростори exp3 R+, exp3 R, си-

метричнi степенi SP 3 R+, SP 3 R та R3
+ лiпшицево еквiвалентнi. У стат-

тi [[23], Теорема 3.3] доведено, що Rn
+ ∈ AE (абсолютним екстензором)

в асимптотичнiй категорiї. Врахувавши, що лiпшицева еквiвалентнiсть

метричних просторiв зберiгає властивiсть бути абсолютним екстензором,

бачимо що гiперпростори exp3 R+, exp3 R та симетричнi степенi SP 3 R+,

SP 3 R є абсолютними екстензорами в асимптотичнiй категорiї.

Ми довели лiпшицеву еквiвалентнiсть гiперпростору exp2 Rm та про-

стору Rm × Cone (RPm−1). Цей результат можна вважати грубим ана-

логом результату Шорi [[66], теорема 8].

Важливим результатом цього роздiлу є теорема 5.2.6 у якiй до-

ведено, що простiр ймовiрнiсних мiр P2(R) з метрикою Канторовича-

Рубiнштейна не є грубо еквiвалентний евклiдовому простору R3
+. Дове-

дення цього результату базується на iснуваннi обмеженої r−дискретної

множини нескiнченної потужностi в P2(R). Врахувавши, що такої мно-

жини немає в просторi Rn для всiх n ∈ N отримаємо неможливiсть лi-

пшицевого вкладення простору P2(R) в простiр Rn.

У статтi [4] доведено гомеоморфнiсть суперрозширення λ3(S
1) та

сфери S3. Тому виникає природнє запитання, чи є суперрозширення

λ3(R) грубо еквiвалентне R3
+. Суперрозширення λ3(R) можна визначи-

ти як факторпростiр SP 3(X) за наступним вiдношенням еквiвалентностi

[x, x, y] ∼ [x, x, z]. Аналогiчно до доведення теореми 5.2.6 можна побуду-

вати обмежену r−дискретну множину нескiнченної потужностi в λ3(R)

i довести, що цi простори не є грубо еквiвалентнi.
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Гiпотеза. Суперрозширення λ3(R+) лiпшицево еквiвалентне про-

стору
∑

(R+)× R.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено класифiкацiї функторiальних кон-

струкцiй з точнiстю до грубої еквiвалентностi (встановлення грубої та

лiпшицевої еквiвалентностi мiж функторiальними конструкцiями), а та-

кож дослiдження властивостей асимптотичного конуса та надбудови озна-

чених Дранiшнiковим.

У роздiлi 2 спростовано твердження Дранiшнiкова [23] про можли-

вiсть задавати асимптотичний конус i джойн в асимптотичних категорiях

простими формулами CX = X ×R+,
∑

X = X ×R. Зокрема у лемi 2.1.1

ми довели, що конус CR не iзоморфний R2
+.

Варто зауважити, що цi результати породжують питання iстинностi

наступної iмплiкацiї

CX ∈ AE ⇒ X ∈ ANE ,

а отже i коректностi означення абсолютно околового екстензора в асим-

птотичнiй категорiї ANE0(A).

Як зазначено у роздiлi 2, асимптотичний конус i надбудова не є

власними просторами. Тому обмеження для об’єктiв асимптотичних ка-

тегорiй (бути власним метричним простором) є занадто строгими. Варто

розглядати об’єктами асимптотичних категорiй всi метричнi простори,

бо в iншому випадку означення асимптотичного конуса i надбудови не

будуть коректними.

Також ми дали вiдповiдь на ще одне питання Дранiшнiкова: чи iзо-

морфнi конус CX i джойн X∗R+ в асимптотичнiй категорiї A? Леми 2.1.1

i 2.1.2 доводять, що при X = R цi простори не iзоморфнi. У лемi 2.1.4
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навели приклад негеодезiйного простору X (розбiжна послiдовнiсть) для

якого цi простори також не iзоморфнi.

Однак залишаються очевиднi проблеми:

Проблема 1. Чи iснує необмежений метричний простiр X для яко-

го конус CX i джойн X ∗ R+ — iзоморфнi в асимптотичнiй категорiї A.

Проблема 2. Чи для всiх геодезiйних просторiв X, джойн X ∗ R+

iзоморфний X × R+.

Для випадку X — γ-слабо опуклий та δ-слабо вгнутий геодезiйний

простiр ця проблема розв’язана в лемi 2.2.1.

У роздiлi 3 ми переносимо конструкцiї деяких функторiв скiнченно-

го степеня з категорiї компактних метричних просторiв у асимптотичну

категорiю A (це зумовлено категорним поняттям добутку). Ми розгля-

нули конструкцiї симетричного степеня S̃P
n
(X), гiперпростору ẽxpn(X),

ймовiрнiсних мiр P̃n(X) та суперрозширення λ̃n(X) в асимптотичних ка-

тегорiях.

У твердженнi 3.1.2 доведено iзоморфнiсть симетричного квадрата

S̃P
2
(R2

+) та евклiдового простору R3
+ в асимптотичнiй категорiї A. Це

також означає, що симетричний квадрат S̃P
2
(R2

+) ∈ AE. Цей факт отри-

мується з того, що евклiдiв простiр Rn
+ є абсолютним екстензором в асим-

птотичних категорiях A i Ã [23].

У теоремi 3.2.1 доведено, що гiперпростiр ẽxp3(R2) iзоморфний R4

у категорiї A. Цей результат є аналогом теореми Р.Ботта [18], яка ствер-

джує, що exp3 S1 гомеоморфне S3. Це означає, що ẽxp3(R2) не є абсолю-

тним екстензором в асимптотичних категорiях A i Ã. Але гiперпростiр

ẽxp3(R2) є абсолютним околовим екстензором ANE0 в цих категорiях.
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У роздiлi 3 також доведено iзоморфнiсть в асимптотичнiй категорiї

A наступних пар просторiв:

- другий симетричний степiнь S̃P
2
(R2) та конус над листом Мебiуса

Cone(M);

- простiр ймовiрнiсних мiр P̃2(R2) та евклiдiв простiр R4;

- суперрозширення λ̃3(R2) та евклiдiв простiр R4;

-проективний квадрат Pr2(R) та надбудова
∑

R+.

У твердженнi 3.3.1 ми навели приклад бiлiпшицевого вкладення си-

метричного степеня SPn(X) в простiр ймовiрнiсних мiр Pn(X).

У роздiлi 4 дослiджена груба еквiвалентнiсть (тобто еквiвалентнiсть

в асимптотичнiй категорiї Дж. Роу) гiперпросторiв над евклiдовими про-

сторами. У теоремi 4.1.6 доведено, що гiперпростiр компактiв над евклi-

довим простором expRn i гiперпростiр опуклих компактiв cc(Rn) не є

грубо еквiвалентними. Також у лемах 4.1.2 та 4.1.3 доведено що цi про-

стори є геодезiйними, а отже цi функторiальнi конструкцiї не є лiпшицево

еквiвалентними.

Як допомiжний результат у теоремi 4.2.1 ми побудували двi множи-

ни в гiперпросторi континуумiв (зв’язних компонентiв) над евклiдовими

просторами i довели, що цi множини не можна з’єднати геодезiйним вiд-

рiзком у цьому просторi. Тим самим ми довели, що гiперпростiр конти-

нуумiв над евклiдовим простором не є геодезiйним.

У теоремi 4.2.5 доведено, що гiперпростори компактiв i гiперпросто-

ри континуумiв евклiдових просторiв не є грубо еквiвалентнi.

У роздiлi 5 у теоремi 5.1.1 доведено, що 3-iй гiперсиметричний сте-

пiнь exp3 R+ та симетричний степiнь SP 3 R+ лiпшицево еквiвалентнi R3
+.
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У теоремi 5.1.2 показано лiпшицеву еквiвалентнiсть exp3 R, симетрично-

го степеня SP 3 R та R3
+. Це означає, що всi цi простори є лiпшицево еквi-

валентнi. Врахувавши, що лiпшицева еквiвалентнiсть зберiгає власти-

вiсть бути абсолютним екстензором, бачимо що гiперпростори exp3 R+,

exp3 R та симетричнi степенi SP 3 R+, SP 3 R є абсолютними екстензора-

ми в асимптотичнiй категорiї.

Як допомiжний результат, у роздiлi 5, доведено лiпшицеву еквiва-

лентнiсть конуса Cone(In) та евклiдового простору Rn+1
+ .

У статтi [[66], Теорема 8] Шорi довiв гомеоморфнiсть просторiв

Im(2) та C(Pm−1)×Im, (m = 1, 2, ...), де Pm−1— проективний простiр. У

теоремi 5.2.4 доведено, що 2-й гiперсиметричний степiнь exp2 Rm лiпши-

цево еквiвалентний добутковi Rm × Cone (RPm−1). Цю теорему можна

вважати асимптотичним аналогом результату Шорi.

Важливим результатом роздiлу 5 є теорема 5.2.6 у якiй доведено, що

простiр ймовiрнiсних мiр P2(R) з метрикою Канторовича-Рубiнштейна

не є грубо еквiвалентний евклiдовому простору R3
+. Доведення цього ре-

зультату базується на iснуваннi обмеженої r−дискретної множини не-

скiнченної потужностi в P2(R). Врахувавши, що такої множини немає в

просторi Rn, для всiх n ∈ N, отримаємо неможливiсть лiпшицевого вкла-

дення простору P2(R) в простiр Rn. Справдi, простiр ймовiрнiсних мiр

P2(R) не є власним, а отже не може бути лiпшицево вкладений у евклiдiв

простiр, який є власним.

У роботi [4] доведено гомеоморфнiсть суперрозширення λ3(S
1) та

сфери S3. Тому виникає природнє запитання, чи є суперрозширення

λ3(R) грубо еквiвалентне R3
+. Аналогiчно до доведення теореми 5.2.6
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можна побудувати обмежену r−дискретну множину нескiнченної поту-

жностi в λ3(R) i довести, що цi простори не є грубо еквiвалентнi.

Гiпотеза. Суперрозширення λ3(R+) лiпшицево еквiвалентне декар-

товому добутку надбудови та евклiдової прямої
∑

(R+)× R.
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