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ÀÍÎÒÀÖIß

Ãîëîâàòèé Þ. Ä. Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ó ìîäåëÿõ

êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.� Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.02 � Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (111 �Ìàòåìàòèêà).�

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ � 2021.

Ïðàöÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi âèíèêëè â àòîì-

íié ôiçèöi. Àíàëiç äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òàêèõ, ÿê îïåðàòîðè Øðåäèí åðà

÷è Øòóðìà-Ëióâiëëÿ, ¹ îñíîâíèì äæåðåëîì iíôîðìàöi¨ ïðî ïðîöåñè, ÿêi âèâ÷à¹

íåðåëÿòèâiñòñüêà êâàíòîâà ìåõàíiêà. Ìåòîþ òàêîãî àíàëiçó ¹ îïèñ ñïåêòðiâ îïå-

ðàòîðiâ � çíàõîäæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, îïèñ äà-

íèõ ðîçñiþâàííÿ � îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê

÷åðåç åíåðãåòè÷íi ïîòåíöiàëè, çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíèõ ñïåêòðàëüíèõ

çàäà÷ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ ðîçñiþâàííÿ � âiäíîâëåííÿ ôîðìè ïîòåíöiàëiâ çà ñïåê-

òðàëüíèìè äàíèìè ÷è äàíèìè ðîçñiþâàííÿ. Ó áiëüøîñòi çàäà÷ òðåáà ïðîâåñòè

íå ëèøå ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ, àëå é îòðèìàòè ÿêîìîãà òî÷íiøèé êiëüêiñíèé ðå-

çóëüòàò � îá÷èñëèòè åíåðãåòè÷íi ðiâíi, éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ÷è âiäáèòòÿ.

Òîìó ôiçèêà ñòàâèòü äî ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äâi âàæëèâi âèìîãè: ìîäåëi ïî-

âèííi àäåêâàòíî îïèñóâàòè ðåàëüíèé ïðîöåñ i âîäíî÷àñ âîíè ïîâèííi ìàòè ÿâíi

ðîçâ'ÿçêè. Öi âèìîãè, çâiñíî, êîíôëiêòóþòü, áî ðåàëiñòè÷íà ìîäåëü ôiçè÷íîãî

ïðîöåñó ìóñèòü áóòè äîâîëi ñêëàäíîþ ç ïîãëÿäó ìàòåìàòèêè, à ç iíøîãî áîêó,

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìîæíà ÿâíî ðîçâ'ÿçàòè, íàäòî ìàëî.

Ïðîòå ó êâàíòîâié ìåõàíiöi òàêè âäà¹òüñÿ áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü îáèäâîì âèìîãàì. Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòü òî÷íèìè. Ïîáóäîâà òî÷-

íèõ ìîäåëåé òà ¨õ äîñëiäæåííÿ � öå îêðåìèé ðîçäië òåîði¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí-

 åðà òà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ. Ïîçàÿê ó êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñàõ âçà¹ìîäiÿ ÷à-

ñòèíîê ç ïîòåíöiàëàìè ÷àñòî âiäáóâà¹òüñÿ íà ìàëèõ ïðîñòîðîâèõ çîíàõ, òîáòî

âïëèâ ïîòåíöiàëiâ ¹ ëîêàëüíèì, òî òàêi âçà¹ìîäi¨ ìîæíà çàìiíèòè ò. ç. òî÷êîâèìè

âçà¹ìîäiÿìè. Íàïðèêëàä, çàìiñòü ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çi çìií-

íèìè êîåôiöi¹íòàìè ó ìîäåëi ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-
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òàìè, ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî ïiäïîðÿäêîâàíi äåÿêèìè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ íà ñêií÷åííié

÷è íåñêií÷åííié äèñêðåòíié ìíîæèíi, äå ëîêàëiçó¹òüñÿ ïîòåíöiàë. Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, ïîòåíöiàëè, ÿêi ëîêàëiçîâàíi â îêîëi ïiäìíîãîâèäiâ ìåíøî¨ âèìiðíîñòi,

ìîæíà çàìiíèòè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ íà öèõ ïiäìíîãîâèäàõ, çíà÷íî ñïðîñòèâøè

ìîäåëü. Òóò âèíèêà¹ äîñèòü ñêëàäíà ìàòåìàòè÷íà ïðîáëåìà: ÿêèìè ñàìå óìîâà-

ìè ñïðÿæåííÿ ÷è êðàéîâèìè óìîâàìè òðåáà çàìiíèòè ëîêàëiçîâàíèé ïîòåíöiàë,

ùîá îòðèìàíà òî÷íà ìîäåëü îïèñóâàëà ðåàëüíèé êâàíòîâèé ïðîöåñ ç íàéáiëüøîþ

òî÷íiñòþ, ÿê ç ÿêiñíîãî, òàê i êiëüêiñíîãî áîêiâ.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî òî÷íi ìîäåëi ÷àñòî îïèñóþòü â òåðìiíàõ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëàìè � óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ç íîñiÿìè íà

ìíîæèíàõ ìiðè íóëü. Àëå áàãàòî ôîðìàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç óçà-

ãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè â êîåôiöi¹íòàõ íå ìàþòü ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó � íà íèõ

íå ïîøèðþþòüñÿ ðåçóëüòàòè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðåãóëÿðíèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè. Òîìó ïðîáëåìà âèáîðó ïðàâèëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ íà ïiäìíîãîâèäàõ

ìåíøî¨ âèìiðíîñòi, à òî÷íiøå âèáîðó ïðàâèëüíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ÿê

ãàìiëüòîíiàíà ñèñòåìè, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè iç çàëåæíèìè

âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi âèíèêàþòü ÿê ðåãóëÿðèçàöiÿ çãàäàíèõ

âèùå ïñåâäîïîòåíöiàëiâ. Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ¹ àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè, çà äîïî-

ìîãîþ ÿêèõ âäà¹òüñÿ äîâåñòè çáiæíiñòü ñiìåé îïåðàòîðiâ â ðiâíîìiðíié ÷è ñèëüíié

ðåçîëüâåíòíèõ òîïîëîãiÿõ. Ãðàíè÷íi îïåðàòîðè, îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ÿâíî

îïèñàíi â òåðìiíàõ êðàéîâèõ óìîâ ÷è óìîâ ñïðÿæåííÿ íà ìíîæèíàõ ëîêàëiçà-

öi¨ çáóðåíü, i ¹ òèìè òî÷íèìè ìîäåëÿìè, ÿêi íàéêðàùå àïðîêñèìóþòü ðåàëüíèé

ïðîöåñ â êëàñi ÷è òî òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié, ÷è òî âçà¹ìîäié íà ïiäìíîãîâèäàõ. Ó

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äëÿ îäíî- òà äâîâèìiðíèõ çàäà÷ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïîáó-

äîâàíî òàêi òî÷íi ìîäåëi, à òàêîæ ðîçâ'ÿçàíi ñóìiæíi ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíi ç ¨õíiì

iñíóâàííÿì. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ñïåêòðiâ òà âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ

äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà çi ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ òà îïåðàòî-

ðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç ñèíãóëÿðíèìè âàãîâèìè ôóíêöiÿìè, çíàéäåíî íîâi óìîâè

iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ ñiìåé îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðå-

äèí åðà, à òàêîæ óìîâè, êîëè öi âëàñíi çíà÷åííÿ ïîãëèíà¹ íåïåðåðâíèé ñïåêòð.

Ïåðøi òðè ðîçäiëè äèñåðòàöi¨ ñòîñóþòüñÿ âiäîìî¨ â êâàíòîâié ìåõàíiöi ïðîá-
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ëåìè δ′-ïîòåíöiàëó. Âîíà ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi îäíîâèìiðíî¨ òî÷íî¨ ìîäåëi äëÿ ëî-

êàëiçîâàíîãî äèïîëþ � îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì, ÿêèé ïîðîäæåíèé

ïàðîþ áëèçüêî ðîçòàøîâàíèõ ÷àñòèíîê iç çàðÿäàìè ðiçíîãî çíàêó i ÿêèé ¹ ïî¹ä-

íàííÿì âèñîêî¨ åíåðãåòè÷íî¨ ñòiíè i ãëèáîêî¨ åíåðãåòè÷íî¨ ÿìè. Ïðîáëåìà ñòàëà

ïðåäìåòîì ãîñòðèõ íàóêîâèõ äèñêóñié â ìèíóëîìó ñòîëiòòi i äîâãèé ÷àñ ââàæàëè,

ùî âîíà áóëà ðîçâ'ÿçàíà â ñåðåäèíi 80-õ ðîêiâ. Ïðîòå öåé ðåçóëüòàò âèÿâèâñÿ

ïîìèëêîâèì i ìè çíàéøëè ïîìèëêó ó éîãî äîâåäåííi. Êðiì òîãî, ñàìå ôîðìó-

ëþâàííÿ ïðîáëåìè � çíàéòè ¹äèíó òî÷íó ìîäåëü äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç

δ′-ïîòåíöiàëîì � áóëî ìàòåìàòè÷íî íåêîðåêòíèì. Íà âiäìiíó âiä δ-ïîòåíöiàëó

δ′-ïîòåíöiàë ÷óòëèâèé äî ñïîñîáó ðåãóëÿðèçàöi¨. ßêùî δ′-ïîòåíöiàë çàìiíèòè δ′-

ïîäiáíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ε−2V (ε−1x), äå V � äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ ç êîìïàêò-

íèì íîñi¹ì, òî òî÷íà ìîäåëü çàëåæàòèìå âiä ïðîôiëþ ðåãóëÿðèçàöi¨ V . Ïðè÷îìó

öÿ çàëåæíiñòü ¹ ñêëàäíîþ, áî åëåìåíòè ìàòðèöi òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié â íåëiíié-

íèé ñïîñiá çàëåæàòü íå ëèøå âiä iíòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîôiëþ, àëå é

âiä ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì V , à ñàìå,

âiä iñíóâàííÿ â íüîãî ðåçîíàíñiâ íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Çà ôîðìàëüíèì ãàìiëüòîíiàíîì

ç δ′-ïîòåíöiàëîì õîâà¹òüñÿ áàãàòîìàíiòòÿ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ ç ðiçíè-

ìè, âçàãàëi êàæó÷è, âëàñòèâîñòÿìè. Ñàìó æ ïðîáëåìó òðåáà ðîçóìiòè ÿê çàäà÷ó

íàéêðàùî¨ àïðîêñèìàöi¨ â êëàñi òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç

δ′-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè ôiêñîâàíîãî ïðîôiëþ.

Ðîçäië 1 ìiñòèòü ïîâíèé ìàòåìàòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè δ′-ïîòåíöiàëó. Ó

ïiäðîçäiëi 1.2 äîâåäåíà ðiâíîìiðíà ðåçîëüâåíòíà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí-

 åðà ç δ′-ïîäiáíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëó äëÿ ïðîôiëiâ, ÿêi ìàþòü êîìïàêòíèé

íîñié. Ïîáóäîâàíî òî÷íi ìîäåëi, ÿêi â çàëåæíîñòi âiä ôiçè÷íîãî êîíòåêñòó ìîæ-

íà çàñòîñîâóâàòè ïðè îïèñi äèïîëüíèõ âçà¹ìîäié. Ó ïiäðîçäiëi 1.3 öi ðåçóëüòàòè

óçàãàëüíåíî íà ïðîôiëi ç êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Ïîêàçàíî, ùî âiäñóòíiñòü

ó ïðîôiëþ êîìïàêòíîãî íîñiÿ íå çìiíþ¹ âèãëÿäó òî÷íèõ ìîäåëåé, ïðîòå çíà÷íî

óñêëàäíþ¹ òåõíiêó äîâåäåííÿ. Â öüîìó ðàçi äîñëiäæåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà ðåçóëüòà-

òè òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ, çîêðåìà, àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà. Êëàñ Ôàää¹¹âà-

Ìàð÷åíêà ¹ ìàêñèìàëüíèì ó öié çàäà÷i, îñêiëüêè ïðîôiëi ç øèðøèõ êëàñiâ âæå

íå çàâæäè ¹ ëîêàëüíèìè çáóðåííÿìè. Ó öüîìó ðîçäiëi òàêîæ äîâåäåíî iñíóâàí-

íÿ ÿâèùà ðåçîíàíñiâ äëÿ éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç ïîòåíöiàëè äèïîëüíîãî
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òèïó, ÿêå ðàíiøå áóëî âiäêðèòå øëÿõîì áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü äëÿ îïåðàòîðiâ

ç êóñêîâî-ñòàëèìè ïîòåíöiàëàìè.

Ó ðîçäiëi 2 îïèñàíî âçà¹ìîäiþ δ òà δ′ ïîòåíöiàëiâ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ áó-

ëè ñiì'¨ îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, ÿêi ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðåãó-

ëÿðèçàöiþ ãàìiëüòîíiàíiâ ç ïñåâäîïîòåíöiàëàìè âèãëÿäó αδ′+ βδ. Ðåãóëÿðèçîâà-

íi ïîòåíöiàëè ìiñòèëè äâà ïàðàìåòðè, ÿêi âiäïîâiäàëè çà øâèäêiñòü ëîêàëiçàöi¨

δ-ïîäiáíèõ òà δ′-ïîäiáíèõ ïîñëiäîâíîñòåé âiäïîâiäíî. Äîâåäåíà çáiæíiñòü òàêèõ

îïåðàòîðiâ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ i ïîêàçàíî, ùî òî÷íi ìîäåëi

çàëåæàòü íå ëèøå âiä ïðîôiëiâ ïîòåíöiàëiâ, àëå é âiäíîøåííÿ øâèäêîñòåé ëîêà-

ëiçàöi¨ îêðåìèõ äîäàíêiâ ó çáóðåííÿõ.

Ïîçàÿê äîáóòîê ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà i ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ çàâæäè ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ äâîõ ôóíêöiîíàëiâ δ òà δ′, òî íà ôîðìàëüíîìó ðiâíi δ′-ïîòåíöiàë

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çáóðåííÿ îïåðàòîðîì ðàíãó äâà. Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé äî-

ñëiäæåííþ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà ç ëîêàëüíèìè ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ðàíãó äâà, ÿêi ïî¹äíàíi çi

çáóðåííÿìè δ-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè. Äëÿ òàêèõ ñiìåé îïåðàòîðiâ îòðèìàíî äå-

êiëüêà ÿêiñíî ðiçíèõ âèïàäêiâ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè i ïîáóäîâàíî øèðîêèé êëàñ

òî÷íèõ ìîäåëåé ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ðiçíèõ òèïiâ.

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ñiìåé îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðå-

äèí åðà ç îäíî÷àñíèì ëîêàëüíèì çáóðåííÿì ÿê åëåêòðè÷íîãî, òàê i ìàãíiòíî-

ãî ïîòåíöiàëiâ, i îïèñàíî âïëèâ ñèíãóëÿðíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ íà òî÷íi ìîäåëi.

Öåé âïëèâ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âïëèâó íåïåðåðâíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ, ÿêèõ â

îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðàõ Øðåäèí åðà ìîæíà ïîçáóòèñÿ çà äîïîìîãîþ êàëiáðó-

âàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Íàñàìïåðåä öå ñòîñó¹òüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè ìàãíiòíi ïîëÿ

âçà¹ìîäiþòü iç åëåêòðè÷íèìè ïîëÿìè, çáóðåíèìè îïåðàòîðàìè ðàíãó äâà. Ëîêà-

ëiçîâàíå ìàãíiòíå ïîëå ¹ ïåðåøêîäîþ äëÿ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi,

òîìó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ç ìàãíiòíèìè ïîëÿìè áóëà äîâåäåíà â ñèëüíié ðåçîëü-

âåíòíié òîïîëîãi¨.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 ìîæíà çàñòîñóâàòè ó ñïåêòðàëüíié òåîði¨ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà äëÿ âñòàíîâëåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü òà

óìîâ, êîëè öi çíà÷åííÿ ïîãëèíàþòüñÿ íèæíüîþ ìåæåþ íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ïðè

íåñêií÷åííî ìàëèõ ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨. Âèâ÷åííÿ ò. ç. ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè âëàñíèõ
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çíà÷åíü ìà¹ ñàìîñòiéíó öiííiñòü äëÿ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨, àëå âîäíî÷àñ ïîðîãî-

âà ïîâåäiíêà ìà¹ ñòîñóíîê äî ïèòàíü ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-

äå-Âðiçà òà iñíóâàííÿ �áðiçåðiâ� � ïóëüñóþ÷èõ ëîêàëiçîâàíèõ íåëiíiéíèõ õâèëü

� äëÿ äèñêðåòíèõ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà. Ó ðîçäiëi 5 ïîðîãîâà ïî-

âåäiíêà âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü âèâ÷åíà äëÿ ñiìåé îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç

ïîòåíöiàëàìè, ÿêi íåëiíiéíî çàëåæàòü âiä ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨. Ïîáóäîâàíi äâî÷ëåííi

àñèìïòîòèêè ïîðîãîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíî ïðîáëåìi îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, ÿêà â îñòàííi ïiâ-

ñòîëiòòÿ ïîðîäèëà ãîñòði íàóêîâi äèñêóñi¨ òà áiëüøå äâîõ òèñÿ÷ ïóáëiêàöié ó ôi-

çè÷íié òà ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ îïåðàòîðè Øðåäèí-

 åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó Êóëîíà � ïîòåíöiàëàìè, ÿêi ìàþòü ñòåïåíåâi îñîá-

ëèâîñòi. Îñîáëèâiñòü ïîòåíöiàëó ñïðè÷èíÿ¹ íåãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ, à òîìó ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi â îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ òî÷êè

ñèíãóëÿðíîñòi, òðåáà ïî¹äíàòè äåÿêèìè äîäàòêîâèìè óìîâàìè. Ùîá ïîáóäóâàòè

ãàìiëüòîíiàí àòîìà âîäíþ � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ùî âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ ñèñ-

òåìè, � ïîòðiáíî ÿâíî âêàçàòè óìîâè ñïðÿæåííÿ äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi

ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó Êóëîíà. Ïðîòå óìîâ, ÿêi ïîðîäæóþòü ñàìîñïðÿæåíèé

îïåðàòîð, ¹ áàãàòî i âèíèêà¹ ïðîáëåìà ïðàâèëüíîãî ìàòåìàòè÷íî i ôiçè÷íî îá-

 ðóíòîâàíîãî ¨õíüîãî âèáîðó. Îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäi òóò íåìà¹, áî ïðîáëåìà ñõîæà

äî ïðîáëåìè δ′-ïîòåíöiàëó: îáèäâà òèïè ôîðìàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ ¹

÷óòëèâèìè òî òîãî, ÿê ìè ¨õ ðåãóëÿðèçó¹ìî. Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíà çàãàëüíi-

øà çàäà÷à ïðî ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòåíöiàëiâ òèïó Êóëîíà i ¨õ çáiæíiñòü â ðiâíîìið-

íié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Íàñëiäêîì öèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ ïîâíèé ìàòåìàòè÷íèé

îïèñ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi àòîìà âîäíþ. Iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ, ùî îñíîâíà íàóêîâà

ñóïåðå÷êà ñòîñóâàëàñÿ ïèòàííÿ, ÷è ìîæóòü ÷àñòèíêè ïðîíèêàòè ç íåíóëüîâîþ

éìîâiðíiñòþ ÷åðåç ïîòåíöiàëè òèïó Êóëîíà. Äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî ç òàêèõ

ïîòåíöiàëiâ iñíóþòü ÿê ðåãóëÿðèçàöi¨, äëÿ ÿêèõ ïîòåíöiàëè àñèìïòîòè÷íî íåïðî-

íèêíi, òàê i ðåãóëÿðèçàöi¨, êîëè éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ìà¹ íåíóëüîâó ãðàíè-

öþ. Òî÷íi ìîäåëi ç íåòðèâiàëüíèì êîåôiöi¹íòîì ïðîõîäæåííÿ âèíèêàþòü ëèøå

òîäi, êîëè ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòåíöiàëó Êóëîíà ¹ çáiæíèìè â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié.

Ó ðîçäië 7 ðåçóëüòàòè äâîõ ïåðøèõ ðîçäiëiâ óçàãàëüíåíî íà äâîâèìiðíèé âè-
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ïàäîê. Âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç ïîòåíöiàëà-

ìè äèïîëüíîãî òèïó, ÿêi ñêîíöåíòðîâàíi â îêîëi çàìêíåíî¨ êðèâî¨. Òî÷íi ìîäåëi

iç âçà¹ìîäiÿìè íà êðèâié îòðèìàíî â õîäi ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè âëàñíèõ çíà-

÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ. Â óìîâàõ ñïðÿæåííÿ íà êðèâié

ìè äiñòàëè ñêëàäíó çàëåæíiñòü ìiæ ãåîìåòði¹þ êðèâî¨ òà ñïåêòðàëüíèìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè ïðîôiëiâ ëîêàëiçîâàíèõ ïîòåíöiàëiâ. Îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç

ïîòåíöiàëàìè-ðîçïîäiëàìè, çîñåðåäæåíèìè íà êðèâèõ, ïîâåðõíÿõ ÷è ìåòðè÷íèõ

ãðàôàõ, ìîäåëþþòü êâàíòîâi ñèñòåìè iç çàðÿäæåíèìè âêëþ÷åííÿìè, ðiäêi êâàí-

òîâi ãðàôè, êâàíòîâi õâèëåâîäè.

Äâà îñòàííi ðîçäiëè ñòîñóþòüñÿ ìîäåëåé ìåõàíiêè íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù.

Âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ òà êðàéîâèõ çà-

äà÷ äëÿ åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà iç ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè âàãîâî¨ ôóíêöi¨. Â

ðîçäiëi 8 áóëà äîâåäåíà ðiâíîìiðíà ðåçîëüâåíòíà çáiæíiñòü i ïîáóäîâàíà àñèìï-

òîòèêà ñïåêòðiâ äëÿ îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ iç çàãàëüíèìè êðàéîâèìè óìî-

âàìè òà δ′-ïîäiáíèì çáóðåííÿì âàãîâî¨ ôóíêöi¨. Ðîçäië 9 ìiñòèòü äîñëiäæåííÿ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïåêòðiâ äëÿ åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà â îáìåæåíié îáëà-

ñòi ç óñiìà êëàñè÷íèìè òèïàìè êðàéîâèõ óìîâ òà çáóðåííÿì ãóñòèíè â îêîëi çà-

ìêíåíî¨ êðèâî¨. Ó äâîâèìiðíié ìîäåëi íåìà¹ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi

çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ, áî ãðàíè÷íèé îïåðàòîð, íà âiäìiíó âiä äîãðàíè÷íèõ, ìà¹

íåêîìïàêòíó ðåçîëüâåíòó, çîêðåìà, âîëîäi¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè íåñêií÷åííî¨

êðàòíîñòi. Îêðiì ñàìîñòiéíîãî çíà÷åííÿ öi àñèìïòîòè÷íi ðåçóëüòàòè äàþòü íå-

òðèâiàëüíi ïðèêëàäè ñiìåé ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó çìiííèõ ãiëü-

áåðòîâèõ ïðîñòîðàõ, ïîâåäiíêó ñïåêòðó òà âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ ÿêèõ îïèñó¹ íå-

ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð iç íåòðèâiàëüíèìè æîðäàíîâèìè êëiòêàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ ìàòåìàòè÷íèì äîñëiäæåííÿì ó ãàëóçi àñèìïòîòè÷íîãî

àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ òà ñïåêòðàëüíié òåîði¨. Îòðèìàíi ìàòåìà-

òè÷íi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ìàþòü áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíi-

öi òà ìåõàíiöi íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù. Áiëüøiñòü ç íèõ ñòîñó¹òüñÿ îäíîâèìiðíèõ

ôiçè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi íå ¹ ñïðîùåííÿì áàãàòîâèìiðíèõ, à âiäiãðàþòü ðîëü ïåð-

âèííèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¨ ôiçè÷íî¨ íàóêè. Ìîäåëi

îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè ñòàëè àêòóàëüíèìè ñàìå îñòàííiìè äåñÿòèëiòòÿìè, áî ëèøå

òåïåð ¨õ ìîæíà åêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëiçóâàòè: îáìåæèòè ðóõ àòîìiâ äî ÿêîãîñü
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îäíîãî íàïðÿìêó ìîæíà, ïiääàâøè ¨õ äi¨ äóæå ñèëüíèõ ïîëiâ ÷è �óòðèìóþ÷è�

â òîíêèõ ñòðóêòóðàõ, òàêèõ ÿê íàïiâïðîâiäíèêîâi êâàíòîâi äðîòè ÷è âóãëåöåâi

íàíîòðóáêè. Ç ïîãëÿäó ìàòåìàòèêè äåÿêi çàäà÷i îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè ¹ íàáàãàòî

ñêëàäíiøèìè âiä ñâî¨õ àíàëîãiâ ó âèùèõ ðîçìiðíîñòÿõ. Çîêðåìà, öå ñòîñó¹òüñÿ çà-

äà÷i ïðî àòîì âîäíþ. Ìàòåìàòèêà îäíîâèìiðíèõ ìîäåëåé òàêîæ ëåæèòü â îñíîâi

ñó÷àñíî¨ òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðàôiâ, ÿêà çàéìà¹òüñÿ îïèñîì ïðîöåñiâ ó êâàíòîâèõ

õâèëåâîäàõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îïåðàòîð Øðåäèí åðà, ñèíãóëÿðíèé ïîòåíöiàë, δ′-ïîòåíöiàë,

ïîòåíöiàë Êóëîíà, îäíîâèìiðíèé àòîì âîäíþ, çàäà÷à ðîçñiþâàííÿ, àñèìïòîòèêà

ñïåêòðó, òî÷íà ìîäåëü, òî÷êîâà âçà¹ìîäiÿ, çáóðåííÿ ñêií÷åííîãî ðàíãó, ìàãíiò-

íèé ïîòåíöiàë, ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí, îïåðàòîð Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ, êîíöåíòðîâàíi ìàñè.

ABSTRACT

Yuriy D. Golovaty. Singularly perturbed di�erential operators in models of quantum

mechanics.� Quali�cation scienti�c paper, manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Sciences in Physics and Mathematics, speci-

ality 01.01.02 � Di�erential Equations (111 � Mathematics).� Ivan Franko National

University of Lviv, Lviv, 2021.

The work is devoted to the study of mathematical models that arose from atomic

physics. Analysis of di�erential operators such as the Schr�odinger operators and the

Sturm-Liouville operators is the main source of information about the processes descri-

bed by nonrelativistic quantum mechanics. The main purpose of this analysis is to

describe the spectra of di�erential operators and hence to �nd the energy levels of

quantum mechanical systems; to describe the scattering data and hence to calculate

the transmission probability of passage of particles through energy potentials; to �nd

solutions of the inverse spectral problems and the inverse scattering problems in order

to restore the potentials. In most of the mentioned problems it is necessary not only to
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carry out a qualitative study, but also to obtain the most accurate quantitative result,

for instance, to calculate the energy levels, the transmission and re�ection probabi-

lities. Therefore, there are two important requirements on mathematical models in

physics: the models must adequately describe the actual process and at the same time

they must have solutions in the explicit form. Of course, these requirements con�ict

each other, because a realistic model of the physical process must be quite compli-

cated from the mathematical viewpoint, and on the other hand, there are too few

di�erential equations that can be solved explicitly.

However, in quantum mechanics it is possible to build mathematical models that

meet both requirements. Such models are called exactly solvable models or sim-

ply solvable ones. The solvable models and their study are a part of the theory of

Schr�odinger and Sturm-Liouville operators. In quantum mechanics, the interactions

of particles with potentials often occur in small spatial domains. Since the in�uence of

potentials is local, the interactions can be replaced by the so-called point interactions.

For instance, it is possible to replace a linear di�erential equation with variable coe�-

cients by an equation with constant coe�cients, the solutions of which are subject to

some coupling conditions on the discrete set where the potential are localized. In the

general case, the potentials that are localized in a neighbourhood of some submanifolds

of smaller dimension can be replaced with coupling conditions on these submanifolds

which simpli�es the mathematical model. Therefore, the harder mathematical questi-

on comes: how to choose the coupling conditions for a given localized potential so that

the solvable zero-range model governs the quantum dynamics of the true interaction

with admissible �delity, both qualitatively and quantitatively. The solvable models

are often represented by Schr�odinger operators with pseudopotentials which are the

distributions supported on a discrete set or submanifold of lower dimension. But many

formal di�erential operators with the distributions in coe�cients have no mathemati-

cal meaning, because such operators are not covered by the theory of di�erential

equations. Therefore, the problem of choosing the suitable coupling conditions, or

rather the correct self-adjoint operator for the exact model, remains open.

The main object of research is di�erential operators with coe�cients dependent on

a small parameter; the coe�cients are a regularization of the pseudopotentials. The

main tool of the investigation is asymptotic methods for di�erential equations, which
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can be used to prove the convergence of families of perturbed operators in the uniform

or strong resolvent topologies. The domains of the limit operators can be described

in terms of boundary conditions or coupling conditions on sets, where the perturbati-

ons are localized. These operators are the solvable models that best approximate an

actual physical process in the class of either the point interactions or the interacti-

ons on submanifolds. In the Thesis, we have constructed a wide class of solvable

models for di�erent problems of quantum mechanics in dimensions one and two.

Also, we have constructed the asymptotics of spectra and eigenspaces for Schr�odinger

operators with singular perturbations of potentials and for Sturm-Liouville operators

with singularly perturbed weight functions. We found new conditions when families

of one-dimensional Schr�odinger operators possess negative eigenvalues, as well as the

conditions when these eigenvalues are absorbed by the lower bound of the continuous

spectrum.

The �rst three chapters of the work deal with the well known problem of δ′-

potential in quantum mechanics. The problem consists in constructing a one-dimen-

sional solvable model for the localized dipole. The potential of the dipole is generated

by a pair of closely spaced particles with charges of di�erent signs. The dipole is a

barrier-well junction in which a small region of large repulsive potential is followed by

a small region of large attractive potential. The problem has been the subject of many

scienti�c discussions in the last century. It has long been thought that the problem

was solved in the mid-1980s. However, this result turned out to be erroneous and we

found an error in its proof. In addition, the formulation of the problem of �nding a

unique solvable model for a Schr�odinger operator with δ′-potential was mathemati-

cally incorrect. In contrast to the case of δ-potential, the Schr�odinger operator with

δ′-potential is very sensitive to the way of regularization of this pseudopotential. If

we replace the δ′-potential with a δ′-like sequence of the form ε−2V (ε−1x), where V is

a su�ciently smooth function of compact support, then the solvable model depends

on the shape of potential V . Moreover, this dependence is not trivial because the

point interactions depend not only on the integral characteristics of V , but also on

the spectral properties of the Schr�odinger operator with potential V , namely the exi-

stence of zero energy resonances. Generally speaking, the variety of quantum mechani-

cal processes with di�erent properties is hidden behind the formal Hamiltonian with
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δ′-potential. In fact, the problem of δ′-potential should be understood as the problem

of the best approximation in the class of point interactions to Schr�odinger operators

with δ′-like potentials for a given shape V of the regularization

Chapter 1 contains a complete mathematical solution to the problem of δ′-potential.

In Section 1.2, the norm resolvent convergence of Schr�odinger operators with δ′-like

potentials has been established for the shapes of perturbation with compact supports.

The solvable models have been constructed that can be used to describe the dipole

interactions. In Section 1.3, these results have been extended to the shapes of the

Faddeev-Marchenko class. It is shown that the noncompact support of the perturbati-

on does not change the solvable models, but signi�cantly complicates the technique of

proof. In this case, the study is based on the results of scattering theory, in particular,

the asymptotics of the Jost solutions. The Faddeev-Marchenko class is maximal for the

problem, because the perturbations with shapes from wider classes are not always local

ones. We have proved the existence of the resonance phenomenon for the transmission

probability through the dipole-type potentials, which has been previously discovered

by direct calculations for operators with piecewise-constant potentials.

In Chapter 2 we have described the interaction of δ and δ′ potentials. The object

of the study was families of one-dimensional Schr�odinger operators, which can be

interpreted as a regularization of Hamiltonians with pseudopotentials αδ′ + βδ. The

regularized potentials contain two parameters associated with the localization rate

of the δ-like and δ′-like sequences, respectively. The convergence of such operators

has been obtained in the norm resolvent topology and it has been shown that the

solvable models depend not only on the potential shapes, but also on the ratio of the

localization rates of each term in the perturbations.

Since the product of the �rst derivative of Dirac's function and a smooth function

is always a linear combination of two functionals δ and δ′, the δ′-the potential can be

formally treated as a perturbation by an operator of rank two. Chapter 3 is devoted

to the study of asymptotic behavior in the uniform resolvent topology of Schr�odinger

operators with singular local perturbations of rank two, which are combined with

perturbations of δ-like potentials. For such families of operators, several qualitatively

di�erent cases of the limit behavior were obtained and a wide class of solvable models

with point interactions of di�erent types was constructed.
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In Chapter 4, we have studied the limit behavior of families of one-dimensional

Schr�odinger operators with local perturbations of both electric and magnetic potenti-

als, and have described in�uence of the singular magnetic �elds on solvable models.

This e�ect di�ers signi�cantly from the e�ect of continuous magnetic �elds, which

can be eliminated in the Schr�odinger operator by means of a gauge transformation.

First of all, this applies to the situation when the magnetic �elds interact with electric

�elds perturbed by operators of rank two. The localized magnetic �eld is an obstacle

to the norm resolvent convergence, so the convergence of operators with magnetic

�elds has been proved in the strong resolvent topology.

The results of Chapter 2 can be used in the spectral theory of Schr�odinger operators

to establish conditions for the existence of negative eigenvalues and conditions when

these eigenvalues are absorbed by the lower bound of continuous spectrum as a coupli-

ng constant goes to zero. The study of so-called threshold behavior of eigenvalues has

an independent signi�cance for the spectral theory, but at the same time the threshold

behavior is related to the stability of solutions of the Korteweg de Vries equation and

the existence of �breathers� (pulsating localized nonlinear waves) for discrete nonlinear

Schr�odinger operators. In Chapter 5, the threshold behavior of negative eigenvalues

has been studied for families of Schr�odinger operators with potentials that depend

on a coupling constant in the nonlinear way. Two-term asymptotics of threshold ei-

genvalues have been constructed.

Chapter 6 is devoted to the problem of one-dimensional hydrogen atom, which

in the last half century has given rise to many scienti�c discussions and more than

two thousand publications in the physical and mathematical literature. The object of

the study is Schr�odinger operators with Coulomb-type potentials, i.e., potentials that

have power singularities. Singularity of the potential causes non-smoothness of soluti-

ons of the di�erential equation, and therefore the solutions de�ned in the one-sided

neighborhoods of the singular point must be subject to some additional conditions. To

construct the Hamiltonian of hydrogen atom, i.e., a self-adjoint operator correspondi-

ng to the energy of system, it is necessary to explicitly indicate the coupling condi-

tions at the point of singularity of the Coulomb potential. However, there are many

such conditions and there is a problem of the choice. There is no single answer here,

because the problem is similar to the δ′ potential problem: both types of formal di-
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�erential expressions are very sensitive to how we regularize them. In this section

we have studied more general problem of regularization of Coulomb-type potenti-

als and convergence of the corresponding operators in the norm resolvent topology.

The consequence of these results is a complete mathematical description of the one-

dimensional model of hydrogen atom. Historically, the main scienti�c controversy has

been over whether particles can penetrate with a nonzero probability through the

Coulomb-type potentials. It has been proved that for such potentials there are both

regularizations for which the potentials are asymptotically impermeable, and regulari-

zations for which the probability of passage has a nonzero limit. Solvable models with a

nontrivial transmission coe�cient arise only when the regularizations of the Coulomb

potential converge in the space of distributions.

In Chapter 7, the results of the �rst two chapters have been extended to the two-

dimensional case. The spectral properties of Schr�odinger operators with potentials

concentrated in a vicinity of a closed curve have been studied. Solvable models with

interactions on the curve have been obtained by construction of the asymptotics

of eigenvalues and eigenfunctions. The coupling conditions on the curve depend in

nontrivial way on the geometry of curve and the spectral characteristics of localized

potentials. The Schr�odinger operators with distributional potentials supported by

curves, surfaces, or metric graphs describe quantum systems with charged inclusions,

liquid quantum graphs, and quantum waveguides.

The last two sections deal with some models of mechanics of inhomogeneous

media, physics of liquid crystals, physical chemistry of polymers, and theory of cell

membranes. The spectral properties of Sturm-Liouville operators and boundary value

problems for the Laplace operator with singular perturbation of the weight function

have been studied. In Chapter 8, the norm resolvent convergence of Sturm-Liouville

operators with general boundary conditions and δ′-like perturbations of the wei-

ght function has been proved. Also, the asymptotics of their spectra have been

constructed. Chapter 9 is devoted to the study of the spectra of the Laplace operator in

bounded domain with all classical types of boundary conditions and density perturbati-

ons in a vicinity of a closed curve. In the two-dimensional model there is no uni-

form resolvent convergence of perturbed operators, because the limit operator has

a noncompact resolvent, in particular, has eigenvalues of in�nite multiplicity. These

13



asymptotic results give non-trivial examples of self-adjoint operators acting in vari-

able Hilbert spaces for which the behavior of spectrum and eigenspaces is described

by a non-self-adjoint operator with nontrivial Jordan cells.

The Thesis is a mathematical research in �elds of the asymptotic analysis of di-

�erential operators and the spectral theory of linear operators. The obtained results

are new and have direct application in nonrelativistic quantum mechanics. Most of

them concern one-dimensional physical models, which are not a simpli�cation of

3-dimensional ones, but play the role of primary mathematical models in various

branches of modern physics. The models of one-dimensional physics have become

relevant in recent decades, because only now can they be implemented experimentally.

From the mathematical viewpoint, some problems of one-dimensional physics are

much more complicated than the corresponding problems in higher dimensions. In

particular, this applies to the problem of hydrogen atom. The mathematics of one-

dimensional models also underlies the modern theory of quantum graphs, which descri-

bes the processes in quantum waveguides.

Key words: Schr�odinger operator, singular potential, δ′-potential, Coulomb poten-

tial, îne-dimensional hydrogen atom, scattering problem, asymptotics of spectrum,

solvable model, point interaction, �nite rank perturbation, magnetic potential, zero-

energy resonance, half-bound state, Sturm-Liouville operator, concentrated masses.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ìàòåìàòèêà i òåîðåòè÷íà ôiçèêà � äâi íåðîçäiëüíi ñôå-

ðè iíòåëåêòóàëüíî¨ äiÿëüíîñòi ëþäèíè. Ôiçèêà ¹ íåâè÷åðïíèì äæåðåëîì ñêëà-

äíèõ çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòèêiâ, à ìàòåìàòèêà ñòàëà äëÿ ôiçèêiâ ÷è íå îñíîâíèì

iíñòðóìåíòîì, ïåðåäóñiì ó äîñëiäæåííÿõ ìiêðîñâiòó. Òàê âèâ÷åííÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà äà¹ íàì iíôîðìàöiþ ïðî ïðîòiêàííÿ êâàíòîâî-

ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ. Ìåòîþ òàêîãî àíàëiçó ¹ îïèñ ñïåêòðiâ îïåðàòîðiâ � çíàõî-

äæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ êâàíòîâèõ ñèñòåì, îïèñ äàíèõ ðîçñiþâàííÿ � îá÷èñ-

ëåííÿ éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê ÷åðåç åíåðãåòè÷íi ïî-

òåíöiàëè, çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ òà çàäà÷ ðîçñi-

þâàííÿ � âiäíîâëåííÿ ôîðìè ïîòåíöiàëiâ çà ñïåêòðàëüíèìè äàíèìè ÷è äàíèìè

ðîçñiþâàííÿ. Ó òàêèõ çàäà÷àõ òðåáà ïðîâåñòè íå ëèøå ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ, àëå é

îòðèìàòè ÿêîìîãà òî÷íiøèé êiëüêiñíèé ðåçóëüòàò � îá÷èñëèòè åíåðãåòè÷íi ðiâíi

÷è éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ. Òîìó ôiçèêà ñòàâèòü ïåðåä ìàòåìàòè÷íèìè ìîäå-

ëÿìè äâi íà ïåðøèé ïîãëÿä êîíôëiêòóþ÷i âèìîãè: ìîäåëü ïîâèííà àäåêâàòíî

îïèñóâàòè ðåàëüíèé ïðîöåñ i âîäíî÷àñ ìàòè ÿâíi ðîçâ'ÿçêè. Òàêi ìîäåëi íàçèâà-

þòü òî÷íèìè.

Çàçâè÷àé âçà¹ìîäi¨ ó êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñàõ ìàþòü ëîêàëüíèé õàðàê-

òåð i âiäáóâàþòüñÿ â ìàëèõ çîíàõ. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ëîêàëüíi âçà¹ìîäi¨

çàìiíÿþòü òàê çâàíèìè òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè � óìîâàìè ñïðÿæåííÿ äëÿ õâè-

ëüîâèõ ôóíêöié â îêðåìèõ òî÷êàõ. Çàãàëîì ïîòåíöiàëè, ëîêàëiçîâàíi â îêîëi ïiäì-

íîãîâèäiâ ìåíøî¨ âèìiðíîñòi, ìîæíà çàìiíèòè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ ÷è êðàéîâèìè

óìîâàìè íà öèõ ïiäìíîãîâèäàõ, çíà÷íî ñïðîñòèâøè ìîäåëü. Îñíîâíà ìàòåìàòè-

÷íà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ ó âìîòèâîâàíîìó âèáîði óìîâ. Ëîêàëiçîâàíèé ïîòåíöiàë

òðåáà çàìiíèòè òàêèìè óìîâàìè, ùîá îòðèìàíà òî÷íà ìîäåëü íàéêðàùå àïðîê-

ñèìóâàëà, ÿê ÿêiñíî, òàê i êiëüêiñíî, ðåàëüíèé ïðîöåñ.
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Ïîáóäîâà òî÷íèõ ìîäåëåé ó êâàíòîâié ìåõàíiöi òà ¨õ äîñëiäæåííÿ � öå îêðåìèé

ðîçäië òåîði¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, ÿêèé âèâ÷à¹ îïåðàòîðè ç ïîòåíöiàëàìè-

ðîçïîäiëàìè, çîñåðåäæåíèìè íà ìíîæèíàõ ìiðè íóëü, îïåðàòîðè iç çáóðåííÿìè

ñêií÷åííîãî ðàíãó, à òàêîæ çáiæíiñòü ñiìåé îïåðàòîðiâ iç ñèíãóëÿðíî çáóðåíè-

ìè ïîòåíöiàëàìè. Ïåðøèé ðåçóëüòàò ùîäî ãàìiëüòîíiàíiâ, ÿêi ìiñòèëè ñóìó δ-

ôóíêöié, R. Kronig i W. Penny îòðèìàëè ùå â 1931 ðîöi, ôàêòè÷íî â ÷àñè ïîÿâè

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Ïðîòå iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê öi¹¨ òåîði¨ ðîçïî÷àâñÿ ó 80-õ

ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ i òðèâà¹ äîíèíi. Âàãîìèé íàóêîâèé âíåñîê òóò çðîáèëè

òàêi äîñëiäíèêè: S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Høegh-Krohn, H. Holden, P. Cherno�,

R. Hughes, M. Klaus, P. Exner, A. Zettl, P. �Seba, H. Neidhardt, V. Zagrebnov,

P. Kurasov, J. F. Brasche, C. Cacciapuoti, J. Derezi�nski, D. Finco, S. Hassi, M.

Gadella, L. Nieto, R. Figari, A. Posilicano, A. Teta, J. Behrndt, M. Holzmann, V.

Lotoreichik, M. Znojil, Ë. Ä. Ôàää¹¹â, Ô. Î. Áåðåçií, À. Í. Êî÷óáåé, Â. Ä. Êîøìà-

íåíêî, Ë. Ï. Íèæíèê, Â. À. Ìèõàéëåöü, Î. Â. Çîëîòàðþê, Ì. Ì. Ìàëàìóä, Î. Êî-

ñòåíêî, Â. Î. Äåðêà÷, Ñ. Î. Êóæåëü, Â. Ë. Êóëèíñüêèé, Â. �. Ëÿíöå, Ð. Î. Ãðèíiâ,

ß. Â. Ìèêèòþê, À. À. Øêàëèêîâ, À. Ì. Ñàâ÷óê, Ð. Ð. Ãàäèëüøèí, Ä. I. Áîðè-

ñîâ òà ií. Ïîçàÿê íå iñíó¹ çàãàëüíî¨ òåîði¨ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç

óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè â êîåôiöi¹íòàõ, òî çàëèøà¹òüñÿ áàãàòî âiäêðèòèõ ïðîá-

ëåì. Öi ïðîáëåìè íàñàìïåðåä ïîâ'ÿçàíi çi çáiæíiñòþ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç

çáóðåíèìè ïîòåíöiàëàìè, ÿêi çàçâè÷àé ¹ ðåãóëÿðèçàöiÿìè ðîçïîäiëiâ ç âèñîêèì

ïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi.

Îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó Êóëîíà � ïîòåíöiàëàìè, ÿêi ìà-

þòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi � íå ìåíø öiêàâi ç ïîãëÿäó ôiçèêè. Çîêðåìà, ¨õ äîñëi-

äæåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ïðîáëåìîþ îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, ÿêà â îñòàííi ïiâñòî-

ëiòòÿ ïîðîäèëà ãîñòði íàóêîâi äèñêóñi¨ òà áiëüøå äâîõ òèñÿ÷ ïóáëiêàöié. Ñèíãó-

ëÿðíiñòü ïîòåíöiàëiâ ñïðè÷èíÿ¹ íåãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ âèçíà÷åíèìè ëèøå â

îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ îñîáëèâî¨ òî÷êè i ¨õ òðåáà ïî¹äíàòè äîäàòêîâèìè óìîâàìè.

Ùîá ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíiàí àòîìà âîäíþ ïîòðiáíî âêàçàòè öi óìîâè ÿâíî. Äî-

ñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíèõ ìîäåëåé àòîìà âîäíþ ïðîâîäèëè R. Loudon, M. Moshi-

nsky, R. G. Newton, W. Fischer, H. Leschke, P. M�uller, P. Kurasov, F. Gesztesy,

M. Klaus, B. Bodenstorfer, A. Dijksma, H. Langer, C. R. de Oliveira, A. A. Verri,

I. Î. Âàêàð÷óê, Â. Ì. Òêà÷óê òà ií.
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Ó ñïåêòðàëüíié òåîði¨ îïåðàòîðiâØðåäèí åðà âàæëèâèì ¹ âñòàíîâëåííÿ óìîâ,

ïðè âèêîíàííi ÿêèõ iñíóþòü âiä'¹ìíi âëàñíi çíà÷åííÿ, òà óìîâ, êîëè öi âëàñíi

çíà÷åííÿ ïîãëèíà¹ íèæíÿ ìåæà íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ïðè íåñêií÷åííî ìàëèõ

ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨. Âèâ÷åííÿ òàê çâàíî¨ ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü ìà¹

ñàìîñòiéíó öiííiñòü äëÿ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨, àëå âîäíî÷àñ ïîðîãîâà ïîâåäiíêà ìà¹

ñòîñóíîê äî ïèòàíü ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå-Âðiçà òà iñíóâà-

ííÿ �áðiçåðiâ� � ïóëüñóþ÷èõ ëîêàëiçîâàíèõ íåëiíiéíèõ õâèëü � äëÿ äèñêðåòíèõ

íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà. Òàêi ïðîáëåìè âèâ÷àëè B. Simon, M. Klaus,

M. L. Goldberger, J. Rauch, S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Høegh-Krohn, H. Holden,

A. Jensen, M. Melgaard, Ð. Ð. Ãàäèëüøèí òà ií.

Ïîÿâà íîâèõ òåõíîëîãié, ïîâ'ÿçàíèõ ç êîìïîçèòíèìè ìàòåðiàëàìè, ñïðèÿëà

àêòèâíîìó ðîçâèòêó òåîði¨ ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù òà òåîði¨ óñåðåäíåííÿ.

Øëÿõîì ïðîöåäóðè óñåðåäíåííÿ ÷è ç äîïîìîãîþ iíøèõ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ

êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ iç øâèäêîçìiííèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè â îáëàñòÿõ iç ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ ìîæíà àïðîêñèìóâàòè çàäà÷àìè äëÿ óñå-

ðåäíåíèõ îïåðàòîðiâ â îáëàñòÿõ ç ïðîñòîþ ãåîìåòði¹þ. Âàãîìèé âíåñîê â òåîðiþ

óñåðåäíåííÿ çðîáèëè J.-L. Lions, Î. À. Îëiéíèê, Â. Â. Æèêîâ, Â. Î. Ìàð÷åíêî,

�. ß. Õðóñëîâ òà ií. Çîêðåìà, òåîðiÿ ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù äîñëiäæó¹

âëàñòèâîñòi ñèñòåì iç íåîäíîðiäíèì ðîçïîäiëîì ìàñè ÷è ç ïðè¹äíàíèìè ìàñàìè

íà ìíîæèíàõ ìåíøîãî âèìiðó. Òàêi ìîäåëi âèâ÷àëè ó ñâî¨õ ðîáîòàõ E. S�anchez-

Palencia, Î. À. Îëiéíèê, M. Lobo, E. P�erez, Ñ. À. Íàçàðîâ, Ò. À. Ìåëüíèê, Ã. À. ×å-

÷êèí, Â. Î. Ðèáàëêî òà ií.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ñòîñóþòüñÿ îäíîâèìiðíèõ òà äâîâèìiðíèõ ôi-

çè÷íèõ ìîäåëåé. Öi ìîäåëi íå ¹ ñïðîùåííÿì áàãàòîâèìiðíèõ, à âiäiãðàþòü ðîëü

ïåðâèííèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¨ ôiçè÷íî¨ íàóêè. Ìî-

äåëi îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè ñòàëè àêòóàëüíèìè ñàìå îñòàííiìè äåñÿòèëiòòÿìè, áî

ëèøå òåïåð ¨õ ìîæíà åêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëiçóâàòè. Îáìåæèòè ðóõ àòîìiâ äî

îäíîãî íàïðÿìêó ìîæíà, ïiääàâøè ¨õ äi¨ äóæå ñèëüíèõ ïîëiâ ÷è �óòðèìóþ÷è� â

òîíêèõ ñòðóêòóðàõ, òàêèõ ÿê íàïiâïðîâiäíèêîâi êâàíòîâi äðîòè ÷è âóãëåöåâi íà-

íîòðóáêè. Äåÿêi çàäà÷i îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèìè ç ïîãëÿäó

ìàòåìàòèêè, íiæ ¨õ àíàëîãè ó âèùèõ ðîçìiðíîñòÿõ. Çîêðåìà, öå ñòîñó¹òüñÿ çà-

äà÷i ïðî àòîì âîäíþ. Ìàòåìàòèêà îäíîâèìiðíèõ ìîäåëåé òàêîæ ëåæèòü â îñíîâi
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ñó÷àñíî¨ òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðàôiâ, ÿêà îïèñó¹ ïðîöåñè ó êâàíòîâèõ õâèëåâîäàõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè òåìàìè. Äèñåðòàöiÿ íàïèñàíà ó Ëüâiâñüêîìó

íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ó ïðîöåñi âèêîíàííÿ êàôåäðîþ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàóêîâî-äîñëiäíèõ äåðæàâíèõ òåì �Äîñëiäæåííÿ êî-

ðåêòíîñòi êëàñè÷íèõ òà íåêëàñè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ�

� 0108U004134, �Äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ çàäà÷ òà çàäà÷ ç

âiëüíèìè ìåæàìè äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ� � 0111U001085, �Ðîçðîáêà

ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ îïåðàòîðiâ� � 0117U001228.

Ìåòà é çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè áóëà ïîáóäîâà

òà äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi îïèñóþòü ÿâèùà êâàíòîâî¨ ìåõàíi-

êè. À ñàìå, ïîáóäîâà òàê çâàíèõ òî÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi äàþòü íå ëèøå ÿêiñíèé

îïèñ ðåàëüíîãî ïðîöåñó, àëå é ÿêi ìîæíà âiäíîñíî ïðîñòî ðîçâ'ÿçàòè, îòðèìàâøè

êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè � ñïåêòðè ÷è äàíi ðîçñiþâàííÿ. Ìàòåìàòè÷íî i ôiçè÷íî

îá ðóíòîâàíi òî÷íi ìîäåëi îòðèìóþòü øëÿõîì äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi äèôåðåí-

öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ iç ëîêàëüíèìè ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè êîåôiöi¹íòiâ òà

âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ¨õíiõ ñïåêòðiâ. Çàâäàííÿì ðîáîòè áóëî:

◦ ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó δ′-ïîòåíöiàëó, ïîáóäóâàâøè òåîðiþ îäíîâèìiðíèõ îïå-

ðàòîðiâØðåäèí åðà ç (aδ′+bδ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè; çíàéòè òî÷íi ìîäå-

ëi � ãàìiëüòîíiàíè ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè, ÿêi íàéêðàùå àïðîêñèìóþòü

ñèñòåìè ç ëîêàëiçîâàíèìè äèïîëÿìè;

◦ òðàêòóþ÷è δ′-ïîòåíöiàë ÿê çáóðåííÿ ñêií÷åííîãî ðàíãó, ïîáóäóâàòè òåîðiþ

îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ðàíãó

äâà òà çíàéòè êëàñ òî÷íèõ ìîäåëåé;

◦ ðîçâ'ÿçàòè ïðîáëåìó îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, çíàéøîâøè êëàñ ãàìiëü-

òîíiàíiâ, ùî âiäïîâiäàþòü îïåðàòîðàì Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó

Êóëîíà;

◦ âèâ÷èòè âïëèâ ìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ íà ãðàíè÷íi òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ äëÿ îïå-

ðàòîðiâØðåäèí åðà ç îäíî÷àñíèì (aδ′+bδ)-ïîäiáíèì çáóðåííÿì ìàãíiòíîãî

i åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöiàëiâ;
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◦ ïîáóäóâàòè òî÷íi ìîäåëi i àñèìïòîòèêó ñïåêòðiâ äëÿ äâîâèìiðíèõ îïåðàòî-

ðiâ Øðåäèí åðà iç ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ, çîñåðåäæåíèìè

âçäîâæ êðèâèõ;

◦ äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç çàëåæíèìè âiä ïàðàìåòðà ïîòåíöiàëàìè çíà-

éòè óìîâè iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi ïîãëèíàþòüñÿ íåïå-

ðåðâíèì ñïåêòðîì ïðè ïðÿìóâàííi ïàðàìåòðà äî íóëÿ;

◦ âèâ÷èòè âïëèâ δ′-ïîäiáíèõ çáóðåíü âàãîâèõ ôóíêöié íà ñïåêòðè îïåðàòîðiâ

Øòóðìà-Ëióâiëëÿ, à òàêîæ âïëèâ çáóðåíü âàãîâèõ ôóíêöié â îêîëi çàìêíå-

íèõ êðèâèõ íà ñïåêòðè åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ áóëè îïåðàòîðè Øðåäèí åðà iç ëîêàëüíèìè ñèíãóëÿð-

íèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ, à òàêîæ îïåðàòîðèØòóðìà-Ëióâiëëÿ òà îïåðàòîðè

åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè âàãîâèõ ôóíêöié.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü áóëè óìîâè çáiæíîñòi ñiìåé ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðà-

òîðiâ â ðiâíîìiðíié òà ñèëüíié ðåçîëüâåíòíèõ òîïîëîãiÿõ, àñèìïòîòèêà ñïåêòðiâ,

óìîâè iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó äîñëiäæåííÿõ îñíîâíèìè áóëè àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Â ïî¹äíàííi ç ìåòîäàìè òåîði¨ îïåðàòîðiâ i ôóíê-

öiîíàëüíîãî àíàëiçó âîíè ñòàëè åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì âèâ÷åííÿ çáiæíîñòi

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäîâè ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà

àñèìïòîòè÷íîãî îïèñó ñïåêòðiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöi¨ âïåðøå îòðèìàíi òàêi íàóêîâi ðå-

çóëüòàòè ç òåîði¨ òî÷íèõ ìîäåëåé äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà òà ñïåêòðàëüíî¨

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ:

◦ ìàòåìàòè÷íî êîðåêòíî ñôîðìóëüîâàíî i ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó δ′-ïîòåíöiàëó,

äîâåäåíî ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà çi çáó-

ðåííÿìè (aδ′+ bδ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè, îïèñàíî êëàñ òî÷êîâèõ âçà¹ìî-

äié, ÿêi âèíèêàþòü ó ñèñòåìàõ ç ëîêàëiçîâàíèìè äèïîëÿìè, âèâ÷åíî âïëèâ

íà òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ øâèäêîñòåé çáiæíîñòi δ- òà δ′-ïîäiáíèõ ïîñëiäîâíîñòåé;

◦ äîâåäåíî, ùî òðàêòóâàííÿ δ′-ïîòåíöiàëó ÿê çáóðåííÿ ñêií÷åííîãî ðàíãó âå-

äå äî öiëêîâèòî íîâî¨ ôiçè÷íî¨ ìîäåëi, îïèñàíî âñi ÿêiñíî ðiçíi âèïàäêè
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ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç ñèíãóëÿðíèìè ëîêàëüíèìè

çáóðåííÿìè ðàíãó äâà, ïîáóäîâàíî íîâèé øèðîêèé êëàñ òî÷íèõ ìîäåëåé;

◦ âïåðøå ïðîáëåìó δ′-ïîòåíöiàëó óçàãàëüíåíî íà äâîâèìiðíèé âèïàäîê, âè-

â÷åíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñïåêòðiâ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç äèïîëü-

íèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ â îêîëi çàìêíåíèõ êðèâèõ, êîíñòðóêòèâíî

îïèñàíî âïëèâ ãåîìåòði¨ êðèâèõ i ðåçîíàíñiâ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ íà ãðàíè÷íi

âçà¹ìîäi¨;

◦ ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó òåîðiþ îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, çíàéäåíî óìî-

âè çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó Êóëîíà, ÿêi çáó-

ðåíi (aδ′ + bδ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè; ïîáóäîâàíî êëàñ òî÷íèõ ìîäåëåé i

äîâåäåíî, ùî âèáið òî÷íî¨ ìîäåëi êðèòè÷íî çàëåæèòü âiä ôîðìè ðåãóëÿðè-

çàöi¨ ïîòåíöiàëó Êóëîíà;

◦ çíàéäåíî íîâi óìîâè iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ îäíîâèìið-

íèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè, ùî ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié,

à òàêîæ óìîâè, êîëè öi âëàñíi çíà÷åííÿ ïîãëèíà¹ íåïåðåðâíèé ñïåêòð ïðè

äåÿêèõ ïîðîãîâèõ ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨, ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêè òàêèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü;

◦ ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ñïåêòðiâ îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç ëîêàëü-

íèìè çáóðåííÿìè âàãîâèõ ôóíêöié òà îïåðàòîðiâ äâîâèìiðíèõ åëiïòè÷íèõ

êðàéîâèõ çàäà÷, êîëè âàãîâi ôóíêöi¨ çáóðåíi â îêîëi çàìêíåíèõ êðèâèõ; â

îáîõ âèïàäêàõ ãðàíè÷íi îïåðàòîðè ¹ íåñàìîñïðÿæåíèìè i âîëîäiþòü æîð-

äàíîâèìè ëàíöþãàìè äîâæèíè 2, ùî ¹ íàñëiäêîì ñèíãóëÿðíî¨ ãåîìåòði¨ âà-

ãîâèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi â äèñåðòàöi¨ ìàòåìàòè÷íi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü áåçïîñåðåäíié ñòîñóíîê äî ñó÷àñíèõ ïðîáëåì êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè,

à òîìó ìîæóòü çíàéòè çàñòîñóâàííÿ ó íàíîòåõíîëîãiÿõ, â ÿêèõ äîìiíó¹ êâàíòîâà

ïðèðîäà ïðîöåñiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à Íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ àâòîð îòðèìàâ

ñàìîñòiéíî. Â ñòàòi [220] àâòîðîâi íàëåæèòü ðîçäië 2, â [221] � ðîçäiëè 4�6, â [8]
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� ðîçäiëè 2�5, â [9] � ðîçäiëè 2�5, à â [7] � ðîçäië 3.1 òà ìåòîäèêà îá ðóíòóâàííÿ

àñèìïòîòèê â ëåìàõ 6.3, 6.4.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåíü, ùî óâiéøëè

ó äèñåðòàöiþ, çðîáëåíi äîïîâiäi íà òàêèõ íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ i êîíôåðåíöiÿõ.

� Research seminar on Di�erential Equations and Homogenization Theory by

Prof. M. Lobo and Prof. M. E. P�erez. University of Cantabria, Santander, Spain

(2000, 2009).

� Workshop Asymptotic and Numerical Analysis of Structures and Heterogeneous

Media. Saint-Petersburg, Russia, December 2000.

� Research seminar on Homogenization Theory by Prof. A. Piatnitsky. Narvik

University College, Narvik, Norway, December (2004, 2006, 2010).

� Workshop Mathematical Techniques for Multiscale-Analysis. Heidelberg Uni-

versity, Heidelberg, Germany, October 2005.

� Research seminar of The Bath Institute for Complex Systems by Prof. V. Smy-

shlyaev. University of Bath, Bath, United Kingdom, July 2009.

� Research seminar on Partial Di�erential Equations by Prof. W. J�ager. Hei-

delberg University, Heidelberg, Germany, June 2010.

� WorkshopMathematical Challenges of Zero Range Physics: rigorous results and

open problems. Sapienza University, Rome, Italy, July 2018.

� Ëüâiâñüêèé ìiæâóçiâñüêèé ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó iìåíi ïðîô.

Â. Å. Ëÿíöå (êåðiâíèê ïðîô. O. Ã. Ñòîðîæ), Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíi-

âåðñèòåò iì. Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, áåðåçåíü 2009.

� Êè¨âñüêèé ñåìiíàð ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (êåðiâíèêè ïðîôåñîðè À. Í.

Êî÷óáåé, Â. À. Ìèõàéëåöü, Â. Ë. Îñòðîâñüêèé, Þ. Ñ. Ñàìîéëåíêî), Iíñòè-

òóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, ëèñòîïàä 2012.
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� Ëüâiâñüêèé ìiñüêèé ñåìiíàð ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (êåðiâíèêè ïðîôå-

ñîðè Ì. I. Iâàí÷îâ, Ï. I. Êàëåíþê, Á. É. Ïòàøíèê), Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëü-

íèé óíiâåðñèòåò iì. Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, (2000�2019).

� Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2018. Êîíôåðåíöiÿ êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, Ëüâiâ-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, ãðóäåíü 2018.

� Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2019. Êîíôåðåíöiÿ êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, Ëüâiâ-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, ãðóäåíü 2019.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 15 ïðàöÿõ ó ôàõîâèõ

íàóêîâèõ âèäàííÿõ, ñåðåä íèõ 12 ñòàòåé � ó âèäàííÿõ, ÿêi iíäåêñóþòüñÿ ó íàóêî-

ìåòðè÷íié áàçi Scopus. Ïåðåëiê ìiñòèòü 10 ïóáëiêàöié, ÿêi ç'ÿâèëèñÿ ó æóðíàëàõ,

âiäíåñåíèõ äî ïåðøîãî i äðóãîãî êâàðòèëiâ (Q1 i Q2) âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨

SCImago Journal and Country Rank. Òàêi ñòàòòi ïðèðiâíþþòüñÿ äî òðüîõ ïóáëi-

êàöié, òîìó çàãàëüíà êiëüêiñòü ïóáëiêàöié ç ðåéòèíãîâèìè ìíîæíèêàìè � 35.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, äåâ'ÿòè

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó. Ïåðåëiê âèêîðè-

ñòàíèõ äæåðåë ìiñòèòü 271 áiáëiîãðàôi÷íèõ ïîçèöié. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöié

ñòàíîâèòü 339 ñòîðiíêà, ç íèõ 286 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.

ß âäÿ÷íèé ñâî¹ìó â÷èòåëþ Îëüçi Àðñåíiâíi Îë¹éíiê çà òå, ùî ââåëà ó ñâiò

íàóêè. Òàêîæ ÿ âäÿ÷íèé Ñåðãiþ Îëåêñàíäðîâè÷ó Íàçàðîâó, ÿêèé íàâ÷èâ ìåíå

ìèñòåöòâó àñèìïòîòèê.
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Ðîçäië 1

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ Ç

δ′-ÏÎÄIÁÍÈÌÈ ÏÎÒÅÍÖIÀËÀÌÈ

Ïåðøèé ðîçäië i äâà íàñòóïíi ñòîñóþòüñÿ âiäîìî¨ â êâàíòîâié ìåõàíiöi ïðîáëåìè

δ′-ïîòåíöiàëó. Âîíà ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi îäíîâèìiðíî¨ òî÷íî¨ ìîäåëi äëÿ ëîêàëi-

çîâàíîãî äèïîëþ, êîëè åíåðãåòè÷íèé ïîòåíöiàë ïîðîäæåíèé ïàðîþ áëèçüêî ðîç-

òàøîâàíèõ ÷àñòèíîê iç çàðÿäàìè ðiçíîãî çíàêó. Òàêèé ïîòåíöiàë ¹ ïî¹äíàííÿì

âèñîêî¨ åíåðãåòè÷íî¨ ñòiíè i ãëèáîêî¨ åíåðãåòè÷íî¨ ÿìè, ëîêàëiçîâàíèõ â îêîëi

îäíi¹¨ òî÷êè. Ïðîáëåìà ñòàëà ïðåäìåòîì íàóêîâèõ äèñêóñié â ìèíóëîìó ñòîëiòòi

i äîâãèé ÷àñ ââàæàëè, ùî âîíà áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ï. Øåáîþ â ñåðåäèíi 80-õ ðîêiâ.

Ïðîòå öåé ðåçóëüòàò âèÿâèâñÿ ïîìèëêîâèì i ìè çíàéøëè ïîìèëêó ó éîãî äîâå-

äåííi. Äî òîãî æ ñàìå ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè � çíàéòè ¹äèíó òî÷íó ìîäåëü

äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç δ′-ïîòåíöiàëîì � áóëî ìàòåìàòè÷íî íåêîðåêòíèì.

Íà âiäìiíó âiä îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç δ-ïîòåíöiàëîì îïåðàòîð ç δ′-ïîòåíöiàëîì

÷óòëèâèé äî ñïîñîáó ðåãóëÿðèçàöi¨ òàêîãî ïñåâäîïîòåíöiàëó. ßêùî éîãî çàìiíèòè

δ′-ïîäiáíîþ ïîñëiäîâíiñòþ âèãëÿäó ε−2V (ε−1x), äå V � äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíê-

öiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, òî íà âèáið òî÷íî¨ ìîäåëi ìàòèìå âïëèâ ïðîôiëü V ,

à ñàìå, òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ çàëåæàòèìóòü âiä ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòî-

ðà Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì V . Íàñïðàâäi, çà ôîðìàëüíèì ãàìiëüòîíiàíîì ç

δ′-ïîòåíöiàëîì õîâà¹òüñÿ áàãàòîìàíiòòÿ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ ç ðiçíèìè

âëàñòèâîñòÿìè.

Ðîçäië ìiñòèòü ìàòåìàòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè δ′-ïîòåíöiàëó, ÿêó òðàêòó-

¹ìî ÿê çàäà÷ó íàéêðàùî¨ àïðîêñèìàöi¨ â êëàñi òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà ç δ′-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè âèáðàíîãî ïðîôiëþ. Îïèñàíî êëàñ ñà-
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ìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âèíèêàþòü â êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ç ëîêàëü-

íèìè âçà¹ìîäiÿìè äèïîëüíîãî òèïó. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [7�9].

1.1 Îçíà÷åííÿ, ôiçè÷íà òåðìiíîëîãiÿ i äåÿêi òâåðäæåííÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi çiáðàíi äåÿêi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ òåîði¨ ëiíiéíèõ îïå-

ðàòîðiâ òà òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ äàëi. Òàêîæ

òóò îïèñàíà ôiçè÷íà òåðìiíîëîãiÿ, ÿêà ñòàíå ó ïðèãîäi ïðè iíòåðïðåòàöi¨ îòðèìà-

íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ.

δ- òà δ′-ïîäiáíi ïîñëiäîâíîñòi

Ôóíêöi¹þ Äiðàêà, ÷è ïðîñòî δ-ôóíêöi¹þ, íàçèâàþòü ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíê-

öiîíàë ç ïðîñòîðó D′(R), ÿêèé âèçíà÷åíèé ïðàâèëîì 〈δ(x), φ(x)〉 = φ(0) äëÿ óñiõ

φ ∈ C∞0 (R). Ïåðøà ïîõiäíà δ-ôóíêöi¨ âèçíà÷åíà òàê 〈δ′(x), φ(x)〉 = −φ′(0).

Ëåìà 1.1. Íåõàé V � iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ íà ïðÿìié.

(i) ßêùî
∫
R V (t) dt = 1, òî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ε−1V (xε ) çáiãà¹òüñÿ ïðè

ε→ 0 â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié äî δ(x).

(ii) ßêùî
∫
R V (t) dt = 0 òà

∫
R tV (t) dt = −1, òî ε−2V (xε )→ δ′(x) â D′(R).

Äîâåäåííÿ. Ôàêò ç ïóíêòó (i) ¹ äîáðå âiäîìèì, òîìó äîâåäåìî (ii). Äëÿ êîæíî¨

ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ C∞0 (R) ìà¹ìî

ε−2

∫
R

V (xε )φ(x) dx = ε−1

∫
R

V (t)φ(εt) dt = ε−1

∫
suppφ

V (t)
(
φ(0)+εφ′(0)t+O(ε)

)
dt =

= ε−1φ(0)

∫
R

V (t) dt+ φ′(0)

∫
R
tV (t) dt+O(ε) = −φ′(0) +O(ε),

ïðè ε→ 0.

Íà âiäìiíó âiä ïîñëiäîâíîñòi ç ïóíêòó (i), ÿêà ¹ çáiæíîþ â D′(R) äëÿ óñiõ V ,

ïîñëiäîâíiñòü ε−2V (xε ) ¹ çáiæíîþ ëèøå äëÿ V ç íóëüîâèì ñåðåäíiì. Íàäàëi, êîæ-

íó ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó ε−1V (ε−1 · ) íàçèâàòèìåìî δ-ïîäiáíîþ, à ïîñëiäîâíiñòü
âèãëÿäó ε−2V (ε−1 · ) � δ′-ïîäiáíîþ, íàâiòü äëÿ V ç íåíóëüîâèì ñåðåäíiì. Ôóíêöiþ

V íàçèâàòèìåìî ïðîôiëåì öèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Çáiæíiñòü â ïðîñòîði íåîáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé {Aε}ε>0 � ïîñëiäîâíiñòü íåîáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ â ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði L çi ùiëüíèìè îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ domAε. Äëÿ òàêèõ ñiìåé îïåðàòîðiâ

âèíèêà¹ ïðîáëåìà, ÿê âèçíà÷èòè ¨õ çáiæíiñòü, áî ìîæå òðàïèòèñÿ, ùî ìíîæèíè

domAε íå ìiñòÿòü æîäíîãî ñïiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé A � çàìêíåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L.

Êàæåìî, ùî êîìïëåêñíå ÷èñëî λ íàëåæèòü äî ðåçîëüâåíòíî¨ ìíîæèíè %(A)

îïåðàòîðà A, ÿêùî îïåðàòîð A−λI ¹ ái¹êöi¹þ ç domA íà âåñü ïðîñòið L, ïðè÷î-

ìó îáåðíåíèé îïåðàòîð ¹ îáìåæåíèì. Îïåðàòîð Rλ(A) = (A−λI)−1 íàçèâàþòü

ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A â òî÷öi λ ∈ %(A). Ìíîæèíà σ(A) = C \ %(A) � öå

ñïåêòð îïåðàòîðà A.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé {Aε}ε>0 � ïîñëiäîâíiñòü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ.

Êàæåìî, ùî Aε çáiãàþòüñÿ â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi äî äå-

ÿêîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A, ÿêùî ‖Rλ(Aε)−Rλ(A)‖ → 0 ïðè ε→ 0 äëÿ

âñiõ λ ç âiäìiííîþ âiä íóëÿ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ Imλ. Àíàëîãi÷íî, Aε çáiãàþòüñÿ

â ñåíñi ñèëüíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, ÿêùî ‖Rλ(Aε)f − Rλ(A)f‖L → 0 äëÿ

âñiõ f ∈ L i òàêèõ λ, ùî Imλ 6= 0.

Ùîá äîâåñòè ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ðå-

çîëüâåíòè çáiãàþòüñÿ çà íîðìîþ õî÷à á â îäíié òî÷öi ïîçà äiéñíîþ âiññþ.

Ëåìà 1.2. Íåõàé Aε òà A � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè i λ0 ∈ C \ R. ßêùî
‖Rλ0(Aε)−Rλ0(A)‖ → 0, òî Aε → A â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíî-

ñòi. ßêùî æ ‖Rλ0(Aε)f − Rλ0(A)f‖L → 0 äëÿ âñiõ f ∈ L, òî Aε → A â ñåíñi

ñèëüíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi. [1, ñ.284]

ßêùî îïåðàòîðè áëèçüêi ó ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié ìåòðèöi, òî âîíè ìàþòü

ïîäiáíi ñïåêòðè i ¨õ ñïåêòðàëüíi ïðîåêòîðè òåæ áëèçüêi.

Ëåìà 1.3. Íåõàé Aε òà A � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè i Aε → A â ñåíñi ðiâíî-

ìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi. ßêùî µ ∈ %(A), òî µ ∈ %(Aε) äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ ε i ‖Rµ(Aε)−Rµ(A)‖ → 0. Íåõàé a i b � äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a ∈ %(A),

b ∈ %(A) òà a < b. Òîäi ‖P(a,b)(Aε) − P(a,b)(A)‖ → 0 ïðè ε → 0, äå P(a,b) �

ñïåêòðàëüíèé ïðîåêòîð. [1, ñ.289]
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Ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òà íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè

Íåõàé H = − d2

dx2 + V � îïåðàòîð Øðåäèí åðà â L2(R) ç ïîòåíöiàëîì V .

Îçíà÷åííÿ 1.3. Êàæåìî, ùî îïåðàòîð H âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåð-

ãi¨, ÿêùî ðiâíÿííÿ −φ′′ + V φ = 0 ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, îáìåæåíèé íà

óñié ïðÿìié. Öåé ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹ìî íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì îïåðàòîðà H (íà

âiäìiíó âiä çâ'ÿçíîãî ñòàíó, ÿêèé ìà¹ íàëåæàòè ïðîñòîðó L2(R)).

Íàäàëi ìè ïðîñòî êàçàòèìåìî, ùî ïîòåíöiàë V ìà¹ ðåçîíàíñ. Òàêi ïîòåíöià-

ëè ç ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ íå ¹ ðiäêiñíèìè. Íàñïðàâäi, êîæåí ïîòåíöiàë ç

êîìïàêòíèì íîñi¹ì ìîæíà ïîìíîæèòè íà äåÿêó ñòàëó i îïåðàòîð ìàòèìå òàêèé

ðåçîíàíñ. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Hα = − d2

dx2 + αV ç äiéñíèì ïàðàìåòðîì

α, ÿêèé íàäàëi íàçèâàòèìåìî ñòàëîþ âçà¹ìîäi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ðåçîíàíñíîþ ìíîæèíîþ R(V ) ïîòåíöiàëó V íàçèâà¹ìî ïiä-

ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë α, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð Hα âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨

åíåðãi¨.

Ëåìà 1.4. Íåõàé ïîòåíöiàë V ìà¹ êîìïàêòíèé i çâ'ÿçíèé íîñié. Òîäi R(V ) ¹

çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ áåç ñêií÷åííèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê. ßêùî V çìiíþ¹ çíàê,

òî ìíîæèíà R(V ) çàâæäè ìà¹ äâi ãðàíè÷íi òî÷êè α = −∞ òà α = +∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi ôàêòè ç òåîði¨ ïðî-

ñòîðiâ Êðåéíà � ïðîñòîðiâ Ëåáåãà iç çíàêîçìiííîþ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ. Òåîðiÿ

òàêèõ ïðîñòîðiâ îïèñàíà â [2].

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ V òàêà, ÿê â ëåìi 1.4, à òàêîæ suppV = [−1, 1].

Íåõàé K � ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ç âàãîþ |V | ôóíêöié íà (−1, 1)

çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (f, g) =
∫ 1

−1 |V |fg dξ. Ââåäåìî â K iíäåôiíiòíó ìåòðèêó

[f, g] =
∫ 1

−1 V fg dξ, ïåðåòâîðèâøè éîãî â ïðîñòið Êðåéíà. Â K iñíó¹ êàíîíi÷íà

ñèìåòðiÿ Jf = sgnV · f , òàêà ùî (Jf, g) = [f, g] äëÿ âñiõ f, g ∈ K.
Ðîçãëÿíåìî â K îïåðàòîð A iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ domA. Îïåðàòîð

íàçèâà¹ìî J-íåâiä'¹ìíèì, ÿêùî [Ax, x] > 0 äëÿ âñiõ x ∈ domA. Îïåðàòîð Ac,

âèçíà÷åíèé íà ëiíåàëi domAc = {y ∈ K : ∃z ∈ K, ∀x ∈ domA [Ax, y] = [x, z]}
ôîðìóëîþ Acy = z, íàçèâà¹ìî J-ñïðÿæåíèì äî A. ßêùî A = Ac, òî êàæóòü, ùî

A ¹ J-ñàìîñïðÿæåíèì.
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Ëåìà 1.5. Íåõàé îïåðàòîð A ¹ J-ñàìîñïðÿæåíèì òà J-íåâiä'¹ìíèì ç íåïîðîæ-

íüîþ ðåçîëüâåíòíîþ ìíîæèíîþ. Òîäi ñïåêòð öüîãî îïåðàòîðà ¹ äiéñíèì i äèñ-

êðåòíèì. Äëÿ íåíóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ¨õ àëãåáðà¨÷íi òà ãåîìåòðè÷íi êðàò-

íîñòi çáiãàþòüñÿ. Íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ ìîæóòü âiäïîâiäàòè ëàíöþ-

ãè ç âëàñíîãî òà îäíîãî ïðè¹äíàíîãî âåêòîðà. [2, ñ. 138]

Äîâåäåííÿ ëåìè 1.4. Ó ïðèïóùåííi, ùî suppV = [−1, 1], áóäü-ÿêèé îáìåæåíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −φ′′ + αV φ = 0 íà ïðÿìié ¹ ñòàëèì ïîçà âiäðiçêîì [−1, 1].

Òîìó çâóæåííÿ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó îïåðàòîðHα íà öåé âiäðiçîê ¹ íåòðèâiàëüíèì

ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

− u′′ + αV u = 0, x ∈ (−1, 1), u′(−1) = 0, u′(1) = 0. (1.1)

ßêùî ôóíêöiÿ V ¹ çíàêîñòàëîþ, òî ìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ñòîñîâíî

ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà α, i òåçà ëåìè 1.4 ¹ î÷åâèäíîþ. Â iíøîìó âèïàäêó,

(1.1) ¹ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ iç çíàêîçìiííîþ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ. Òåîðiÿ

òàêèõ çàäà÷ ðîçâèíóòà â [3, 4].

Ââåäåìî â ïðîñòîði Êðåéíà K îïåðàòîð T = − 1
V

d2

dx2 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

domT =
{
f ∈ W 2

2 (−1, 1) : V −1f ′′ ∈ K, f ′(−1) = 0, f ′(1) = 0
}
.

Öåé îïåðàòîð ¹ J-íåâiä'¹ìíèì, áî

[Tf, f ] = −
∫ 1

−1

f ′′f dx =

∫ 1

−1

|f ′|2 dx > 0.

Äàëi, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ domT ìà¹ìî

[Tf, g] = −
∫ 1

−1

f ′′g dx = f(1) g′(1)− f(−1) g′(−1)−
∫ 1

−1

f g′′ dx.

Òîìó ðiâíiñòü [Tf, g] = [f, T cg] âèêîíó¹òüñÿ, ëèøå êîëè g′(−1) = g′(1) = 0 i

T cg = −V −1g′′. Îòæå, îïåðàòîð T ¹ J-ñàìîñïðÿæåíèì. Êðiì òîãî, ðåçîëüâåíòíà

ìíîæèíà T íåïîðîæíÿ, çîêðåìà, i ∈ %(T ).

Ç iíøîãî áîêó, (1.1) ìîæíà çàïèñàòè ÿê ñïåêòðàëüíå ðiâíÿííÿ Tu = −αu, à
îïåðàòîð Hα ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè −α ∈ σ(T ).

Îòæå, R(V ) = −σ(T ). Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, äîñòàòíüî çiñëàòèñÿ íà ëå-

ìó 1.5.
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u
1

Ðèñ. 1.1: Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

Óìîâà ëåìè 1.4 ïðî çâ'ÿçíèé íîñié ïîòåíöiàëó V íå ¹ ñóòò¹âîþ i äîâåäåííÿ

ëåãêî óçàãàëüíèòè íà íåçâ'ÿçíi íîñi¨.

Íàñëiäîê 1.1. Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí îïåðàòîðà Hα = − d2

dx2 + αV âèçíà÷åíèé ç

òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà. Ñòàëi çíà÷åííÿ, ÿêi âií íàáóâà¹ ïîçà íîñi¹ì

ïîòåíöiàëó V ¹ âiäìiííèìè âiä íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Âñi íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà T ïðîñòi, à íóëüîâå, ÿêå

çàâæäè iñíó¹, � íàïiâïðîñòå. Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí ¹ ïðîäîâæåííÿ ç âiäðiçêà [−1, 1]

íà óñþ ïðÿìó âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ñòàëèìè çíà÷åííÿ ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi

(äèâ. ðèñ. 1.1). Öÿ âëàñíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà. Äî òîãî

æ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −φ′′ + αV φ = 0 íå ìîæå áóòè íóëåì íà

ìíîæèíi íåíóëüîâî¨ ìiðè.

Òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ òà òî÷íi ìîäåëi

Íåõàé V � ôóíêöiÿ êëàñó L∞loc(R), ÿêà îáìåæåíà çíèçó. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

H0 = − d2

dx2
+ V, domH0 = {f ∈ C∞0 (R) : f(0) = f ′(0) = 0},

ÿêèé ¹ ñèìåòðè÷íèì â L2(R). Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð â L2(R) ìà¹ âèãëÿä

H∗0 = − d2

dx2
+V, domH∗0 = {f ∈ L2(R) : f, f ′ ∈ ACloc(R\{0}), −f ′′+V f ∈ L2(R)}.

Òóò ACloc � êëàñ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ íà êîæíîìó êîìïàêòi ôóíêöié.

Ëåìà 1.6. Êîæíå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà H0 ¹

çâóæåííÿì H∗0 íà êëàñ ôóíêöié, ÿêi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü îäèí

ç äâîõ òèïiâ êðàéîâèõ óìîâ:

a−f
′(−0) = b−f(−0), a+f

′(+0) = b+f(+0), (1.2)
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äå a2
− + b2

− 6= 0 i a2
+ + b2

+ 6= 0, àáî æ(
f(+0)

f ′(+0)

)
= eiϕ

(
c11 c12

c21 c22

)(
f(−0)

f ′(−0)

)
, (1.3)

äå ϕ ∈ [−π
2 ,

π
2 ], ckl ∈ R òà c11c22 − c12c21 = 1. [5, 6]

Ëåìà îïèñó¹ âñi êðàéîâi óìîâè òà óìîâè ñïðÿæåííÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò

äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó − d2

dx2 + V , ç ÿêèìè âií ïîðîäæó¹ ñàìîñïðÿæåíi

îïåðàòîðè â L2(R). Çâiñíî, òî÷êó x = 0 â öüîìó òâåðäæåííi ìîæíà çàìiíèòè

áóäü-ÿêîþ iíøîþ.

Ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü êðàéîâèì óìîâàì (1.2), ÷àñòî

íàçèâàþòü íåçâ'ÿçàíèìè àáî ðîçäiëåíèìè. Âîíè ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ñàìîñïðÿ-

æåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü íà ïiâîñÿõ. Ç ïîãëÿäó ôiçèêè, îäíîâèìiðíà êâàíòîâî-

ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi íåçâ'ÿçàíi ïiäñèñòåìè. Óìîâè ñïðÿæåííÿ

(1.3) âèçíà÷àþòü çâ'ÿçàíi ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ, ÿêi âiäïîâiäàþòü êâàíòîâî-

ìåõàíi÷íèì ñèñòåìàì, ÿêi ¹ îäíèì öiëèì. Çâ'ÿçàíi ðîçøèðåííÿ ¹ öiêàâiøèìè ç

ïîãëÿäó ôiçèêè i òîìó, ùî äàþòü íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ.

Â íàéïðîñòiøîìó ôîðìóëþâàííi îäíîâèìiðíà çàäà÷à ðîçñiþâàííÿ ïîëÿãà¹ â

îá÷èñëåííi éìîâiðíîñòi, ç ÿêî¨ ÷àñòèíêè ïðîíèêàþòü ÷åðåç ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð

V (äèâ. ðèñ. 1.2). Äîñëiäíèêè ÷àñòî çàìiíþþòü ïîòåíöiàë V , çîñåðåäæåíèé â îêî-

ëi ÿêî¨ñü òî÷êè, òàê çâàíîþ òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ � óìîâàìè âèãëÿäó (1.2) ÷è

(1.3) â öié òî÷öi, âèáèðàþ÷è ¨õ ç ïåâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ÷è ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü.

Òàêà çàìiíà ìà¹ íà ìåòi ïîáóäîâó òî÷íî¨ ìîäåëi � ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ÿêó

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿâíî i îòðèìàòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê. Êîëè ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè

¹ çâ'ÿçàíèì ðîçøèðåííÿì, òî çàäà÷ó ðîçñiþâàííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿâíî, îòðè-

p

1-p V

Ðèñ. 1.2: Ðîçñiþâàííÿ íà ïîòåíöiàëi V : ÷àñòèíêè ç éìîâiðíiñòþ p ïðîíèêàþòü

÷åðåç ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð, à ç éìîâiðíiñòþ 1− p âiäáèâàþòüñÿ âiä íüîãî.
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ìàâøè ôóíêöiéíó çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ ÷åðåç áàð'¹ð âiä åíåðãi¨

÷àñòèíêè. Â ðàçi ãàìiëüòîíiàíà, ÿêèé ¹ íåçâ'ÿçàíèì ðîçøèðåííÿì, òàêà éìîâið-

íiñòü ¹ çàâæäè íóëüîâîþ, òîáòî áàð'¹ð V ¹ íåïðîíèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê.

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì òî÷íî¨ ìîäåëi ¹ îïåðàòîðØðåäèí åðà ç δ-ïîòåíöiàëîì.

Íåõàé ïîòåíöiàë V ¹ òàêèì, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.2. Éîãî ùå íàçèâàþòü ïîòåí-

öiàëüíîþ ñòiíîþ. Òîäi ñòàöiîíàðíà çàäà÷à ðîçñiþâàííÿ ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi

ðîçâ'ÿçêiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ −y′′ + V (x)y = k2y

íà ïðÿìié. Öå ¹ ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêå,

âçàãàëi êàæó÷è, ÿâíî ðîçâ'ÿçàòè íå âäà¹òüñÿ. Ïðèïóñòèâøè, ùî íîñié V ¹ äîâîëi

ìàëèì i ðîçòàøîâàíèì â îêîëi íóëÿ, ïîòåíöiàë ìîæíà çàìiíèòè ôóíêöi¹þ Äiðà-

êà i ðîçãëÿíóòè iíøå ðiâíÿííÿ −y′′ + αδ(x)y = k2y, äå α =
∫
R V dx. Íàðåøòi,

äîäàíîê αδ(x)y ìîæíà çàáðàòè ç ðiâíÿííÿ, çàìiíèâøè éîãî òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ

y′′ = k2y, x ∈ R \ {0}, y(+0) = y(−0), y′(+0) = y′(−0) + αy(0). (1.4)

Òåïåð çàäà÷à ðîçñiþâàííÿ çâåëàñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôi-

öi¹íòàìè íà ïiâîñÿõ òà óçãîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çãiäíî óìîâ ñïðÿæåííÿ â íóëi.

Ïîïðè óñi ïåðåâàãè òî÷íèõ ìîäåëåé, ¨õ ïîáóäîâà ïîâ'ÿçàíà çi ñêëàäíèìè ïè-

òàííÿìè ìàòåìàòè÷íîãî õàðàêòåðó. Îäíi¹þ ç ïðèíöèïîâèõ ïðîáëåì ¹ âiäñóòíiñòü

ìíîæåííÿ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, âíàñëiäîê ÷îãî íåìà¹ çàãàëüíî¨ òåî-

ði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè â êîåôiöi¹íòàõ. Áiëü-

øiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè íà

êøòàëò ôóíêöié Äiðàêà ÷è ¨õíiõ ïîõiäíèõ � öå ëèøå ôîðìàëüíi äèôåðåíöiàëüíi

âèðàçè i ¨õ íå âäà¹òüñÿ ðåàëiçóâàòè ÿê ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði. Íàäàëi, òàêi ôîðìàëüíi îïåðàòîðè íàçèâàòèìåìî ïñåâäîãàìiëüòîíiàíà-

ìè, àáî æ îïåðàòîðàìè Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëàìè. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

ðîçñiþâàííÿ íà ïîòåíöiàëi, çîáðàæåíîìó íà ðèñ. 1.3. Òàêèé ïðîôiëü ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãi¨ âiäïîâiäà¹ äèïîëþ � äâîì áëèçüêî ðîçòàøîâàíèì ÷àñòèíêàìè iç çàðÿäà-

ìè ðiçíèõ çíàêiâ, ùî ÷àñòî òðàïëÿ¹òüñÿ â êðèñòàëi÷íèõ ñòðóêòóðàõ. Çàçâè÷àé öi

çàðÿäè ¹ îäíàêîâèìè çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ, à òîìó V ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹.

Çðîçóìiëî, ùî òî÷íà ìîäåëü (1.4) , â ÿêié òåïåð α äîðiâíþ¹ íóëþ, ñòà¹ òðè-

âiàëüíîþ i íåàäåêâàòíîþ ôiçè÷íîìó ÿâèùó. ßê îá÷èñëèòè, õî÷à á íàáëèæåíî,

éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíîê ÷åðåç äèïîëüíèé ïîòåíöiàë?
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p

V

Ðèñ. 1.3: Ðîçñiþâàííÿ íà ïîòåíöiàëi, ÿêèé ïîðîäæåíèé äèïîëåì.

Ïîòåíöiàë íà ðèñ. 1.3 ñõîæèé íà ïîõiäíó ïîòåíöiàëó-øàïî÷êè íà ðèñ. 1.2.

Ðîçãëÿíåìî òàêó ìîäåëü −y′′+αδ′(x)y = k2y. Ïðîòå öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ æîäíîãî

ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó, áî äëÿ íüîãî íå iñíó¹ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ â D′(R). Ñïðàâ-

äi, äîáóòîê δ′(x)y = y(0)δ′(x)− y′(0)δ(x) êîðåêòíî âèçíà÷åíèé äëÿ ôóíêöié, ÿêi

¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè â íóëi. ßêáè òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíóâàâ, òî éîãî

äðóãà ïîõiäíà áóëà á äîñèòü ñèíãóëÿðíèì ðîçïîäiëîì y(0)δ′(x)− y′(0)δ(x) + k2y

â íóëi, ùî ñóïåðå÷èòü éîãî íåïåðåðâíié äèôåðåíöiéîâíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî ðiâ-

íÿííÿ −y′′ + αδ(x)y = k2y ìà¹ â D′(R) äâîâèìiðíèé ïðîñòið íåïåðåðâíèõ â íóëi

ðîçâ'ÿçêiâ, à òîìó äîáóòîê δ(x)y = y(0)δ(x) êîðåêòíî âèçíà÷åíèé.

Äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Äàëi íàì çíàäîáëÿòüñÿ êiëüêà òåõíi÷íèõ òâåðäæåíü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [g]a ñòðè-

áîê g(a+0)−g(a−0) ôóíêöi¨ g â òî÷öi x = a, à ÷åðåç Rε � äiéñíó ïðÿìó ç äâîìà

âèêèíóòèìè òî÷êàìè x = −ε i x = ε, òîáòî Rε = R \ {−ε, ε}.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g êëàñó W 2
2,loc(Rε) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ

ρ ∈ C∞(Rε), ùî ñóìà g+ρ íàëåæèòü äî ïðîñòîðóW 2
2,loc(R). Êðiì òîãî, ρ ìîæ-

íà âèáðàòè òàê, ùîá ¨¨ íîñié áóâ êîìïàêòíèì i íå ìiñòèâ iíòåðâàëó (−ε, ε), à
òàêîæ âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

‖ρ‖C2(|x|>ε) 6 c
(
|[g]−ε|+ |[g]ε|+ |[g′]−ε|+ |[g′]ε|

)
(1.5)

çi ñòàëîþ c, ÿêà íå çàëåæèòü âiä g i ε.
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Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äîïîìiæíi ôóíêöi¨-çðiçêè η0 i η1, ãðàôiêè ÿêèõ çîáðàæåíî

íà ðèñ. 1.4. Âîíè îáèäâi ¹ ãëàäêèìè ïîçà íóëåì, ìàþòü íîñi¨ íà çàìèêàííi äîäàòíî¨

ïiâîñi. Êðiì òîãî, η0(+0) = 1, η′0(+0) = 0, η1(+0) = 0 i η′1(+0) = 1.

Ðèñ. 1.4: Ãðàôiêè ôóíêöié η0 i η1.

Òîäi ôóíêöiÿ âèãëÿäó

ρ(x) = [g]−ε η0(−x− ε)− [g′]−ε η1(−x− ε)− [g]ε η0(x− ε)− [g′]ε η1(x− ε). (1.6)

çà ïîáóäîâîþ ìà¹ íîñié ó ìíîæèíi |x| > ε i áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

[ρ]−ε = −[g]−ε, [ρ]ε = −[g]ε, [ρ′]−ε = −[g′]−ε, [ρ′]ε = −[g′]ε.

Íàïðèêëàä, ïåðøà ôîðìóëà âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

ρ(−ε− 0) = [g]−ε η0(+0)− [g′]−ε η1(+0)− [g]ε η0(−2ε)− [g′]ε η1(−2ε) = [g′]ε,

ρ(−ε+ 0) = [g]−ε η0(−0)− [g′]−ε η1(−0)− [g]ε η0(−2ε)− [g′]ε η1(−2ε) = 0.

Îòæå, g + ρ ¹ íåïåðåðâíîþ íà R ðàçîì ç ïåðøîþ ïîõiäíîþ, à òîìó íàëåæèòü äî

ïðîñòîðó W 2
2,loc(R). Íåðiâíiñòü (1.5) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç çîáðàæåííÿ ρ, à

ñòàëà c çàëåæèòü ëèøå âiä ôóíêöié η0 òà η1.

Òâåðäæåííÿ 1.2. Íåõàé I � ñêií÷åííèé iíòåðâàë äiéñíî¨ îñi, t0 ∈ I, q ∈ L∞(I)

i g ∈ L2(I). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi −w′′ + qw = g, w(t0) = a, w′(t0) = b íà

iíòåðâàëi I çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖w‖C1(I) 6 c(|a|+ |b|+ ‖g‖L2(I))

çi ñòàëîþ c, ÿêà íå çàëåæèòü âiä a, b òà ôóíêöi¨ g. ßêùî g ∈ L∞(I), òî

‖w‖C1(I) 6 c(|a|+ |b|+ ‖g‖L∞(I)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé w1 i w2 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ w′′+ qw = 0, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþ-

òüñÿ óìîâè w1(t0) = 1, w′1(t0) = 0, w2(t0) = 0 i w′2(t0) = 1. Ïîòåíöiàë q îáìåæåíèé

38



íà I, òîìó öi ðîçâ'ÿçêè íàëåæàòü äî ïðîñòîðó W 2
2 (I), à ç îãëÿäó íà òåîðåìè

âêëàäåííÿ òàêîæ êëàñó C1(I). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹

âèãëÿä

w(t) = aw1(t) + bw2(t) +

∫ t

t0

k(t, s)g(s) ds, (1.7)

äå k(t, s) = w1(t)w2(s)− w1(s)w2(t). Çàïèñàâøè ïîõiäíó ðîçâ'ÿçêó

w′(t) = aw′1(t) + bw′2(t) +

∫ t

t0

∂k

∂t
(t, s)g(s) ds,

ìà¹ìî |w(t)|+ |w′(t)| 6 |a|‖w1‖C1(I) + |b|‖w2‖C1(I) + |I|1/2‖k‖C1(I×I)‖g‖L2(I) äëÿ âñiõ

t ∈ I. Çâiäñè âèïëèâàþòü ïîòðiáíi íåðiâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 1.3. Íåõàé ôóíêöiÿ w ∈ W 2
2 (I), òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê x1 òà

x2 ç iíòåðâàëó I âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|w(x2)−w(x1)| 6 c1|x2−x1| ‖w‖W 2
2 (I) , |w′(x2)−w′(x1)| 6 c2|x2−x1|1/2 ‖w‖W 2

2 (I) .

Äîâåäåííÿ. Ç íåïåðåðâíîãî âêëàäåííÿ W 2
2 (I) ⊂ C1(I) ìà¹ìî

|w(x2)− w(x1)| 6
∣∣∣∣∫ x2

x1

|w′(x)| dx
∣∣∣∣ 6 |x2 − x1|‖w‖C1(I) 6 c1|x2 − x1|‖w‖W 2

2 (I).

À ç íåðiâíîñòi Êîøi âèïëèâà¹, ùî

|w′(x2)− w′(x1)| 6
∣∣∣∣∫ x2

x1

|w′′(x)| dx
∣∣∣∣ 6 c2|x2 − x1|1/2‖w‖W 2

2 (I). �

Íåõàé V0 � ëîêàëüíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî îïåðàòîð H = − d2

dx2 + V0

¹ ñàìîñïðÿæåíèì â L2(R). Ââåäåìî ïiäïðîñòið V0 â L2(R). Ôóíêöiÿ h íàëåæèòü

äî V0, ÿêùî iñíóþòü òàêi äâi ôóíêöi¨ h− i h+ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà

H, ùî h = h− íà âiä'¹ìíié îñi òà h = h+ íà äîäàòíié. Íåõàé S � çáóðåííÿ

îïåðàòîðà H òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òîáòî Sf = −f ′′ + V0f

i îáëàñòü âèçíà÷åííÿ domS ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié f ∈ V0, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü â

òî÷öi x = 0 àáî íåçâ'ÿçàíi óìîâè (1.2), àáî çâ'ÿçàíi (1.3).

Òóò i íàäàëi ÷åðåç ‖ · ‖ ïîçíà÷à¹ìî ñòàíäàðòíó íîðìó â L2(R).
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Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé f ∈ L2(R), z ∈ C \R. Ïîêëàäåìî y = (S − z)−1f . Òîäi

äëÿ x > 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|y(±0)| 6 C1‖f‖, |y′(±0)| 6 C2‖f‖ (1.8)∣∣y(±x)− y(±0)
∣∣6 C3x‖f‖,

∣∣y′(±x)− y′(±0)
∣∣6 C4x

1/2‖f‖ (1.9)

çi ñòàëèìè Ck, ÿêi íå çàëåæàòü âiä f .

Äîâåäåííÿ. Ðåçîëüâåíòà Rz(S) = (S − z)−1 ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ç L2(R) â

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ domS ç ââåäåíîþ íà íié íîðìîþ ãðàôiêà. Ïîòåíöiàë V0 ¹

ëîêàëüíî îáìåæåíèì, òîìó öåé ïðîñòið ¹ ïiäïðîñòîðîì W 2
2,loc(R \ {0}) ∩ V0. Äëÿ

êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíèK íà ïðÿìié, äëÿ ÿêî¨ íóëü íå ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ,

iñíó¹ íåçàëåæíà âiä f ñòàëà cK > 0, ùî

‖y‖W 2
2 (K) 6 cK‖f‖. (1.10)

Òîäi îöiíêè (1.8) âèêîíóþòüñÿ ç îãëÿäó íà òåîðåìó âêëàäåííÿ W 2
2 (K) ⊂ C1(K),

ÿêùî ïî÷åðãîâî âçÿòè K = [−1, 0] òà K = [0, 1]. Íåðiâíîñòi (1.9) âèïëèâàþòü ç

(1.10) òà òâåðäæåííÿ 1.3.

1.2 δ′-ïîäiáíi çáóðåííÿ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè

Ïîáóäó¹ìî òî÷íi ìîäåëi äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç δ′-ïîäiáíèìè çáóðåííÿ-

ìè ïîòåíöiàëó, ïðîôiëiâ ÿêèõ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié. Ìè äîâåäåìî ðiâíîìiðíó

ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü òàêèõ îïåðàòîðiâ, îïèøåìî êëàñ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðà-

òîðiâ, ÿêi çàëåæíî âiä ôiçè÷íîãî êîíòåêñòó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïðè îïèñi äè-

ïîëüíèõ âçà¹ìîäié. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ìåòîä ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ ¹ íå òàêèì åôåêòèâíèì, ÿê ó âèùèõ âèìiðíîñòÿõ. Çâó-

æåííÿ ôîðìàëüíîãî îïåðàòîðà Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëîì, çîñåðåäæåíèì

â íóëi, çáiãà¹òüñÿ çi ñèìåòðè÷íèì îïåðàòîðîì H0 ç ëåìè 1.6, ÿêèé ìà¹ ÷îòè-

ðüîõïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü. Íåìà¹ æîäíî¨ ïðîöåäóðè íà

êøòàëò ïðîöåäóðè ðåíîðìàëiçàöi¨ Áåðåçiíà i Ôàä¹¹âà [10], ùîá iäåíòèôiêóâàòè ñà-

ìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ âèõiäíîìó ïñåâäîãàìiëüòîíiàíó. Áiëüøå

òîãî, äëÿ òàêèõ ïñåâäîïîòåíöiàëiâ ÿê, íàïðèêëàä, δ′-ïîòåíöiàë íå iñíó¹ ¹äèíîãî
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ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ, áî òî÷íà ìîäåëü çàëåæèòü âiä âèãëÿäó ðåãóëÿðèçà-

öi¨. Ç îòðèìàíèõ íàìè ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî ôîðìàëüíèé âèðàç − d2

dx2 + δ′(x)

¹ ëèøå ñèìâîëi÷íèì ïîçíà÷åííÿì êëàñó ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ç ðiçíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè i âií íå ìiñòèòü äîñòàòíüî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ñàìîñïðÿæåíîãî

ðîçøèðåííÿ.

1.2.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðîçãëÿäàòèìåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hε = − d2

dx2
+ V0(x) + ε−2V (ε−1x) (1.11)

â ïðîñòîði L2(R), äå V0 � ëîêàëüíî îáìåæåíèé äiéñíîçíà÷íèé ïîòåíöiàë òàêèé,

ùî íåçáóðåíèé îïåðàòîð H = − d2

dx2 + V0 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Ôóíêöiÿ V ¹ îáìå-

æåíîþ, äiéñíîçíà÷íîþ i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð.

Çðîçóìiëî, ùî domHε = domH. Êîëè ïîòåíöiàë V òàêèé ÿê â ïóíêòi (ii) ëå-

ìè 1.1, òî çáóðåííÿ ε−2V (ε−1x) çáiãà¹òüñÿ äî δ′(x) â D′(R). Ïðîòå íàäàëi ìè

íå íàêëàäà¹ìî òàêèõ óìîâ íà ïðîôiëü V . Äî ðå÷i, îïåðàòîðè Hε ìîæíà òàêîæ

òðàêòóâàòè ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ iíøîãî (ìàòåìàòè÷íî áåçñåíñîâíîãî) ïñåâäîãàìiëü-

òîíiàíà − d2

dx2 +V0(x) + δ2(x), áî íà çáóðåííÿ ìîæíà äèâèòèñÿ ÿê íà äîáóòîê äâîõ

δ-ïîäiáíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
(
ε−1U1(ε

−1x)
)
·
(
ε−1U2(ε

−1x)
)
, äå V = U1U2. Âèâ÷à-

òèìåìî çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε ïðè ε → 0, à çíàéäåíi â ãðàíèöi ñàìîñïðÿæåíi

îïåðàòîðè òðàêòóâàòèìåìî ÿê òî÷íi ìîäåëi äëÿ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ç ïîòåíöiàëü-

íîþ åíåðãi¹þ V0 + ε−2V (ε−1 · ).
Äåòàëüíèé îãëÿä äîñëiäæåíü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëàìè

ìiñòèòüñÿ â êíèãàõ [12, 13]. Òóò ìè ëèøå çãàäà¹ìî äåÿêi ðîáîòè, ÿêi áåçïîñå-

ðåäíüî ñòîñóþòüñÿ òåìè öüîãî ðîçäiëó. Â òî÷íèõ ìîäåëÿõ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

ïîõiäíà ôóíêöi¨ Äiðàêà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiäðàçó â äâîõ iïîñòàñÿõ. Ðîçðiçíÿþòü äâà

ôiçè÷íi ôåíîìåíè � δ′-âçà¹ìîäiÿ òà δ′-ïîòåíöiàë. ßâèùå δ′-âçà¹ìîäi¨ ñèëè β ìî-

äåëþþòü òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ f ′(−0) = f ′(+0), f(+0) − f(−0) = βf ′(0) [12].

Øåáà [16] ïîêàçàâ, ùî òàêó òî÷êîâó âçà¹ìîäiþ ìîæíà îòðèìàòè â ãðàíèöi, ðåãó-

ëÿðèçóâàâøè åâðèñòè÷íèé îïåðàòîð − d2

dx2 +β 〈δ′(x), · 〉δ′(x). Ñêëàäíó àïðîêñèìà-

öiþ δ′-âçà¹ìîäi¨ ç ïîòåíöiàëîì, ùî ìiñòèâ òðè δ-ïîäiáíi ïîñëiäîâíîñòi, ïîáóäóâàëè
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Ï. Åêñíåð, Õ. Íåéäãàðò i Â. Çàãðåáíîâ [14]. Íåùîäàâíî Ã. Êàðäîíå i À. Õðàáó-

ñòîâñüêèé [15] îòðèìàëè ùå îäíó iíòåðïðåòàöiþ δ′-âçà¹ìîäi¨ � âîíà âèíèêëà ïðè

äîñëiäæåííi òîíêèõ õâèëåâîäiâ ç òðàíñâåðñàëüíèìè âiêíàìè. Â ðîáîòàõ [17, 18]

òàêi òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ ç'ÿâëÿþòüñÿ ó äîñëiäæåííi îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà iç ñèí-

ãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ðàíãó 2 (äåòàëüíiøå ïðî öå â Ðîçäiëi 3). Ï. Øåáà [16]

âèâ÷àâ òàêîæ ïîâåäiíêó ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, â ÿêèõ δ′-ïîòåíöiàë áóâ

çàìiíåíèé ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ 1
2ε(δ(x+ ε)− δ(x− ε)) äâîõ áëèçüêî ðîçòàøîâà-

íèõ δ-ôóíêöié. Øóêàþ÷è òî÷íi ìîäåëi äëÿ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíà − d2

dx2 +αδ′(x), âií

äîâiâ, ùî òàêi îïåðàòîðè çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî ïðÿìî¨ ñóìè äâîõ íåçáóðåíèõ

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ ç óìîâàìè Äiðiõëå â íóëi. Òîáòî òî÷êîâà âçà-

¹ìîäiÿ ¹ òèïó (1.2) i ìà¹ âèãëÿä f(−0) = 0, f(+0) = 0. Äàëi, ó òåîðåìi 4, Øåáà

äîâîäèòü, ùî îïåðàòîðè Hε, çàäàíi ôîðìóëîþ (1.11) ïðè V0 = 0, òåæ çáiãàþòüñÿ

äî öi¹¨ ïðÿìî¨ ñóìè â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, ÿêùî ïîòåíöiàë

V ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹.

Ïðîòå âèÿâèëîñÿ, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4 â [16] ¹ ïîìèëêîâèì. Äî òîãî æ

ïîìèëêîâèì ¹ ñàì ðåçóëüòàò. Ç ïîãëÿäó òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ ðåçóëüòàò Øåáè îçíà-

÷àâ, ùî δ′-áàð'¹ð çàâæäè ìàâ áè áóòè àáñîëþòíî íåïðîíèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê. Àëå

áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ ïðè ðîçñiþâàííi íà êóñêîâî-

ñòàëîìó δ′-ïîäiáíîìó ïîòåíöiàëi çàïåðå÷óþòü öå. Â [19] âïåðøå, ÿê íàì âiäî-

ìî, Î. Çîëîòàðþê çi ñïiâàâòîðàìè îïèñàëè åôåêò ðåçîíàíñó äëÿ éìîâiðíîñòi

ïðîíèêíåííÿ ÷åðåç êóñêîâî-ñòàëèé ïîòåíöiàë. Âîíè îòðèìàëè äèñêðåòíó ìíîæè-

íó ðåçîíàíñíèõ çíà÷åíü ñòàëî¨ çâ'ÿçêó α ÿê ìíîæèíó êîðåíiâ äåÿêîãî òðàíñöåí-

äåíòíîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ αδ′-ïîäiáíèé áàð'¹ð ¹ ÷àñòêîâî ïðîíèêíèì. Òàêèé

æ åôåêò äëÿ iíøèé ïðîôiëiâ δ′-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ áóâ îòðèìàíèé â [20,21]. Íà

ñüîãîäíi ¹ âæå ñåðiÿ ïðàöü Î. Çîëîòàðþêà, â ÿêèõ âèâ÷åíî åôåêò ðåçîíàíñó äëÿ

ðiçíèõ êóñêîâî-ñòàëèõ ïîòåíöiàëiâ [22�29].

Ñòðîãå ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ δ′-ïîòåíöiàëó øóêàëè áàãàòî àâòîðiâ [30�34].

Öiêàâîþ ¹ êîðîòêà çàìiòêà Ï. Êóðàñîâà i Í. Åëàíäåðà [30], â ÿêié αδ′-ïîòåíöiàë

òðàêòóâàëè ÿê òî÷êîâó âçà¹ìîäiþ âèãëÿäó f(+0) − f(−0) = α
2 (f(+0) + f(−0)),

f ′(+0) − f ′(−0) = −α
2 (f ′(+0) + f ′(−0)). Öå îçíà÷åííÿ âèíèêàëî ç ïîáóäîâàíî¨

Êóðàñîâèì â [35] òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié íàä êëàñîì ðîçðèâíèõ òåñòîâèõ

ôóíêöié. Â öié òåîði¨ äëÿ ïîøèðåííÿ îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ íà ôóíêöiîíà-
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ëè áóëî çðîáëåíå ïðèïóùåííÿ ôiçè÷íîãî õàðàêòåðó ïðî ïàðíiñòü ôóíêöi¨ Äiðà-

êà. À ñàìå, ïîñòóëþâàëîñÿ, ùî 〈δ, φ〉 = 1
2(φ(−0) + φ(+0)). Òàêå æ îçíà÷åííÿ

δ′-ïîòåíöiàëó çàïðîïîíóâàâ Ë. Íèæíèê â [36], ÿêèé âèâ÷àâ îïåðàòîð Øðåäèí-

 åðà â ïðîñòîði Ñîáîë¹âà W 3
2 (R \ 0). Ó ìîíîãðàôi¨ [13, ñ. 339] ÷èòà¹ìî, ùî ïðè

âñiõ ñïðîáàõ îïèñàòè âçà¹ìîäiþ ç δ′-ïîòåíöiàëîì âèêîðèñòîâóâàëè äîäàòêîâi ïðè-

ïóùåííÿ, íàïðèêëàä, ïåâíó ñèìåòðiþ âçà¹ìîäi¨. Áåç òàêèõ ïðèïóùåíü ôåíîìåí

δ′-ïîòåíöiàëó íå ìîæíà êîðåêòíî âèçíà÷èòè. Ìè æ äîñëiäæó¹ìî çàäà÷ó áåç æî-

äíèõ ïðèïóùåíü ôiçè÷íîãî õàðàêòåðó i äîâîäèìî, ùî òî÷êîâà âçà¹ìîäiÿ ñóòò¹âî

çàëåæèòü âiä ñïîñîáó àïðîêñèìàöi¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ Äiðàêà. Öå îçíà÷à¹, ùî íàé-

êðàùå íàáëèæåííÿ ðåàëüíî¨ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè â êëàñi ãàìiëüòîíiàíiâ

ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ìîæíà îòðèìàòè, ëèøå ìàþ÷è äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ

ïðî õàðàêòåð δ′-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó, à ñàìå ïðîôiëü V .

Íåõàé V− òà V+ � ïiäïðîñòîðè â L2(R−) òà L2(R+) âiäïîâiäíî, ÿêi îòðèìàíi

çâóæåííÿì åëåìåíòiâ ïðîñòîðó V0 íà ïiâîñi. Ââåäåìî òàêi îïåðàòîðè

Sθ = − d2

dx2
+ V0, domSθ = {f ∈ V0 : f(+0) = θf(−0), θf ′(+0) = f ′(−0)},

D± = − d2

dx2
+ V0, domD± = {f ∈ V± : f(0) = 0}.

(1.12)

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ êîæíîãî äiéñíîçíà÷íîãî îáìåæåíîãî ïîòåíöiàëó V ç êîì-

ïàêòíèì íîñi¹ì ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Hε = − d2

dx2 + V0 + ε−2V (ε−1·)
çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi ïðè ε→ 0.

ßêùî îïåðàòîð − d2

dx2 +V âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì

ñòàíîì u, òî ãðàíè÷íèì äëÿ ñiì'¨ Hε ¹ îïåðàòîð Sθ ç ïàðàìåòðîì θ = u(+∞)
u(−∞),

äå u(±∞) = lim
x→±∞

u(x). Êîëè æ ïîòåíöiàë V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨,

òî îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕ D+. Â îáîõ âèïàäêàõ äëÿ

êîæíîãî λ ∈ C \ R ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖Rλ(Hε)−Rλ(Sθ)‖ 6 Cε1/2, ‖Rλ(Hε)−Rλ(D− ⊕D+)‖ 6 Cε1/2

çi ñòàëîþ C, íåçàëåæíîþ âiä ε.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 1.1, ïàðàìåòð θ âèçíà÷åíèé êîðåêòíî i îäíîçíà÷íî. Äå-

ùî íåî÷iêóâàíèì ¹ òîé ôàêò, ùî çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε ìîæíà îòðèìàòè i äëÿ
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çáóðåíü ε−2V (ε−1·), ÿêi íå çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Íàø ðå-

çóëüòàò âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðåçóëüòàòó Ï. Øåáè âàæëèâèì ç ïîãëÿäó ôiçèêè âèïàä-

êîì ðåçîíàíñó. Òàêi ðåçîíàíñè âèíèêàþòü i äëÿ ïîòåíöiàëiâ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì,

ÿêi âií âèâ÷àâ. Çàóâàæèìî, ùî â ïðàöi [37], äå Øåáà âèâ÷àâ ïîâåäiíêó ñõîæèõ

îïåðàòîðiâ íà ïiâîñi, âèïàäîê ðåçîíàíñó áóâ ðîçãëÿíóòèé.

Ïèòàííÿì çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ Hε ó âèïàäêó V0 = 0 âèíèêëî â ðîáîòàõ

[38�40], äå àïðîêñèìóâàëè ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ó çiãíóòèõ òîíêèõ

êâàíòîâèõ õâèëåâîäàõ îïåðàòîðàìèØðåäèí åðà íà ìåòðè÷íèõ ãðàôàõ. Â öèõ ìî-

äåëÿõ ïðîôiëü V çàëåæàâ âiä ãåîìåòði¨ çãèíó õâèëåâîäà, çîêðåìà éîãî êðèâèíè.

Ó ïðèïóùåííi, ùî ïîòåíöiàë V åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäàâ íà íåñêií÷åííîñòi i ìàâ

íåíóëüîâå ñåðåäí¹, áóâ îòðèìàíèé ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé ÿê â òåîðåìi 1.1. Ïðîòå

âàæëèâèé äëÿ íàñ âèïàäîê δ′-ïîäiáíîãî çáóðåííÿ íå áóëî âèâ÷åíî, îñêiëüêè ìåòîä

ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâàâ óìîâó
∫
R V dx 6= 0. Ðåçóëüòàòè

òåîðåìè 1.1 áóëè ïåðåíåñåíi íà êâàíòîâi ãðàôè ìî¨ì ó÷íåì Ñ. Ìàíüêîì [42, 43] i

ðîçâèíóòi â éîãî ñïiëüíèõ ïðàöÿõ ç Ï. Åêñíåðîì [44,45].

1.2.2 Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî íîñié V ìiñòèòüñÿ ó âiäðiçêó [−1, 1].

Òîäi çáóðåííÿ ε−2V (ε−1x) çîñåðåäæåíå íà ìàëié ìíîæèíi [−ε, ε]. Ââåäåìî äîïîìiæ-
íó çìiííó t = ε−1x.

Âèïàäîê ðåçîíàíñó

Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à u � íà-

ïiâçâ'ÿçíèé ñòàí. Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ L2(R) i ÷èñëà λ ∈ C \ R ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

y = Rλ(Sθ)f òà yε = Rλ(Hε)f . Iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi àñèìïòîòè÷íî-

ãî íàáëèæåííÿ äëÿ åëåìåíòà yε â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Hε, ïðè÷îìó y ìà¹ áóòè

ãîëîâíèì éîãî ÷ëåíîì. Ç áëèçüêîñòi íàáëèæåííÿ â íîðìi L2(R) îäíî÷àñíî äî

y òà yε âèïëèâàòèìå áëèçüêiñòü öèõ äâîõ åëåìåíòiâ. Âñi îöiíêè âiäñòàíi áóäóòü

ðiâíîìiðíèìè âiäíîñíî f íà êîæíié îáìåæåíié ìíîæèíi â L2(R).

ßê ìè ïîêàçàëè â äîâåäåííi ëåìè 1.4, çâóæåííÿ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàí u íà
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[−1, 1] ¹ íåòðèâiàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− u′′ + V (t)u = 0, t ∈ (−1, 1), u′(−1) = 0, u′(1) = 0, (1.13)

ïðè÷îìó u(±∞) = u(±1), áî ïîçà íîñi¹ì V ôóíêöiÿ u ¹ ñòàëîþ (äèâ. ðèñ. 1.1).

Îòæå, θ = u(1)
u(−1) . Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí íîðìó¹ìî óìîâîþ u(−1) = 1. Òîäi u(1) = θ.

Íåõàé òàêîæ v � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

− v′′ + V (t)v = 0, t ∈ (−1, 1), v(−1) = 0, v′(−1) = 1. (1.14)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ẑε(x) =

y(x), êîëè |x| > ε,

y(−0)u
(
x
ε

)
+ εy′(−0)v

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε,

äå wε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

−w′′ε + V (t)wε = f(εt), wε(−1) = 0, w′ε(−1) = 0. (1.15)

Ôóíêöiÿ ẑε íå íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîð Hε. Çà ïîáóäîâîþ âîíà

¹ ëèøå åëåìåíòîì ïðîñòîðó W 2
2 (Rε), äå Rε = R \ {−ε, ε}, i âçàãàëi êàæó÷è, ìà¹

ðîçðèâè â òî÷êàõ ±ε. Íåõàé ôóíêöiÿ ρε çàäàíà ÿê â (1.6) iç çàìiíîþ g íà ẑε.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.1 ôóíêöiÿ zε = ẑε +ρε íàëåæèòü äî W 2
2,loc(R). Êðiì òîãî,

zε çáiãà¹òüñÿ ç y ïîçà äåÿêîþ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, à y íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

V0. Òîìó zε ∈ domHε. Îöiíèìî âåëè÷èíó ðîçðèâiâ ẑε â òî÷êàõ x = −ε i x = ε,

ùîá ïîêàçàòè ìàëiñòü ρε. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ óìîâàìè â òî÷öi t = −1 äëÿ u, v i wε:

ẑε(−ε−0) = y(−ε), ẑε(−ε+0) = y(−0), ẑ′ε(−ε−0) = y′(−ε), ẑ′ε(−ε+0) = y′(−0).

Ç îöiíîê (1.9) âèïëèâà¹

|[ẑε]−ε| = |y(−0)− y(−ε)| 6 c1ε‖f‖, |[ẑ′ε]−ε| = |y′(−0)− y′(−ε)| 6 c2ε
1/2‖f‖.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 1.2 äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1.15). Òîäi

‖wε‖C1[−1,1] 6 c3‖f(ε·)‖L2(−1,1) 6 c3ε
−1/2‖f‖, (1.16)

îñêiëüêè

‖f(ε·)‖2
L2(−1,1) =

∫ 1

−1

|f(εt)|2 dt = ε−1

∫ ε

−ε
|f(x)|2 dx 6 ε−1‖f‖2. (1.17)
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Ôóíêöi¨ u i v ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ¨õ âèçíà÷íèê

Âðîíñüêîãî ¹ ñòàëèì, òîìó (v′u − vu′)
∣∣1
−1

= 0. Âðàõóâàâøè êðàéîâi óìîâè äëÿ u

òà óìîâè Êîøi äëÿ v, îòðèìà¹ìî v′(1) = θ−1. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ y çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè y(+0) = θy(−0), y′(+0) = θ−1y′(−0). Òîìó ç òâåðäæåííÿ 1.4 òà îöiíêè äëÿ

wε äiñòà¹ìî

|[ẑε]ε| = |y(ε)− θy(−0)− εy′(−0)v(1)−ε2wε(1)| 6

6 |y(ε)− y(+0)|+ ε|y′(−0)||v(1)|+ε2|wε(1)| 6 c4ε‖f‖

|[ẑ′ε]ε| = |y′(ε)− θ−1y′(−0)−εw′ε(1)| 6 |y′(ε)− y′(+0)|+ ε|w′ε(1)| 6 c5ε
1/2‖f‖.

Ìàëiñòü ñòðèáêiâ ôóíêöi¨ ẑε òà òâåðäæåííÿ 1.1 çàáåçïå÷óþòü ìàëiñòü êîðåêòîðà

ρε. À ñàìå, ‖ρε‖C2(|x|>ε) 6 c6ε
1/2‖f‖.

Òåïåð âàðòî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ zε ∈ domHε äîñòàòíüî äîáðå àïðîêñè-

ìó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (Hε − λ)yε = f . Íåõàé rε = (Hε − λ)zε − f . Òîäi

rε =
(
− d2

dx2 + (V0 − λ)
)(
y + ρε

)
− f = −ρ′′ε + (V0 − λ)ρε

íà ìíîæèíi |x| > ε, áî y = Rλ(Sθ)f ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −y′′ + (V0 − λ)y = f

íà êîæíié ç ïiâîñåé. Îòæå,

‖rε‖C(|x|>ε) 6 c7‖ρε‖C2(|x|>ε) 6 c8ε
1/2‖f‖. (1.18)

Êîëè æ |x| < ε, òî ρε = 0 i ìè çà ïîáóäîâîþ ôóíêöié u, v i wε ìà¹ìî

rε(x) =
(
− d2

dx2 +V0(x)+ε−2V
(
x
ε

)
−λ
)(
y(−0)u

(
x
ε

)
+εy′(−0)v

(
x
ε

)
+ε2wε

(
x
ε

) )
−f =

= ε−2y(−0)
(
−u′′

(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
u
(
x
ε

))
+ ε−1y′(−0)

(
−v′′

(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
v
(
x
ε

))
−

− w′′ε
(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
wε
(
x
ε

)
− f(x) + (V0(x)− λ)zε(x) = (V0(x)− λ)zε(x).

Ïîòåíöiàë V0 ëîêàëüíî îáìåæåíèé, òîìó ç (1.8) òà (1.16) îòðèìó¹ìî

‖rε‖C(|x|6ε) 6 c9‖zε‖C(|x|6ε) 6 c9|y(−0)| ‖u‖C([−1,1])+

+ c9ε|y′(−0)| ‖v‖C([−1,1]) + c9ε
2‖wε‖C([−1,1]) 6 c10‖f‖. (1.19)

Ôóíêöiÿ rε ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, áî òàêó æ âëàñòèâiñòü ìà¹ ρε. Ïðèïóñòèìî,

ùî rε = 0 äëÿ |x| > a. Òîäi ç (1.18) òà (1.19) âèïëèâà¹ îöiíêà

‖rε‖2 =

∫
ε6|x|6a

|rε(x)|2 dx+

∫
|x|6ε

|rε(x)|2 dx 6 2a‖rε‖2
C(|x|>ε)+2ε‖rε‖2

C(|x|6ε) 6 c11ε‖f‖2.
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Îñòàòî÷íî, îòðèìó¹ìî ‖rε‖ 6 cε1/2‖f‖. Ç ðiâíîñòi rε = (Hε − λ)zε − f ìè òà-

êîæ ìà¹ìî zε = Rλ(Hε)f +Rλ(Hε)rε. Êðiì òîãî, äëÿ ðåçîëüâåíò ñàìîñïðÿæåíèõ

îïåðàòîðiâ Hε ¹ ðiâíîìiðíà âiäíîñíî ε îöiíêà ‖Rλ(Hε)‖ 6 | Imλ|−1. Òîìó

‖Rλ(Hε)f − zε‖ 6 ‖Rλ(Hε)‖ ‖rε‖ 6 | Imλ|−1‖rε‖ 6 c12ε
1/2| Imλ|−1‖f‖. (1.20)

Ãîëîâíèì ÷ëåíîì íàáëèæåííÿ zε ¹ ôóíêöiÿ y, òîìó ðiçíèöÿ

zε(x)− y(x) =

ρε(x), êîëè |x| > ε,

y(−0)u
(
x
ε

)
− y(x) + εy′(−0)v

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε

ïðèðîäíî ïîâèííà áóòè ìàëîþ. Ñïðàâäi, çàñòîñóâàâøè äî íå¨ òàêi æ ìiðêóâàííÿ,

ÿê ïðè îöiíöi çàëèøêó rε, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

‖zε −Rλ(Sθ)f‖ = ‖zε − y‖ 6 c13ε
1/2‖f‖. (1.21)

Ïî¹äíàííÿ (1.20) òà (1.21) äà¹ ïîòðiáíó íàì ðiâíîìiðíó îöiíêó ðiçíèöi ðåçîëüâåíò

‖(Rλ(Hε)−Rλ(Sθ))f‖ 6 ‖Rλ(Hε)f − zε‖+ ‖zε −Rλ(Sθ)f‖ 6 Cε1/2‖f‖ (1.22)

çi ñòàëîþ C, íåçàëåæíîþ âiä f òà ε. Îòæå, ‖Rλ(Hε) − Rλ(Sθ)‖ 6 Cε1/2, ùî i

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêó ðåçîíàíñó.

Çðîçóìiëî, ùî ñòàëà C â íåðiâíîñòi (1.22) çàëåæèòü âiä ÷èñëà λ. Ç äîâåäåííÿ

áà÷èìî, ùî äëÿ ðiçíèöi ðåçîëüâåíò òàêîæ ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖Rλ(Hε)−Rλ(Sθ)‖ 6 c0ε
1/2(1 + | Imλ|−1),

äå ñòàëà c0 âæå íå çàëåæèòü âiä ε òà λ.

Âèïàäîê âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Äîâåäåííÿ ¹

ñõîæèì äî âèïàäêó ðåçîíàíñó ç íåçíà÷íèìè çìiíàìè ó ñòðóêòóði íàáëèæåííÿ zε.

Òåïåð ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì áóäå ïðÿìà ñóìà îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ

ç óìîâàìè Äiðiõëå, òîìó ïîêëàäåìî y = Rλ(D− ⊕ D+)f òà yε = Rλ(Hε)f äëÿ

äåÿêèõ f ∈ L2(R) i λ ∈ C \ R. Íåõàé

ẑε(x) =

y(x), êîëè |x| > ε,

εw
(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε,
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äå wε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.15), à w � ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

− w′′ + V (t)w = 0, t ∈ (−1, 1), w′(−1) = y′(−0), w′(1) = y′(+0). (1.23)

Ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó çàäà÷à (1.23) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i çãiäíî ç òâåð-

äæåííÿì 1.2 äîïóñêà¹ îöiíêó ‖w‖W 2
2
6 c1

(
|y′(−0)| + |y′(+0)|

)
. Òîäi ç îãëÿäó íà

(1.8) äiñòà¹ìî ‖w‖W 2
2
6 c2‖f‖. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ wε çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

(1.16). Öi îöiíêè äîçâîëÿþòü äîâåñòè, ùî ñòðèáêè ẑε òà ẑ′ε â òî÷êàõ x = ±ε ¹
ìàëèìè ïðè ε→ 0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî L2-íîðìè åëåìåíòà f . Âðàõóâàâøè óìîâè

y(−0) = y(+0) = 0 òà wε(−1) = w′ε(−1) = 0, îòðèìà¹ìî

|[ẑε]−ε| = |εw(−1)− y(−ε)| 6 ε|w(−1)|+ |y(−ε)| 6 c3ε‖f‖,

|[ẑ′ε]−ε| = |y′(−ε)− w′(−1)| = |y′(−ε)− y′(−0)| 6 c4ε
1/2‖f‖,

ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 1.4. Àíàëîãi÷íî,

|[ẑε]ε| = |y(ε)− εw(1)−ε2wε(1)| 6 |y(ε)|+ ε|w(1)|+ε2|wε(1)| 6 c5ε‖f‖.

|[ẑ′ε]ε| = |y′(ε)− w′(1)− εw′ε(1)| 6 |y′(ε)− y′(+0)|+ ε|w′ε(1)| 6 c6ε
1/2‖f‖.

Íåõàé zε = ẑε + ρε, äå êîðåêòîð ρε çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü

ôóíêöi¨ zε â òî÷êàõ ±ε. Êðiì òîãî, ‖ρε‖C2(|x|>ε) 6 cε1/2‖f‖, áî òàêèé ïîðÿäîê

ìàëîñòi ìàþòü ñòðèáêè. Ïîçàÿê äîìiíóþ÷èì ÷ëåíîì â àñèìïòîòèöi zε ¹ ôóíêöiÿ

y = Rλ(D− ⊕D+)f , òî, ÿê i â (1.21), îòðèìà¹ìî

‖zε −Rλ(D− ⊕D+)f‖ 6 cε1/2‖f‖.

Íàáëèæåííÿ zε íàëåæèòü äî domHε, à ïîõèáêà rε = (Hε− λ)zε− f ìà¹ òàêèé æ

âèãëÿä, ÿê i ó âèïàäêó ðåçîíàíñó. Òîìó ‖rε‖ 6 cε1/2‖f‖. Ïåðåïèñàâøè ðiâíiñòü

äëÿ ïîõèáêè rε ó âèãëÿäi zε = Rλ(Hε)f +Rλ(Hε)rε, îòðèìà¹ìî

‖Rλ(Hε)f − zε‖ 6 cε1/2‖f‖.

Ç äâîõ îñòàííiõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà îöiíêà ðiçíèöi ðåçîëüâåíò

‖(Rλ(Hε)−Rλ(D− ⊕D+))f‖ 6 cε1/2‖f‖

ç íåçàëåæíîþ âiä f òà ε ñòàëîþ c, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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1.2.3 Òî÷íi ìîäåëi äëÿ δ′-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ

Äàìî ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ îòðèìàíîãî âèùå ðåçóëüòàòó i íàâåäåìî êiëüêà ïðè-

êëàäiâ. Äëÿ êîíêðåòíîãî ïîòåíöiàëó ìè îá÷èñëèìî éîãî ðåçîíàíñíó ìíîæèíó,

ïîáóäó¹ìî òî÷íó ìîäåëü, çíàéäåìî éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ i âiäáèòòÿ â çàäà÷i

ðîçñiþâàííÿ, ïîáóäó¹ìî àïðîêñèìàöiþ âëàñíèõ çíà÷åíü äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ, à òàêîæ ïðîàíàëiçó¹ìî âïëèâ δ′-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó íà ïîâåäiíêó ðîç-

â'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi. Íåõàé

V (x) =


1, êîëè x ∈ (−1, 0),

−1, êîëè x ∈ (0, 1),

0 â iíøèõ âèïàäêàõ

(1.24)

� êóñêîâî-ñòàëèé ïîòåíöiàë, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.5. Öåé ïðîôiëü çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè
∫
R V (x) dx = 0 i

∫
R xV (x) dx = −1. Òîìó ε−2V (ε−1x) → δ′(x) â D′(R).

Ââåäåìî îïåðàòîðè Øðåäèí åðà

Hε,α = − d2

dx2
+ V0(x) + αε−2V (ε−1x),

ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà ε i äiéñíî¨ ñòàëî¨ âçà¹ìîäi¨ α. Òàêi îïåðàòîðè ç íó-

ëüîâèì ïîòåíöiàëîì V0 áóëè îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåíü â [19].

Ðåçîíàíñíà ìíîæèíà òà ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨

Ïîòåíöiàë V íåïàðíèé, òîìó ðåçîíàíñíà ìíîæèíà R(V ) ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiä-

íîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ñïðàâäi, ÿêùî α � ðåçîíàíñíà ñòàëà âçà¹ìîäi¨ ç íà-

ïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u(x), òî −α òåæ íàëåæèòü äî R(V ) i ìà¹ íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

1

1

11

11

Ðèñ. 1.5: Êóñêîâî-ñòàëèé ïîòåíöiàë V .
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u(−x). Çàóâàæèìî, ùî α = 0 çàâæäè ¹ òî÷êîþ R(V ) ç u = 1. Òîìó äîñòàòíüî îá-

÷èñëèòè ïåðåòèíR(V )∩R+. Çãiäíî ç äîâåäåííÿì ëåìè 1.4 ïîøóê òî÷îê ìíîæèíè

R(V ) ìîæíà çâåñòè äî çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó çàäà÷i Íåéìàíà

− u′′ + αV u = 0, x ∈ (−1, 1), u′(−1) = 0, u′(1) = 0. (1.25)

çi çíàêîçìiííîþ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ. Ïîêëàäåìî α = κ2, äå κ > 0. Òîäi ðiâíÿííÿ

âîëîäi¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ {S(κx), C(κx)}, äå

S(x) =

shx ïðè x ∈ (−1, 0),

sinx ïðè x ∈ (0, 1),
C(x) =

chx ïðè x ∈ (−1, 0),

cosx ïðè x ∈ (0, 1).
(1.26)

Ïiäñòàâèâøè u = a1S(κx)+a2C(κx) â óìîâè Íåéìàíà, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî çàäà÷à

(1.25) ìàòèìå íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè ëèøå òîäi, êîëè κ ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ

r(κ) = shκ cosκ − chκ sinκ = 0. (1.27)

Ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi thκ = tgκ. Î÷åâèäíî, ùî
âîíî ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ κ1,κ2, . . . íà äîäàòíié ïiâîñi. Îòæå, ðåçîíàíñ-

íà ìíîæèíà ìà¹ âèãëÿä R(V ) = {0, ±κ2
1, ±κ2

2, . . . }. Êîæíié ðåçîíàíñíié ñòàëié
âçà¹ìîäi¨ α = κ2 âiäïîâiäà¹ íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

uα(x) =



1 ïðè x ∈ (−∞,−1),

shκ shκx+ chκ chκx ïðè x ∈ (−1, 0),

shκ sinκx+ chκ cosκx ïðè x ∈ (0, 1),

chκ
cosκ

ïðè x ∈ (1,+∞),

îòðèìàíèé ïðîäîâæåííÿì âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ûα = shκ S(κx) + chκC(κx) íà óñþ

âiñü ñòàëèìè çíà÷åííÿìè çi çáåðåæåííÿì íåïåðåðâíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî

shκ sinκ + chκ cosκ =
chκ
cosκ

ïðè óìîâi, ùî thκ = tgκ. Ñòàëié α = −κ2 âiäïîâiäà¹ ñòàí

uα(x) =



chκ
cosκ

ïðè x ∈ (−∞,−1),

shκ sinκx+ chκ cosκx ïðè x ∈ (−1, 0),

shκ shκx+ chκ chκx ïðè x ∈ (0, 1),

1 ïðè x ∈ (1,+∞).
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Ââåäåìî âiäîáðàæåííÿ θ : R(V )→ R çà ïðàâèëîì θ(α) = uα(+∞)
uα(−∞) . Öå âiäîáðà-

æåííÿ íàçèâàòèìåìî ôóíêöi¹þ âçà¹ìîäi¨. Ó íàøîìó ïðèêëàäi

θ(α) =
ch
√
α

cos
√
α

ïðè α > 0, θ(α) =
cos
√
−α

ch
√
−α

ïðè α < 0. (1.28)

Ìè äîâåëè, ùî â ðàçi ðåçîíàíñó íàéêðàùîþ àïðîêñèìàöi¹þ îïåðàòîðiâ Hε,α

â êëàñi ãàìiëüòîíiàíiâ ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ¹ îïåðàòîð H0 = − d2

dx2 + V0(x),

âèçíà÷åíèé íà ôóíêöiÿõ y ∈ V0, ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì(
y(+0)

y′(+0)

)
=

(
θ(α) 0

0 θ(α)−1

)(
y(−0)

y′(−0)

)
.

ßêùî α 6∈ R(V ), òî óìîâè íåçâ'ÿçàíi, à ñàìå, y(−0) = 0, y(+0) = 0.

Âåëè÷èíà θ(α) ìà¹ òàêó ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Íåõàé h � íîðìîâàíà â L2(R)

âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà H0, ò. ç. çâ'ÿçíèé ñòàí. Êîëè êâàíòîâî-ìåõàíi÷íà ñè-

ñòåìà çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi h, òî éìîâiðíiñòü ëîêàëiçóâàòè ÷àñòèíêó íà iíòåðâàëi

(a, b) îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ Ph(a, b) =
∫ b
a |h(x)|2 dx. Âëàñíà ôóíêöiÿ íåïå-

ðåðâíà íà çàìèêàííi îáîõ ïiâîñåé, òîìó∫ 0

−t
|h(x)|2 dx = |h(−0)|2t+ o(t),

∫ t

0

|h(x)|2 dx = |h(+0)|2t+ o(t) ïðè t→ 0.

Ïîçàÿê h(+0) = θ(α)h(−0), òî

θ2(α) = lim
t→+0

Ph(0, t)

Ph(−t, 0)
,

òîáòî θ2(α) ¹ ãðàíèöåþ âiäíîøåííÿ éìîâiðíîñòåé, ç ÿêèìè ÷àñòèíêó ìîæíà ëî-

êàëiçóâàòè â iíòåðâàëàõ (0, t) òà (−t, 0) âiäïîâiäíî. Äëÿ ïîòåíöiàëó αε−2V (ε−1·),
ïðîôiëü ÿêîãî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1.5, ¹ î÷åâèäíèì, ùî ïðè α > 0 éìîâiðíiñòü ëî-

êàëiçóâàòè ÷àñòèíêó â iíòåðâàëi (0, ε) íàä ïîòåíöiàëüíîþ ÿìîþ ¹ çíà÷íî áiëüøîþ,

àíiæ çíàéòè ¨¨ â (−ε, 0) íàä âèñîêèì áàð'¹ðîì. Îòæå, âåëè÷èíà |θ(α)| ïîâèííà
áóòè áiëüøîþ çà îäèíèöþ. Ïðè α < 0 ïîòåíöiàëüíi ÿìà òà áàð'¹ð ìiíÿþòüñÿ

ìiñöÿìè, òîìó |θ(α)| < 1, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ôîðìóëàìè (1.28).
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Ðîçñiþâàííÿ íà δ′-ïîäiáíîìó ïîòåíöiàëi

Íåõàé i äàëi ïðîôiëü V çàäàíèé ôîðìóëîþ (1.24). Ñòàöiîíàðíà çàäà÷à ðîçñiþâàí-

íÿ ÷àñòèíîê íà ïîòåíöiàëi αε−2V (ε−1·) ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

− y′′ + αε−2V (ε−1x)y = k2y, x ∈ R, Im k > 0, (1.29)

ÿêèé ïîçà íîñi¹ì çáóðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

yε(x) = eikx +Rε(α, k)e−ikx ïðè x < −ε, (1.30)

yε(x) = Tε(α, k)eikx ïðè x > ε. (1.31)

ßêà ôiçèêà çàõîâàíà ó ñòðóêòóði yε? Ðîçâ'ÿçîê eikx ðiâíÿííÿ −y′′ = k2y òðàêòó-

þòü ÿê âiëüíó ÷àñòèíó (ïîòiê ÷àñòèíîê), ÿêà ðóõà¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî ç åíåðãi-

¹þ k2, à e−ikx � ÿê âiëüíó ÷àñòèíêó, ÿêà ðóõà¹òüñÿ â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.

Ôîðìóëà (1.30) îçíà÷à¹, ùî ïîòiê ÷àñòèíîê ç îäèíè÷íîþ iíòåíñèâíiñòþ � äî-

äàíîê eikx � íàëiòà¹ íà ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð i ÿêàñü ¨õ ÷àñòèíà âiäáèâà¹òüñÿ

� äîäàíîê Rε(α, k)e−ikx. Ïðîòå ÷àñòèíà ïîòîêó ç iíòåíñèâíiñòþ Tε(α, k) ïðîíè-

êà¹ ÷åðåç áàð'¹ð � çîáðàæåííÿ (1.31). Íàéâàæëèâiøå â öié ñòðóêòóði � âiäñó-

òíiñòü åêñïîíåíòè e−ikx ñïðàâà âiä ïîòåíöiàëó, áî ÷àñòèíîê, ÿêi ïðèëiòàþòü ç

äîäàòíî¨ íåñêií÷åííîñòi ó öié ñèòóàöi¨ íåìà¹. Âåëè÷èíè Rε(α, k), Tε(α, k) íàçèâà-

þòü êîåôiöi¹íòîì âiäáèòòÿ òà êîåôiöi¹íòîì ïðîíèêíåííÿ. Êâàäðàòè àáñîëþò-

íèõ âåëè÷èí öèõ êîåôiöi¹íòè ¹ éìîâiðíîñòÿìè âiäáèòòÿ òà ïðîíèêíåííÿ, çîêðåìà

|Rε(α, k)|2 + |Tε(α, k)|2 = 1.

ßêùî αV íå ìà¹ ðåçîíàíñó, òî òî÷íà ìîäåëü äëÿ (1.29) ¹ òàêîþ

− y′′ = k2y, x ∈ R \ {0}, y(0) = 0, (1.32)

ç î÷åâèäíèì ðîçâ'ÿçêîì y(x) = eikx− e−ikx ïðè x < 0 i y(x) = 0 ïðè x > 0. Îòæå,

R(k) = −1, T (k) = 0, òîáòî éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó ¹ íóëüîâîþ, à

ïîòåíöiàë αε−2V (ε−1·) ¹ àñèìïòîòè÷íî íåïðîíèêíèì. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê,
êîëè α ∈ R(V ), à òî÷íà ìîäåëü ìà¹ âèãëÿä

− y′′ = k2y, x ∈ R \ {0}, y(+0) = θ(α)y(−0), θ(α)y′(+0) = y′(−0), (1.33)
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äå θ(α) � ôóíêöiÿ âçà¹ìîäi¨ (1.28). Ðîçâ'ÿçîê

y(x) =

eikx +R(α, k)e−ikx ïðè x < 0,

T (α, k)eikx ïðè x > 0

ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâè T = θ(1 +R), ikθT = ik(1−R). Çâiäêè ìà¹ìî

R(α, k) =
1− θ2(α)

1 + θ2(α)
, T (α, k) =

2θ(α)

1 + θ2(α)
, α ∈ R(V ). (1.34)

Ìè îòðèìàëè ÿâíi ôîðìóëè äëÿ äàíèõ ðîçñiþâàííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ âçà¹ìîäiþ.

Öiêàâî, ùî öi äàíi íå çàëåæàòü âiä åíåðãi¨ k2.

Îòæå, ó âèïàäêó ðåçîíàíñó íàøà òî÷íà ìîäåëü êàæå, ùî ÷àñòèíêè ïðîõîäÿòü

ïîòåíöiàë αε−2V (ε−1·) ç íåíóëüîâîþ éìîâiðíiñòþ, áëèçüêîþ äî ÷èñëà

|T (α, k)|2 =
4θ2(α)

(1 + θ2(α))2
.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî éìîâiðíiñòü ïðîíèêíåííÿ ó çàäà÷i (1.29) ñïðàâäi áëèçüêà ïðè

ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε äî ÷èñëà |T (α, k)|2. Íåõàé w1 = w1(t, α, µ) i w2 = w2(t, α, µ)

� ðîçâ'ÿçêè äîïîìiæíîãî ðiâíÿííÿ

− w′′ + αV (t)w = µ2w, t ∈ (−1, 1), (1.35)

ïiäïîðÿäêîâàíi ïî÷àòêîâèì óìîâàì

w1(−1, α, µ) = 1, w′1(−1, α, µ) = 0, w2(−1, α, µ) = 0, w′2(−1, α, µ) = 1. (1.36)

Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ (1.29) ó âèãëÿäi

yε(x) =


eikx +Re−ikx ïðè x < −ε,

Aw1(ε
−1x, α, εk) +B w2(ε

−1x, α, εk) ïðè |x| < ε,

Teikx ïðè x > ε

çi ñòàëèìè R, T , A i B, ÿêi çàëåæàòü âiä ε, α òà k. Óìîâè íåïåðåðâíî¨ äèôåðåí-

öiéîâíîñòi ðîçâ'ÿçêó â òî÷êàõ −ε òà ε äàþòü
−eiεk 1 0 0

iεkeiεk 0 1 0

0 w1(1, α, εk) w2(1, α, εk) −eiεk

0 w′1(1, α, εk) w′2(1, α, εk) −iεkeiεk




R

A

B

T

 =


e−iεk

iεke−iεk

0

0

 ,
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Çíàéäåìî êîåôiöi¹íò T çà ïðàâèëîì Êðàìåðà

Tε(α, k) =
∆T (α, εk)

∆(α, εk)
.

Âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî ðîçâ'ÿçêiâ w1 òà w2 äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òîìó

∆T (α, εk) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−eiεk e−iεk 1 0

iεkeiεk iεke−iεk 0 1

0 0 w1(1, α, εk) w2(1, α, εk)

0 0 w′1(1, α, εk) w′2(1, α, εk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2iεk.

Ãîëîâíèé âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

∆(α, εk) = e2iεk
(
w′1(1, α, εk)− iεk(w1(1, α, εk) + w′2(1, α, εk))− ε2k2w2(1, α, εk)

)
Ââåäåìî ôóíêöi¨ u(t, α) = w1(t, α, 0), v(t, α) = w2(t, α, 0), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷

− u′′ + αV u = 0, x ∈ (−1, 1), u(−1, α) = 1, u′(−1, α) = 0;

− v′′ + αV v = 0, x ∈ (−1, 1), v(−1, α) = 0, v′(−1, α) = 1.

Ïîçàÿê e2iεk = 1 + 2iεk + O(ε2k2) òà ‖w1(·, α, εk)− u(·, α)‖C1(−1,1) = O(ε2k2) ïðè

εk → 0, òî âèçíà÷íèê ìà¹ òàêó àñèìïòîòèêó

∆(α, εk) = u′(1, α) + iεkg(α) +O(ε2k2). (1.37)

äå g(α) = 2u′(1, α)− u(1, α)− v′(1, α). Îòæå,

Tε(α, k) =
−2iεk

u′(1, α) + iεkg(α)
+O(ε2k2), êîëè εk → 0.

Â ðàçi âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó çíà÷åííÿ u′(1, α) âiäìiííå âiä íóëÿ, áî iíàêøå á

çàäà÷à Íåéìàíà (1.25) ìàëà íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó Tε(α, k) = O(εk) ïðè

ε→ 0, à éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîðÿäêó O(ε2k2).

ßêùî α ∈ R(V ), òî u′(1, α) = 0, áî u òîäi ¹ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì. Êðiì òîãî,

u(1, α) = θ(α), à òàêîæ v′(1, α) = θ(α)−1 çãiäíî ç ìiðêóâàííÿìè íà ñòîð. 45. Òîìó

ìà¹ìî g(α) = −(θ(α) + θ(α)−1). Îòæå,

Tε(α, k) =
2

θ(α) + θ(α)−1
+O(ε2k2) =

2θ(α)

1 + θ2(α)
+O(ε2k2)
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1

a1 a2 a3a-1a-2a-3 0

Ðèñ. 1.6: Ðåçîíàíñè ó éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ ÷åðåç ïîòåíöiàë αε−2V (ε−1·).

ïðè εk → 0. À öå óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì (1.34), îòðèìàíèì ç òî÷íî¨ ìîäåëi.

Çàóâàæèìî, ùî àñèìïòîòèêó Tε(α, k) ÷åðåç ôóíêöiþ âçà¹ìîäi¨ θ(α) ìè îòðèìà-

ëè, íå âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ïðîôiëþ V . Öi ìiðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâi äëÿ óñiõ

ïðîôiëiâ ç òåîðåìè 1.1. Íà ðèñ. 1.6 çîáðàæåíî ãðàôiê éìîâiðíîñòi |Tε(α, k)|2 ÿê
ôóíêöi¨ ïàðàìåòðó α. Áà÷èìî, ùî öÿ éìîâiðíiñòü ìà¹ øïèëÿñòó ñòðóêòóðó i �ñóò-

ò¹âî� âiäìiííà âiä íóëÿ íå ëèøå â òî÷êàõ ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè, àëå é â ¨õ îêîëàõ.

Òî÷íà ìîäåëü (1.32), (1.33) ¹ åôåêòèâíîþ íå ëèøå äëÿ êóñêîâî-ñòàëèõ ïðîôi-

ëiâ. Äëÿ ñêëàäíiøîãî ïðîôiëþ

V (x) =


−6x(x+ 1) êîëè x ∈ (−1, 0),

6x(x− 1) êîëè x ∈ (0, 1)

0 â iíøèõ âèïàäêàõ,

ðåçîíàíñíó ìíîæèíó ìîæíà îá÷èñëèòè, çíàéøîâøè êîðåíi ðiâíÿííÿ u′(1, α) = 0,

íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþMaple. Â òàáëèöi 1.1 íàâåäåíî ï'ÿòü ïåðøèõ íåâiä'¹ìíèõ

ðåçîíàíñíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà α, âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ θ(α) i éìîâiðíîñòi ïðîíèê-

α θ(α) |T (α)|2

0 1 1

18.1747 -54.9385 0.00132

57.1490 1352.8032 0.219 · 10−5

117.4863 -32156.4597 0.387 · 10−8

199.1756 755821.4703 0.704 · 10−11

Òàáë. 1.1: Ðåçîíàíñíi ñòàëi çâ'ÿçêó, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âçà¹ìîäi¨ i éìîâiðíiñòü

ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó.
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íåííÿ |T (α)|2. Çàóâàæèìî, ùî ïðè çðîñòàííi α éìîâiðíiñòü äóæå øâèäêî çìåí-

øó¹òüñÿ. � ãiïîòåçà, ùî öå âëàñòèâî óñiì δ′-ïîäiáíèì ïðîôiëÿì ç ëåìè 1.1 (ii).

ßêùî, íàïðèêëàä, V ïàðíà ôóíêöiÿ, ÿêà íiêîëè íå ¹ δ′-ïîäiáíèì ïðîôiëåì, òî

âñi íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè ¹ ïàðíèìè àáî íåïàðíèìè, òîìó |θ(α)| = 1 òà |T (α)|2 = 1

äëÿ óñiõ òî÷îê ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè.

Îïåðàòîðè Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç δ′-ïîäiáíèì ïîòåíöiàëîì

Òî÷íi ìîäåëi, ïîáóäîâàíi â òåîðåìi 1.1 äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, ìîæíà çàñòî-

ñóâàòè i äî îïåðàòîðiâØòóðìà-Ëióâiëëÿ ç δ′-ïîäiáíèì çáóðåííÿì. Íåõàé iíòåðâàë

(a, b) ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ïðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó ñïåêòðó òà âëàñíèõ

ôóíêöié ïðè ε→ 0 ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

Lε,α = − d2

dx2
+ αε−2V (ε−1x), domLε,α = {f ∈ W 2

2 (a, b) : f(a) = 0, f(b) = 0},

äå êóñêîâî-ñòàëèé ïðîôiëü V òàêèé, ÿê ó ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäi. Íàâåäåìî ðå-

çóëüòàòè îá÷èñëåíü ëèøå äëÿ äîäàòíèõ α. Íåõàé α = κ2. Ïîêàæåìî ÿê ñàìå

ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ äëÿ V çìiíþ¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âëàñíèõ ÷àñòîò

òà ñòðóêòóðó âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i

− y′′ε + κ2ε−2V (ε−1x)yε = ω2
εyε, x ∈ (a, b), yε(a) = 0, yε(b) = 0 (1.38)

Øóêàòèìåìî âëàñíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi

yε(x) =


A1 sinω(x− a), êîëè x ∈ (a,−ε),

B1w1(ε
−1x,κ2, εω) +B2w2(ε

−1x,κ2, εω), êîëè x ∈ (−ε, ε),

A2 sinω(x− b), êîëè x ∈ (ε, b),

äå wk âèçíà÷åíi â (1.35), (1.36). Ôóíêöiÿ yε âæå çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè â

òî÷êàõ a i b. Ç óìîâ ¨¨ íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi â òî÷êàõ −ε òà ε îòðèìó¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé âèçíà÷íèê ∆(ε,κ, ω), êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ âëàñíi ÷àñòîòè ωε.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

r0(κ) = κ(thκ − tgκ), r1(κ) = thκ tgκ − 1, r2(κ) =
1 + thκ tgκ
1− thκ tgκ

.
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Âèçíà÷íèê ìà¹ òàêó àñèìïòîòèêó ïðè εω → 0:

∆(ε,κ, ω) = r0(κ)
(

tg aω tg bω + εω
(

tg bω − tg aω
))

+

+ εω r1(κ)
(

tg bω − r2(κ) tg aω
)

+O(ε2ω2). (1.39)

Ç îãëÿäó íà (1.27) ôóíêöiÿ r0 îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà ðåçîíàíñíié ìíîæèíi

R(V ) i ëèøå íà íié. ßêùî ðåçîíàíñ âiäñóòíié, òî çíà÷åííÿ r0(κ) âiäìiííå âiä

íóëÿ i ÷àñòîòè ωε çáiãàþòüñÿ äî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ tg aω tg bω = 0, à íîðìîâàíi

âëàñíi ôóíêöi¨ yε çáiãàþòüñÿ â L2(a, b), à òàêîæ â C1-íîðìi íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ

[a, 0] òà [0, b], äî ôóíêöié âèãëÿäó

uk(x) =

sin πk
a (x− a), x ∈ (a, 0),

0, x ∈ (0, b),
vk(x) =

 0 x ∈ (a, 0),

sin πk
b (x− b), x ∈ (0, b),

äå k ∈ N. Ãðàíè÷íi ÷àñòîòè {πka }
∞
k=1, {πkb }

∞
k=1 i äâi ñåði¨ âëàñíèõ ôóíêöié {uk}∞k=1,

{vk}∞k=1 âiäïîâiäàþòü ïðÿìié ñóìi îïåðàòîðiâ äðóãîãî äèôåðåíöiþâàííÿ íà iíòåð-

âàëàõ (a, 0) òà (0, b) ç óìîâàìè Äiðiõëå.

ßêùî æ α íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè R(V ), òî r0(κ) äîðiâíþ¹ íóëþ,

r1(κ) = th2 κ − 1 íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à òàêîæ

r2(κ) =
1 + tg2 κ
1− th2 κ

=
ch2 κ
cos2 κ

= θ2(α).

Ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íi ÷àñòîòè ωk ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ tg bω = θ2(α) tg aω.

Âëàñíi ôóíêöi¨ yε çáiãàþòüñÿ â L2(a, b), à òàêîæ â C1-íîðìi íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ

[a, 0] òà [0, b], äî âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i−y′′ = ω2y, x ∈ (a, 0) ∪ (0, b), y(a) = y(b) = 0,

y(+0) = θ(α)y(−0), θ(α)y′(+0) = y′(−0),
(1.40)

ç òàêèìè æ óìîâà ñïðÿæåííÿ, ÿê i â çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ.

Âçàãàëi êàæó÷è, ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Lε,α íå ¹ îáìåæåíîþ çíèçó ðiâíîìiðíî çà

ïàðàìåòðîì ε. Çàäà÷à (1.38) ìîæå ìàòè âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêå ïðÿìó¹ äî

−∞ ïðè ε→ 0. Ïðîòå öå íå ¹ ïåðåïîíîþ äëÿ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi

îïåðàòîðiâ Lε,α äî ïðÿìî¨ ñóìè ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó ÷è äî îïåðàòîðà çàäà÷i

(1.40) ïðè ðåçîíàíñi, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè çíèçó (äèâ. ïðèêëàä Ðåëëiõà [46, c. 292]).
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Çàäà÷à Êîøi ç δ′-ïîäiáíèì çáóðåííÿì

Âèâ÷èìî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi

−y′′ε + αε−2V (ε−1x)yε = 0, x ∈ (−1,+∞), yε(−1) = a, y′ε(−1) = b

ïðè α = κ2 i ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε. Òóò a i b � çàäàíi ÷èñëà, ïîòåíöiàë V òàêèé,

ÿê â (1.24). Ïîçà íîñi¹ì çáóðåííÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ, òîìó

yε(x) =


b(x+ 1) + a, êîëè x ∈ (−1,−ε),

a1S(κxε ) + a2C(κxε ), êîëè x ∈ (−ε, ε),

a3x+ a4, êîëè x ∈ (ε,+∞),

äå ôóíêöi¨ S i C âèçíà÷åíi â (1.26). Óçãîäèâøè çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó â òî÷êà −ε
i ε, îòðèìà¹ìî ëiíiéíó ñèñòåìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ ak:

− shκ chκ 0 0

κ chκ −κ shκ 0 0

sinκ cosκ −ε −1

κ cosκ −κ sinκ −ε 0




a1

a2

a3

a4

 =


a+ b(1− ε)

εb

0

0

 .

Íàñ öiêàâèòü ïîâåäiíêà yε ñïðàâà âiä ïîòåíöiàëó. Áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ äàþòü

a3(ε,κ) = ε−1
(
a+ b(1− ε)

)
κr(κ) + br−(κ),

a4(ε,κ) = (a+ b)r+(κ)− κr(κ) +O(ε), ε→ 0,

äå r(κ) = shκ cosκ − chκ sinκ � ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷à¹ ðåçîíàíñíó ìíîæèíó

ïîòåíöiàëó V , à r±(κ) = chκ cosκ ± shκ sinκ.
ßêùî V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî r(κ) 6= 0 i êóòîâèé êîåôiöi¹íò

a3(ε,κ) ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ ñïðàâà âiä ïîòåíöiàëó íåñêií÷åííî çðîñòà¹ ïðè ε → 0.

Îòæå, ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi ðîçáiãà¹-

òüñÿ íà êîæíié ìíîæèíi [−1, c], äå c > 0. Ó âèïàäêó æ ðåçîíàíñó âèêîíóþòüñÿ

ðiâíîñòi r(κ) = 0, r+(κ) = θ(α) òà r−(κ) = θ(α)−1. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü yε ìà¹

ãðàíèöþ

y(x) =

b(x+ 1) + a, êîëè x ∈ (−1, 0),

bθ(α)−1x+ (a+ b)θ(α), êîëè x ∈ (0,+∞).
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Ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi ç òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ â íóëi:

y′′ = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0 +∞), yε(−1) = a, y′ε(−1) = b,

y(+0) = θ(α)y(−0), θ(α)y′(+0) = y′(−0).

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ çàëåæàòü íå ëèøå âiä ïðîôiëþ çáó-

ðåííÿ, àëå é òèïó çàäà÷i. Íàïðèêëàä, â çàäà÷i Êîøi ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó

íóëüîâî¨ åíåðãi¨ â ãðàíèöi íiêîëè íå âèíèêà¹ óìîâà Äiðiõëå â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

1.3 δ′-ïîäiáíi çáóðåííÿ ç êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ïîøèðèìî ðåçóëüòàòè íà δ′-ïîäiáíi çáóðåííÿ, ÿêi íå ìàþòü

êîìïàêòíèõ íîñi¨â. Ïîêàæåìî, ùî â êëàñi ïðîôiëiâ, äëÿ ÿêèõ òàêi çáóðåííÿ ùå

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ëîêàëüíi, âiäñóòíiñòü êîìïàêòíîãî íîñiÿ íå âïëèâà¹ íà âè-

ãëÿä ãðàíè÷íèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié, ïðîòå çìiíþ¹ i çíà÷íî óñêëàäíþ¹ òåõíiêó

äîâåäåíü. Òàêå äîñëiäæåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íàéïåðøå íà ðåçóëüòàòè òåîði¨ ðîçñiþâà-

ííÿ i, çîêðåìà, âëàñòèâîñòi òà àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà. Àêòèâíèé ðîçâèòîê

öi¹¨ òåîði¨ ïðèïàâ íà 80-òi ðîêè ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ [49�58].

1.3.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Íåõàé V � äiéñíîçíà÷íèé ïîòåíöiàë êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà, òîáòî ôóíêöiÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ∫
R
(1 + |x|)|V (x)| dx <∞.

Ñïåðøó âèâ÷èìî çáiæíiñòü ïðè ε→ 0 ñiì'¨ îïåðàòîðiâ

Hε = − d2

dx2
+ ε−2V (ε−1x) (1.41)

íà ïðÿìié, ÿêà ¹ çáóðåííÿì âiëüíîãî îïåðàòîð Øðåäèí åðà. Äàëi ìè óçàãàëüíèìî

öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê çáóðåííÿ îïåðàòîðà H = − d2

dx2 + V0, äå V0 � îáìåæåíà

ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Ïîòåíöiàëè êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà òåæ ìàþòü

ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Âiäïîâiäíi íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè u, çâiñíî, âæå íå ¹ ñòàëè-

ìè ïîçà êîìïàêòîì, ïðîòå, ÿê çîáðàæåíî ðèñ. 1.7, âîíè ìàþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi

u± = limx→±∞ u(x) [47]. Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî
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ìíîæíèê, à ÷èñëà u− i u+ âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîìó äëÿ ðåçîíàíñíîãî ïîòåíöiàëó

V ìîæíà êîðåêòíî âèçíà÷èòè âåëè÷èíó θ = u+/u−.

u+
u

u

Ðèñ. 1.7: Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí.

Ââåäåìî îïåðàòîðè D±0 = − d2

dx2
, domD±0 = {f ∈ W 2

2 (R±) : f(0) = 0}, à òàêîæ

S0,θ = − d2

dx2
, domS0,θ = {f ∈ W 2

2 (R\{0}) : f(+0) = θf(−0), θf ′(+0) = f ′(−0)}.

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé V � äiéñíîçíà÷íèé ïîòåíöiàë ç êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà.

Òîäi ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Hε = − d2

dx2 + ε−2V (ε−1·) çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi

ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi ïðè ε → 0. Ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó

ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ D−0 ⊕D+
0 îïåðàòîðiâ íà ïiâîñÿõ. ßêùî V

ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u, òî Hε çáiãàþòüñÿ äî

îïåðàòîð S0,θ ç ïàðàìåòðîì θ = u+/u−.

Íàéiìîâiðíiøå öåé ðåçóëüòàò íå ìîæíà ïîøèðèòè ïîçà êëàñ ïîòåíöiàëiâ Ôàä-

ä¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ V (x) = (1+x2)−1 ç ïðîñòîðó L1(R), ÿêà íå

íàëåæèòü äî êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Òîäi Hε = − d2

dx2 + (ε2 + x2)−1, à êâàäðà-

òè÷íà ôîðìà hε öüîãî îïåðàòîðà ¹ çàìêíåíîþ â ïðîñòîði W 1
2 (R). Äëÿ åëåìåíòà

v ∈ W 1
2 (R) iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
ε→0+

hε(v, v) =

∫
R
|v′(x)|2 dx+ lim

ε→0+

∫
R

|v(x)|2

ε2 + x2
dx =

=

∫
R
|v′(x)|2 dx+

∫
R

|v(x)|2

x2
dx = h0(v, v)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè v(0) = 0. Äîñòàòíiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíà, à íå-

îáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà Õàðäi g 7→ 1
x

∫ x
0 g(t) dt â ïðîñòî-

ði L2(0, 1) [48, Ch. 9.9]. Êðiì òîãî, ñiì'ÿ ïîòåíöiàëiâ ε−2V (ε−1x) = (ε2 + x2)−1

çðîñòà¹ ïðè ε → 0, òîáòî hε2 > hε1 ïðè ε2 < ε1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ S.14 â

ìîíîãðàôi¨ [1, ñ.373], ãðàíè÷íà êâàäðàòè÷íà ôîðìà h0 ¹ çàìêíåíîþ â îáëàñòi
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{y ∈ W 1
2 (R) : y(0) = 0}, à îïåðàòîðè Øðåäèí åðà Hε çáiãàþòüñÿ â ñåíñi ñèëüíî¨

ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi ïðè ε → 0 äî îïåðàòîðà H0, ùî âiäïîâiäà¹ ôîðìi h0.

Çà ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðà [46, òåîðåìà VI.2.1] ìà¹ìî

domH0 ⊂ dom h0. Òîìó H0 ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ îïåðàòîðiâ íà ïiâîñÿõ ç ïîòåí-

öiàëîì Áåññåëÿ 1/x2. Íà âiäìiíó âiä òåîðåìè 1.2, â öüîìó ïðèêëàäi ãðàíè÷íèé

îïåðàòîð îòðèìàâ â ñïàäîê âiä çáóðåííÿ íå ëèøå óìîâè Äiðiõëå â íóëi, àëå é

íîâèé ïîòåíöiàë, òîáòî çáóðåííÿ âæå íå ¹ ëîêàëüíèì.

Îñíîâíèì òåõíi÷íèì ìîìåíòîì äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.2 ñòàíå òîíêà �õiðóðãiÿ�

ïîòåíöiàëiâ Vε = ε−2V (ε−1 · ). Äëÿ êîæíîãî ïðîôiëþ V ïîáóäó¹ìî ñâié iíòåðâàë

(−xε, xε), ÿêèé ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó ïðè ε → 0. Ðîçãëÿíåìî çâóæåííÿ V̂ε ïîòåí-

öiàëiâ Vε íà öåé iíòåðâàë, ÿêi ïðîäîâæåíi íóëåì ïîçà íüîãî. Äî îïåðàòîðiâ Ĥε ç

ïîòåíöiàëàìè V̂ε ìè çàñòîñó¹ìî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ç ïiäðîçäiëó 1.2. À ç iíøîãî

áîêó, ïðàâèëüíèé âèáið xε ãàðàíòóâàòèìå, ùî óñi÷åíi �õâîñòè� ïîòåíöiàëiâ Vε ïîçà

(−xε, xε) ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè çáóðåííÿìè â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëî-
ãi¨. Â îáîõ âèïàäêàõ � ðåçîíàíñó òà éîãî âiäñóòíîñòi � äîâåäåííÿ ñïèðàþòüñÿ íà

àêóðàòíèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà äëÿ îïåðàòîðiâ Hε òà Ĥε íà

íåñêií÷åííîñòi òà â îêîëi òî÷îê îáòèíàííÿ ±xε. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

σ−(t) =

∫ t

−∞
|V (s)| ds, τ−(t) =

∫ t

−∞
(1 + |s|)|V (s)| ds,

σ+(t) =

∫ ∞
t

|V (s)| ds, τ+(t) =

∫ ∞
t

(1 + |s|)|V (s)| ds

Âèáið òî÷êè xε = xε(V ) äëÿ êîíêðåòíîãî ïðîôiëþ V áàçóâàòèìåòüñÿ íà ñïåöi-

àëüíèõ âëàñòèâîñòÿõ ïîòåíöiàëiâ êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Äîâåäåìî òåõíi÷íå,

àëå âàæëèâå äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó, òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.7. Íåõàé V � ïîòåíöiàë êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Òîäi iñíó¹ íåïå-

ðåðâíà, äîäàòíà i ïàðíà ôóíêöiÿ ρV : R→ R, ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) ρV ñòðîãî çðîñòà¹ íà ìíîæèíi (0,+∞);

(ii) |t|−1ρV (t)→ +∞ ïðè |t| → +∞;

(iii) iíòåãðàë
∫
R ρV (t)|V (t)| dt ¹ ñêií÷åííèì.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîòåíöiàëiâ V ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì òàêîþ ôóíêöi¹þ ¹, íàïðè-

êëàä, ρV (t) = 1 + t2. Â iíøèõ âèïàäêàõ ââåäåìî ôóíêöiþ

τ(t) = τ+(|t|) + τ−(−|t|) =

∫
|s|>|t|

(1 + |s|) |V (s)| ds,

ÿêà êîðåêòíî âèçíà÷åíà äëÿ V ç êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà, ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ i

ïàðíîþ. Êðiì òîãî, âîíà íå çðîñòà¹ ïðè t > 0 i ïðÿìó¹ äî íóëÿ íà íåñêií÷åííîñòi.

Äëÿ a ∈ (0, 1) ïîêëàäåìî ρV (t) = 1+|t|
τa(t) . Î÷åâèäíî, ρV âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè (i)

òà (ii). Çàóâàæèìî, ùî

τ ′(t) =
d

dt

(∫ −t
−∞

(1 + |s|) |V (s)| ds+

∫ +∞

t

(1 + |s|) |V (s)| ds
)

=

= −(1 + t)(|V (−t)|+ |V (t)|)

äëÿ t > 0. Òîìó∫
R
ρV (t)|V (t)| dt =

∫ +∞

0

ρV (t)(|V (−t)|+ |V (t)|) dt =

=

∫ +∞

0

(1 + t)(|V (−t)|+ |V (t)|)
τ a(t)

dt = −
∫ +∞

0

τ ′(t)

τ a(t)
dt =

τ 1−a(0)

1− a
<∞,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàôiêñó¹ìî ïîòåíöiàë V i âèáåðåìî ôóíêöiþ ρV , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

ëåìè 1.7. ×åðåç tε ïîçíà÷èìî äîäàòíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ ρV (t) = 1/ε. Çà âëàñòè-

âiñòþ (i) òàêèé êîðiíü iñíó¹ i ¹äèíèé äëÿ óñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Êðiì òîãî,

tε → +∞ ïðè ε → 0. Ïîêëàäåìî xε = εtε. Òîäi çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (ii) ìà¹ìî

t−1
ε ρV (tε) = (εtε)

−1 → ∞. Îòæå, xε → 0 ïðè ε → 0. Âèáðàâøè òàê xε, íàäàëi

÷åðåç χε ïîçíà÷àòèìåìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ âiäðiçêà [−xε, xε]. Ïîáóäó¹ìî
ñiì'þ óñi÷åíèõ ïîòåíöiàëiâ V̂ε(x) = ε−2V (ε−1x)χε(x), çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 1.8, i

âèçíà÷èìî â L2(R) îïåðàòîðè Øðåäèí åðà

Ĥε = − d2

dx2
+ V̂ε(x).

Ñïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 1.2, î÷iêó¹ìî, ùî îïåðàòîðè Ĥε ìàþòü

ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó ãðàíèöþ ïðè ε → 0, õî÷à ñiì'ÿ ïîòåíöiàëiâ V̂ε âiäði-

çíÿ¹òüñÿ âiä ïîòåíöiàëiâ, îäåðæàíèõ ñòèñêîì âèáðàíîãî ïðîôiëþ. Íàäàëi ÷åðåç
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H0 ïîçíà÷àòèìåìî ãðàíè÷íèé îïåðàòîð äëÿ ñiì'¨ Hε, ÿêèé áóäå ïðÿìîþ ñóìîþ

D−0 ⊕ D+
0 ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó àáî æ îïåðàòîðîì S0,θ, ÿêùî ïîòåíöiàë V

ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Ïàðàìåòð θ îá÷èñëþ¹ìî ÷åðåç íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

òàê, ÿê â òåîðåìi 1.2.

te

te

xe
xet x

V(t)c (et)e
1 xV( ) (x)c2 e ee

Ðèñ. 1.8: Óñi÷åíi ïîòåíöiàëè â êîîðäèíàòàõ t òà x.

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1.2. Òîäi

‖(Ĥε − k2)−1 − (H0 − k2)−1‖ → 0

ïðè ε→ 0 äëÿ êîæíîãî k2 ∈ C \ R.

Òàêîæ òðåáà âñòàíîâèòè áëèçüêiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Hε òà Ĥε, äîâiâ-

øè, ùî óñi÷åííÿ ïîòåíöiàëiâ ïîçà ìíîæèíîþ [−xε, xε] íå íàäòî ñèëüíî çìiíþ¹

âèõiäíi îïåðàòîðè Hε â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié ìåòðèöi.

Òåîðåìà 1.4. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 1.2

‖(Hε − k2)−1 − (Ĥε − k2)−1‖ → 0 (1.42)

ïðè ε→ 0 äëÿ âñiõ k2 ∈ C \ R.

Òåîðåìà 1.2 âèïëèâàòèìå ç äîâåäåííÿ äâîõ îñòàííiõ òåîðåì. Öåé ðåçóëüòàò

çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì i òîäi, êîëè îïåðàòîðè Hε ìàþòü âèãëÿä

Hε = − d2

dx2
+ V0(x) + ε−2V (ε−1x),

äå ïîòåíöiàë V0 îáìåæåíèé i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî

ïiäðîçäiëó ñõîæèé äî òåîðåìè 1.1, àëå ó öüîìó âèïàäêó íå iñíó¹ êâàëiôiêîâàíî¨

îöiíêè ðiçíèöi ðåçîëüâåíò â óñüîìó êëàñi Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà.
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Òåîðåìà 1.5. Íåõàé V0 òà V � äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó V0 ¹ îáìåæå-

íîþ i ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à V íàëåæèòü äî êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Òîäi

ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Hε = − d2

dx2 +V0(x) +ε−2V (ε−1x) çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi

ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi ïðè ε→ 0.

Íåõàé D−, D+ òà Sθ � îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi â (1.12). Ïðè âiäñóòíîñòi ðå-

çîíàíñó ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ñiì'¨ Hε ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ D− ⊕ D+. ßêùî V ìà¹

ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u, òî Hε çáiãàþòüñÿ äî îïå-

ðàòîð Sθ ç ïàðàìåòðîì θ = u+/u−.

1.3.2 Àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà äëÿ îïåðàòîðà Hε

Äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë k ç íåâiä'¹ìíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ Im k ðîçãëÿíåìî äâà

ðîçâ'ÿçêè f−( · , k) òà f+( · , k) ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà

− y′′ + V y = k2y (1.43)

ç àñèìïòîòèêîþ íà íåñêií÷åííîñòÿõ

f−(x, k) = e−ikx(1+o(1)) ïðè x→ −∞, f+(x, k) = eikx(1+o(1)) ïðè x→ +∞.

Íàçèâàòèìåìî ¨õ ëiâèì òà ïðàâèì ðîçâ'ÿçêàìè Éîñòà. Äëÿ ïîòåíöiàëiâ V ç

êëàñó Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà òà íåíóëüîâèõ k òàêi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü [55, Ch. I.1.3].

Òâåðäæåííÿ 1.5. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë V íàëåæèòü äî êëàñó Ôàää¹¹âà-

Ìàð÷åíêà. Òîäi äëÿ êîæíîãî k iç çàìêíåíî¨ âåðõíüî¨ êîìïëåêñíî¨ ïiâïëîùèíè

C+ äëÿ ïðàâîãî ðîçâ'ÿçêó Éîñòà âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|f+(x, k)− eikx| 6 c1|eikx| τ+(x), |f ′+(x, k)− ikf+(x, k)| 6 c2|eikx|σ+(x) (1.44)

ïðè x > 0, à òàêîæ

|f+(x, k)− eikx| 6 c2|eikx|
(
1 + |x|

)
, |f ′+(x, k)− ikf+(x, k)| 6 c4|eikx| (1.45)

ïðè x < 0. Ñõîæi îöiíêè ¹ i äëÿ ëiâîãî ðîçâ'ÿçêó Éîñòà [56], [57, ëåìà 3.1.3].

×åðåç W{f, g} = fg′ − f ′g ïîçíà÷àòèìåìî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî ôóíêöié f

i g, à ÷åðåç D(k) = W{f+( · , k), f−( · , k)} � âðîíñêiàí ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà.
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Ëåìà 1.8. Íåõàé k ∈ C+, à tε � äîäàòíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ ερV (t) = 1. Òîäi

ðîçâ'ÿçêè Éîñòà â òî÷êàõ (±tε, εk) ìàþòü òàêó àñèìïòîòèêó

f±(±tε, εk)→ 1, εf∓(±tε, εk)→ 0, (1.46)

ε−1f ′±(±tε, εk)→ ±ik, f ′∓(±tε, εk)→ ±D(0). (1.47)

Äîâåäåííÿ. Àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà f+(tε, εk) → 1 âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi

â (1.44). Äàëi ç ïåðøî¨ îöiíêè â (1.45) ìà¹ìî |f+(−tε, εk)| 6 c(1 + tε). Çãàäàâøè,

ùî εtε → 0, îòðèìó¹ìî εf+(−tε, εk)→ 0. Çãiäíî ç äðóãîþ íåðiâíiñòþ â (1.44)

|ε−1f ′+(tε, εk)− ik| 6 c2ε
−1σ+(tε) + |k| |f+(tε, εk)− 1|. (1.48)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ ρV :

ε−1σ+(tε) = ε−1

∫ ∞
tε

|V (t)| dt 6
∫ ∞
tε

ρV (t)|V (t)|
ερV (tε)

dt =

∫ ∞
tε

ρV (t)|V (t)| dt.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 1.7 (iii) îñòàííié iíòåãðàë ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0. Òîìó ç

(1.48) âèïëèâà¹, ùî ε−1f ′+(tε, εk)→ ik. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî âëàñòèâîñòi

f−(−tε, εk)→ 1, εf−(tε, εk)→ 0, ε−1f ′−(−tε, εk)→ −ik.

Íàðåøòi, çàïèñàâøè âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî â äâîõ ðiçíèõ òî÷êàõ ó âèãëÿäi

D(εk) =

∣∣∣∣∣εf+(−tε, εk) f−(−tε, εk)

f ′+(−tε, εk) ε−1f ′−(−tε, εk)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ f+(tε, εk) εf−(tε, εk)

ε−1f ′+(tε, εk) f ′−(tε, εk)

∣∣∣∣∣
i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0 ç âðàõóâàííÿì âæå äîâåäåíîãî, îòðèìà¹ìî

f ′+(−tε, εk)→ −D(0), f ′−(tε, εk)→ D(0). �

Òåïåð äîðå÷íî ïîÿñíèòè ïîõîäæåííÿ òåðìiíó ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Äëÿ

íåíóëüîâèõ k ðîçâ'ÿçêè Éîñòà f+ òà f− ¹ çàâæäè ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Ïðîòå ïðè

k = 0, êîëè åíåðãiÿ ÷àñòèíîê ¹ íóëüîâîþ, âîíè ìîæóòü ñòàâàòè ëiíiéíî çàëåæ-

íèìè. ßêùî äëÿ äåÿêîãî ïîòåíöiàëó V öå òðàïèòüñÿ, òî ïîòåíöiàë ìà¹ ðåçîíàíñ

íóëüîâî¨ åíåðãi¨ çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1.3. Áiëüøå òîãî, òîäi ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè Éîñòà

i íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè ¹ çâ'ÿçîê, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ñòàþòü îáìåæåíèìè

íà ïðÿìié. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî

f−(x, 0) = θf+(x, 0) (1.49)
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äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ θ. ßêùî u � íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí, òî u(x) = c−f−(x, 0) àáî

u(x) = c+f+(x, 0) ç äåÿêèìè ñòàëèìè c±, áî ðiâíÿííÿ (1.43) ìîæå ìàòè ëèøå îäèí

(ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà) ðîçâ'ÿçîê, îáìåæåíèé íà óñié ïðÿìié. Òîäi c+ = θc−,

à òàêîæ c± = limx→±∞ u(x), áî f+(x, 0) → 1 ïðè x → +∞ i f−(x, 0) → 1 ïðè

x→ −∞. Òîìó θ ó ðiâíîñòi (1.49) çáiãà¹òüñÿ ç ïàðàìåòðîì θ â òåîðåìi 1.2.

Â ðàçi ðåçîíàíñó ìîæíà äiñòàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâå-

äiíêó ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà. Çîêðåìà, ìîæíà äîâåñòè, ùî ðîçâ'ÿçêè f±( · , εk) çàëè-

øàþòüñÿ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè íà (−tε, tε), à òàêîæ óòî÷íèòè àñèìïòîòèêè ç

ëåìè 1.8. Ñïåðøó îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ iíøî¨ ïàðè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.43).

Òâåðäæåííÿ 1.6. Íåõàé g+( · , k) òà g−( · , k) � äâà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.43)

òàêi, ùî W{f+, g+} = 1 òà W{f−, g−} = −1. Òîäi

|g+(x, k)| 6 c|e−ikx|x ïðè x > x+, |g−(x, k)| 6 c|eikx| |x| ïðè x 6 x− (1.50)

äëÿ äåÿêèõ âiä'¹ìíîãî x−, äîäàòíîãî x+ > 0 i óñiõ k ∈ C+.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (1.44) iñíó¹ òàêå x+ > 0, ùî f+(x, k) 6= 0 äëÿ âñiõ k ∈ C+ òà

x > x+. Òîäi ôóíêöiÿ

g+(x, k) = f+(x, k)

∫ x

x+

dt

f 2
+(t, k)

,

çíàéäåíà ÿê ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ f+g
′−f ′+g = 1, êîðåêòíî âèçíà÷åíà äëÿ

x > x+, ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.43), à òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâóW{f+, g+} = 1.

Çðîçóìiëî, ùî ¨¨ ìîæíà ïðîäîâæèòè íà âñþ âiñü ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.43).

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî íåðiâíîñòi |f+(x, k) − eikx| 6 c1|eikx| τ+(x) ç òâåðäæåí-

íÿ 1.5. Íåõàé ÷èñëî x+ íàñòiëüêè âåëèêå, ùî ïðè x > x+ ìíîæíèê c1τ+(x) ¹

ìåíøèì çà 1/2. Òîäi ìàòèìåìî 1
2 |e

ikx| 6 |f+(x, k)| 6 3
2 |e

ikx|. Îòæå,

|eikxg+(x, k)|
x

6
6|e2ikx|
x− x+

∫ x

x+

dt

|e2ikt|
6 6,

çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü äëÿ g+. Òàêi æ ìiðêóâàííÿ çàñòîñîâó¹ìî äî ôóíêöi¨

g−(x, k) = f−(x, k)

∫ x−

x

dt

f 2
−(t, k)

,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó W{f−, g−} = −1.
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Ëåìà 1.9. Íåõàé ïîòåíöiàë V âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Òîäi iñíó¹

íåçàëåæíà âiä ε ñòàëà c, ùî

max
|x|6tε

|f±(x, εk)| 6 c. (1.51)

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè ïðè ε→ 0:

f+(−tε, εk)→ θ−1, f−(tε, εk)→ θ, (1.52)

ε−1f ′+(−tε, εk)→ ikθ, ε−1f ′−(tε, εk)→ −ikθ−1. (1.53)

Äîâåäåííÿ. Ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.43) âèáðàíà òàê, ùî

f+(x, εk) = αεf−(x, εk) +D(εk)g−(x, εk)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ αε. Ó âèïàäêó ðåçîíàíñó D(0) = 0, äî òîãî æ öåé âèçíà÷íèê

äèôåðåíöiéîâíèé â íóëi i Ḋ(0) = −i(θ + θ−1) [58] . Òîäi

lim
ε→0

D(εk)

ε
= −ik(θ + θ−1). (1.54)

Îòæå, D(εk) = O(ε) ïðè ε→ 0 i, ç âðàõóâàííÿì îöiíêè (1.50) äëÿ g−, ìà¹ìî

max
x∈[−tε,x−]

|f+(x, εk)− αεf−(x, εk)| 6 c1|D(εk)||eiεtεk|tε 6 c2εtε = c2xε. (1.55)

Äëÿ êîæíîãî x ðîçâ'ÿçêè Éîñòà f±(x, k) ¹ íåïåðåðâíèìè çà çìiííîþ k â C+.

Ïîçàÿê xε → 0 ïðè ε→ 0, òî ç (1.49) âèïëèâà¹, ùî αε → θ−1. Òîìó

max
x∈[−tε,x−]

|f+(x, εk)| 6 2θ−1 max
x∈[−tε,x−]

|f−(x, εk)|+ 1 6 c

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Ðiâíîìiðíó æ îáìåæåíiñòü f+(x, εk) íà ìíîæèíi [x−, tε]

îòðèìó¹ìî ç (1.44), ùî äîâîäèòü îöiíêó (1.51) äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨.

Òåïåð, ïîêëàâøè x = −tε ó íåðiâíîñòi (1.55), ìàòèìåìî

lim
ε→0

f+(−tε, εk) = θ−1,

îñêiëüêè αε → θ−1 òà f−(−tε, εk)→ 1. Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0 ó ôîðìóëi

D(εk)

ε
= f+(−tε, εk)

f ′−(−tε, εk)

ε
−
f ′+(−tε, εk)

ε
f−(−tε, εk).

Ç îãëÿäó íà ëåìó 1.8 òà àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè (1.52), (1.54) îòðèìó¹ìî

−ik(θ + θ−1) = −ikθ−1 − lim
ε→0

ε−1f ′+(−tε, εk),

çâiäêè limε→0 ε
−1f ′+(−tε, εk) = ikθ. Ñõîæå àíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó f− íà

ïðàâié ïiâîñi.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3

Äîâåäåìî, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Ĥε = − d2

dx2 + V̂ε ç ïîòåíöiàëàìè

V̂ε(x) = ε−2V (ε−1x)χε(x)

çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðàH0 â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Iäåþ äîâåäåííÿ

çàïîçè÷èìî ç ïiäðîçäiëó 1.2. Çàôiêñó¹ìî k2 ∈ C\R, ôóíêöiþ f ∈ L2(R) i ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ y = (H0−k2)−1f òà yε = (Ĥε−k2)−1f . Áåðó÷è çà îñíîâó y, ïîáóäó¹ìî

íàáëèæåííÿ zε äî åëåìåíòà yε, ÿêå ëåæàòèìå â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ĥε.

Íàáëèæåííÿ áóäå ÿê çàâãîäíî áëèçüêèì â L2(R)-íîðìi äî y òà yε îäíî÷àñíî.

Îöiíêè áëèçüêîñòi áóäóòü ðiâíîìiðíèìè çà f íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ â L2(R).

Ôóíêöiÿ yε ïðè |x| > xε ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −y′′ε = k2yε + f i ðiâíÿííÿ

− y′′ε + ε−2V (ε−1x)yε = k2yε + f (1.56)

ïðè |x| < xε. Òîìó çà ïåðøå íàáëèæåííÿ yε âiçüìåìî

ẑε(x) = y(x)(1− χε(x)) + wε(ε
−1x)χε(x),

äå χε � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [−xε, xε], à wε � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

−w′′(t) + V (t)w(t) = ε2k2w(t) + ε2f(εt), t ∈ (−tε, tε).

Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä wε = uε + vε, äå

uε(t) = α−ε f−(t, εk) + α+
ε f+(t, εk) (1.57)

� çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, à

vε(t) =
ε2f+(t, εk)

D(εk)

∫ t

−tε
f−(s, εk)f(εs) ds+

ε2f−(t, εk)

D(εk)

∫ tε

t

f+(s, εk)f(εs) ds

� ÷àñòêîâèé íåîäíîðiäíîãî. Ñòàëi α±ε âèáåðåìî òàê, ùîá ñòðèáêè

|[ẑε]±xε| = |y(±xε)− uε(±tε)− vε(±tε)|,

|[ẑ′ε]±xε| = |y′(±xε)− ε−1u′ε(±tε)− ε−1v′ε(±tε)|.
(1.58)

áóëè ìàëèìè ïðè ε → 0. Öåé âèáið çàëåæàòèìå ëèøå âiä ôóíêöi¨ y, áî äîäàíêè

ç vε âæå ¹ ìàëèìè.
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Ëåìà 1.10. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó vε ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|vε(±tε)| 6 C1x
1/2
ε ‖f‖, ε−1 |v′ε(±tε)| 6 C2x

1/2
ε ‖f‖. (1.59)

Êðiì òîãî, ‖vε(ε−1 · )χε‖ 6 C3xε‖f‖.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ωε = [−tε, tε], ω−ε = [−tε, 0] i ω+
ε = [0, tε]. Áåçïî-

ñåðåäíüî iç çîáðàæåííÿ äëÿ vε ìà¹ìî

max
ω+
ε

|vε| 6
2ε2

|D(εk)|
max
ω+
ε

|f+( · , εk)| max
ωε
|f−( · , εk)|

∫ tε

−tε
|f(εs)| ds,

max
ω−ε
|vε| 6

2ε2

|D(εk)|
max
ωε
|f+( · , εk)| max

ω−ε
|f−( · , εk)|

∫ tε

−tε
|f(εs)| ds.

Êðiì òîãî, ç íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî îòðèìó¹ìî∫ tε

−tε
|f(εs)| ds 6

√
2 ε−1/2t1/2ε ‖f‖. (1.60)

Íàãàäà¹ìî, ùî ‖·‖ � öå íîðìà â L2(R). Ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñóD(0) 6= 0, òîìó

îöiíêà maxωε |vε| 6 c1ε
3/2(1 + tε) t

1/2
ε ‖f‖ 6 c2x

3/2
ε ‖f‖ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.5.

Êîëè æ ïîòåíöiàë V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

(1.54), à òàêîæ òèì, ùî ç îãëÿäó íà ëåìó 1.9 ðîçâ'ÿçêè Éîñòà çàëèøàþòüñÿ ðiâ-

íîìiðíî îáìåæåíi çà ε íà ìíîæèíi ωε. Òîìó ìà¹ìî max
ωε
|vε| 6 c3x

1/2
ε ‖f‖. Çâiäñè

â îáîõ âèïàäêàõ � ðåçîíàíñó òà éîãî âiäñóòíîñòi � âèïëèâà¹ ïåðøà íåðiâíiñòü â

(1.59), à òàêîæ îöiíêà L2-íîðìè ôóíêöi¨ vε(ε−1 · )χε, áî∫ xε

−xε
|vε(ε−1x)|2 dx = ε

∫ tε

−tε
|vε(t)|2 dt 6 c4 εxεtε ‖f‖2 = c4x

2
ε‖f‖2.

Äàëi îá÷èñëèìî ïîõiäíó

v′ε(tε) =
ε2f ′+(tε, εk)

D(εk)

∫ tε

−tε
f−(s, εk)f(εs) ds.

Ç (1.53) òà (1.60) äiñòàíåìî îöiíêó

ε−1|v′ε(tε)| 6
ε

|D(εk)|
|f ′+(tε, εk)| max

ωε
|f−(t, εk)|

∫ tε

−tε
|f(εs)| ds 6

6
c5|k|εx1/2

ε

|D(εk)|
max
ωε
|f−(t, εk)| ‖f‖.

Çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 1.5 ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó àáî æ (1.51) òà (1.54)

ïðè ðåçîíàíñi, ìàòèìåìî ε−1|v′ε(tε)| 6 c6xε‖f‖. Ñõîæå îöiíþ¹ìî ε−1|v′ε(−tε)|.
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×èñëà α±ε âèáèðàòèìåìî ïî-ðiçíîìó äëÿ âèïàäêó ðåçîíàíñó òà éîãî âiäñóòíî-

ñòi, áî ôóíêöiÿ y ìà¹ ðiçíó ïîâåäiíêó â îêîëi íóëÿ.

Íàáëèæåííÿ zε ó íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêó

Ïîçàÿê ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì H0 ¹ ïðÿìà ñóìà D−0 ⊕ D+
0 , òî y(±0) = 0. Çðî-

çóìiëî, ùî òîäi y(±xε)→ 0 òà y′(±xε)→ y′(±0) ïðè ε→ 0. Ïîêëàäåìî

α−ε =
εy′(xε)

f ′−(tε, εk)
, α+

ε =
εy′(−xε)
f ′+(−tε, εk)

.

Çãiäíî ç (1.47) â öüîìó ðàçi çíàìåííèêè ìàþòü íåíóëüîâi ãðàíèöi ïðè ε→ 0.

Âèáðàâøè òàê êîåôiöi¹íòè α±ε , ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíîñòÿìè òà àñèìïòîòè÷íè-

ìè ôîðìóëàìè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà ç òâåðäæåííÿ 1.5 òà ëåìè 1.8 i îòðèìà¹ìî

|uε(±tε)| =
∣∣∣∣εf−(±tε, εk)

f ′−(tε, εk)
y′(xε) +

εf+(±tε, εk)

f ′+(−tε, εk)
y′(−xε)

∣∣∣∣ 6
6 c5xε(|y′(xε)|+ |y′(−xε)|),

|ε−1u′ε(±tε)− y′(±xε)| =

=

∣∣∣∣f ′−(±tε, εk)

f ′−(tε, εk)
y′(xε) +

f ′+(±tε, εk)

f ′+(−tε, εk)
y′(−xε)− y′(±xε)

∣∣∣∣ 6 c6ε|y′(∓xε)|.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ñòðèáêiâ, çàäàíèõ ôîðìóëîþ (1.58). Çi ùîéíî îäåðæàíèõ îöi-

íîê, òâåðäæåííÿ 1.4 òà ëåìè 1.10 ìàòèìåìî

|[ẑε]±xε| 6 |y(±xε)|+ |uε(±tε)|+ |vε(±tε)| 6 c7x
1/2
ε ‖f‖,

|[ẑ′ε]±xε| 6 |y′(±xε)− ε−1u′ε(±tε)|+ ε−1|v′ε(±tε)| 6 c8x
1/2
ε ‖f‖.

Òåïåð çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.1 iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ-êîðåêòîð ζε, ùî zε = ẑε + ζε

íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà H0 òà

max
|x|>xε

|ζ(k)
ε (x)| 6 c9(|[ẑε]±xε|+ |[ẑ′ε]±xε|) 6 c10x

1/2
ε ‖f‖ (1.61)

äëÿ k = 0, 1, 2. Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè íàáëèæåííÿ zε äëÿ yε = (Ĥε − k2)−1f , çà

äîïîìîãîþ ÿêîãî äîâåäåìî òåîðåìó 1.3 ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó.

Íà çàâåðøåííÿ îòðèìà¹ìî ùå îöiíêó L2-íîðìè äëÿ uε(ε−1 · )χε, ÿêà çíàäîáè-
òüñÿ äàëi. Êîåôiöi¹íòè α±ε ¹ ïîðÿäêó O(ε)‖f‖ ïðè ε→ 0, à òàêîæ∫ xε

−xε
|f±(ε−1x, εk)|2 dx = ε

∫ tε

−tε
|f±(ξ, εk)|2 dξ 6 c11ε(1 + tε)

3,
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òîìó iç çîáðàæåííÿ (1.57) äëÿ uε îòðèìó¹ìî

‖uε(ε−1 · )χε‖ 6 c12x
3/2
ε ‖f‖. (1.62)

Íàáëèæåííÿ zε ó âèïàäêó ðåçîíàíñó

Â öüîìó ðàçi ãðàíè÷íèì áóäå îïåðàòîð S0,θ ç ïàðàìåòðîì θ = u+/u−, äå u �

íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí. Îñíîâíà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ñòà-

þòü ëiíiéíî çàëåæíèìè f− = θf+ i ìàþòü iíøó àñèìïòîòèêó íà íåñêií÷åííîñòi.

Êîåôiöi¹íòè α±ε òðåáà âèáðàòè òàê, ùîá íàéòî÷íiøå çàäîâîëüíèòè ðiâíîñòi

uε(−tε) = y(−xε), ε−1u′ε(−tε) = y′(−xε).

Íàì çðó÷íî âçÿòè â (1.57) ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Íåõàé

α−ε =
ikθy(−0)− θ−1y′(−0)

ik(θ + θ−1)
, α+

ε =
iky(−0) + y′(−0)

ik(θ + θ−1)
.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ y âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

sup
x∈R±

(|y(x)|+ |y′(x)|) 6 c1‖f‖, |y(k)(±xε)− y(k)(±0)| 6 c2x
1/2
ε ‖f‖, (1.63)

äå k = 0, 1. Îöiíèìî ðiçíèöþ uε(−tε)− y(−xε) äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ε. Ç òâåðäæå-

ííÿ 1.5, ïåðåôîðìóëüîâàíîãî äëÿ ëiâîãî ðîçâ'ÿçêó Éîñòà, òà ëåìè 1.9 ìà¹ìî

f−(−tε, εk) = 1 + o(1), f+(−tε, εk) = θ−1 + o(1)

ïðè ε→ 0. Òîìó, ç âðàõóâàííÿì (1.63), îòðèìó¹ìî

uε(−tε)− y(−xε) = y(−0)
θf−(−tε, εk) + f+(−tε, εk)

θ + θ−1
+

+ y′(−0)
f+(−tε, εk)− θ−1f−(−tε, εk)

ik(θ + θ−1)
− y(−xε). =

= y(−0)(1 + o(1)) + o(1)y′(−0)− y(−xε) = o(1)‖f‖.

Äàëi, ε−1f ′−(−tε, εk) = −ik + o(1) òà ε−1f ′+(−tε, εk) = ikθ + o(1) ïðè ε→ 0, òîìó

ε−1u′ε(−tε)− y′(−xε) = y(−0)
θf ′−(−tε, εk) + f ′+(−tε, εk)

ε(θ + θ−1)
+

+ y′(−0)
−θ−1f ′−(−tε, εk) + f ′+(−tε, εk)

iεk(θ + θ−1)
− y′(−xε) =

= y(−0) · o(1) + y′(−0)(1 + o(1))− y′(−xε) = o(1)‖f‖.
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Çâ'ÿçêè y(−0) = θ−1y(+0), y′(−0) = θy′(+0) ìiæ îäíîñòîðîííiìè ãðàíèöÿìè

y òà y′ ãàðàíòóþòü, ùî ðiâíîñòi uε(tε) = y(xε), ε−1u′ε(tε) = y′(xε) òåæ áóäóòü

âèêîíóâàòèñÿ ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ. Ñïðàâäi, f+(tε, εk) = 1 + o(1) òà

f−(tε, εk) = θ + o(1) ïðè ε→ 0, à òîìó

uε(tε)− y(xε) = y(+0)
f−(tε, εk) + θ−1f+(tε, εk)

θ + θ−1
+

+ y′(+0)
−f−(tε, εk) + θf+(tε, εk)

ik(θ + θ−1)
− y(xε) =

= y(+0)(1 + o(1)) + y′(+0)o(1)− y(xε) = o(1)‖f‖.

Àíàëîãi÷íî

ε−1u′ε(tε)− y′(xε) = y(+0)
f ′−(tε, εk) + θ−1f ′+(tε, εk)

ε(θ + θ−1)
+

+ y′(+0)
−f ′−(tε, εk) + θf ′+(tε, εk)

iεk(θ + θ−1)
− y′(xε) =

= y(+0)o(1) + y′(+0)(1 + o(1))− y′(xε) = o(1)‖f‖,

áî ε−1f ′+(tε, εk) = ik + o(1) òà ε−1f ′−(tε, εk) = −ikθ−1 + o(1) ïðè ε → 0. Ç öèõ

àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë òà ëåìè 1.10 âèïëèâà¹, ùî ñòðèáêè ôóíêöi¨ ẑε i ¨ ¨ ïîõiäíî¨

â òî÷êà ±xε ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè ðiâíîìiðíî âiäíîñíî f , à ñàìå [ẑε]±xε = o(‖f‖),
[ẑ′ε]±xε = o(‖f‖) ïðè ε → 0. Îòæå, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ẑε ìîæíà ïiä-

ïðàâèòè ìàëîþ ôóíêöi¹þ ζε òàê, ùî zε = ẑε + ζε ∈ domS0,θ i

max
|x|>xε

|ζ(k)
ε (x)| = o(‖f‖), ε→ 0. (1.64)

Íàáëèæåííÿ zε âèêîðèñòà¹ìî ó äîâåäåííi òåîðåìè 1.3 äëÿ âèïàäêó ðåçîíàíñó.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖uε(ε−1 · )χε‖ 6 cxε‖f‖. (1.65)

Ñïðàâäi α±ε = O(1)‖f‖ ïðè ε→ 0, à çãiäíî ç ëåìîþ 1.9 ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ¹ ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíèìè íà (−tε, tε), òîìó äëÿ ìàëèõ ε ìà¹ìî∫ xε

−xε
|f±(ε−1x, εk)|2 dx = ε

∫ tε

−tε
|f±(t, εk)|2 dt 6 cεtε = cxε.
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Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Ĥε

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3 ïðîâåäåìî îäíî÷àñíî äëÿ îáîõ âèïàäêiâ. Ïðèòðèìóþ÷èñü

ñõåìè äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1, ñïåðøó îá÷èñëèìî rε = (Ĥε − λ)zε − f i ïåðåêîíà-

¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ zε äîñòàòíüî äîáðå àïðîêñèìó¹ yε. Çà ïîáóäîâîþ ïðè |x| < xε

êîðåêòîð ζε äîðiâíþ¹ íóëþ, à òîäi zε = wε ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1.56)

íà öié ìíîæèíi. Òîìó rε = 0 íà [−xε, xε]. ßêùî æ |x| > xε, òî zε = y + ζε i òîäi

rε(x) = (− d2

dx2 − k
2)(y + ζε)(x)− f(x) = −ζ ′′ε (x)− k2ζε(x).

Ç îãëÿäó íà (1.61), (1.64) ìà¹ìî ‖rε‖ = o(‖f‖) ïðè ε→ 0. Îòæå,∥∥zε − (Ĥε − k2)−1f
∥∥ =

∥∥(Ĥε − k2)−1rε
∥∥ = o(‖f‖), ε→ 0, (1.66)

áî ‖(Ĥε−k2)−1‖ 6 | Im k2|−1. Âiäíiìåìî âiä íàáëèæåííÿ zε éîãî äîìiíóþ÷èé ÷ëåí

zε(x)− y(x) =
(
uε(ε

−1x) + vε(ε
−1x)− y(x)

)
χε(x) + ζε(x).

Òîäi ç ëåìè 1.10 òà îöiíîê (1.62), (1.65) âèïëèâà¹, ùî∥∥zε − (H0 − k2)−1f
∥∥ = o(‖f‖), ε→ 0. (1.67)

Ç íåðiâíîñòåé (1.66) òà (1.67) âiäðàçó îòðèìó¹ìî∥∥(Ĥε − k2)−1 − (H0 − k2)−1
∥∥→ 0, ε→ 0,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.3.

1.3.3 Àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêè Éîñòà i êîåôiöi¹íòè ðîçñiþâàííÿ äëÿ

îïåðàòîðà Ĥε òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

Íàì òðåáà äîâåñòè áëèçüêiñòü ðåçîëüâåíò îïåðàòîðiâ Ĥε òà Hε. Äëÿ öüîãî ïîòði-

áíî áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ðåçîëüâåíòó Ĥε, ÿêà ¹ iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì. Éîãî

ÿäðî çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà f̂±( · , ε, k) îïåðàòîðà Ĥε. Ïîáó-

äó¹ìî f̂±( · , ε, k) i âèâ÷èìî ¨õ àñèìïòîòèêó ïðè ε→ 0. Ïîçàÿê àíàëiç ïðàâîãî òà

ëiâîãî ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà ¹ ñõîæèì, ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ëèøå ðîçâ'ÿçêó f̂+.
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Çàôiêñó¹ìî k ∈ C òàêå, ùî Im k > 0. Ïîòåíöiàëè V̂ε äîðiâíþþòü íóëåâi ïîçà

ìíîæèíîþ |x| < xε, òîìó øóêàòèìåìî ïðàâèé ðîçâ'ÿçîê Éîñòà ó âèãëÿäi

f̂+(x, ε, k) =


a+
ε e

ikx + b+
ε e
−ikx, êîëè x < −xε,

c+
ε f+(ε−1x, εk) + c−ε f−(ε−1x, εk), êîëè |x| < xε,

eikx, êîëè x > xε,

äå f± � ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ðiâíÿííÿ (1.43). Ç óìîâ íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi

f̂+ â òî÷öi x = xε îòðèìó¹ìî ñèñòåìóc+
ε f+(tε, εk) + c−ε f−(tε, εk) = eikxε,

c+
ε f
′
+(tε, εk) + c−ε f

′
−(tε, εk) = iεkeikxε,

âèçíà÷íèêîì ÿêî¨ ¹ âðîíñêiàí D(εk) = f+(tε, εk)f ′−(tε, εk) − f ′+(tε, εk)f−(tε, εk).

Äëÿ äîäàòíèõ ε öåé âèçíà÷íèê âiäìiííèé âiä íóëÿ, áî ðîçâ'ÿçêè Éîñòà ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíèìè ïðè ε2k2 ∈ C+. Òîìó

c+
ε =

eikxε

D(εk)

(
f ′−(tε, εk)− iεkf−(tε, εk)

)
, c−ε =

eikxε

D(εk)

(
iεkf+(tε, εk)− f ′+(tε, εk)

)
.

Êîëè ðåçîíàíñ âiäñóòíié, òî D(0) 6= 0, à ç îãëÿäó íà íåïåðåðâíiñòü D ìà¹ìî

|D(εk)| > |D(0)|/2 äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Òîäi ç (1.44) îäåðæó¹ìî, ùî

c−ε → 0, à ç ëåìè 1.8 âèïëèâà¹, ùî c+
ε → 1. Òàêó æ çáiæíiñòü c−ε → 0, c+

ε → 1

ìà¹ìî ç öi¹¨ ëåìè òà ôîðìóëè (1.54) i ó âèïàäêó ðåçîíàíñó. Äàëi ç íåïåðåðâíî¨

äèôåðåíöiéîâíîñòi f̂+ â òî÷öi −xε çíàõîäèìî

a+
ε =

eikxε

2ik

(
ikf̂+(−xε + 0, ε, k) + f̂ ′+(−xε + 0, ε, k)

)
,

b+
ε =

e−ikxε

2ik

(
ikf̂+(−xε + 0, ε, k)− f̂ ′+(−xε + 0, ε, k)

)
.

Ñïåðøó ïðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó êîåôiöi¹íòiâ a+
ε òà b+

ε ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi

ðåçîíàíñó. Ïðè íàøîìó âèáîði c±ε ç ëåìè 1.8 âèïëèâà¹

f̂+(−xε + 0, ε, k) = c+
ε f+(−tε, εk) + c−ε f−(−tε, εk) = O(tε),

εf̂ ′+(−xε + 0, ε, k) = c+
ε f
′
+(−tε, εk) + c−ε f

′
−(−tε, εk)→ −D(0)
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ïðè ε→ 0. À öå îçíà÷à¹, ùî εa+
ε → −D(0) òà εb+

ε → D(0). ßêùî æ ïîòåíöiàë V

âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî

f̂+(−xε + 0, ε, k) = c+
ε f+(−tε, εk) + c−ε f−(−tε, εk)→ θ−1,

f̂ ′+(−xε + 0, ε, k) = c+
ε ε
−1f ′+(−tε, εk) + c−ε ε

−1f ′−(−tε, εk)→ ikθ,

ç îãëÿäó íà (1.46), (1.52) òà (1.47), (1.53) âiäïîâiäíî. Àëå òîäi a+
ε → 1

2 [θ−1 + θ] òà

b+
ε → 1

2 [θ−1 − θ] ïðè ε → 0. Òàêà ïîâåäiíêà êîåôiöi¹íòiâ a+
ε òà b+

ε ñïðàâåäëèâà i

ïðè äiéñíèõ k, òîìó ìè äiñòàëè òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.11. Íåõàé ïîòåíöiàë V ¹ íåðåçîíàñíèé. Òîäi äëÿ íåíóëüîâîãî k òàêîãî,

ùî Im k > 0, êîåôiöi¹íò âiäáèòòÿ R̂ε(k) = b+
ε /a

+
ε òà êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ

T̂ε(k) = 1/a+
ε äëÿ îïåðàòîð Øðåäèí åðà Ĥε ìàþòü àñèìïòîòèêó R̂ε(k) → −1

òà T̂ε(k)→ 0 ïðè ε→ 0.

ßêùî V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ i ïàðàìåòð θ âèçíà÷åíèé ÿê â òåî-

ðåìi 1.2 (÷è ÿê ó ôîðìóëi (1.49), ùî ðiâíîñèëüíî), òî êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ i

ïðîõîäæåííÿ âåäóòü ñåáå ïðè ε→ 0 òàê

R̂ε(k)→ 1− θ2

1 + θ2
, T̂ε(k)→ 2θ

1 + θ2
.

Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ äëÿ R̂ε(k) i T̂ε(k) ¹ êîåôiöi¹íòàìè âiäáèòòÿ i ïðîõîäæåííÿ

äëÿ îïåðàòîðà S0,θ, à òàêîæ çáiãàþòüñÿ çi çíà÷åííÿì òàêèõ êîåôiöi¹íòiâ ïðè k = 0

äëÿ îïåðàòîð Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì V , òîáòî äëÿ îïåðàòîðà Hε ïðè ε = 1

[58].

Ðåçîëüâåíòà R̂ε(k) = (Ĥε − k2)−1 � öå iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì

Ĝε(x, y, k) =
1

D̂ε(k)

f̂+(x, ε, k)f̂−(y, ε, k), x > y,

f̂−(x, ε, k)f̂+(y, ε, k), x < y,

äå D̂ε(k) � âðîíñêiàí ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà f̂+( · , ε, k) òà f̂−( · , ε, k).

Ëåìà 1.12. Iñíóþòü ñòàëi K1 òà K2, ùî äëÿ ìàëèõ ε âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|D̂−1
ε (k)f̂±(x, ε, k)| 6 K1|e±ikx|, |x| > xε; (1.68)∫ ∞

x

|f̂+(t, ε, k)|2

|D̂ε(k)|2
dt 6 K2|e2ikx|,

∫ x

−∞

|f̂−(t, ε, k)|2

|D̂ε(k)|2
dt 6 K2|e−2ikx|, x ∈ R.
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Äîâåäåííÿ. Íåðiâíîñòi äîâåäåìî ëèøå äëÿ ïðàâîãî ðîçâ'ÿçêó Éîñòà, äëÿ ëiâîãî

ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi. Ïåðøà îöiíêà âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî f̂+(x, ε, k) = eikx ïðè

x > xε, à òàêîæ äëÿ x < −xε ìà¹ìî

f̂+(x, ε, k)

D̂ε(k)
= − 1

2ik
eikx − R̂ε(k)

2ik
e−ikx,

áî D̂ε(k) = −2ika+
ε äëÿ óñiõ x ëiâiøå −xε. Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî êîåôiöi¹íò

âiäáèòòÿ R̂ε(k) ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ çãiäíî ç ëåìîþ 1.11.

Íåõàé Xε � îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ χε, ÿêèé ¹ îðòîãîíàëüíèì ïðî-

åêòîðîì i ‖Xεh‖ → 0 ïðè ε → 0 äëÿ âñiõ h ∈ L2(R). Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.3

ìàìî

Xε(Ĥε−k2)−1h = Xε

(
(Ĥε − k2)−1 − (H0 − k2)−1

)
h+Xε(H0−k2)−1h→ 0 (1.69)

â ïðîñòîði L2(R) ïðè ε→ 0. Òåïåð íåõàé h � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà

[−3,−1]. Òîäi äëÿ âñiõ ε òàêèõ, ùî xε < 1, ëåãêî îá÷èñëèòè

Xε(Ĥε − k2)−1h(x) =
χε(x)f̂+(x, ε, k)

D̂ε(k)

∫ −1

−3

e−ikt dt =
2eik sin k

k

χε(x)f̂+(x, ε, k)

D̂ε(k)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖Xε(Ĥε − k2)−1h‖2 =
4|eik sin k|2

|k|2

∫ xε

−xε

|f+(x, ε, k)|2

|D̂ε(k)|2
dx→ 0

ïðè ε→ 0. Òåïåð âèáåðåìî ε0 íàñòiëüêè ìàëèì, ùîá |e2ikx| > 1
2 äëÿ âñiõ x 6 xε0.

ßêùî x > xε0, òî øóêàíà îöiíêà âèïëèâà¹ ç óæå äîâåäåíî¨ íåðiâíîñòi (1.68),

ïðè÷îìó K2 = K2
1/(2| Im k|). Äëÿ iíøèõ çíà÷åíü x, êðiì íåðiâíîñòi (1.68), ùå

òðåáà ñêîðèñòàòèñÿ ãðàíèöåþ (1.68). Òîäi∫ ∞
x

|f̂+(t, ε, k)|2

|D̂2
ε(k)|

dt 6 K2
1

∫ ∞
x

|e2ikt| dt+

∫ xε

−xε

|f+(t, ε, k)|2

|D̂ε(k)|2
dt 6 K2|e2ikx|

çi ñòàëîþ K2 = 1 +K2
1/(2| Im k|).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4

Äîâåäåìî áëèçüêiñòü îïåðàòîðiâ Ĥε òà Hε â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié ìåòðèöi.

Äëÿ ïîòåíöiàëó V ïîáóäó¹ìî äâi ôóíêöi¨

pε(x) = ε−1|V (ε−1x)|1/2 (1− χε(x)), qε(x) = sign (V (ε−1x)) pε(x)
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i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pε òà Qε îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà pε òà qε âiäïîâiäíî. Öi îïå-

ðàòîðè, âçàãàëi êàæó÷è, ¹ íåîáìåæåíèìè â L2(R), ïðîòå L2-íîðìè ôóíêöié pε i

qε íåñêií÷åííî ìàëi ïðè ε→ 0. Ñïðàâäi ç îãëÿäó íà ëåìó 1.7 ìà¹ìî

‖pε‖2 = ‖qε‖2 = ε−2

∫
|t|>xε

|V (ε−1t)| dt = ε−1

∫
|s|>tε

|V (s)| ds 6

6
∫
|s|>tε

ρV (s)

ερV (tε)
|V (s)| ds =

∫
|s|>tε

ρV (s)|V (s)| ds = o(1) (1.70)

ïðè ε→ 0, áî ρV (s) > ρV (tε) äëÿ |s| > tε i òî÷êè tε âèáðàíi ç óìîâè ερV (tε) = 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî V̂ε(x) = ε−2V (ε−1x)χε(x). Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

ε−2V (ε−1x) = V̂ε(x) + pε(x)qε(x). Òîäi ç ðiâíîñòi Hε = Ĥε +PεQε âèïëèâà¹ âiäîìå

ôîðìàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðåçîëüâåíò R̂ε(k) òà Rε(k) îïåðàòîðiâ Ĥε òà Hε:

Rε(k)− R̂ε(k) = −R̂ε(k)Qε

(
I + PεR̂ε(k)Qε

)−1
PεR̂ε(k). (1.71)

ßêùî ìè äîâåäåìî, ùî íîðìè îïåðàòîðiâ R̂ε(k)Qε, PεR̂ε(k)Qε òà PεR̂ε(k) ïðÿ-

ìóþòü äî íóëÿ, òî îäíî÷àñíî óçàêîíèìî ðiâíiñòü (1.71) i äîâåäåìî òåîðåìó 1.4.

Óñi öi îïåðàòîðè ¹ iíòåãðàëüíèìè i äiþòü íà ôóíêöiþ y ∈ L2(R) çà ïðàâèëîì

ϕ+(x)

D̂ε(k)

∫ x

−∞
ϕ−(t)y(t) dt+

ϕ−(x)

D̂ε(k)

∫ ∞
x

ϕ+(t)y(t) dt,

äå ϕ± ïî÷åðãîâî äîðiâíþþòü f̂±( · , ε, k), f̂±( · , ε, k)qε ÷è f̂±( · , ε, k)pε. Ùîá îöiíèòè

íîðìè îïåðàòîðiâ, ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì ðåçóëüòàòîì.

Òâåðäæåííÿ 1.7. Äëÿ ïàðè ôóíêöié ψ− i ψ+ ç êëàñó L2
2,loc(R) îïåðàòîðè

T−y(x) = ψ+(x)

∫ x

−∞
ψ−(t)y(t) dt, T+y(x) = ψ−(x)

∫ ∞
x

ψ+(t)y(t) dt

îáìåæåíi â L2(R) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âåëè÷èíà

K = sup
x∈R

(∫ x

−∞
|ψ−(t)|2 dt ·

∫ ∞
x

|ψ+(t)|2 dt
)1/2

ñêií÷åííà. Äî òîãî æ ‖T±‖ 6 2K [59].

Ðîçïî÷íåìî ç îïåðàòîðà PεR̂ε(k)Qε, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä

PεR̂ε(k)Qεy(x) =
pε(x)f̂+(x, ε, k)

D̂ε(k)

∫ x

−∞
y(t)qε(t)f̂−(t, ε, k) dt+

+
pε(x)f̂−(x, ε, k)

D̂ε(k)

∫ ∞
x

y(t)qε(x)f̂+(t, ε, k) dt.
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Ïîçàÿê |pε| = |qε|, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.7 íîðìà îïåðàòîðà PεR̂ε(k)Qε ïðÿ-

ìó¹ äî íóëÿ ïðè ε→ 0, ÿêùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ âåëè÷èíà supx∈RKε(x), äå

Kε(x) =
1

|D̂ε(k)|2

∫ x

−∞
|pε(t)f̂−(t, ε, k)|2 dt ·

∫ ∞
x

|pε(t)f̂+(t, ε, k)|2 dt.

Êîëè x > xε, òî ñïðàâåäëèâà îöiíêà∫ ∞
x

|pε(t)f̂+(t, ε, k)|2 dt =

∫ ∞
x

|pε(t)eikt|2 dt 6 |e2ikx|‖pε‖2.

Ñêîðèñòàâøèñü (1.68), äiñòàíåìî òàêó íåðiâíiñòü

1

|D̂ε(k)|2

∫ x

−∞
|pε(t)f̂−(t, ε, k)|2 dt 6 K2

1 |e−2ikx| ‖pε‖2. (1.72)

Îòæå, supx>xεKε(x) 6 K2
1‖pε‖4. ßêùî x 6 −xε, òî f̂−(x, ε, k) = e−ikx i çíîâó ç

(1.68) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî supx6−xεKε(x) 6 K2
1‖pε‖4. Íàðåøòi,

sup
|x|<xε

Kε(x) 6
|e4ikxε|‖pε‖4

|D̂ε(k)|2
.

Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî çãiäíî ç (1.70) íîðìà pε ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Çâiäêè ìà-

¹ìî, ùî ‖PεR̂ε(k)Qε‖ → 0 ïðè ε→ 0.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî îïåðàòîðiâ R̂ε(k)Qε òà PεR̂ε(k). Ìàëiñòü ¨õ íîðì âèïëè-

âàòèìå ç ìàëîñòi ïðè ε→ 0 âåëè÷èí supx∈RK
(1)
ε (x) òà supx∈RK

(2)
ε (x), äå

K(1)
ε (x) =

1

D̂2
ε(k)

∫ x

−∞
|pε(t)f̂−(t, ε, k)|2 dt ·

∫ ∞
x

|f̂+(t, ε, k)|2 dt,

K(2)
ε (x) =

1

D̂2
ε(k)

∫ x

−∞
|f̂−(t, ε, k)|2 dt ·

∫ ∞
x

|pε(t)f̂+(t, ε, k)|2 dt.

Ñòðóêòóðà ôóíêöié îäíàêîâà, òîìó îöiíèìî ëèøå K(1)
ε . ßêùî x > xε, òî∫ ∞

x

|f̂+(t, ε, k)|2 dt =
1

2| Im k|
|e2ikx|.

Äàëi, âðàõóâàâøè (1.72), äiñòàíåìî

sup
x>xε

K(1)
ε (x) 6

K2
1

2| Im k|
‖pε‖2.

Êîëè æ x < xε, òî çàñòîñó¹ìî ëåìó 1.12 òà íåðiâíiñòü∫ x

−∞
|pε(t)f̂−(t, ε, k)|2 dt 6 |e−2ikx|‖pε‖2,
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ùîá äiñòàòè supx<xεK
(1)
ε (x) 6 K2‖pε‖2. Ç äâîõ îñòàííiõ íåðiâíîñòåé i (1.70) âè-

ïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà supx∈RK
(1)
ε (x) íåñêií÷åííî ìàëà ïðè ε→ 0 i òîìó

‖PεR̂ε(k)‖+ ‖R̂ε(k)Qε(k)‖ → 0, ε→ 0.

Îòæå, ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (1.71) ìà¹ìî, ùî ‖Rε(k) − R̂ε(k)‖ → 0 ïðè ε → 0, à

öå äîâîäèòü òåîðåìó 1.4 i îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó � òåîðåìó 1.2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.5

Òåîðåìà 1.2 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ i ó âèïàäêó, êîëè δ′-ïîäiáíèì çáóðåííÿì ç

ïðîôiëÿìè êëàñó Ôàä¹¹âà-Ìàð÷åíêà ïiääà¹ìî îïåðàòîð H = − d2

dx2 +V0 ç îáìåæå-

íèì ïîòåíöiàëîì V0, ÿêèé ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Ââåäåìî îïåðàòîðè: H0 = S0,θ,

êîëè V ìà¹ ðåçîíàíñ, òà H0 = D−0 ⊕ D+
0 , êîëè ðåçîíàíñ âiäñóòíié; H1 = Sθ ïðè

ðåçîíàíñi òà H1 = D−0 ⊕ D+
0 â iíøîìó âèïàäêó. Ðåçîëüâåíòè H0 i H1 â òî÷öi k2

ïîçíà÷èìî R0(k) òà R1(k) âiäïîâiäíî. Íåõàé òàêîæ

Hε,0 = − d2

dx2
+ ε−2V (ε−1·), Hε,1 = − d2

dx2
+ V0 + ε−2V (ε−1·)

ç ðåçîëüâåíòàìè Rε,0(k) òà Rε,1(k) âiäïîâiäíî. Ââåäåìî òàêîæ îïåðàòîðè P òà Q,

ÿêi ¹ îïåðàòîðàìè ìíîæåííÿ íà ôóíêöi¨

p(x) = |V0(x)|1/2, q(x) = sgnV0(x) · |V0(x)|1/2.

ßêùî òðàêòóâàòèìåìî H1 ÿê çáóðåííÿ îïåðàòîðà H0 ïîòåíöiàëîì V0, òî öåé îïå-

ðàòîð ìîæíà çàïèñàòè òàê H1 = H0 + PQ, à òîìó ôîðìàëüíî ìà¹ìî

R1(k) = R0(k)−R0(k)Q
(
I + PR0(k)Q

)−1
PR0(k). (1.73)

Àíàëîãi÷íî äëÿ ïàðè Hε,0 i Hε,1 îäåðæèìî

Rε,1(k) = Rε,0(k)−Rε,0(k)Q
(
I + PRε,0(k)Q

)−1
PRε,0(k). (1.74)

Çàïèøåìî ðiçíèöþ ðiâíîñòåé (1.74) òà (1.73)

Rε,1(k)−R1(k) = Rε,0(k)−R0(k)−

−Rε,0(k)Q
(
I + PRε,0(k)Q

)−1
PRε,0(k) +R0(k)Q

(
I + PR0(k)Q

)−1
PR0(k).
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Çàóâàæèìî, ùî P òà Q � íåïåðåðâíi îïåðàòîðè â L2(R), áî ïîòåíöiàë V0 îáìå-

æåíèé i ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 1.2 òàêîæ ìà¹ìî ðiâíîìiðíó

çáiæíiñòü ðåçîëüâåíò Rε,0(k) → R0(k) ïðè ε → 0. ßêùî îïåðàòîð I + PR0(k)Q

áóäå îáîðîòíèì, òî òàêèì áóäå i îïåðàòîð I + PRε,0(k)Q ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε,

ïðè÷îìó òîäi ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi áóäå êîðåêòíî âèçíà÷åíà i ïðÿìó-

âàòèìå äî íóëÿ â ðiâíîìiðíié îïåðàòîðíié íîðìi. Ïîçàÿê

‖PR0(k)Q‖ 6 c‖R0(k)‖ 6 c| Im k|−1,

òî iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ k0, ùî íîðìà PR0(k0)Q áóäå ìåíøîþ âiä îäèíèöi. Îòæå,

äëÿ k0 iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð
(
I+PR0(k0)Q

)−1
, òàêîæ Rε,1(k0)→ R1(k0) ïðè

ε→ 0. Ç îãëÿäó íà ëåìó 1.2 îïåðàòîðè Hε,1 çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíò-

íié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà H1, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.5.
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Ðîçäië 2

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ Ç

ÄÂÎÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍÈÌÈ

(αδ′ + βδ)-ÏÎÄIÁÍÈÌÈ ÏÎÒÅÍÖIÀËÀÌÈ

Â öüîìó ðîçäiëi îïèøåìî âçà¹ìîäiþ δ-ïîäiáíèõ òà δ′-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ. Âèâ-

÷èìî ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, ÿêi â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ìîæíà òðàêòóâàòè

ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíà − d2

dx2 + αδ′ + βδ. Îêðiì ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨

α i β, ðåãóëÿðèçîâàíi ïîòåíöiàëè òàêîæ ìiñòèòèìóòü äâà ïàðàìåòðè, âiä ÿêèõ

çàëåæàòèìóòü øâèäêîñòi ëîêàëiçàöi¨ δ- òà δ′-ïîäiáíèõ äîäàíêiâ. Ìè ïîêàæåìî,

ùî ãðàíè÷íi îïåðàòîðè çàëåæàòü íå ëèøå âiä ïðîôiëiâ ïîòåíöiàëiâ, àëå é âiä

øâèäêîñòåé ëîêàëiçàöi¨ çáóðåíü. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [60,61]

2.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Âèâ÷àòèìåìî ïîâåäiíêó ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hε,ν = − d2

dx2
+ V0(x) + αε−2V (ε−1x) + βν−1U(ν−1x) (2.1)

â ïðîñòîði L2(R), êîëè äâà äîäàòíi ïàðàìåòðè ε òà ν ïðÿìóþòü îäíî÷àñíî äî íóëÿ.

Ïîòåíöiàë V0 ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì, äiéñíèì i òàêèì, ùî íåçáóðåíèé îïåðàòîð

H0 = − d2

dx2 + V0 ñàìîñïðÿæåíèé. Ôóíêöi¨ V òà U � îáìåæåíi, äiéñíîçíà÷íi òà

ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè, a α òà β � äiéñíi ñòàëi âçà¹ìîäi¨. Ïîçàÿê îïåðàòîð H0

çáóðþ¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, òî domHε,ν = domH0.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó, ÿêèé äàëi ðîçäiëèìî íà òðè

îêðåìi òåîðåìè. Íåõàé V0 � ïðîñòið, îïèñàíèé íà ñòîð. 39 â îçíà÷åííi îïåðàòîðiâ

ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè.
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ßêùî ïàðàìåòðè ε òà ν ïðÿìóþòü îäíî÷àñíî äî íóëÿ, ïðè÷îìó ¨õ âiäíîøå-

ííÿ ν/ε ìà¹ ñêií÷åííó ÷è íåñêií÷åííó ãðàíèöþ, òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Hε,ν çáiãà-

¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, òîáòî ðåçîëüâåíòè (Hε,ν − z)−1

çáiãàþòüñÿ ó ðiâíîìiðíié îïåðàòîðíié íîðìi.

Âèïàäîê âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó. Íåõàé ïîòåíöiàë αV íå ìà¹ ðåçîíàíñó íó-

ëüîâî¨ åíåðãi¨, òîäi îïåðàòîðè Hε,ν çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕ D+ äâîõ

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ ç óìîâàìè Äiðiõëå â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Âèïàäîê ðåçîíàíñó. ßêùî ïîòåíöiàë αV âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨

ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì uα, òî ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì ¹ îïåðàòîð Øðåäèí åðà

− d2

dx2 + V0, âèçíà÷åíèé íà ôóíêöiÿõ φ ç ïðîñòîðó V0, ÿêi â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì(
φ(+0)

φ′(+0)

)
=

(
θα(V ) 0

β ζα(V, U) θα(V )−1

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)
. (2.2)

Âåëè÷èíà θα(V ) âèçíà÷à¹òüñÿ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì ïîòåíöiàëó αV , à ñàìå,

θα(V ) =
u+
α

u−α
, (2.3)

äå u±α = uα(±∞). Âåëè÷èíà ζα(V, U) çàëåæèòü âiä ïîòåíöiàëiâ V òà U , à òà-

êîæ ãðàíèöi âiäíîøåííÿ ν/ε ïðè ε→ 0, ν → 0 i îïèñó¹ ðiçíi âèïàäêè ðåçîíàíñíî¨

âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïîòåíöiàëàìè V i U . Ðîçðiçíÿ¹ìî òàêi âèïàäêè ïðè ε, ν → 0:

(i) êîëè ν/ε→∞, òî

ζα(V, U) =
u+
α

u−α

∫
R+

U(s) ds+
u−α
u+
α

∫
R−
U(s) ds; (2.4)

(ii) êîëè âiäíîøåííÿ ν/ε çáiãà¹òüñÿ äî ñêií÷åííîãî ÷èñëà ω, òî

ζα(V, U) =
1

u−α u
+
α

∫
R
U(s)u2

α(ωs) ds; (2.5)

(iii) êîëè æ ν/ε ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òî

ζα(V, U) =
u2
α(0)

u−α u
+
α

∫
R
U(s) ds. (2.6)
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Ó âèïàäêó ðåçîíàíñó ñiì'þ ïîòåíöiàëiâ αε−2V (ε−1 ·) + βν−1U(ν−1 ·), ùî ëî-

êàëiçóþòüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ìîæíà çàìiíèòè òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ (2.2).

Ñêëàäíà íåëiíiéíà çàëåæíiñòü âåëè÷èí θα òà ζα âiä ïîòåíöiàëà V , à òàêîæ ðåçî-

íàíñíà âçà¹ìîäiÿ V òà U êîíñòðóêòèâíî îïèñàíi ôîðìóëàìè (2.3)�(2.6). Öå äà¹

çìîãó ïðîâåñòè êiëüêiñíèé àíàëiç ìîäåëi, îá÷èñëèâøè, íàïðèêëàä, íàáëèæåííÿ

äëÿ ñïåêòðiâ îïåðàòîðiâ Hε,ν ÷è äàíèõ ðîçñiþâàííÿ íà ïîòåíöiàëàõ, çàäàíèõ ïðî-

ôiëÿìè V òà U . Ó ñåði¨ ðîáiò [22�29] Î. Çîëîòàðþê ïðîâiâ òàêi îá÷èñëåííÿ äëÿ ìî-

äåëåé ç êóñêîâî-ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, â ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðåäèí åðà

ìîæíà çàïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨, à ñàìå äîñëiäæåííÿ

çàäà÷i çâåñòè äî ïðèñêiïëèâîãî àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó ñêëàäíèõ âèçíà÷íèêiâ.

Äîñëiäæåííÿ Î. Çîëîòàðþêà ïiäòâåðäæóþòü äîñòîâiðíiñòü òåîðåòè÷íèõ ðåçóëü-

òàòiâ, îòðèìàíèõ â öüîìó ðîçäiëi.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî â ïðàöÿõ [35, 62] ïñåâäîïîòåíöiàë αδ′ + βδ iíòåðïðåòó-

âàëè ÿê òî÷êîâó âçà¹ìîäiþ ç ìàòðèöåþ

C(α, β) =

(
2+α
2−α 0
4β

(2−α)2
2−α
2+α

)
, (2.7)

à äëÿ α = ±2 ïñåâäîïîòåíöiàëó ñòàâèëè ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêi ðîçäiëåíi êðàéîâi

óìîâè. Â ìàòðèöi C òåæ ïðîñëiäêîâó¹òüñÿ íåëiíiéíà çàëåæíiñòü âiä α òà ëiíiéíà

âiä β. Òàêó ìîäåëü îäåðæàíî ïðè ïåâíèõ ôiçè÷íèõ ïðèïóùåííÿõ ùîäî ñèìåòði¨

δ-ïîòåíöiàëó. Çîêðåìà, ïîñòóëþâàëèñü ôîðìóëè äëÿ äîáóòêiâ ôóíêöié Äiðàêà òà

ðîçðèâíèõ ïðîáíèõ ôóíêöié

v(x)δ(x) = {v}0 δ(x), v(x)δ′(x) = {v}0 δ
′(x)− {v′}0 δ(x).

Òóò {f}0 = 1
2(f(−0)+f(+0)) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x =

0. ßêùî ïîêëàñòè {f}0 = γf(−0)+(1−γ)f(+0)), äå γ ∈ [0, 1], òî çâiñíî îòðèìà¹ìî

iíøèé ðåçóëüòàò. Çàãàëîì öÿ ìîäåëü ¹ ëèøå îäíi¹þ ç áàãàòüîõ òî÷íèõ ìîäåëåé,

ÿêi îïèñàíi íàìè âèùå. Â [29] âêàçàíî, ïðè ÿêèõ êóñêîâî-ñòàëèõ ïðîôiëÿõ V i U

¨¨ âäà¹òüñÿ îäåðæàòè â ãðàíèöi. Àíàëiç ñïåêòðó òà äàíèõ ðîçñiþâàííÿ äëÿ öi¹¨

ìîäåëi ïðîâîäèâñÿ â [63�65].

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî íîñi¨ îáîõ ïîòåíöiàëiâ V òà U

ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó I = [−1, 1]. Òîäi êîæíèé íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí uα ¹ ñòàëèì
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ïîçà I, à ðåçîíàíñíà ìíîæèíà R(V ) çáiãà¹òüñÿ çi ñïåêòðîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

− u′′ + αV u = 0, t ∈ I, u′(−1) = 0, u′(1) = 0 (2.8)

ñòîñîâíî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà α. Íàãàäà¹ìî, ùî θ : R(V ) → R � ôóíêöiÿ

âçà¹ìîäi¨, ÿêà âèçíà÷åíà òàê

θα =
u+
α

u−α
=

uα(1)

uα(−1)
.

Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí íîðìó¹ìî óìîâîþ uα(x) = 1 ïðè x 6 −1 i òîäi uα(x) = θα ïðè

x > 1. Íåõàé S(π1, π2) � îïåðàòîð, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì S(π1, π2)φ = −φ′′ + V0φ

íà ôóíêöiÿõ φ ç êëàñó V0, ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì(
φ(+0)

φ′(+0)

)
=

(
π1 0

π2 π−1
1

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Äàëi áóäåìî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàòîðè D±, ÿêi
âèçíà÷åíi â (1.12).

2.2 Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ó âèïàäêó ε−1ν → +∞

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè δ′-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü Vε = ε−2V (ε−1·) ëî-
êàëiçó¹òüñÿ ïðè ε→ 0 øâèäøå, íiæ δ-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü Uν = ν−1U(ν−1·) ïðè
ν → 0 (ðèñ. 2.1). Òî÷íiøå, ïàðàìåòðè ε i ν òàê ïðÿìóþòü äî íóëÿ, ùî âiäíîøåííÿ

ν/ε ñòà¹ íåñêií÷åííî âåëèêèì. Çðó÷íî ââåñòè ùå îäèí ïàðàìåòð τ = ν/ε. Ìè äî-

ñëiäæóâàòèìåìî ïîâåäiíêó îïåðàòîðiâ Hε,ν ó ïðèïóùåííi, ùî ν → 0 òà τ → ∞.

Çðîçóìiëî, ùî òîäi ïàðàìåòð ε ìóñèòü ïðÿìóâàòè äî íóëÿ.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé ε−1ν → +∞ ïðè ε → 0 òà ν → 0. ßêùî α ∈ R(V ),

òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Hε,ν çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà S(θα, βζα) â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨

ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå

ζα = θα

∫
R+

U(s) ds+ θ−1
α

∫
R−
U(s) ds.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(S)‖ 6 C1(ν
1/2 + εν−1). (2.9)
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ßêùî æ α 6∈ R(V ), òî Hε,ν → D− ⊕ D+ ïðè ν → 0 òà ε → 0 â ðiâíîìiðíié

ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, ïðè÷îìó

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(D− ⊕D+)‖ 6 C2ν
1/2.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî îêðåìî äëÿ âèïàäêó ðåçîíàíñó i éîãî âiäñóòíîñòi.

aVe

bUn

n-n e-e

Ðèñ. 2.1: Ïîòåíöiàëè Vε òà Uν ó âèïàäêó ε−1ν → +∞

2.2.1 Âèïàäîê ðåçîíàíñó

Íåõàé α íàëåæèòü äî R(V ). Âèáåðåìî ôóíêöiþ f ç ïðîñòîðó L2(R). Âåêòîðè

(Hε,ν − λ)−1f òà (S(θα, βζα) − λ)−1f òðåáà îäíî÷àñíî àïðîêñèìóâàòè â L2(R)

òèì ñàìèì åëåìåíòîì yε,ν ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Hε,ν. Àïðîêñèìàöiÿ

ïîâèííà áóòè ðiâíîìiðíîþ âiäíîñíî f íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ â L2(R). Ïåðøèì

íàáëèæåííÿ áóäå ôóíêöiÿ

wε,ν(x) =

y(x), êîëè |x| > ν,

y(−0)
(
uα
(
x
ε

)
+ βνhτ

(
x
ν

))
+ εgτ

(
x
ε

)
+ ε2vε,τ

(
x
ε

)
, êîëè |x| 6 ν,

ÿêå ìè çãîäîì óäîñêîíàëèìî. Òóò y = (S(θα, βζα) − λ)−1f , uα � íàïiâçâ'ÿçíèé

ñòàí, τ = ν/ε, à ôóíêöi¨ hτ , gτ òà vε,τ � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi

h′′ = U(t)uα (τt) , h(0) = 0, h′(0) = 0; (2.10)

g′′ − αV (t)g = αβy(−0)τV (t)hτ
(
τ−1t

)
,

g(−1) = 0, g′(−1) = y′(−0) + βy(−0)

∫
R−
U(s) ds;

(2.11)
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− v′′ + αV (t)v = f(εt)χτ(t), v(0) = 0, v′(0) = 0 (2.12)

âiäïîâiäíî. Óñi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷åíi äëÿ t ∈ R. ×åðåç χa ïîçíà÷àòèìåìî õàðàêòåðèñ-
òè÷íó ôóíêöiþ âiäðiçêà (−a, a). Ôóíêöiÿ y ¹ äîñòàòíüî õîðîøèì íàáëèæåííÿì

äëÿ (Hε,ν−λ)−1f , êîëè |x| > ν. Ïðîòå íà íîñi¹âi ïîòåíöiàëó U , êîëè |x| < ν, òàêå

íàáëèæåííÿ íàáàãàòî ñêëàäíiøå. Äîâåäåííÿ ðîçäiëèìî íà êiëüêà ëåì.

Ëåìà 2.1. Ôóíêöiÿ hτ âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(i) iñíóþòü ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî

‖hτ‖C1(I) 6 C1, |hτ(t)| 6 C2 t
2 (2.13)

äëÿ óñiõ t ∈ R i τ > 0;

(ii) ïðè τ →∞ ìà¹ìî

h′τ(−1) = −
∫
R−
U(s) ds+O(τ−1), h′τ(1) = θα

∫
R+

U(s) ds+O(τ−1). (2.14)

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíîñòi (2.13) âèïëèâàþòü iç çîáðàæåííÿ

hτ(t) =

∫ t

0

(t− s)U(s)uα(τs) ds,

áî U i uα � îáìåæåíi ôóíêöi¨. Äàëi, âðàõóâàâøè íîðìóâàííÿ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó

óìîâîþ u−α = 1, îòðèìà¹ìî ïðè τ →∞ çáiæíiñòü

uα(τt)→ u∗α(t) =

1 ïðè t < 0,

θα ïðè t > 0

â ïðîñòîði L1,loc(R). Äî òîãî æ ðiçíèöÿ uα(τt)− u∗α(t) ¹ íóëüîâîþ ïîçà âiäðiçêîì

[−τ−1, τ−1] i îáìåæåíà íà íüîìó. Òîìó iç çîáðàæåííÿ äëÿ ïîõiäíî¨

h′τ(t) =

∫ t

0

U(s)uα(τs) ds

âèïëèâàþòü àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè (2.14). Íàïðèêëàä, äëÿ h′τ(1) ìàòèìåìî

h′τ(1) =

∫ 1

0

U(s)uα(τs) ds =

∫ 1

0

U(s)u∗α(s) ds+

∫ 1

0

U(s)(uα(τs)− u∗α(s)) ds =

= θα

∫ +∞

0

U(s) ds+

∫ τ−1

0

U(s)(uα(τs)− u∗α(s)) ds = θα

∫ +∞

0

U(s) ds+O(τ−1)

ïðè τ →∞. Íàãàäà¹ìî, ùî U(x) = 0, êîëè x > 1.

86



Ëåìà 2.2. Iñíóþòü íåçàëåæíi âiä ôóíêöi¨ f ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî

|gτ(t)| 6 C1(1 + |t|)‖f‖, |g′τ(t)| 6 C2‖f‖ (2.15)

äëÿ âñiõ t ∈ R òà τ > τ0 > 0. Êðiì òîãî, çíà÷åííÿ g′τ(1) âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ

g′τ(1) = θ−1
α

(
y′(−0) + βy(−0)

∫
R−
U(s) ds

)
+O(τ−1)‖f‖, τ →∞. (2.16)

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ gτ ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (2.11) ìà¹ îöiíêó

‖gτ‖C1(I) 6 c1(|y(−0)|+ |y′(−0)|) + c2τ |y(−0)| ‖hτ(τ−1 · )‖C(I)

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.2. Äàëi ç (2.13) âèïëèâà¹, ùî

‖hτ(τ−1 · )‖C(I) = max
|t|6τ−1

|hτ(t)| 6 c3τ
−2. (2.17)

Ïî¹äíóþ÷è öþ íåðiâíiñòü ç (1.8), äiñòà¹ìî

‖gτ‖C1(I) 6 c4(|y(−0)|+ |y′(−0)|) 6 c5‖f‖, (2.18)

áî τ−1 6 τ−1
0 . Ïîçàÿê suppV ⊂ I, òî ôóíêöiÿ gτ ¹ ëiíiéíîþ ïîçà I:

gτ(t) = g′τ(−1)(t+ 1) ïðè t 6 −1, gτ(t) = gτ(1) + g′τ(1)(t− 1) ïðè t > 1.

Òîìó çâiäñè òà (2.18) âèïëèâàþòü îöiíêè (2.15).

Òåïåð ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (2.11) íà uα i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè íà I:

θαg
′
τ(1)− g′τ(−1) = αβτ y(−0)

∫ 1

−1

V (s)hτ
(
τ−1s

)
uα(s) ds. (2.19)

Ïðàâó ÷àñòèíó äëÿ τ > τ0 ìîæåìî îöiíèòè ÷åðåç c6τ
−1‖f‖ çãiäíî ç (2.17) i òâåð-

äæåííÿ 1.4. Âðàõóâàâøè óìîâè Êîøi (2.11), äiñòàíåìî (2.16).

Ëåìà 2.3. Ïðè ε→ 0 i τ →∞ âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|vε,τ(t)| 6 C1ε
−1/2τ 3/2‖f‖, |v′ε,τ(t)| 6 C2ε

−1/2τ 1/2‖f‖ (2.20)

äëÿ t ∈ [−τ, τ ] i ñòàëèõ C1, C2, ùî íå çàëåæàòü âiä f .
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çîáðàæåííÿ (1.7) äëÿ çàäà÷i Êîøi (2.12). Òîäi

vε,τ(t) =

∫ t

0

k(t, s)f(εs)χτ(s) ds,

äå k(t, s) = v1(s)v2(t)− v1(t)v2(s), à v1, v2 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ −v′′ + αV v = 0,

ïiäïîðÿäêîâàíi ïî÷àòêîâèì óìîâàì v1(0) = 1, v′1(0) = 0 òà v2(0) = 0, v′2(0) = 1.

ßäðî k ìîæåìî îöiíèòè òàê

|k(t, s)| 6 c1(|t|+ |s|) + c2,

∣∣∣∣∂k∂t (t, s)

∣∣∣∣ 6 c3, (t, s) ∈ R2. (2.21)

Ñïðàâäi, îáèäâà ðîçâ'ÿçêè v1 i v2 ¹ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè ïîçà I, áî suppV ⊂ I.
Íåõàé vj(t) = a±j t+ b±j , êîëè ±t > 1. Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî t > 1 i s > 1. Òîäi

k(t, s) = (b+
1 a

+
2 − b+

2 a
+
1 )(t− s), ∂k

∂t
(t, s) = b+

1 a
+
2 − b+

2 a
+
1 ,

çâiäêè îòðèìó¹ìî (2.21) äëÿ òàêèõ çíà÷åíü t i s. Äàëi, ÿêùî t > 1 òà |s| < 1, òî

k(t, s) = v1(s)(a
+
2 t+ b+

2 )− v2(s)(a
+
1 t+ b+

1 ),
∂k

∂t
(t, s) = a+

2 v1(s)− a+
1 v2(s),

à (2.21) âèïëèâà¹ ç îöiíîê ‖vj‖C(−1,1) 6 c4, j = 1, 2. Iíøi âèïàäêè òàêi, ÿê |t| < 1

i s > 1 ÷è t < −1 i s < −1, àíàëiçóþòüñÿ ñõîæå. Îòæå, äëÿ âåëèêèõ τ ìà¹ìî

max
t∈[−τ,τ ]

|vε,τ(t)| 6
∫ τ

−τ
max
t∈[−τ,τ ]

|k(t, s)||f(εs)| ds 6

6
∫ τ

−τ
(c5(τ + |s|) + c6)|f(εs)| ds 6 c7τ

∫ τ

−τ
|f(εs)| ds =

= c7ε
−1τ

∫ ν

−ν
|f(s)| ds 6 c8ε

−1τν1/2‖f‖ = c8ε
−1/2τ 3/2‖f‖,

max
t∈[−τ,τ ]

|v′ε,τ(t)| 6
∫ τ

−τ
max
t∈[−τ,τ ]

∣∣∣∣∂k∂t (t, s)

∣∣∣∣ |f(εs)| ds 6 c9

∫ τ

−τ
|f(εs)| ds 6

6 c10ε
−1

∫ ν

−ν
|f(s)| ds 6 c11ε

−1ν1/2‖f‖ = c11ε
−1/2τ 1/2‖f‖,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Íàñëiäîê 2.1. ßêùî ïðè ε, ν → 0 âiäíîøåííÿ ε/ν çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì,

òî iñíó¹ òàêà ñòàëà C, ùî max
|x|6ν
|wε,ν(x)| 6 C‖f‖.
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Äîâåäåííÿ. Íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç ëåì 2.1�2.3. Ìè ëèøå çàóâàæèìî, ùî

max
|x|6ν
|εgτ(x/ε) + ε2vε,τ(x/ε)| 6

(
c1ε(1 + ν/ε) + c2ε

3/2τ 3/2
)
‖f‖ 6

6
(
c1(ε+ ν) + c2ν

3/2
)
‖f‖ 6 c3(ε+ ν)‖f‖ 6 c4ν‖f‖ (2.22)

ç îãëÿäó íà (2.15), (2.20) òà ó ïðèïóùåííi, ùî ε 6 cν.

Çà ïîáóäîâîþ wε,ν íàëåæèòü äî ïðîñòîðóW 2
2,loc(R\{−ν, ν}) i, âçàãàëi êàæó÷è,

ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ïðè x = ±ν. Òîìó wε,ν íå ¹ åëåìåíòîì domHε,ν.

Ïîáóäó¹ìî êîðåêòîð ρε,ν òàêèé, ÿê â òâåðäæåííi 1.1. Òîäi ñóìà wε,ν + ρε,ν âæå

íàëåæàòèìå äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Hε,ν, à êîðåêòîð áóäå ìàëèì, ÿêùî

ìàëèìè áóäóòü ñòðèáêè wε,ν òà ¨¨ ïîõiäíî¨ â òî÷êàõ x = ±ν.

Ëåìà 2.4. Ïðè ε→ 0, ν → 0 òà τ →∞ ñïðàâåäëèâà îöiíêà

max
|x|>ν

∣∣ρ(k)
ε,ν(x)

∣∣ 6 C(ν1/2 + τ−1)‖f‖, k = 0, 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε i ν äîñòàòíüî ìàëi, àëå ïðè öüîìó τ > τ0 > 0. Íàãàäà¹ìî,

ùî uα(−τ) = 1, uα(τ) = θα òà u′α(±τ) = 0. Êðiì òîãî, g′τ(±τ) = g′τ(±1), à òàêîæ

ç (2.22) âèïëèâà¹ îöiíêà

ε|gτ(±τ)| 6 c1ν‖f‖. (2.23)

Ùîá äîâåñòè ëåìó, ïîêàæåìî, ùî ñòðèáêè wε,ν òà w′ε,ν â òî÷êàõ x = ±ν ¹ âåëè-

÷èíàìè ïîðÿäêó O(ν1/2 + τ−1). Ðîçïî÷íåìî çi ñòðèáêiâ â òî÷öi x = −ν:

[wε,ν]−ν = y(−0) + βνy(−0)hτ(−1) + εgτ(−τ) + ε2vε,τ(−τ)− y(−ν),

[w′ε,ν]−ν = βy(−0)h′τ(−1) + g′τ(−1) + εv′ε,τ(−τ)− y′(−ν).

Ïåðøèé ç íèõ çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.4, ëåìîþ 2.3 òà (2.13), (2.23) ìîæíà îöiíèòè

|[wε,ν]−ν| 6 |y(−0)− y(−ν)|+ ν|β||y(−0)||hτ(−1)|

+ ε|gτ(−τ)|+ ε2|vε,τ(−τ)| 6 c2ν‖f‖.

Äàëi, áåðó÷è äî óâàãè (2.14) òà ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ gτ , äiñòà¹ìî

[w′ε,ν]−ν = βy(−0)
(
−
∫
R−
U ds+O(τ−1)

)
+ y′(−0) + βy(−0)

∫
R−
U ds− y′(−ν)

+ εv′ε,τ(−τ) = y′(−0)− y′(−ν) +O(τ−1)y(−0) +O(ν1/2)‖f‖
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ïðè τ →∞ i ν → 0. Çíîâó çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 1.4 i îäåðæèìî∣∣[w′ε,ν]−ν∣∣ 6 c3(ν
1/2 + τ−1)‖f‖.

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî ñòðèáêiâ â òî÷öi x = ν. Ìà¹ìî

[wε,ν]ν = y(ν)− θαy(−0)− βνy(−0)hτ(1)− εgτ(τ)− ε2vε,τ(τ),

[w′ε,ν]ν = y′(ν)− βy(−0)h′τ(1)− g′τ(1)− εv′ε,τ(τ).

Çãàäà¹ìî, ùî y(+0) = θαy(−0), áî y ∈ domS. Öå íàì äà¹

|[wε,ν]ν| 6 |y(ν)− y(+0)|+ c4ν|y(−0)|+ ε|gτ(τ)|+ ε2|vε,τ(τ)| 6 c5ν‖f‖

ç îãëÿäó íà (1.9), (2.20) i (2.23). Äàëi, ïî¹äíóþ÷è àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè (2.14),

(2.16) i ðiâíiñòü y′(+0) = θ−1
α y′(−0) + βζαy(−0), âèâîäèìî, ùî

[w′ε,ν]ν = y′(ν)− βy(−0)
(
θα

∫
R+

U ds+O(τ−1)
)

−
(
θ−1
α y′(−0) + θ−1

α βy(−0)

∫
R−
U ds+O(τ−1)‖f‖

)
− εv′ε,τ(τ)

= y′(ν)− θ−1
α y′(−0)− βζαy(−0) +O(τ−1)‖f‖+O(ν1/2)‖f‖

= y′(ν)− y′(+0) +O(ν1/2 + τ−1)‖f‖.

Îòæå,
∣∣[w′ε,ν]ν∣∣ 6 c6(ν

1/2 + τ−1)‖f‖, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Ââåäåìî äâà ïîçíà÷åííÿ yε,ν = wε,ν+ρε,ν,

rε,ν = (Hε,ν − λ)yε,ν − f . Îöiíèìî L2(R)-íîðìó ôóíêöi¨ rε,ν. ßêùî |x| > ν, òî

rε,ν(x) =
(
− d2

dx2 + V0(x)− λ
)
yε,ν(x)− f(x) = −ρ′′ε,ν(x) + (V0(x)− λ)ρε,ν(x).

Íàãàäà¹ìî, ùî çà ïîáóäîâîþ ρε,ν = 0 íà (−ν, ν). Òîìó äëÿ |x| < ν ìè ìà¹ìî

rε,ν(x) =
(
− d2

dx2 + V0(x) + αε−2V
(
x
ε

)
+ βν−1U

(
x
ν

)
− λ
)
yε,ν(x)− f(x) =

= ε−2 y(−0)
{
−u′′α

(
x
ε

)
+αV

(
x
ε

)
uα
(
x
ε

)}
+ ν−1 βy(−0)

{
−h′′ε,ν

(
x
ν

)
+U

(
x
ν

)
uα
(
x
ε

)}
+

+ ε−1
{
−g′′τ

(
x
ε

)
+ αV

(
x
ε

)
gτ
(
x
ε

)
+ ταβy(−0)V

(
x
ε

)
hτ
(
x
ν

)}
+

+
{
−v′′ε,ν

(
x
ε

)
+ αV

(
x
ε

)
vε,τ
(
x
ε

)
− f(x)

}
+ βU

(
x
ν

) {
βy(−0)hτ

(
x
ν

)
+

+ τ−1gτ
(
x
ε

)
+ ετ−1vε,τ

(
x
ε

)}
+ (V0(x)− λ)wε,ν(x) =

= βU
(
x
ν

) {
βy(−0)hτ

(
x
ν

)
+ τ−1gτ

(
x
ε

)
+ ετ−1vε,τ

(
x
ε

)}
+ (V0(x)− λ)wε,ν(x),
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îñêiëüêè hτ , gτ i vε,τ � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (2.10)�(2.12) âiäïîâiäíî. Îòæå,

rε,ν = −ρ′′ε,ν + (V0 − λ)(ρε,ν + yε,νχν)+

+ βU(ν−1 · )
(
βy(−0)hτ(ν

−1 · ) + τ−1gτ(ε
−1 · ) + ετ−1vε,τ(ε

−1 · )
)
, (2.24)

äå χν � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [−ν, ν]. Ç îãëÿäó íà ëåìè 2.1�2.3

|y(−0)|
∣∣U (xν)hτ (xν)∣∣ 6 c1‖hτ‖C(I)‖f‖χν(x) 6 c2‖f‖χν(x),

τ−1
∣∣U (xν) gτ (xε)∣∣ 6 c3τ

−1χν(x) max
x∈[−ν,ν]

|gτ
(
x
ε

)
|

6 c4τ
−1(1 + τ)‖f‖χν(x) 6 c5‖f‖χν(x),

(2.25)

ετ−1|U
(
x
ν

)
vε,τ
(
x
ε

)
| 6 c6ετ

−1χν(x) max
x∈[−ν,ν]

|vε,τ
(
x
ε

)
| 6 c7ν

1/2‖f‖χν(x). (2.26)

Íàðåøòi ç íàñëiäêó 2.1, ëåìè 2.4 òà òîãî ôàêòó, ùî ‖χν‖ = (2ν)1/2, ìè îòðèìó¹ìî

îöiíêó ‖rε,ν‖ 6 c(ν1/2 + τ−1)‖f‖. Îòæå,

‖(Hε,ν − λ)−1f − yε,ν‖ = ‖(Hε,ν − λ)−1rε,ν‖ 6

6 ‖(Hε,ν − λ)−1‖ ‖rε,ν‖ 6 | Im z|−1 ‖rε,ν‖ 6 C(ν1/2 + τ−1)‖f‖. (2.27)

Äàëi, yε,ν − y = ρε,ν äëÿ |x| > ν òà yε,ν − y = wε,ν äëÿ |x| 6 ν. Òîìó ùå ðàç

çàñòîñóâàâøè íàñëiäîê 2.1 i ëåìó 2.4, ìàòèìåìî

‖yε,ν − y‖ = ‖yε,ν − (S(θα, βζα)− λ)−1f‖ 6 c(ν1/2 + τ−1)‖f‖. (2.28)

Ç äâîõ îñòàííiõ íåðiâíîñòåé ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

‖(Hε,ν − λ)−1f − (S(θα, βζα)− λ)−1f‖ 6 C(ν1/2 + τ−1)‖f‖

äëÿ âñiõ f ∈ L2(R). Äîâåäåííÿ â ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó çàâåðøó¹òüñÿ çàóâàæåí-

íÿì, ùî âåëè÷èíà ν1/2 + τ−1 ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ν → 0 òà τ →∞.

2.2.2 Âèïàäîê âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó

Êîëè α íå íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè R(V ), òî uα = 0, à òîìó hτ = 0.

Äî òîãî æ ôóíêöiÿ y = (D− ⊕D+ − λ)−1f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè y(±0) = 0. Óñå öå

çíà÷íî ñïðîùó¹ âèãëÿä íàáëèæåííÿ äëÿ (Hε,ν − λ)−1f . Ïîêëàäåìî

yε,ν(x) =

y(x) + ρε,ν(x), êîëè |x| > ν,

εg(ε−1x) + ε2vε,τ(ε
−1x), êîëè |x| 6 ν,
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äå òåïåð g ìîæíà âèáðàòè ÿê ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

−g′′ + αV (t)g = 0, t ∈ R, g′(−1) = y′(−0), g′(1) = y′(+0).

Òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, áî α íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Êðiì òîãî, g ¹ ëiíiéíîþ

ôóíêöi¹þ ïîçà I, à òîìó çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè íåðiâíîñòi âèãëÿäó (2.15)
òà (2.25). Äëÿ ôóíêöi¨ ρε,ν âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
x∈R\{−ν,ν}

∣∣ρ(k)
ε,ν(x)

∣∣ 6 Cν1/2‖f‖, k = 0, 1, 2. (2.29)

ÿêà âèïëèâà¹ ç ìàëîñòi ñòðèáêiâ

|y(±ν)− εg(±τ)− ε2vε,τ(±τ)| 6 |y(±ν)|+ ε|g(±τ)|+ ε2|vε,τ(±τ)| 6 c1ν‖f‖,

|y′(±ν)− g′(±τ)− εv′ε,τ(±τ)| 6 |y′(±ν)− y′(±0)|+ ε|v′ε,τ(±τ)| 6 c2ν
1/2‖f‖.

Îñòàííi îöiíêè âèâîäèìî ç òâåðäæåííÿ 1.4, ëåìè 2.3 òà (2.23). Ôîðìóëà (2.24)

òåïåð ñïðîùó¹òüñÿ äî âèãëÿäó

rε,ν = −ρ′′ε,ν + (V0 − λ)(ρε,ν + yε,νχν) + +βU(ν−1 · )
(
τ−1gτ(ε

−1 · ) + ετ−1vε,τ(ε
−1 · )

)
.

Çâiäñè ‖rε,ν‖ 6 c3ν
1/2‖f‖, ÿêùî âçÿòè äî óâàãè (2.25), (2.26) òà (2.29). Îòæå,

‖(Hε,ν − λ)−1f − yε,ν‖ 6 c4ν
1/2‖f‖. Ñõîæå îöiíþ¹ìî ðiçíèöþ yε,ν − y i îäåðæó¹ìî

‖yε,ν − (D− ⊕D+ − λ)−1f‖ 6 c5ν
1/2‖f‖. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

‖(Hε,ν − λ)−1f − (D− ⊕D+ − λ)−1f‖ 6 Cν1/2‖f‖

äëÿ âñiõ f ∈ L2(R). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 çàâåðøåíå.

2.3 Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ó âèïàäêó ν ∼ ωε

Íåõàé øâèäêîñòi ëîêàëiçàöi¨ δ′-ïîäiáíî¨ ïîñëiäîâíiñòü Vε = ε−2V (ε−1·) òà δ-ïî-
äiáíî¨ ïîñëiäîâíiñòü Uν = ν−1U(ν−1·) ¹ îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi, à ñàìå, ïà-
ðàìåòðè ε i ν ïðÿìóþòü äî íóëÿ òàê, ùî âiäíîøåííÿ ν/ε ìà¹ ñêií÷åííó äîäàòíó

ãðàíèöþ.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ε−1ν → ω ïðè ε→ 0 òà ν → 0, äå ω � äîäàòíå ÷èñëî. ßêùî

ïîòåíöiàë αV âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì uα,

92



òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Hε,ν çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà S(θα, βζα) â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨

ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå

ζα = θ−1
α

∫
R
U(s)u2

α(ωs) ds.

Êðiì òîãî, äëÿ ðiçíèöi ðåçîëüâåíò âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(S)‖ 6 C1(ε
1/2 + |ε−1ν − ω|) (2.30)

äëÿ êîæíîãî λ ∈ C \ R. ßêùî æ α íå ¹ ðåçîíàíñíîþ ñòàëîþ âçà¹ìîäi¨ äëÿ

ïîòåíöiàëó V , òî ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì äëÿ ñiì'¨ Hε,ν ¹ ïðÿìà ñóìà D−⊕D+,

ïðè÷îìó

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(D− ⊕D+)‖ 6 C2ε
1/2.

Äîâåäåííÿ ðîçïî÷íåìî ç âèïàäêó ðåçîíàíñó. Òåïåð ìàëi ïàðàìåòðè ïîâ'ÿçàíi

àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ ν = ωε + o(ε) ïðè ε → 0. Âèáåðåìî ÷èñëî ω0 òàêèì,

ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü ω0 > max{1, ω}. Òîäi ïðè âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε

íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ Vε òà Uν ëåæàòèìóòü â iíòåðâàëi (−ω0ε, ω0ε). Íàáëèæåííÿ äëÿ

åëåìåíòà (Hε,ν − λ)−1f áóäóâàòèìåìî ó âèãëÿäi

wε,ν(x) =

y(x), êîëè |x| > ω0ε,

y(−0)uα
(
x
ε

)
+ εgε,ν

(
x
ε

)
+ ε2vε

(
x
ε

)
, êîëè |x| 6 ω0ε,

äå y = (S(θα, βζα)− λ)−1f , à ôóíêöi¨ gε,ν òà vε � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi

− g′′ + αV (t)g = −βy(−0)ν−1εU(ν−1εt)uα(t),

g(−ω0) = 0, g′(−ω0) = y′(−0);
(2.31)

− v′′ + αV (t)v = f(εt), v(0) = 0, v′(0) = 0 (2.32)

âiäïîâiäíî, âèçíà÷åíi íà âiäðiçêó [−ω0, ω0].

Ëåìà 2.5. Iñíó¹ íåçàëåæíà âiä ôóíêöi¨ f ñòàëà C òàêà, ùî

max
|t|6ω0

(|gε,ν(t)|+ |g′ε,ν(t)|) 6 C‖f‖. (2.33)

Êðiì òîãî, ïðè ε→ 0 òà ν → 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà

g′ε,ν(ω0) = y′(+0) +O(ε−1ν − ω)‖f‖. (2.34)
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Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (2.33) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåíü 1.2 i 1.4. Ïîìíî-

æèìî ðiâíÿííÿ â (2.31) íà uα i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè íà (−ω0, ω0):

θαg
′
ε,ν(ω0)− g′ε,ν(−ω0) = βy(−0)ν−1ε

∫ ω0

−ω0

U(ν−1εs)u2
α(s) ds.

Ñêîðèñòàâøèñü óìîâàìè Êîøi (2.31) òà çðîáèâøè çàìiíó â iíòåãðàëi, äiñòàíåìî

g′ε,ν(ω0) = θ−1
α

(
y′(−0) + βy(−0)

∫
R
U(s)u2

α(ε−1νs) ds

)
.

Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí uα ¹ êëàñó C1(R), òîìó íà íîñi¹âi ïîòåíöiàëó U ìà¹ìî

u2
α(ε−1νs) = u2

α(ωs) +O(ε−1ν − ω), ε, ν → 0.

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

y′(+0) = θ−1
α

(
y′(−0) + βy(−0)

∫
R
U(s)u2

α(ωs) ds

)
,

çâiäêè i âèïëèâà¹ ôîðìóëà (2.34).

Ñêîðèñòàâøèñü çíîâó òâåðäæåííÿì 1.2, îäåðæèìî îöiíêó

‖vε‖C1[−ω0,ω0] 6 c1‖f(ε·)‖L2(−ω0,ω0) 6 c2ε
−1/2‖f‖. (2.35)

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ðîçðèâè ôóíêöi¨ wε,ν â òî÷êàõ x = ±ω0ε ¹ ìàëèìè ïðè ε→ 0.

Öå äàòü çìîãó ïiäïðàâèòè ¨¨ ìàëèì êîðåêòîðîì äî åëåìåíòà ç domHε,ν. ×èñëî ω0

áiëüøå çà îäèíèöþ, òîìó suppV ⊂ (−ω0, ω0), à íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí ¹ ñòàëèì ïîçà

öèì iíòåðâàëîì. Òîìó uα(−ω0) = 1 òà u′α(−ω0) = 0 i çâiäñè ïðè ε→ 0 ìà¹ìî

[wε,ν]−ω0ε = y(−0)uα(−ω0) + εgε,ν(−ω0) + ε2vε(−ω0)− y(−ω0ε) =

= y(−0)− y(−ω0ε) + ε2vε(−ω0) = O(ε)‖f‖,

[w′ε,ν]−ω0ε = y(−0)u′α(−ω0) + g′ε,ν(−ω0) + εv′ε(−ω0)− y′(−ω0ε) =

= y′(−0)− y′(−ω0ε) + εv′ε(−ω0) = O(ε1/2)‖f‖

ç âðàõóâàííÿì óìîâ Êîøi (2.31) òà (2.35). Ç ôîðìóëè (2.34) òà óìîâ uα(ω0) = θα,
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u′α(ω0) = 0, y(+0) = θαy(−0), y′(+0) = θ−1
α y′(−0) + βζαy(−0) îòðèìó¹ìî

[wε,ν]ω0ε = y(ω0ε)− y(−0)uα(ω0)− εgε,ν(ω0)− ε2vε(ω0) =

= y(ω0ε)− θαy(−0)− εgε,ν(ω0)− ε2vε(ω0) = O(ε)‖f‖,

[w′ε,ν]ω0ε = y′(ω0ε)− y(−0)u′α(ω0)− g′ε,ν(ω0)− εv′ε(ω0) =

= y′(ω0ε)− θ−1
α y′(−0)− βζαy(−0)− εv′ε(ω0) +O(ε−1ν − ω)‖f‖ =

= O(ε1/2 + |ε−1ν − ω|)‖f‖.

Îòæå, iñíó¹ ôóíêöiÿ ρε,ν òàêà, ùî yε,ν = wε,ν + ρε,ν íàëåæèòü äî domHε,ν i

max
|x|>ω0

∣∣ρ(k)
ε,ν(x)

∣∣ 6 C(ε1/2 + |ε−1ν − ω|)‖f‖

äëÿ k = 0, 1, 2. ßê â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1 äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü

‖yε,ν −Rλ(Hε,ν)f‖+ ‖yε,ν −Rλ(S)f‖ 6 C(ε1/2 + |ε−1ν − ω|)‖f‖,

çâiäêè âèïëèâà¹ îöiíêà (2.30).

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òðåáà âçÿòè

íàáëèæåííÿ âèãëÿäó

yε,ν(x) =

y(x) + ρε,ν(x), êîëè |x| > ω0ε,

εg(ε−1x) + ε2vε(ε
−1x), êîëè |x| 6 ω0ε,

äå y = (D− ⊕D+ − λ)−1f , ôóíêöiÿ g � ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

−g′′ + αV (t)g = 0, t ∈ (−ω0, ω0), g′(−ω0) = y′(−0), g′(ω0) = y′(+0),

à vε çàëèøà¹ìî áåç çìií. Äàëi òðåáà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç ïîïåðåäíiõ äîâåäåíü.

2.4 Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ó âèïàäêó ε−1ν → 0

Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî çáóðåííÿ, â ÿêîìó δ′-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü Vε = ε−2V (ε−1·)
ïîâiëüíiøå ëîêàëiçó¹òüñÿ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðè ε → 0, íiæ δ-ïîäiáíà ïîñëi-

äîâíiñòü Uν = ν−1U(ν−1·) ïðè ν → 0 (ðèñ. 2.1). Òîäi ïàðàìåòðè ε i ν ïðÿìóþòü

äî íóëÿ òàê, ùî âiäíîøåííÿ τ = ν/ε òåæ ñòà¹ íåñêií÷åííî ìàëèì.

95
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bUn

n-n e-e

Ðèñ. 2.2: Ïîòåíöiàëè Vε òà Uν ó âèïàäêó ε−1ν → 0

Òåîðåìà 2.3. Íåõàé ε−1ν ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε→ 0 òà ν → 0. ßêùî ïîòåíöiàë

αV âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì, òî îïåðàòîðè Hε,ν çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåí-

òíié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà S(θα, βζα), äå

ζα = θ−1
α u2

α(0)

∫
R
U(s) ds.

Êðiì òîãî, ïðè ε→ 0 òà τ → 0 äëÿ ðiçíèöi ðåçîëüâåíò âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(S)‖ 6 C1(ε
1/2 + τ), (2.36)

äå λ ∈ C \ R. Â iíøîìó âèïàäêó Hε,ν çáiãàþòüñÿ äî D− ⊕D+, ïðè÷îìó

‖Rλ(Hε,ν)−Rλ(D− ⊕D+)‖ 6 C2ε
1/2.

Äîâåäåííÿ âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä ïîïåðåäíiõ ëèøå àñèìïòîòèêîþ äëÿ ïîñëi-

äîâíîñòi ôóíêöié (Hε,ν − λ)−1f íà íîñi¹âi ïîòåíöiàëó Vε,ν, ÿêèé òåïåð çíà÷íî

ïîâiëüíiøå ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó. Ó âèïàäêó ðåçîíàíñó ïîêëàäåìî

yε,ν(x) =

y(x) + ρε,ν(x), êîëè |x| > ε,

y(−0)uα
(
x
ε

)
+ εgτ

(
x
ε

)
+ βνεhτ

(
x
ν

)
+ ε2vε,τ

(
x
ν

)
, êîëè |x| 6 ε,

äå gτ , hτ òà vε,τ � ðîçâ'ÿçêè òàêèõ çàäà÷ Êîøi

− g′′ + αV (t)g = −βy(−0) τ−1U(τ−1t)uα(t),

g(−1) = 0, g′(−1) = y′(−0);
(2.37)

h′′ = U(t)gτ(τt), h(−1) = 0, h′(−1) = 0; (2.38)

− v′′ + αV (t)v + βετ−1 U(τ−1t)v = f(εt), v(−1) = 0, v′(−1) = 0 (2.39)
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íà ïðÿìié. ßê çàâæäè, uα � íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí äëÿ αV , à ρε,ν � ôóíêöiÿ, ÿêà

çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü yε,ν íà óñié ïðÿìié. Äîâåäåìî äåÿêi

âëàñòèâîñòi ôóíêöié gτ , hτ òà vε,τ , ç ÿêèõ âèâåäåìî ìàëiñòü ñòðèáêiâ ôóíêöi¨

wε,ν = yε,ν − ρε,ν â òî÷êàõ ±ε. Çâiäñè ìàòèìåìî ìàëiñòü êîðåêòîðà ρε,ν. Äàëi

îòðèìà¹ìî îöiíêó çàëèøêó rε,ν = (Hε,ν−λ)yε,ν−f , çâiäêè âèïëèâàòèìå íåðiâíiñòü
(2.36).

Ëåìà 2.6. Íåõàé τ 6 τ0. Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà C, ùî

‖gτ‖C(I) 6 C‖f‖ (2.40)

äëÿ âñiõ f ∈ L2(R). Êðiì òîãî, g′τ(1) = y′(+0) +O(τ)‖f‖ ïðè τ → 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (2.37) ìiñòèòü δ-ïîäiáíó ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà

çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði W−1
2 (I) ïðè τ → 0. À ñàìå,

τ−1U(τ−1t)→
(∫

R
U(s) ds

)
δ(t). (2.41)

Íåõàé g0 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi −g′′ + αV g = 0, g(−1) = 0, g′(−1) = 1

äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Òîäi gτ = y′(−0)g0 − βy(−0)ĝτ , äå ĝε,ν � ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ −g′′+αV g = τ−1U(τ−1· )uα ç íóëüîâèìè óìîâàìè Êîøi â òî÷öi t = −1.

Iç çîáðàæåííÿ (1.7) âèïëèâà¹, ùî ĝτ çáiãà¹òüñÿ â W 1
2 (I) äî ðîçâ'ÿçêó ĝ çàäà÷i

−g′′ + αV (t)g = uα(0)

(∫
R
U dt

)
δ(x), g(−1) = 0, g′(−1) = 0.

Äî òîãî æ ĝτ çáiãà¹òüñÿ äî ĝ òàêîæ i â ïðîñòîði C(I). Çâiäñè äëÿ τ 6 τ0 ìà¹ìî

‖gτ‖C(I) 6 |y′(−0)| ‖g0‖C(I) + |β| |y(−0)| ‖ĝτ‖C(I) 6 C‖f‖.

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (2.37) íà uα i ïðîiíòåãðó¹ìî íà I ÷àñòèíàìè

θαg
′
τ(1)− y′(−0) = βy(−0)τ−1

∫ 1

−1

U(τ−1s)u2
α(s) ds.

Ïîçàÿê uα(t) = uα(0) +O(t) ïðè t→ 0, òî

g′τ(1) = θ−1
α

(
y′(−0) + βy(−0)u2

α(0)

∫
R
U ds

)
+O(τ)‖f‖

= θ−1
α y′(−0) + βζαy(−0) +O(τ)‖f‖, τ → 0
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çãiäíî ç (2.41). Òîìó àñèìïòîòèêà äëÿ g′τ(1) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

y′(+0) = θ−1
α y′(−0) + βζαy(−0),

ÿêó çàäîâîëüíÿ¹ y ÿê åëåìåíò domS(θα, βζα).

Ëåìà 2.7. Äëÿ ìàëèõ τ iñíóþòü ñòàëi C1 i C2, íåçàëåæíi âiä f , ùî

|hτ(t)| 6 C1(1 + |t|)‖f‖, |h′τ(t)| 6 C2‖f‖ (2.42)

äëÿ âñiõ t ∈ R.

Äîâåäåííÿ. ßê â ëåìi 2.2, ç (2.38) äiñòà¹ìî çîáðàæåííÿ

hτ(t) = t

∫ 1

−1

U(s)gτ(τs) ds−
∫ 1

−1

sU(s)gτ(τs) ds

ïðè t > 1. Êðiì òîãî, hτ(t) = 0, êîëè t 6 −1. Òîìó ïðè |τ | 6 1 ïîòðiáíi íàì

îöiíêè âèïëèâàþòü ç (2.40).

Ëåìà 2.8. Äëÿ ìàëèõ ε i τ iñíó¹ íåçàëåæíà âiä f ñòàëà C òàêà, ùî

‖vε,τ‖C1(I) 6 Cε−1/2‖f‖. (2.43)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé vε � ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i Êîøi

−v′′ε + αV (t)vε = f(εt), t ∈ R, vε(−1) = 0, v′ε(−1) = 0,

ÿêèé çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.2 ìà¹ çîáðàæåííÿ

vε(t) =

∫ t

−1

k(t, s)f(εs) ds.

Òóò k = k(t, s) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà R2. Òîìó

‖vε‖C1(I) 6 c1‖k‖C1(I×I)

∫ 1

−1

|f(εs)| ds 6 c2ε
−1

∫ ε

−ε
|f(s)| ds 6 c3ε

−1/2‖f‖. (2.44)

Òîäi ôóíêöiÿ ϑε,ν = vε,τ − vε ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−ϑ′′ε + αV (t)ϑε = −βετ−1 U(τ−1t)vε,τ , t ∈ R, ϑε(−1) = 0, ϑ′ε(−1) = 0.
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Çâiäñè ìè ìàòèìåìî

‖ϑε,ν‖C1(I) 6 c4ετ
−1‖k‖C1(I×I)

∫ 1

−1

|U(τ−1s)||vε,τ(s)| ds 6

6 c5ε‖vε,τ‖C1(I) τ
−1

∫ 1

−1

|U(τ−1s)| ds 6 c5ε‖vε,τ‖C1(I)

∫
R
|U(s)| ds 6 c6ε‖vε,τ‖C1(I).

Îòæå, ‖vε,τ − vε‖C1(I) 6 c6ε‖vε,τ‖C1(I) àáî æ (1 − c6ε)‖vε,τ‖C1(I) 6 ‖vε‖C1(I). Òîäi

íåðiâíiñòü ‖vε,τ‖C1(I) 6 Cε−1/2‖f‖ âèïëèâà¹ ç (2.44) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε.

Çi ùîéíî äîâåäåíèõ ëåì 2.6�2.8 ìà¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.2. Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié yε,ν ¹ îáìåæåíîþ íà [−ε, ε] ðiâíîìiðíî
âiäíîñíî ε òà ν, êîëè ν/ε 6 1, à òàêîæ max

|x|6ε
|yε,ν(x)| 6 C‖f‖ ç äåÿêîþ íåçà-

ëåæíîþ âiä f ñòàëîþ C.

Äàëi, äëÿ ôóíêöi¨ wε,ν = yε,ν − ρε,ν ìà¹ìî

[wε,ν]−ε = y(−0)− y(−ε), [w′ε,ν]−ε = y′(−0)− y′(−ε),

[wε,ν]ε = y(ε)− θαy(−0)− εgτ(1)− βνε hτ(τ−1)− ε2vε,τ(1),

[w′ε,ν]ε = y′(ε)− g′τ(1)− ε(β h′τ(τ−1) + v′ε,τ(1)).

Ç îãëÿäó íà (1.9), (2.40), (2.42), (2.43) òà ðiâíiñòü y(+0) = θαy(−0) ðîáèìî âèñíî-

âîê, ùî ïåðøi òðè ñòðèáêè ìîæíà îöiíèòè âåëè÷èíîþ c1ε
1/2‖f‖. Ùî ñòîñó¹òüñÿ

îñòàííüîãî, òî g′τ(1) = y′(+0) + O(τ)‖f‖ ïðè τ → 0 çãiäíî ç ëåìîþ 2.6. Òîìó,

áåðó÷è äî óâàãè îöiíêè (2.42), (2.43), ìàòèìåìî∣∣[w′ε,ν]ε∣∣ 6 |y′(ε)− y′(+0)|+ c2τ‖f‖+ c3ε(|h′τ(τ)|+ |v′ε,τ(1)|) 6 c2(ε
1/2 + τ)‖f‖.

Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì 1.6 i äëÿ k = 0, 1, 2 îäåðæèìî

max
x∈R\{−ε,ε}

∣∣ρ(k)
ε,ν(x)

∣∣ 6 C(ε1/2 + τ)‖f‖. (2.45)

Òåïåð çàëèøîê rε,ν = (Hε,ν − λ)yε,ν − f ìà¹ âèãëÿä

rε,ν(x) =

−ρ′′ε,ν(x) + (V0(x)− λ)ρε,ν(x), êîëè |x| > ε,

β
(
ατ V

(
x
ε

)
+ βεU

(
x
ν

))
hτ
(
x
ν

)
+ (V0(x)− λ)yε,ν(x), êîëè |x| < ε.

99



Çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.7, ùîá îòðèìàòè îöiíêè

τ
∣∣V (xε)hτ (xν)∣∣ 6 c1τχε(x) max

|x|6ε
|hτ
(
x
ν

)
|

6 c2τ(1 + τ−1)‖f‖χε(x) 6 c3‖f‖χε(x),

ε
∣∣U (xν)hτ (xν)∣∣ 6 c4εχν(x) max

|x|6ν
|hτ
(
x
ν

)
| 6 c5ε‖f‖χν(x),

Â ïî¹äíàííi ç íàñëiäêîì 2.2 òà íåðiâíiñòþ (2.45) öå íàì äà¹

‖rε,ν‖ 6 c(ε1/2 + τ)‖f‖.

Ç íåðiâíîñòi âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî

‖(Hε,ν − λ)−1f − yε,ν‖ 6 ‖(Hε,ν − λ)−1‖‖rε,ν‖ 6 c6(ε
1/2 + τ)‖f‖.

À îñêiëüêè y = (S(θα, βζα)−λ)−1f ¹ ãîëîâíèì ÷ëåíîì àñèìïòîòèêè yε,ν, òî ñòàí-

äàðòíèìè ìiðêóâàííÿìè äiñòà¹ìî îöiíêó

‖yε,ν − (S(θα, βζα)− λ)−1f‖ 6 C(ε1/2 + τ)‖f‖,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêó ðåçîíàíñó.

Ïðèïóñòèìî, ùî α íå íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè R(V ) i ïîêëàäåìî

y = (D− ⊕D+ − λ)−1f . Àñèìïòîòèêà òðîõè ñïðîùó¹òüñÿ, áî y(0) = 0. Íåõàé

yε,ν(x) =

y(x) + ρε,ν(x), êîëè |x| > ε,

εg(x/ε) + βνε hτ(x/ν) + ε2vε,τ(x/ε), êîëè |x| 6 ε,

äå g òà hτ � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

g′′ − αV (t)g = 0, t ∈ I, g′(−1) = y′(−0), g′(1) = y′(+0);

h′′ = U(t)g(τt), t ∈ R, h(−1) = 0, h′(−1) = 0

âiäïîâiäíî. Ôóíêöi¨ vε,τ òà ρε,ν çàëèøàþòüñÿ áåç çìií. Äîâåäåííÿ â öüîìó âèïàäêó

òàêå æ ÿê â òåîðåìi 2.1.

2.5 Çàäà÷à ðîçñiþâàííÿ íà (αδ′ + βδ)-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëàõ

Ìè ïîáóäóâàëè òî÷íi ìîäåëi äëÿ ãàìiëüòîíiàíiâ Hε,ν, îòðèìàâøè êîíñòðóêòèâíi

çàëåæíîñòi (2.3)�(2.6) êîåôiöi¹íòiâ ó òî÷êîâèõ âçà¹ìîäiÿõ (2.2) âiä ïîòåíöiàëiâ-

ïðîôiëiâ V , U òà øâèäêîñòåé ëîêàëiçàöi¨ ε i ν. Ïðîàíàëiçó¹ìî öi ìîäåëi ç ïîãëÿäó
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òåîði¨ ðîçñiþâàííÿ i îïèøåìî àëãîðèòì íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ äàíèõ ðîçñiþâà-

ííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ç ôiçè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà îòðèìàòè ïðîôiëi V òà U ,

à òàêîæ âiäíîøåííÿ øâèäêîñòåé ëîêàëiçàöi¨ δ′- òà δ-ïîäiáíèõ çáóðåíü, íàïðèêëàä,

ÿê âiäíîøåííÿ øèðèíè çîí, äå âîíè ìàþòü ñóòò¹âèé âïëèâ íà ïðîöåñ. Ãðàíè÷íi

âèïàäêè ç òåîðåì 2.1 i 2.3 ìîæíà îáèðàòè, êîëè îäíà iç çîí çíà÷íî áiëüøà iíøî¨.

Íå ñòâåðäæó¹ìî, ùî òàêó iíôîðìàöiþ íàñïðàâäi ìîæíà îòðèìàòè ç åêñïåðèìåí-

òó. Àëå ìè ïðîïîíó¹ìî äîñëiäíèêàì øèðîêèé íàáið òî÷íèõ ìîäåëåé ç áàãàòüìà

ïàðàìåòðàìè, ÿêi âîíè ìîæóòü ïiäáèðàòè òàê, ùîá íàéêðàùå óçãîäèòè ðåçóëüòà-

òè îá÷èñëåíü ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. Àëãîðèòì çàñòîñóâàííÿ öèõ òî÷íèõ

ìîäåëåé, íàïðèêëàä äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ, ¹ òàêèì:

� çíàõîäèìî ðåçîíàíñíó ìíîæèíó R(V ) äëÿ ïîòåíöiàëó V , íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè

i çíà÷åííÿ θα â òî÷êàõ R(V );

� îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ζα çà îäíi¹þ ç òðüîõ ôîðìóë (2.4)�(2.6) çàëåæíî âiä

òîãî, ÿêå çíà÷åííÿ ãðàíèöi lim
ε,ν→0

ε−1ν ìè îáðàëè � íóëü, ñêií÷åíå ÷è íåñêií-

÷åííå;

� çíàõîäèìî äàíi ðîçñiþâàííÿ äëÿ âiëüíîãî îïåðàòîðà Øðåäèí åðà, çáóðåíî-

ãî â ïî÷àòêó êîîðäèíàò òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ (2.2), îá÷èñëèâøè çîêðåìà

éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ |T (α, β, k)|2 â òî÷êàõ ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè;

� ïîçíà÷à¹ìî íà äiéñíié îñi òî÷êè α ìíîæèíè R(V ), ìàëþ¹ìî íàä êîæíîþ

ç íèõ âåðòèêàëüíèé âiäðiçîê âèñîòè |T (α, β, k)|2 äëÿ âèáðàíîãî çíà÷åííÿ

åíåðãi¨ k2 i äiñòà¹ìî ïåðøå íàáëèæåííÿ, çîáðàæåíå íà ðèñ. 2.3, ðåàëüíî¨

éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ |Tε,ν(k)|2 ÷åðåç ïîòåíöiàë Vε,ν.

a

2|T( , ,k)|a b

2|T (k)|en

Ðèñ. 2.3: Øïèëÿñòà ñòðóêòóðà éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ ïîòåíöiàëó Vε,ν.
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Çàäà÷ó ðîçñiþâàííÿ äëÿ îïåðàòîðà S(θα, βζα) ç íóëüîâèì ïîòåíöiàëîì V0

−ψ′′ = k2ψ, x ∈ R \ {0}, ψ(+0) = θαψ(−0), ψ′(+0) = θ−1
α ψ′(−0) + βζαψ(−0)

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÿâíî. Øóêàþ÷è ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ψ(x, k) = eikx + Re−ikx,

êîëè x < 0 òà ψ(x, k) = T eikx, êîëè x > 0, ïðèõîäèìî äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè(
T

ikT

)
=

(
θα 0

βζα θ−1
α

)(
1 +R

ik(1−R)

)
.

Çâiäñè ëåãêî çíàéòè êîåôiöi¹íòè ðîçñiþâàííÿ

R(α, β, k) =
ik(θ−1

α − θα) + βζα
ik(θ−1

α + θα)− βζα
, T (α, β, k) =

2ik

ik(θ−1
α + θα)− βζα

(2.46)

äëÿ α ∈ R(V ). Â íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêó ìà¹ìî R(k) = −1 i T (k) = 0 (äèâ.

çàäà÷ó (1.32)). Ìîæíà äîâåñòè, ùî öå ñïðàâäi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïðè ε, ν → 0

êîåôiöi¹íòiâ ðîçñiþâàííÿ äëÿ ïîòåíöiàëiâ Vε,ν ó âñiõ òðüîõ âèïàäêàõ, äîñëiäæåíèõ

âèùå. Ìè äîâåäåìî öå â òîìó ðàçi, êîëè ε = ν, òîáòî äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨

ïîòåíöiàëiâ Vε,ε = αε−2V (ε−1·) + βε−1U(ε−1·).
Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −ψ′′ + Vε,εψ = k2ψ âèãëÿäó

ψε(x, k) =


eikx +Rεe

−ikx, êîëè x < −ε,

Aεuε(ε
−1x) +Bεvε(ε

−1x), êîëè |x| < ε,

Tεe
ikx, êîëè x > ε.

Òóò uε òà vε � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

− w′′ + αV (t)w + βεU(t)w = ε2k2w, t ∈ (−1, 1), (2.47)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâèì óìîâàì

uε(−1) = 1, u′ε(−1) = 0 òà vε(−1) = 0, v′ε(−1) = 1. (2.48)

Ç óìîâ íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi ψε â òî÷êàõ x = ±ε äiñòà¹ìî ëiíiéíó ñè-
ñòåìó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Rε, Aε, Bε i Tε

−eiεk 1 0 0

iεkeiεk 0 1 0

0 uε(1) vε(1) −eiεk

0 u′ε(1) v′ε(1) −iεkeiεk




Rε

Aε

Bε

Tε

 =


e−iεk

iεke−iεk

0

0

 .

102



Îäèí ç ìiíîðiâ ìàòðèöi ¹ âèçíà÷íèêîì Âðîíñüêîãî W{uε, vε} â òî÷öi x = 1 i âií

äîðiâíþ¹ îäèíèöi çãiäíî ç (2.48). Âðàõóâàâøè öå, îòðèìà¹ìî

Rε(k) = −e−2iεk u
′
ε(1)− iεk

(
uε(1)− v′ε(1)

)
+ ε2k2vε(1)

u′ε(1)− iεk
(
uε(1) + v′ε(1)

)
− ε2k2vε(1)

,

Tε(k) = −e−2iεk 2iεk

u′ε(1)− iεk
(
uε(1) + v′ε(1)

)
− ε2k2vε(1)

.

(2.49)

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ïîòåíöiàë αV íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òîäi äëÿ

óñiõ k > 0 ïðè ε→ 0 ìà¹ìî Rε(k)→ −1 i Tε(k)→ 0. ßêùî α ∈ R(V ), òî

Rε(k)→ ik(θ−1
α − θα) + βζα

ik(θ−1
α + θα)− βζα

, Tε(k)→ 2ik

ik(θ−1
α + θα)− βζα

ïðè ε→ 0, äå

ζα = θ−1
α

∫
R
U(s)u2

α(s) ds. (2.50)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî uε i vε çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîði C1(−1, 1) äî ðîçâ'ÿçêiâ u

i v ðiâíÿííÿ −w′′ + αV w = 0 ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè u(−1) = 1, u′(−1) = 0 òà

v(−1) = 0, v′(−1) = 1 âiäïîâiäíî. ßêùî α 6∈ R(V ), òî α íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì

çàäà÷i (2.8) i òîìó ÷èñëî u′(1) ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Òîäi ç (2.49) âiäðàçó âèïëèâà¹,

ùî Rε(k) = −1 +O(ε) òà Tε(k) = O(ε) ïðè ε→ 0.

Êîëè æ α ¹ ðåçîíàíñíîþ ñòàëîþ âçà¹ìîäi¨, òî u � âëàñíà ôóíêöiÿ çàäà÷i

(2.8). Îòæå, u′(1) = 0 òà u(1) = θα. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó

çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó uε âiä ε, äiñòà¹ìî uε(1) = θα + O(ε) ïðè ε → 0. Òåïåð

ïiäñòàâèìî ïî÷åðãîâî uε i vε äî ðiâíÿííÿ (2.47). Îäåðæàíi òîòîæíîñòi ïîìíîæèìî

íà u i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè ç âðàõóâàííÿì óìîâ (2.48):

θαu
′
ε(1) = εβ

∫ 1

−1

Uuεu dξ + ε2k2

∫ 1

−1

uεu dξ,

θαv
′
ε(1) = 1 + εβ

∫ 1

−1

Uvεu dξ + ε2k2

∫ 1

−1

vεu dξ.

Çâiäñè ìàòèìåìî u′ε(1) = εβζα +O(ε2), v′ε(1) = θ−1
α +O(ε) ïðè ε→ 0. Ïiäñòàâèìî

îòðèìàíi àñèìïòîòèêè äî ðiâíîñòåé (2.49) i äiñòàíåìî

Rε(k) =
ik(θ−1

α − θα) + βζα
ik(θ−1

α + θα)− βζα
+O(ε), Tε(k) =

2ik

ik(θ−1
α + θα)− βζα

+O(ε) (2.51)

ïðè ε→ 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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Îòæå, ãðàíè÷íó éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó Vε,ν îá÷èñëþ¹ìî òàê

|T (α, β, k)|2 =


4k2

k2(θ−1
α + θα)2 + β2ζ2

α

, êîëè α ∈ R(V ),

0, êîëè α 6∈ R(V ).

(2.52)

Ïðîàíàëiçó¹ìî öþ ôîðìóëó â êiëüêîõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ. Ïðèïóñòèìî ñïåð-

øó, ùî α äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ïîòåíöiàë Vε,ε ìiñòèòü ëèøå δ-ïîäiáíèé äîäàíîê

βε−1U(ε−1 · ). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîòåíöiàëó V íóëü çàâæäè ¹ òî÷êîþ éîãî ðåçîíàíñ-

íî¨ ìíîæèíè ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u0 = 1, òîìó θ0 = 1 òà ζ0 = β
∫
R U ds ç îãëÿäó

íà (2.50). ßêùî äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî
∫
R U ds = 1, òîáòî ε−1U(ε−1x)→ δ(x)

â D′(R), òî (2.52) îáåðòà¹òüñÿ ó çàãàëüíîâiäîìó ôîðìóëó |T (0, β, k)|2 = 4k2

4k2+β2 ,

ÿêà îïèñó¹ éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç βδ(x)-ïîòåíöiàë.

ßêùî æ β äîðiâíþ¹ íóëþ, òî (2.52) íàáóâà¹ âèãëÿäó

|T (α, 0, k)|2 =


4

(θ−1
α + θα)2

, êîëè α ∈ R(V ),

0, êîëè α 6∈ R(V ),

(2.53)

ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ðàíiøå îòðèìàíèìè ôîðìóëàìè ó ïiäðîçäiëi 1.2.3. Â öüîìó

ðàçi çíèêà¹ çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi âiä åíåðãi¨ k2 ÷àñòèíîê.

Íåõàé V � ïàðíà ôóíêöiÿ, à U � íåïàðíà. Òîäi óñiì ïîòåíöiàëàì âèãëÿäó

Vε,ε(x) = αε−2V (ε−1x) + βε−1U(ε−1x),

ó âèïàäêó ðåçîíàíñó âiäïîâiäà¹ òà ñàìà òî÷êîâà âçà¹ìîäiÿ(
φ(+0)

φ′(+0)

)
=

(
1 0

0 1

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)
, (2.54)

à ãðàíè÷íà éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ìà¹ âèãëÿä

|T (α, β, k)|2 =

1 êîëè α ∈ R(V )

0 êîëè α 6∈ R(V ).

Îòæå, ïîòåíöiàëè Vε,ε àñèìïòîòè÷íî ïðîçîði (íåâiäáèâíi) â ðàçi ðåçîíàíñó àáî

àñèìïòîòè÷íî íåïðîíèêíi äëÿ ÷àñòèíîê â ðàçi éîãî âiäñóòíîñòi. Ñïðàâäi, äëÿ

ïàðíèõ ïîòåíöiàëiâ αV âñi íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè uα ¹ àáî ïàðíèìè, àáî íåïàðíèìè,

òîìó |uα(1)| = |uα(−1)|. Îòæå, |θ(α)| = 1. Äî òîãî æ êâàäðàò íàïiâçâ'ÿçíîãî

ñòàíó ¹ çàâæäè ïàðíèì, à ïîòåíöiàë U � íåïàðíèé. Òîìó ζα = θ−1
α

∫
R Uu

2
α ds = 0.
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Ðîçäië 3

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ Ç ËÎÊÀËÜÍÈÌÈ

ÇÁÓÐÅÍÍßÌÈ ÐÀÍÃÓ ÄÂÀ

Â öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àòèìåìî ïîâåäiíêó ñiìåé iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðà-

òîðiâ, ÿêi ¹ çáóðåííÿìè îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ñèíãóëÿðíèìè iíòåãðàëüíèìè

îïåðàòîðàìè ðàíãó äâà. Öi îïåðàòîðè â ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ ìîæíà òðàêòóâàòè

ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ ïñåâäîãàìiëüíîíiàíiâ

− d2

dx2
+ α

(
〈δ′(x), · 〉 δ(x) + 〈δ(x), · 〉 δ′(x)

)
+ βδ(x). (3.1)

Òàêi ôîðìàëüíi âèðàçè, ÿê i âèðàçè âèãëÿäó − d2

dx2 + αδ′(x) + βδ(x), íå ìàþòü

æîäíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó, ïðîòå ¨õ ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ó ôiçè÷íèõ ìîäå-

ëÿõ. Ði÷ ó òiì, ùî êîæåí ïñåâäîïîòåíöiàë, ÿêèé ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ ç

îäíîòî÷êîâèì íîñi¹ì, ìîæíà ðîçóìiòè ÿê çáóðåííÿ ñêií÷åííîãî ðàíãó. Ïîçàÿê

δ(x)y(x) = y(0)δ(x), òî, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ −y′′ + δ(x)y = k2y ç δ-ïîòåíöiàëîì

ìîæíà çàïèñàòè â åêâiâàëåíòíié ôîðìi −y′′+ 〈δ(x), y〉 δ(x) = k2y, ó ëiâié ÷àñòèíi

ÿêîãî òåïåð ç'ÿâèëîñÿ çáóðåííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ îïåðàòîðîì ðàíãó îäèí. Ñõîæà ñè-

òóàöiÿ ç δ′-ïîòåíöiàëîì, áî äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ â íóëi ôóíêöi¨

φ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé äîáóòîê δ′(x)φ(x) = φ(0)δ′(x) − φ′(0)δ(x). Òîìó ðiâíÿí-

íÿ −y′′ + δ′(x)y = k2y ìîæíà ôîðìàëüíî çàïèñàòè i òàê −y′′ + 〈δ(x), y〉 δ′(x) +

〈δ′(x), y〉 δ(x) = k2y, äå ïîòåíöiàë δ′(x) âæå çàìiíåíèé çáóðåííÿì ðàíãó äâà. Ìè

ïîêàæåìî, ùî ðåãóëÿðèçàöi¨ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíiâ (3.1) ìàþòü öiëêîì iíøó àñèì-

ïòîòè÷íó ïîâåäiíêó, íiæ ðåãóëÿðèçàöi¨ − d2

dx2 + αδ′(x) + βδ(x). Âîíè äàþòü iíøèé

i çíà÷íî øèðøèé êëàñ òî÷íèõ ìîäåëåé ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ÿê çâ'ÿçàíîãî,

òàê i ðîçäiëåíîãî òèïiâ. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [17,18].
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Â íàóêîâié ëiòåðàòóði àêòèâíî äîñëiäæóþòü äâà ðiçíi òèïè òî÷êîâèõ âçà¹ìî-

äié, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðøîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ Äiðàêà � δ′-ïîòåíöiàë òà δ′-âçà¹ìîäiþ.

Ïðîáëåìó δ′-ïîòåíöiàëó ìè âèâ÷èëè ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Çàãàëüíîïðèéíÿòî

[12, Ch.1.4], ùî δ′-âçà¹ìîäi¨ âiäïîâiäàþòü óìîâè ñïðÿæåííÿ(
y(+0)

y′(+0)

)
=

(
1 β

0 1

)(
y(−0)

y′(−0)

)
. (3.2)

Çàïèñàâøè ¨õ ó ôîðìi y′(+0) = y′(−0), y(+0) = y(−0) + βy′(0), ëåãêî ïîìiòèòè

àíàëîãiþ ç óìîâàìè y(+0) = y(−0), y′(+0) = y′(−0) + βy′(0), ùî âiäïîâiäàþòü

δ-ïîòåíöiàëó. Íàéiìîâiðíiøå, δ′-âçà¹ìîäiÿ ñàìå òàê i ç'ÿâèëàñÿ â ëiòåðàòóði. Â

îñòàííi ñîðîê ðîêiâ âîíà ðàçîì ç δ-âçà¹ìîäi¹þ ¹ íàéáiëüø ïîïóëÿðíèìè òî÷êî-

âèìè âçà¹ìîäiÿìè ó äîñëiäíèêiâ îäíîâèìiðíèõ òî÷íèõ ìîäåëåé. Ïðèòðèìóþ÷èñü

öi¹¨ àíàëîãi¨, ïîðÿä çi çáóðåííÿì ðàíãó îäèí

− d2

dx2
+ β〈δ(x), · 〉 δ(x) (3.3)

ïî÷àëè øóêàòè ìàòåìàòè÷íèé ñåíñ i äëÿ ôîðìàëüíîãî âèðàçó

− d2

dx2
+ α〈δ′(x), · 〉 δ′(x). (3.4)

Ôîðìàëüíi îïåðàòîðè (3.1)-(3.4) ¹ çáóðåííÿì ñêií÷åííîãî ðàíãó âiëüíîãî îïåðà-

òîðà Øðåäèí åðà â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà W p
2 ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì p. Òàê, íà-

ïðèêëàä, óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ δ′(x) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó W−2
2 i íå ¹ åëåìåíòîì

æîäíîãî ïðîñòîðó W p
2 ç p > −2. Ïîÿâà òàêèõ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíiâ ó ôiçè÷íèõ

ìîäåëÿõ äàëà ïîøòîâõ äî ðîçâèòêó òåîði¨ çáóðåíü ñêií÷åííîãî ðàíãó, ÿê àáñòðàêò-

íî¨ òåîði¨ â iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîñòîðàõ H−n, òàê i â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà W−n
2 â

êîíòåêñòi îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà. Öi äîñëiäæåííÿ ìàþòü äîâãó iñòîðiþ i ÷èìà-

ëèé ñïèñîê ïóáëiêàöié. Íà íàøó äóìêó, íàéâàãîìiøi ïðàöi òóò íàëåæàòü Ñ. Àëü-

áåâåðiî, Â. Êîøìàíåíêó, Ï. Êóðàñîâó, Ë. Íèæíèêó òà Ñ. Êóæåëþ [66�75, 250].

Ñïåöiàëüíi ðåãóëÿðèçàöi¨ ôîðìàëüíîãî îïåðàòîðà (3.4) ãëàäêèìè çáóðåííÿìè áó-

äóâàëè â [14, 16, 77, 78], à íåãëàäêi àïðîêñèìàöi¨ òðüîìà δ-ôóíêöiÿìè � â [79, 80].

Ôåíîìåí δ′-âçà¹ìîäi¨ òà ïèòàííÿ ¨¨ ðåãóëÿðèçàöi¨ íà êâàíòîâèõ ãðàôàõ äîñëiäæó-

âàâ Ï. Åêñíåð çi ñïiâàâòîðàìè [45,81].
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3.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Øðåäèí åðà H = − d2

dx2 +V0 ç äiéñíèì ëîêàëüíî îáìåæåíèì

ïîòåíöiàëîì V0, ÿêèé ¹ ñàìîñïðÿæåíèì â L2(R). Íåõàé f i g � êîìïëåêñíîçíà÷íi

ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ â L2(R), ùî ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Kε ñiì'þ îïåðàòîðiâ ðàíãó äâà

(Kεφ)(x) = 〈g(ε−1 ·), φ〉 f(ε−1x) + 〈f(ε−1 ·), φ〉 g(ε−1x)

=

∫
R

(
ḡ(ε−1t)f(ε−1x) + f̄(ε−1t)g(ε−1x)

)
φ(t) dt (3.5)

â ïðîñòîði L2(R). Ç öüîãî ìiñöÿ äóæêè 〈·, ·〉 îçíà÷àòèìóòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê

â L2(R), ‖ · ‖ áóäå âiäïîâiäíîþ íîðìîþ, à ðèñêà íàä ñèìâîëîì � êîìïëåêñíå

ñïðÿæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè

Hε = H + ε−3Kε + ε−1q(ε−1x), (3.6)

äå q � äiéñíîçíà÷íà îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Çðîçóìiëî, ùî

domHε = domH. Çâiñíî, δ-ïîäiáíó ïîñëiäîâíiñòü ε−1q(ε−1x) ìîæíà òåæ çàìi-

íèòè îäíîðàíãîâèì çáóðåííÿì ε−1〈q(ε−1 · ), · 〉q(ε−1x), ïðîòå ðiçíi ôîðìè öüîãî

ðåãóëÿðíîãî äîäàíêà ó çáóðåííi Hε íå ìàþòü ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ. Àñèìï-

òîòè÷íèé àíàëiç îïåðàòîðiâ Hε äà¹ êiëüêà âèïàäêiâ ðiçíî¨ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè

â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Öÿ ïîâåäiíêà â îñíîâíîìó çàëåæèòü âiä

ôóíêöié f òà g, a òàêîæ ¨õíüî¨ âçà¹ìîäi¨ ç ïîòåíöiàëîì q.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ìîìåíòiâ ôóíêöié f òà g:

f0 =

∫
R
f(t) dt, g0 =

∫
R
g(t) dt, f1 =

∫
R
tf(t) dt, g1 =

∫
R
tg(t) dt.

Äëÿ ôóíêöi¨ h ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì êîðåêòíî âèçíà÷åíi ïåðøà òà äðóãà ïåðâiñíi

h(−1)(x) =

∫ x

−∞
h(t) dt, h(−2)(x) =

∫ x

−∞
(x− t)h(t) dt.

Êîëè h ¹ ôóíêöi¹þ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, òî ïåðâiñíà h(−1) òàêîæ ìà¹ êîìïàêòíèé

íîñié. Äî òîãî æ äðóãà ïåðâiñíà h(−2)(x) òîäi ¹ ñòàëîþ ïðè âåëèêèõ x.

Ââåäåìî òàêîæ ïîçíà÷åííÿ äëÿ äåÿêèõ ãðîìiçäêèõ âèðàçiâ ç ôóíêöié f i g,
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ïîõîäæåííÿ ÿêèõ ñòàíå çðîçóìiëå íèæ÷å:

λ = ‖g0f
(−1) − f0g

(−1)‖2 − 2 Re (f0ḡ0),

π = ‖f (−1)‖ · ‖g(−1)‖ − |〈f (−1), g(−1)〉+ 1|,

σ = |g0|2
(
f̄0f

(−2) − 〈f, f (−2)〉
)
− |f0|2

(
ḡ0g

(−2) − 〈g, g(−2)〉
)
,

ω = ei arg ϑ‖g(−1)‖ f (−2) − ‖f (−1)‖ g(−2),

(3.7)

äå ϑ = arg(〈f (−1), g(−1)〉+1). ×èñëî λ ¹ ñêií÷åííèì, áî ôóíêöiÿ g0f
(−1)−f0g

(−1) ìà¹

êîìïàêòíèé íîñié. Ñïðàâäi, âîíà ¹ ïåðâiñíîþ äëÿ ôóíêöi¨ g0f−f0g ç êîìïàêòíèì

íîñi¹ì, ÿêà ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹. Âåëè÷èíà π òà ôóíêöiÿ ω êîðåêòíî âèçíà÷åíi

ëèøå äëÿ f i g ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, òîáòî êîëè f0 = 0 òà g0 = 0. Ñàìå â òàêèõ

âèïàäêàõ ìè ¨õ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè. Òîäi ω ¹ ñòàëîþ ïîçà äåÿêèì iíòåðâàëîì,

ùî ìiñòèòü íîñi¨ f i g. Çðîçóìiëî, ùî lim
x→−∞

ω(x) = 0. Íåõàé

κ = lim
x→+∞

ω(x),

à òàêîæ

a0 =

∫
R
q(t) dt, a1 =

∫
R
q(t)ω(t) dt, a2 =

∫
R
q(t)|ω(t)|2 dt. (3.8)

Ôóíêöiÿ σ âèçíà÷åíà äëÿ óñiõ f òà g. Õî÷à f (−2) i g(−2) íå íàëåæàòü äî L2(R), ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ñêàëÿðíi äîáóòêè 〈f, f (−2)〉 i 〈g, g(−2)〉 äëÿ ïîçíà÷åííÿ çáiæíèõ

iíòåãðàëiâ ∫
R
f(t)f (−2)(t) dt,

∫
R
g(t)g(−2)(t) dt.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ãðàíèöü

σ− = lim
x→−∞

σ(x), σ+ = lim
x→+∞

σ(x).

Íàðåøòi, íåõàé

σ∗ =

∫
R
q(t)|σ(t)|2 dt. (3.9)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H îïåðàòîð Øðåäèí åðà, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì H v = −v′′ + V0v

íà ôóíêöi¨ v ∈ V0, ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì ñïðÿæåííÿ(
v(+0)

v′(+0)

)
= eiϕ

(
c11 c12

c21 c22

)(
v(−0)

v′(−0)

)
. (3.10)
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Óìîâè ñàìîñïðÿæåíîñòi òàêîãî îïåðàòîðà ñôîðìóëüîâàíi â ëåìi 1.6.

Çàëåæíî âiä çíà÷åíü âåëè÷èí f0, g0, f1, g1, λ, π, κ, σ−, σ+, a0, a1 òà a2 ñiì'ÿ

îïåðàòîðiâ Hε ìà¹ 11 ðiçíèõ âèïàäêiâ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðè ε → 0. Óñiõ ¨õ

ìîæíà ðîçäiëèòè íà äâi ãðóïè A i B çà òèïîì ãðàíè÷íèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

(ðîçäiëåíèõ ÷è çâ'ÿçàíèõ), à â ìåæàõ ãðóï çiáðàòè âçà¹ìîäi¨, ÿêi ìàþ ïîäiáíó

ñòðóêòóðó. Òàê ìè îòðèìó¹ìî øiñòü âèïàäêiâ A1, A2, A3 òà B1, B2, B3. Óñÿ öÿ

ñêëàäíà êàðòèíà áiôóðêàöi¨ âèïàäêiâ çîáðàæåíà ÿê ãðàô íà ðèñ. 3.1.

Ïåðøà òåîðåìà ñòîñó¹òüñÿ òàêî¨ ïîâåäiíêè îïåðàòîðiâ Hε, êîëè â ãðàíèöi âè-

íèêàþòü çâ'ÿçàíi òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ äàëi ÷àñòî âèêîðè-

ñòîâóâàòèìåìî ñêîðî÷åííÿ v± = v(±0), v′± = v′(±0).

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé f i g � êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè,

ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L2(R) i ëiíiéíî íåçàëåæíi. Äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ q

¹ îáìåæåíîþ i ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié.

A1. ßêùî f0 = 0, g0 = 0, π = 0 òà a2 6= κa1, òî îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ â

ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ ïðè ε→ 0 äî îïåðàòîðà H, ïîðîäæå-

íîãî óìîâàìè ñïðÿæåííÿ(
v+

v′+

)
= ei arg(a2−κā1)


|κ|2a0 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

|a2 − κa1|
a0a2 − |a1|2

|a2 − κa1|
a2

|a2 − κa1|


(
v−

v′−

)
. (3.11)

A2. Íåõàé λ = 0, f0g0 6= 0 òà σ−σ+ 6= 0. Òîäi Hε → H â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨

ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå ôóíêöié v ∈ domH çàäîâîëüíÿþòü óìîâè(
v+

v′+

)
= e−i arg σ−


σ+

|σ−|
0

σ∗
σ+|σ−|

|σ−|
σ+

(v−
v′−

)
. (3.12)

Â öüîìó ðàçi ÷èñëî σ+ ¹ äiéñíèì, à òîìó îïåðàòîð H � ñàìîñïðÿæåíèé.

A3. Íåõàé f0 = 0, g0 = 0 i âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ: àáî π 6= 0, àáî π = 0,

κ = 0, a1 = 0 i a2 = 0. Òîäi ðåçîëüâåíòè Hε çáiãàþòüñÿ çà íîðìîþ ïðè

ε→ 0 äî ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðà H, âèçíà÷åíîãî óìîâàìè ñïðÿæåííÿ(
v+

v′+

)
=

(
1 0

a0 1

)(
v−

v′−

)
. (3.13)
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Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî δ-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü ε−1q(ε−1 · ) ¹ ïiäïîðÿäêîâàíîþ
ïðè ε→ 0 ñèíãóëÿðíîìó çáóðåííþ ε−3Kε, âîíà ìà¹ ñóòò¹âèé âïëèâ íà ãðàíè÷íó

ïîâåäiíêó Hε. Çàóâàæèìî, ùî íàéöiêàâiøèé âèïàäîê A1 ìîæëèâèé ëèøå äëÿ

íåíóëüîâîãî ïîòåíöiàëà q ç îãëÿäó íà óìîâó a2 6= κa1. Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð H
äëÿ âèïàäêó A1 ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, áî óñi êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi â (3.11) ¹ äiéñíèìè,

à ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Ñïðàâäi,

det


|κ|2a0 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

|a2 − κa1|
a0a2 − |a1|2

|a2 − κa1|
a2

|a2 − κa1|

 =

= |a2 − κa1|−2
(
a0a2|κ|2 − 2a2Re(κa1) + a2

2 − a0a2|κ|2 + |κ|2|a1|2
)

= |a2 − κa1|−2
(
a2

2 − 2a2Re(κa1) + |κ|2|a1|2
)

= |a2 − κa1|−2 |a2 − κa1|2 = 1.

Â íàñòóïíié òåîðåìi çiáðàíî âèïàäêè, êîëè â ãðàíè÷íîìó îïåðàòîði âèíèêàþòü

ðîçäiëåíi óìîâè â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òîáòî âií ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé D± � îïåðàòîðè ç óìîâàìè Äiðiõëå, âèçíà÷åíi â (1.12) íà ñòîð. 43. Äëÿ

äiéñíîãî µ ââåäåìî òàêîæ îïåðàòîðè

R±µ = − d2

dx2
+ V0, domR±µ = {v ∈ V± : v′(0) = µv(0)}.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé f i g � êîìïëåêñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè,

ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L2(R) i ëiíiéíî íåçàëåæíi. Äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ q

¹ îáìåæåíîþ i ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié.

B1. ßêùî f0 = 0, g0 = 0, π = 0, κ 6= 0 i a2 = κa1, òî

Hε → R−µ− ⊕R
+
µ+
, ε→ 0

â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå

µ− = |κ|−2a2 − a0, µ+ = |κ|−2a2.

B2. ßêùî λ = 0, f0g0 6= 0, f1g0 6= f1g0 i σ−σ+ = 0, òî

Hε →

D− ⊕R+
ν+
, êîëè σ− = 0,

R−ν− ⊕D
+, êîëè σ+ = 0
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ïðè ε→ 0 â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå

ν− = −σ∗|σ−|−2, ν+ = σ∗|σ+|−2.

Â öüîìó âèïàäêó ÷èñëà σ− i σ+ íå ¹ íóëÿìè îäíî÷àñíî.

B3. Îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕D+ â ðiâíîìiðíié ðåçîëü-

âåíòíié òîïîëîãi¨, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäèí ç íàáîðiâ óìîâ: àáî λ 6= 0, àáî

λ = 0, f0g0 6= 0, f0g1 = f1g0, σ− = 0 i σ+ = 0, àáî æ f0 = 0, g0 = 0, π = 0,

κ = 0, a2 = 0 i a1 6= 0.

Òåîðåìè 3.1 i 3.2 îïèñóþòü âñi âèïàäêè ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïåðàòîðiâHε äëÿ

äîâiëüíèõ íàáîðiâ f , g òà q, ïðî ùî ñâiä÷èòü ãðàô íà ðèñ. 3.1. Ç êîæíî¨ âåðøèíè

ãðàôà âèõîäÿòü äâà ðåáðà: îäíå âiäïîâiäà¹ âèêîíàííþ ÿêî¨ñü óìîâè, à iíøå �

¨¨ çàïåðå÷åííþ. Âñi øëÿõè ãðàôà, ÿêi ðîçïî÷èíàþòüñÿ ó âåðøèíi ç íàïèñîì Hε,

çàêií÷óþòüñÿ ó âåðøèíàõ, ùî âiäïîâiäàþòü îäíîìó iç øåñòè âèïàäêiâ. Øëÿõ,

ùî çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi X, âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâi, êîëè λ = 0, f0g0 = 0 i îäíå

÷èñåë f0, g0 = 0 ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Òàêà êîìáiíàöiÿ óìîâ ïðèâîäèòü äî ëiíiéíî¨

çàëåæíîñòi f òà g, ùî ñóïåðå÷èòü íàøèì ïðèïóùåííÿì. Íàïðèêëàä, ÿêùî f0 = 0

i g0 6= 0, òî ç óìîâè λ = 0 ìà¹ìî ‖g0f
(−1)‖2 = 0, òîáòî f = 0.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé f, g : R→ C i q : R→ R � iíòåãðîâíi ôóíêöi¨ ç êîìïàêò-

íèìè íîñiÿìè. ßêùî f i g ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè i âèçíà÷àþòü ïîñëiäîâíî-

ñòi ôóíêöié f ε = f(ε−1 ·), gε = g(ε−1 ·) i qε = q(ε−1 ·), òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ

Hε = H + ε−3〈gε, · 〉 f ε + ε−3〈f ε, · 〉 gε + ε−1qε çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëü-

âåíòíié òîïîëîãi¨ ïðè ε→ 0 i äëÿ âñiõ ζ ∈ C \ R âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖(Hε − ζ)−1 − (H0 − ζ)−1‖ 6 Cε1/2, (3.14)

äå ãðàíè÷íèé îïåðàòîð H0 = H0(f, g, q) îïèñàíèé â òåîðåìàõ 3.1 i 3.2, à ñòàëà

C íå çàëåæèòü âiä ε.

Âñi âèïàäêè A1�A3 òà B1�B3 ìîæíà ðåàëiçóâàòè, âèáðàâøè ïðàâèëüíî ôóíê-

öié f , g i q. Ïðîàíàëiçó¹ìî, íàïðèêëàä, âèïàäîê A1. Íåõàé F i G � äâi ôóíêöi¨

ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè ç ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà W 1
2 (R) òàêi, ùî ‖F‖ = ‖G‖ = 1 òà

〈F,G〉 = 0. Òîäi f = F ′ i g = G′ ìàþòü íóëüîâi ñåðåäíi, à òàêîæ π = 0. Äàëi,
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Ðèñ. 3.1: Ãðàô, ÿêèé îïèñó¹ óñi âèïàäêè ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïåðàòîðiâ Hε.
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ω = F (−1) − G(−1) i ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè κ = ω(+∞). Ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi

F i G âèïëèâà¹ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü f i g, à òàêîæ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ôóíê-

öié 1, ω òà |ω|2 íà êîæíîìó iíòåðâàëi [−r, r]. Òîäi î÷åâèäíî äëÿ äîâiëüíî¨ òðiéêè
÷èñåë a0, a1 i a2, äå a1 � êîìïëåêñíå, à ðåøòà äiéñíi, iñíó¹ òàêèé äiéñíîçíà÷íèé

ïîòåíöiàë q ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (3.8). Çîêðåìà,

ïîòåíöiàë ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá a2 6= κa1.

Âèïàäîê A1 ìiñòèòü ïðèêëàäè îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç åêçîòè÷íèìè òî÷êî-

âèìè âçà¹ìîäiÿìè, çîêðåìà, ç ìàòðèöÿìè âèãëÿäó(
α β

0 α−1

)
,

(
β −α
α−1 0

)
,

(
0 −α
α−1 β

)
.

Ó âèïàäêó êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié f i g íàäçâè÷àéíî öiêàâîþ i íåî÷iêóâà-

íîþ ¹ ïîÿâà â òî÷êîâèõ âçà¹ìîäiÿõ òàê çâàíîãî ôàçîâîãî ìíîæíèêà eiϕ. Äîòå-

ïåð ââàæàëîñÿ, ùî öåé ìíîæíèê ìîæå âèíèêàòè ëèøå äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí-

 åðà ç íåòðèâiàëüíèì ìàãíiòíèì ïîëåì. Öå ïèòàííÿ ìè äåòàëüíiøå ðîçãëÿíåìî â

íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Òàêîæ òåîðåìà 3.2 îïèñó¹ ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ áàãàòüîõ òèïiâ

ðîçäiëåíèõ êðàéîâèõ óìîâ. Òàê ó âèïàäêàõ B1 òà B2 â ãðàíèöi âèíèêàþòü ðiçíi

êîìáiíàöi¨ óìîâ Äiðiõëå, Íåéìàíà òà Ðîáåíà äëÿ îïåðàòîðiâ íà ïiâîñÿõ.

×è áóäü-ÿêó äiéíó ìàòðèöþ (ckl) ïîðÿäêó 2 ç îäèíè÷íèì âèçíà÷íèêîì ìîæíà

ðåàëiçóâàòè ÿê ìàòðèöþ â óìîâàõ (3.11) äëÿ äåÿêèõ f , g òà q? Âiäïîâiäü íà öå

ïèòàííÿ ¹ íåãàòèâíîþ. Êîíòðïðèêëàäîì ¹ ìàòðèöÿ(
α 0

β α−1

)
(3.15)

ç âiäìiííèì âiä îäèíèöi åëåìåíòîì α. Ñïðàâäi, ïîêëàâøè κ = 0 â (3.11), ìè

âiäðàçó îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ ç îäèíè÷íîþ äiàãîíàëëþ. Ïðîòå ìàòðèöi âèãëÿäó

(3.15) ç'ÿâëÿþòüñÿ ó âèïàäêó A2, à òàêîæ âèíèêàëè ó ðîçäiëi 1.3.3 ïðè àíàëiçi

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç (aδ′ + bδ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè.

Íåõàé ôóíêöié f i g âèáðàíi òàê, ùî f0 = α, g0 = 0 òà g1 = −1. Òîäi

ε−1f(ε−1x)→ αδ(x), ε−2g(ε−1x)→ δ′(x)

ïðè ε→ 0 â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Êðiì òîãî, ε−1q(ε−1x)→ a0δ(x). Òîäi

Hε ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ ôîðìàëüíîãî îïåðàòîðà (3.1) ç β = a0.
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ßêùî ÷èñëî α âiäìiííå âiä íóëÿ, áî â iíøîìó ðàçi çàäà÷à ñòà¹ òðèâiàëüíîþ, òî

ìà¹ìî λ = α2‖g(−1)‖2 6= 0. Ìè ïîòðàïëÿ¹ìî â óìîâè âèïàäêó B3. Îòæå, îïåðàòîðè

Hε çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕D+.

3.2 Íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

Ìè áà÷èëè ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ùî íà ñòðóêòóðó òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié, ÿêi ïî-

ðîäæóþòü ãðàíè÷íi îïåðàòîðè, çíà÷íèé âïëèâ ìàþòü ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåð-

ãi¨ äåÿêèõ îïåðàòîðiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç ëîêàëüíèìè çáóðåííÿìè. Òî, ÿê äàíi Êîøi

(v−, v
′
−) çëiâà âiä íóëÿ òðàíñôîðìóâàòèìóòüñÿ ìàòðèöåþ òî÷êîâî¨ âçà¹ìîäi¨ ó

äàíi (v+, v
′
+) ñïðàâà âiä íóëþ, çàëåæèòü íàñàìïåðåä âiä ïîâåäiíêè íà íåñêií÷åí-

íîñòÿõ íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ, ùî âèíèêàþòü ïðè ðåçîíàíñàõ. Äîòåïåð óñi ïðîñòîðè

íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ áóëè îäíîâèìiðíèìè. Äëÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðà-

òîðiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ëîêàëüíèõ çáóðåííÿõ ñêií÷åííîãî ðàíãó, öi ïðîñòîðè

ìîæóòü ìàòè áiëüøó âèìiðíiñòü. Ðîçãëÿíåìî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð

T = − d2

dx2
+ 〈g, · 〉 f(x) + 〈f, · 〉 g(x), domT = W 2

2 (R)

â ïðîñòîði L2(R). Êàæåìî, ùî îïåðàòîð T ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òà âîëîäi¹

íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì, ÿêùî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

−u′′ + 〈g, u〉f + 〈f, u〉g = 0,

ÿêèé îáìåæåíèé íà âñié äiéñíié îñi.

Ëåìà 3.1. Îïåðàòîð T ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

‖g0f
(−1) − f0g

(−1)‖2 = 2 Re (f0ḡ0), (3.16)

òîáòî êîëè λ = 0 â ïîçíà÷åííÿõ (3.7).

(i) ßêùî λ = 0 i f0g0 6= 0, òî T ìà¹ íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

σ = |g0|2
(
f̄0f

(−2) − 〈f, f (−2)〉
)
− |f0|2

(
ḡ0g

(−2) − 〈g, g(−2)〉
)
. (3.17)

(ii) ßêùî f0 = 0, g0 = 0 i π 6= 0, òî ëèøå ñòàëà ôóíêöiÿ ¹ íàïiâçâ'ÿçíèì

ñòàíîì.

114



(iii) ßêùî f0 = 0, g0 = 0 i π = 0, òî iñíóþòü äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi íà-

ïiâçâ'ÿçíi ñòàíè îïåðàòîð T , à ñàìå, ñòàëà ôóíêöiÿ òà ôóíêöiÿ

ω = ei arg ϑ‖g(−1)‖ f (−2) − ‖f (−1)‖ g(−2),

äå ϑ = arg(〈f (−1), g(−1)〉+ 1).

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ Tu = 0 ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

u = c1f
(−2) + c2g

(−2) + c3 + c4x,

äå ÷îòèðè ñòàëi ïiäïîðÿäêîâàíi äâîì óìîâàì

〈f, f (−2)〉 c1 +
(
〈f, g(−2)〉 − 1

)
c2 + f̄0c3 + f̄1c4 = 0,(

〈g, f (−2)〉 − 1
)
c1 + 〈g, g(−2)〉 c2 + ḡ0c3 + ḡ1c4 = 0.

(3.18)

Öi óìîâè äiñòà¹ìî, ïiäñòàâèâøè u äî ðiâíÿííÿ i ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíîþ íåçàëåæ-

íiñòþ f i g. Øóêàòèìåìî îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè u. Â îêîëi âiä'¹ìíî¨ íåñêií÷åííîñòi

ìà¹ìî u(x) = c3 + c4x, áî òàì f (−2) i g(−2) îáåðòàþòüñÿ â íóëü. Ùîá ðîçâ'ÿçîê áóâ

îáìåæåíèì, ïîêëàäåìî c4 = 0. Äàëi, äëÿ âåëèêèõ äîäàòíèõ x

f (−2)(x) = f0x− f1, g(−2)(x) = g0x− g1. (3.19)

Ñïðàâäi, ÿêùî x ëåæèòü ñïðàâà âiä íîñiÿ f , òî

f (−2)(x) =

∫ x

−∞
(x− t)f(t) dt = x

∫
R
f(t) dt−

∫
R

tf(t) dt = f0x− f1.

Îòæå, ïðè x→ +∞ ìà¹ìî

u(x) = (c1f0 + c2g0)x− c1f1 − c2g1 + c3 (3.20)

Ðîçâ'ÿçîê u áóäå îáìåæåíèì íà âñié ïðÿìié, êîëè

f0c1 + g0c2 = 0. (3.21)

Ç (3.18) i (3.21) âèïëèâà¹, ùî u áóäå íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âåêòîð c = (c1, c2, c3) áóäå íåíóëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíî¨ ñèñòåìè Ac = 0, äå

A =


〈f, f (−2)〉 〈f, g(−2)〉 − 1 f̄0

〈g, f (−2)〉 − 1 〈g, g(−2)〉 ḡ0

f0 g0 0

 .
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè, ùî

detA = −〈g0f − f0g, g0f
(−2) − f0g

(−2)〉 − 2 Re (f0ḡ0).

Äëÿ ôóíêöié v, w ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì i íóëüîâèì ñåðåäíiì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

〈v, w(−2)〉 = −〈v(−1), w(−1)〉, (3.22)

çîêðåìà 〈v, v(−2)〉 = −‖v(−1)‖2. Òîìó îñòàòî÷íî ìàòèìåìî

detA = ‖g0f
(−1) − f0g

(−1)‖2 − 2 Re (f0ḡ0),

áî g0f − f0g ¹ ôóíêöi¹þ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì. Îòæå, îïåðàòîð T âîëîäi¹ íà-

ïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.16), òîáòî λ = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî f0g0 6= 0 i ìàòðèöÿ A ¹ âèðîäæåíîþ. Öå òðàïèòüñÿ ëèøå òîäi,

êîëè ïåðøèé i äðóãèé ðÿäêè A áóäóòü ëiíiéíî çàëåæíèìè. Çîêðåìà, êîëè

ḡ0

(
〈f, g(−2)〉 − 1

)
= f̄0 〈g, g(−2)〉. (3.23)

Âåêòîð (g0,−f0, c3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè äëÿ äîâiëüíîãî c3.

Ïiäñòàâèìî éîãî ó ïåðøå ðiâíÿííÿ i îòðèìà¹ìî

g0〈f, f (−2)〉 − f0(〈f, g(−2)〉 − 1) + f̄0c3 = 0.

Ïîìíîæèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà ḡ0 i ñêîðèñòà¹ìîñÿ (3.23):

|g0|2〈f, f (−2)〉 − |f0|2〈g, g(−2)〉+ f̄0ḡ0c3 = 0.

Îòæå, ëiíiéíà ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

c1 = |g0|2f̄0, c2 = −|f0|2ḡ0, c3 = |f0|2〈g, g(−2)〉 − |g0|2〈f, f (−2)〉.

Ïîâåðòàþ÷è öi çíà÷åííÿ ñòàëèõ ðàçîì ç c4 = 0 äî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó (3.20),

çíàõîäèìî íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí

σ(x) = |g0|2
(
f̄0 f

(−2)(x)− 〈f, f (−2)〉
)
− |f0|2

(
ḡ0 g

(−2)(x)− 〈g, g(−2)〉
)
.
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Ó âèïàäêàõ (ii) òà (iii), ôóíêöi¨ f i g ìàþòü íóëüîâi ñåðåäíi. Òîìó ç îãëÿäó

íà ôîðìóëó (3.22) ìàòðèöÿ A íàáóâà¹ âèãëÿäó

A = −


‖f (−1)‖2 〈f (−1), g(−1)〉+ 1 0

〈g(−1), f (−1)〉+ 1 ‖g(−1)‖2 0

0 0 0

 . (3.24)

Âîíà ìàòèìå ðàíã îäèí, êîëè

‖f (−1)‖ ‖g(−1)‖ = |〈f (−1), g(−1)〉+ 1|, (3.25)

òîáòî êîëè π = 0 çãiäíî ç ïîçíà÷åííÿìè (3.7). Òîäi kerA ¹ ëiíiéíîþ îáîëîí-

êîþ äâîõ âåêòîðiâ (0, 0, 1) i (eiϑ‖g(−1)‖,−‖f (−1)‖, 0). Äðóãèé ç íèõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ñèñòåìè, áî ïiäñòàâèâøè éîãî, íàïðèêëàä, â ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

eiϑ‖f (−1)‖2‖g(−1)‖ − ‖f (−1)‖(〈f (−1), g(−1)〉+ 1)

= ‖f (−1)‖
(
eiϑ |〈f (−1), g(−1)〉+ 1| − 〈f (−1), g(−1)〉 − 1

)
= 0

ç îãëÿäó íà (3.25). Îòæå, îïåðàòîð T âîëîäi¹ íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè 1 i ω. Êîëè

π 6= 0, òî A ìà¹ ðàíã 2, à ñèñòåìà � ðîçâ'ÿçîê (0, 0, c3). Òîìó ëèøå ñòàëà ôóíêöiÿ

¹ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì T ó öüîìó âèïàäêó.

Îñòàííÿ ëåìà ïîÿñíþ¹ ïîõîäæåííÿ ïîçíà÷åíü (3.7) òà äåÿêèõ óìîâ â òåîðå-

ìàõ 3.1 i 3.2. Íàäàëi âèïàäîê (iii) öi¹¨ ëåìè íàçèâàòèìåìî ïîäâiéíèì ðåçîíàíñîì

íóëüîâî¨ åíåðãi¨.

Ëåìà 3.2. ßêùî îïåðàòîð T ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòà-

íîì σ, çàäàíèì ôîðìóëîþ (3.17), òî

σ+ − σ− = f̄0ḡ0 (f0g1 − f1g0). (3.26)

Êðiì òîãî, ÷èñëî σ+ ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí ìà¹ âèãëÿä

σ(x) = |g0|2
(
f̄0 f

(−2)(x)− 〈f, f (−2)〉
)
− |f0|2

(
ḡ0 g

(−2)(x)− 〈g, g(−2)〉
)
,

ïðè÷îìó f (−2) i g(−2) äîðiâíþþòü íóëåâi ïðè âåëèêèõ äîäàòíèõ x. Òîìó

σ− = lim
x→−∞

σ(x) = |f0|2 〈g, g(−2)〉 − |g0|2 〈f, f (−2)〉,
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à òàêîæ σ = σ− + |g0|2f̄0 f
(−2) − |f0|2ḡ0 g

(−2). Ïðè x > 1 ç îãëÿäó íà (3.19) ìà¹ìî

σ(x) = σ− + |g0|2f̄0 (f0x− f1)− |f0|2ḡ0 (g0x− g1) = σ− + f̄0ḡ0 (f0g1 − f1g0),

çâiäêè âèïëèâà¹ (3.26).

Çàóâàæèìî, ùî f (−1)(−1) = 0, f (−2)(−1) = 0, f (−1)(1) = f0, f (−2)(1) = f0− f1.

Òîìó, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, äiñòà¹ìî

〈f, f (−2)〉 = f̄ (−1)f (−2)
∣∣1
−1
−
∫ 1

−1

|f (−1)|2 dt = f̄0 (f0 − f1)− ‖f (−1)‖2
L2(I).

Àíàëîãi÷íî, 〈g, g(−2)〉 = ḡ0 (g0 − g1)− ‖g(−1)‖2
L2(I). Îòæå,

σ+ = |g0|2
(
f̄0(f0 − f1)− 〈f, f (−2)〉

)
− |f0|2

(
ḡ0(g0 − g1)− (g, g(−2))

)
=

= |g0|2 ‖f (−1)‖2
L2(I) − |f0|2 ‖g(−1)‖2

L2(I),

i òîìó σ+ ∈ R.

3.3 Âèïàäêè çâ'ÿçàíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî íîñi¨ f , g òà q ëåæàòü â iíòåðâàëi

I = [−1, 1]. Òîäi êîæåí íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí u îïåðàòîðà T ¹ ñòàëèì ïîçà I, à éîãî
çâóæåííÿ íà I ¹ íåíóëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− u′′ + (g, u) f + (f, u) g = 0 t ∈ I, u′(−1) = 0, u′(1) = 0. (3.27)

×åðåç (·, ·) ïîçíà÷à¹ìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2(I). Âàðòî çàóâàæèòè, ùî òîäi

κ = ω(1), σ− = σ(−1), σ+ = σ(1). (3.28)

Ðîçãëÿíåìî íåîäíîðiäíó çàäà÷ó

− v′′ + (g, v) f + (f, v) g = r â I, v′(−1) = a, v′(1) = b (3.29)

äëÿ äîâiëüíèõ r ∈ L2(I) òà a, b ∈ C. ßêùî T ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî

öÿ çàäà÷à, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæå i íå ìàòè ðîçâ'ÿçêó.
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Ëåìà 3.3. (i) Íåõàé ôóíêöiÿ σ, çàäàíà ôîðìóëîþ (3.17), ¹ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòà-

íîì îïåðàòîðà T . Òîäi çàäà÷à (3.29) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

aσ̄− − bσ̄+ = (σ, r). (3.30)

(ii) ßêùî ëèøå ñòàëà ôóíêöiÿ ¹ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì T , òî çàäà÷à (3.29)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a− b = (1, r).

(iii) Ó âèïàäêó ïîäâiéíîãî ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨ äëÿ T çàäà÷à (3.29) ìà¹

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè

a− b = (1, r), bκ = −(ω, r). (3.31)

(iv) ßêùî äëÿ äåÿêèõ a, b òà r çàäà÷à (3.29) ¹ ñóìiñíîþ, òî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê,

îðòîãîíàëüíèé â L2(I) äî ïiäïðîñòîðó çâóæåíü íà I óñiõ íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ,
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖v‖W 2
2 (I) 6 c(|a|+ |b|+ ‖r‖L2(I)) (3.32)

çi ñòàëîþ c, íåçàëåæíîþ âiä f òà g.

Äîâåäåííÿ. Ëåìà ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì àëüòåðíàòèâè Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðà

T0 = − d2

dx2
+K domT0 =

{
h ∈ W 2

2 (I) : h′(−1) = 0, h′(1) = 0
}

â ïðîñòîði L2(I). Òóò K = (g, · ) f+(f, · ) g � îïåðàòîð ðàíãó äâà â L2(I). Óìîâè

iñíóâàííÿ ó âñiõ âèïàäêàõ ìîæíà îòðèìàòè iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ

(3.29), ïîìíîæåíîãî íà íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí. Ç òåîðåìè Ôðåäãîëüìà âèïëèâàòèìå,

ùî öi óìîâè áóäóòü i äîñòàòíiìè. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v, ÿêèé îðòîãîíàëü-

íèé ÿäðó kerT0 i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (3.32).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïîäâiéíîìó ðåçîíàíñi òà óìîâi κ 6= 0 íåðiâíiñòü (3.32)

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

‖v‖W 2
2 (I) 6 c‖r‖L2(I), (3.33)

â ÿêîìó âiäñóòíi a i b. Ñïðàâäi, ïåðåïèñàâøè óìîâè (3.31) òàê

a(r) = (1− κ−1ω, r), b(r) = −κ−1(ω, r), (3.34)
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áà÷èìî, ùî öi ÷èñëà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè â

L2(I), äëÿ ÿêèõ ìà¹ìî îöiíêó |a(r)|+ |b(r)| 6 c1‖r‖L2(I).

ßêùî æ κ = 0, òî îäíà ç óìîâ (3.31) ìà¹ âèãëÿä (ω, r) = 0. Êîëè öÿ óìîâà

äëÿ ôóíêöi¨ r íå âèêîíó¹òüñÿ, òî íàâiòü ðiâíÿííÿ −v′′+ (g, v) f + (f, v) g = r, áåç

æîäíèõ êðàéîâèõ óìîâ, íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Âîíî òàêîæ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó ó âèïàä-

êó (i) ëåìè, êîëè îáèäâi âåëè÷èíè σ− òà σ+ äîðiâíþþòü íóëåâi, àëå (σ, r) 6= 0.

3.3.1 Ïîáóäîâà ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé h ∈ L2(R) i ζ ∈ C, äå Im ζ 6= 0. Ïîêëàäåìî yε = (Hε − ζ)−1h i çíàéäåìî

ôîðìàëüíó àñèìïòîòèêó yε ïðè ε→ 0 ó âèïàäêàõ A1�A3. Íåõàé

yε(x) ∼

y(x) + · · · , êîëè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ · · · , êîëè |x| < ε

(3.35)

i âèêîíóþòüñÿ óìîâè óçãîäæåííÿ [yε]±ε = 0, [y′ε]±ε = 0. Ïîçàÿê

−y′′ε + V0(x)yε + ε−3Kεyε + ε−1q(ε−1x)yε = ζyε + h,

òî y ìà¹ áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

− y′′ + V0(x)y = ζy + h, x ∈ R \ {0} (3.36)

íà êîæíié ç ïiâîñåé, áî íîñié çáóðåííÿ ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó. Òåïåð äî öüîãî ðiâ-

íÿííÿ òðåáà äîëó÷èòè ùå óìîâè ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïðèðîäíî î÷iêóâàòè, ùî

âîíè çàëåæàòèìóòü âiä õàðàêòåðó ëîêàëüíîãî çáóðåííÿ.

Íåõàé t = ε−1x i zε(t) = yε(εt). Òîäi ïðè |t| < 1 ìàòèìåìî

−d
2zε
dt2

+ (g, zε) f(t) + (f, zε) g(t) + εq(t)zε = ε2
(
ζzε − V0(εt)zε + h(εt)

)
.

Ïiäñòàâèìî àñèìïòîòèêó zε(t) ∼ u(t)+εv(t)+ · · · â ðiâíÿííÿ òà óìîâè [yε]±ε = 0,

[y′ε]±ε = 0. Íàñàìïåðåä áà÷èìî, ùî −u′′ +Ku = 0 òà −v′′ +Kv = −qu äëÿ t ∈ I.
Îïåðàòîð K âèçíà÷åíèé ó äîâåäåííi ëåìè 3.3. Äàëi ç àñèìïòîòè÷íèõ ðiâíîñòåé

y(±ε) ∼ u(±1) + εv(±1) + · · · , y′(±ε) ∼ ε−1u′(±1) + v′(±1) + · · ·

âèâîäèìî, ùî

u(±1) = y±, u′(±1) = 0, v′(±1) = y′±. (3.37)
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Òóò âèêîðèñòàíi ïîçíà÷åííÿ y± = y(±0) òà y′± = y′(±0). Òîäi äiñòà¹ìî äâi çàäà÷i

− u′′ +Ku = 0, t ∈ I, u′(−1) = 0, u′(1) = 0; (3.38)

− v′′ +Kv = −qu, t ∈ I, v′(−1) = y′−, v′(1) = y′+. (3.39)

Âèïàäêè A1�A3 âèíèêàþòü, êîëè ïåðøà ç öèõ çàäà÷ ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê,

òîáòî êîëè îïåðàòîð T âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à u ¹ çâóæåííÿì íà

I äåÿêîãî íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó.

Âèïàäîê A1

ßêùî îïåðàòîð T ìà¹ ïîäâiéíèé ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî ç îãëÿäó íà ëåìó 3.1

(iii) çàäà÷à (3.38) âîëîäi¹ äâîâèìiðíèì ïðîñòîðîì ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêèé ïîðîäæåíèé

ôóíêöiÿìè 1 i ω. Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî κ 6= 0, i ïîêëàäåìî

u(t) = y− + κ−1
(
y+ − y−

)
ω(t), t ∈ I. (3.40)

Òàêèé âèáið u ïðîäèêòîâàíèé óìîâàìè u(−1) = y− i u(1) = y+. Íàãàäà¹ìî,

ùî ω(−1) = 0 i ω(1) = κ. Çãiäíî ç (3.31) çàäà÷à (3.39) iç òàêîþ ôóíêöi¹þ u

â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî y′− − y′+ = −(1, qu), y′+ =

(ω, qu). Ïiäñòàâèìî u ó âèãëÿäi (3.40) â îáèäâi óìîâè i çãàäà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (3.8).

Íåñêëàäíi ïåðåòâîðåííÿ äàþòü óìîâè iñíóâàííÿ ó ìàòðè÷íié ôîðìi(
a1
κ −1
a2
|κ|2 −1

)(
y+

y′+

)
=

(
a1−κa0

κ −1
a2−κa1
|κ|2 0

)(
y−

y′−

)
. (3.41)

Ó âèïàäêó A1 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà a2 6= κa1, òîìó ìàòðèöÿ çëiâà ìà¹ îáåðíåíó(
a1
κ −1
a2
|κ|2 −1

)−1

=
|κ|2

a2 − κa1

(
−1 1

− a2
|κ|2

a1
κ

)
.

Òåïåð ìàòðè÷íó ðiâíiñòü (3.41) ìîæåìî çàïèñàòè òàê(
y+

y′+

)
=

1

a2 − κa1

(
|κ|2a0 − 2Re(κa1) + a2 |κ|2

a0a2 − |a1|2 a2

)(
y−

y′−

)
. (3.42)

Áåðó÷è äî óâàãè ðiâíîñòi

a2 − κa1 = ei arg(a2−κa1)|a2 − κa1|, e−i arg(a2−κa1) = ei arg(a2−κa1),
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îñòàòî÷íî äiñòà¹ìî

(
y+

y′+

)
= ei arg(a2−κa1)


|κ|2a0 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

|a2 − κa1|
a0a2 − |a1|2

|a2 − κa1|
a2

|a2 − κa1|


(
y−

y′−

)
. (3.43)

Îòæå, ôóíêöiÿ y â àñèìïòîòèöi (3.35) ìà¹ áóòè L2(R)-ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.36),

ÿêèé ñïðàâäæó¹ óìîâè (3.11) ç òåîðåìè 3.1. Âîäíî÷àñ çà ïîáóäîâîþ öi óìîâè

¹ óìîâàìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.39). Ðîçâ'ÿçîê v iñíó¹ i âèçíà÷åíèé ç

òî÷íiñòþ äî ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ c1+c2ω íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ. Ïiäïîðÿäêó¹ìî éîãî

óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi â L2(I) äî ïiäïðîñòîðó, óòâîðåíîãî çâóæåííÿìè íà I óñiõ
íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ.

Íà ðèñ. 3.1 áà÷èìî, ùî ãðàô ìà¹ iíøèé øëÿõ äî âóçëà A1, íà ÿêîìó κ = 0.

Òîäi íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí ω îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà îáîõ êiíöÿõ âiäðiçêà I i äëÿ

áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó u = c1 + c2ω çàäà÷i (3.38) ìà¹ìî u(−1) = u(1) = c1. Ç óìîâ

u(−1) = y−, u(1) = y+ âiäðàçó âèïëèâà¹

y+ = y−, (3.44)

òîáòî ôóíêöiÿ y íåïåðåðâíà â íóëi. Ùå îäíó óìîâó ñïðÿæåííÿ äiñòàíåìî ç óìîâ

iñíóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (3.39). Ïiäñòàâèìî çîáðàæåííÿ u = y(0) + c2ω â (3.31):

y′+ − y′− = a0y(0) + a1c2, a1y(0) + a2c2 = 0. (3.45)

Ìè àíàëiçó¹ìî âèïàäîê, êîëè a2 6= 0, òîìó ç öèõ ðiâíîñòåé ìà¹ìî

y′+ = y′− + a−1
2 (a0a2 − |a1|2) y(0).

Îòæå, y ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.36), ÿêèé ïiäïîðÿäêîâàíèé óìîâàì(
y+

y′+

)
=

 1 0

a0a2 − |a1|2

a2
1

(y−
y′−

)
.

Çàóâàæèìî, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ ç óìîâàìè (3.11) ïðè κ = 0.

Îá÷èñëèâøè ñòàëó c2 ÷åðåç y, ìàòèìåìî

u(t) = y(0)(1− a1a
−1
2 ω(t)). (3.46)
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Óìîâè (3.45) ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó v çàäà÷i (3.39), ÿêèé äëÿ îäíî-

çíà÷íîñòi âèáåðåìî îðòîãîíàëüíèì äî äâîâèìiðíîãî ïðîñòîðó çâóæåíü íà I íà-

ïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ.

Âèïàäîê A2

Ïðèïóñòèìî, ùî λ = 0 i f0g0 6= 0, òîáòî îïåðàòîð T âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüî-

âî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì σ. Çàäà÷à (3.38) ìà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ

ðîçâ'ÿçêiâ u(t) = c0σ(t). Ç óìîâ u(−1) = y−, u(1) = y+ äiñòà¹ìî

y− = c0σ−, y+ = c0σ+.

Òóò ìè òàêîæ ñêîðèñòàëèñÿ (3.28). Òåïåð çàñòîñó¹ìî óìîâó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

(3.30) çàäà÷i (3.39):

σ+y
′
+ − σ−y′− = c0

∫ 1

−1

q(t)|σ(t)|2 dt.

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàë ñïðàâà äîðiâíþ¹ ñòàëié σ∗ ç ôîðìóëè (3.9).

Äî âåðøèíè A2 íà ãðàôi 3.1 òåæ âåäóòü äâà øëÿõè, ïðè÷îìó â îáîõ âèïàäêàõ

÷èñëà σ− i σ+ âiäìiííi âiä íóëÿ. Ñïðàâäi, íà ðåáði îäíîãî ç øëÿõiâ óìîâà σ−σ+ 6= 0

âèïèñàíà ÿâíî. Âçäîâæ iíøîãî øëÿõó (f0g1 = f1g0) 7→ (σ+ 6= 0) ìà¹ìî ðiâíiñòü

σ− = σ+ ç îãëÿäó íà ëåìó 3.2, òîáòî ñòàëà σ− òåæ âiäìiííà âiä íóëÿ. Òîäi

c0 =
y+

σ+
=
y−
σ−
, σ+y

′
+ − σ−y′− =

σ∗
σ−

y−.

Çâiäñè âiäðàçó îòðèìó¹ìî óìîâè

y+ =
σ+

σ−
y−, y′+ =

σ−
σ+

y′− +
σ∗

σ+σ−
y−,

à òàêîæ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.38) ó âèãëÿäi

u(t) =
y+

σ+
σ(t). (3.47)

Çãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç ëåìîþ 3.2 ÷èñëî σ+ ¹ äiéñíèì, à òàêîæ ñêîðèñòà¹ìîñÿ î÷å-

âèäíèìè ðiâíîñòÿìè σ− = ei arg σ−|σ−| òà σ− = e−i arg σ−|σ−|. Òîäi óìîâè ñïðÿæåííÿ
ìîæíà çàïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi(

y+

y′+

)
= e−i arg σ−


σ+

|σ−|
0

σ∗
σ+|σ−|

|σ−|
σ+

(y−
y′−

)
.
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Òåïåð çàäà÷à (3.39) òåæ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê v, ÿêèé ïiäïîðÿäêó¹ìî óìîâi îðòîãîíàëü-

íîñòi (v, σ) = 0.

Âèïàäîê A3

Äâà ðiçíi øëÿõè ç âåðøèíè Hε äî âåðøèíè A3 íà ãðàôà 3.1 ðîçãàëóæóþòüñÿ

ó âóçëi, äå ìè ïåðåâiðÿ¹ìî, ÷è π äîðiâíþ¹ íóëåâi. Êîëè π 6= 0, òî çãiäíî ç ëå-

ìîþ 3.1(ii) íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà T ¹ ëèøå ñòàëi ôóíêöi¨. Òîìó ç

óìîâ óçãîäæåííÿ àñèìïòîòèêè u(−1) = y−, u(1) = y+ äiñòà¹ìî

y+ = y−, u(t) = y(0). (3.48)

Äàëi íàì òðåáà ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó

−v′′ +Kv = −y(0)q, t ∈ I, v′(−1) = y′−, v′(1) = y′+.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 3.3(ii) âîíà ñóìiñíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

y′+ − y′− = y(0)

∫ 1

−1

q(t) dt,

òîáòî y′+ = y′−+ a0y(0). Îá'¹äíóþ÷è ¨¨ ç óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi y â íóëi, äiñòà¹ìî(
y+

y′+

)
=

(
1 0

a0 1

)(
y−

y′−

)
. (3.49)

Âçäîâæ øëÿõó (π = 0) 7→ (κ = 0) 7→ (a2 = 0) 7→ (a1 = 0) ¹ ïîäâiéíèé

ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Àíàëiç ðîçïî÷èíà¹ìî ç ðiâíîñòåé (3.44), (3.45)

y+ = y−, y′+ − y′− = a0y(0) + a1c2, a1y(0) + a2c2 = 0,

ÿêi âèíèêëè ïðè κ = 0. À îñêiëüêè a1 = a2 = 0, òî òðåòÿ óìîâà òîòîæíî âè-

êîíó¹òüñÿ, à ç ïåðøèõ äâîõ çíîâó äiñòà¹ìî óìîâè ñïðÿæåííÿ (3.49). Âèêîíàííÿ

öèõ óìîâ çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó v çàäà÷i (3.39), ÿêèé ìîæíà âçÿòè îð-

òîãîíàëüíèì äî ïðîñòîðó óñiõ çâóæåíü íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ íà I. Öåé ïðîñòið

îäíîâèìiðíèé äëÿ π 6= 0 i äâîâèìiðíèé, êîëè π = 0.
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3.3.2 Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

×åðåç H ïîçíà÷àòèìåìî ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ó âèïàäêó, ÿêèé áóäåìî âèâ÷àòè.

Ôóíêöiÿ y = (H − ζ)−1h ¹ ïðèéíÿòíèì íàáëèæåííÿì äëÿ yε = (Hε − ζ)−1h,

êîëè |x| > ε. Îäíàê ïîáóäîâà äîñòàòíüî òî÷íîãî íàáëèæåííÿ íà íîñi¹âi çáóðåííÿ

(−ε, ε) ¹ äåùî ñêëàäíiøîþ çàäà÷åþ. Íåõàé

ẑε(x) =

y(x) ïðè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
ïðè |x| < ε,

(3.50)

äå y, u òà v ïîáóäîâàíi âèùå äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ, à wε áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− w′′ε +K wε = h(εt) + γεθ(t), t ∈ I, w′ε(−1) = αε, w′ε(1) = βε. (3.51)

Îñòàííÿ çàäà÷à ìiñòèòü òðè ÷èñëîâi ïàðàìåòðè αε, βε, γε i ôóíêöiþ θ ç ïðîñòîðó

L2(I), ÿêi ìè âèáèðàòèìåìî äëÿ êîæíîãî ç âèïàäêiâ îêðåìî. Ïðèïóñòèìî, ùî

ôóíêöiÿ θ ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ íà I i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (θ, ω) = 1.

Ó âèïàäêó A1 îïåðàòîð T âîëîäi¹ ïîäâiéíèì ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à

çàäà÷à (3.51) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

καε + γε = (κ − ω, h(ε ·)), αε − βε = (1, h(ε ·)). (3.52)

Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî κ 6= 0. Òîäi öi óìîâè ìîæíà âèêîíàòè, ïîêëàâøè

γε = 0, αε = (1− κ−1ω, h(ε ·)), βε = −(κ−1ω, h(ε ·)). (3.53)

Òåïåð iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê wε çàäà÷i (3.51), ÿêèé âèáåðåìî îðòîãîíàëüíèì â L2(I)

äî ôóíêöié 1 òà ω. ßê ìè çàóâàæèëè íà ñòîð. 120, êîëè κ = 0, òî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.51) íå ìîæíà çàáåçïå÷èòè ëèøå âèáîðîì ïàðàìåòðiâ αε òà

βε. Ñàìå öå ñòàëî ïðè÷èíîþ ïîÿâè äîäàíêà γεθ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (3.51).

Ïîêëàâøè

αε = 0, βε = −(1, h(ε ·)), γε = −(ω, h(ε ·)), (3.54)

ìè âèêîíà¹ìî óìîâè (3.52) i çíîâó âèáåðåìî wε îðòîãîíàëüíèì äî 1 òà ω. Ïîáó-

äîâàíèé ðîçâ'ÿçîê íàì ïiäõîäèòü i ó âèïàäêó A3 ïðè óìîâi, ùî π = 0 i κ = 0.

ßêùî æ π 6= 0, òî ëèøå ñòàëi ôóíêöi¨ ¹ íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà T .
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Çãiäíî ç ëåìîþ 3.3 (ii) çàäà÷à (3.51) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

αε − βε = (1, h(ε ·)). Íàãàäà¹ìî, ùî (1, θ) = 0. Ïîêëàäåìî

αε = 0, γε = 0, βε = −(1, h(ε ·)), (3.55)

i ïiäïîðÿäêó¹ìî wε óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi (wε, 1) = 0. Ó âèïàäîê A2 îïåðàòîð T

ìà¹ íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí σ. Çàäà÷à (3.51) ìàòèìå ðîçâ'ÿçêè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

σ−αε − σ+βε = (σ, h(ε ·)) + γε(σ, θ). (3.56)

Âèêîíà¹ìî öþ âèìîãó, ïîêëàâøè

αε = 0, γε = 0, βε = −σ−1
+ (σ, h(ε ·)) (3.57)

i äàëi ïiäïîðÿäêóâàâøè ðîçâ'ÿçîê óìîâi (wε, σ) = 0.

Ç ôîðìóë (3.53)�(3.57) áà÷èìî, ùî ó âñiõ âèïàäêàõ âåëè÷èíè αε, βε i γε ìîæíà

òðàêòóâàòè ÿê ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè âiäíîñíî h. �õ ìîæíà îöiíèòè

|αε(h)|+ |βε(h)|+ |γε(h)| 6 c1‖h(ε·)‖L2(I) 6 c2ε
−1/2‖h‖. (3.58)

Ôóíêöi¨ y, u, v òà wε çàäîâîëüíÿþòü òàêi æ îöiíêè, ÿêi ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ. Ç

âëàñòèâîñòåé ðåçîëüâåíòè (H− ζ)−1 òà òåîðåì âêëàäåííÿ äiñòà¹ìî

‖y‖W 2
2 (−a,0) + ‖y‖W 2

2 (0,a) 6 c3‖h‖, ‖y‖C1(−a,0) + ‖y‖C1(0,a) 6 c4‖h‖

äëÿ äîâiëüíèõ a > 0. Çîêðåìà, |y−|+ |y+| 6 c4‖h‖. Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî

‖u‖L2(I) 6 c5

(
|y−|+ |y+|

)
6 c6‖h‖. (3.59)

Öå âèïëèâà¹ ç ÿâíîãî âèãëÿäó u, çàäàíîãî ôîðìóëàìè (3.40), (3.46), (3.47), (3.48).

Âèáið ðîçâ'ÿçêiâ v òà wε äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 3.3 (iv):

‖v‖W 2
2 (I) 6 c7(|y−|+ |y+|+ ‖qu‖L2(I)) 6 c8‖h‖, (3.60)

‖wε‖W 2
2 (I) 6 c9(|αε(h)|+ |βε(h)|+ |γε(h)|+ ‖h(ε·)‖L2(I)) 6 c10 ε

−1/2‖h‖, (3.61)

Çàóâàæèìî, ùî ïîòåíöiàë q îáìåæåíèé i ¹ îöiíêà (3.58). Çâiäñè

‖ẑε(ε−1·)‖L2(−ε,ε) = ε1/2‖ẑε‖L2(I) = ε1/2‖u+ εv + ε2wε‖L2(I) 6 c11ε
1/2‖h‖. (3.62)
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Çà ïîáóäîâîþ ñòðèáêè ôóíêöi¨ ẑε â òî÷êàõ x = ±ε ¹ ìàëi. Ñïðàâäi, çãàäàâøè
óìîâè (3.37), ÿêi âèêîíóþòü ó âñiõ âèïàäêàõ, ìà¹ìî

[ẑε]−ε = y− − y(−ε) + εv(−1) + ε2wε(−1), [ẑε]ε = y(ε)− y+ − εv(1)− ε2wε(1),

[ẑ′ε]−ε = y′− − y′(−ε) + εαε, [ẑ′ε]ε = y′(ε)− y′+ − εβε.

Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 1.4 òà íåðiâíîñòi (3.59)�(3.61) âñi öi ñòðèáêè ¹ ïîðÿäêó

O(ε1/2)‖h‖ ïðè ε→ 0. Òîìó òâåðäæåííÿ 1.1 ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òàêîãî êîðåòîðà

ρε ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ùî ôóíêöiÿ

zε(x) =

y(x) + ρε(x) ïðè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
ïðè |x| < ε

íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Hε i

‖ρε‖C2(|x|>ε) 6 c12ε
1/2‖h‖. (3.63)

Íàãàäà¹ìî, ùî ρε äîðiâíþ¹ íóëþ íà ìíîæèíi (−ε, ε).
Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ôóíêöi¨ rε = (Hε − ζ)zε − h òà sε = zε − y íåñêií÷åííî

ìàëi â L2(R)-íîðìi ïðè ε→ 0. Êîëè |x| > ε, òî çãiäíî ç (3.36) ìà¹ìî

rε(x) =
(
− d2

dx2 + V0(x)− ζ
)(
y(x) + ρε(x)

)
− h(x) = −ρ′′ε(x) + (V0(x)− ζ)ρε(x).

Êîëè æ |x| < ε, òî ç âèêîðèñòàííÿì (3.38), (3.39) òà (3.51) îòðèìà¹ìî

rε(x) = − d2

dx2

(
zε
(
x
ε

) )
+ (V0(x)− ζ)zε

(
x
ε

)
+ ε−3

ε∫
−ε

(
ḡ
(
t
ε

)
f
(
x
ε

)
+ f̄

(
t
ε

)
g
(
x
ε

) )
zε
(
t
ε

)
dt + ε−1q

(
x
ε

)
zε
(
x
ε

)
− h(x)

= ε−2
(
− u′′

(
x
ε

)
+ (Ku)

(
x
ε

) )
+ ε−1

(
− v′′

(
x
ε

)
+ (Kv)

(
x
ε

)
+ q

(
x
ε

)
u
(
x
ε

) )
+
(
− w′′ε

(
x
ε

)
+ (Kwε)

(
x
ε

)
− h(x)− γεθ

(
x
ε

) )
+ q

(
x
ε

)
v
(
x
ε

)
+ γεθ

(
x
ε

)
+ (V0(x)− ζ)zε

(
x
ε

)
= q

(
x
ε

)
v
(
x
ε

)
+ γεθ

(
x
ε

)
+ (V0(x)− ζ)zε

(
x
ε

)
.

Îòæå, çàëèøîê rε ìà¹ âèãëÿä

rε(x) =

−ρ′′ε(x) + (V0(x)− ζ)ρε(x), êîëè |x| > ε,

q
(
x
ε

)
v
(
x
ε

)
+ γεθ

(
x
ε

)
+ (V0(x)− ζ)zε

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε.
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Ðiçíèöÿ àñèìïòîòèêè zε i ¨ ¨ ãîëîâíîãî ÷ëåíà y ¹ òàêîþ

sε(x) =

ρε(x), êîëè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
− y(x), êîëè |x| < ε.

Ñòðóêòóðà îáîõ ôóíêöié ¹ ñõîæîþ. Çàñòîñóâàâøè íåðiâíîñòi (3.59)�(3.63), ìà¹ìî

‖rε‖+ ‖sε‖ 6 c13ε
1/2‖h‖,

äå ñòàëà c13 íå çàëåæèòü âiä ε òà h.

Íàãàäà¹ìî, ùî yε = (Hε− ζ)−1h òà y = (H− ζ)−1h äëÿ åëåìåíòà h ∈ L2(R) òà

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ζ ç íåíóëüîâî¨ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. Çàïèøåìî òåïåð ðiâíiñòü

rε = (Hε− ζ)zε− h ó âèãëÿäi zε− (Hε− ζ)−1h = (Hε− ζ)−1rε. Òàêîæ çàóâàæèìî,

ùî sε = zε − (H− ζ)−1h. Îòæå,

‖(Hε − ζ)−1h− (H− ζ)−1h‖ 6 ‖(Hε − ζ)−1h− zε‖+ ‖zε − (H− ζ)−1h‖

6 ‖(Hε − ζ)−1‖ ‖rε‖+ ‖sε‖ 6 | Im ζ|−1‖rε‖+ ‖sε‖ 6 Cε1/2‖h‖,

ùî äîâîäèòü ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε äî îïåðàòîðàH, à
òàêîæ äà¹ åôåêòèâíó îöiíêó ðiçíèöi ðåçîëüâåíò ‖(Hε−ζ)−1−(H−ζ)−1‖ 6 Cε1/2.

Òåîðåìà 3.1 äîâåäåíà.

3.4 Âèïàäêè ðîçäiëåíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

Íåõàé h ∈ L2(R) i ζ ∈ C, äå Im ζ 6= 0. Íàáëèæåííÿ åëåìåíòà yε = (Hε − ζ)−1h ó

âèïàäêàõ B1�B3 òåæ øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

ẑε(x) =

y(x) ïðè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
ïðè |x| < ε,

äå ôóíêöi¨ u, v òà wε � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.38), (3.39) òà (3.51) âiäïîâiäíî. Ôóíêöiÿ

y ìà¹ áóòè L2(R)-ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.36), ïiäïîðÿäêîâàíèì êðàéîâèì óìîâàì

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öi âèïàäêè âèíèêàþòü ÿê â òîìó ðàçi, êîëè îïåðàòîð T

âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òàê i ïðè éîãî âiäñóòíîñòi.
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Âèïàäîê B1

Öå âèðîäæåíèé âèïàäîê A1, êîëè κ 6= 0, àëå a2 = κa1 (äèâ. ãðàô 3.1). Îïåðàòîð

T ìà¹ äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè 1 òà ω. Àíàëiç ðîçïî÷èíà¹ìî ç

âèáîðó u ó ôîðìi (3.40) òà óìîâ iñíóâàííÿ (3.41) ðîçâ'ÿçêó v, ÿêi íàáóâàþòü

âèãëÿäó (
a1
κ −1
a2
|κ|2 −1

)(
y+

y′+

)
=

(
a2
|κ|2 − a0 −1

0 0

)(
y−

y′−

)
.

Òåïåð ìàòðèöÿ çëiâà ¹ âèðîäæåíîþ. Ïðîòå ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ äiñòà¹ìî

y′+ − |κ|−2a2y+ = 0. (3.64)

Ïåðøå æ ðiâíÿííÿ
a1

κ
y+ − y′+ =

(
a2

|κ|2
− a0

)
y− − y′−

ç âðàõóâàííÿì (3.64) òà ðiâíîñòi κ−1a1 = |κ|−2a2 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

y′− −
(
|κ|−2a2 − a0

)
y− = 0. (3.65)

Îòæå, ôóíêöiÿ y â ïî÷àòêó êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè (3.64), (3.65),

à ãðàíè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé ó âèïàäêàõ ãðóïè B ïîçíà÷àòèìåìî H0, ¹ òàêèì

H0ψ = −ψ′′ + V0ψ,

domH0 =
{
ψ ∈ V0 : ψ′(−0) =

(
|κ|−2a2 − a0

)
ψ(−0), ψ′(+0) = |κ|−2a2ψ(+0)

}
.

Öåé îïåðàòîð ¹ ïðÿìîþ ñóìîþR−µ1
⊕R+

µ2
, äå µ1 = |κ|−2a2−a0 òà µ2 = |κ|−2a2. Âè-

áið y, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.64), (3.65), ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ v, à òàêèé âèáið

αε, βε, γε ÿê â (3.53) � iñíóâàííÿ wε. Îáèäâà ðîçâ'ÿçêè âiçüìåìî îðòîãîíàëüíèìè

â L2(I) äî ôóíêöié 1 òà ω.

Âèïàäîê B2

Öåé âèïàäîê òåæ ïîâ'ÿçàíèé ç ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ îïåðàòîðà T , êîëè âií

âîëîäi¹ íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì σ, îïèñàíèì â ëåìi 3.1 (i). Ìiðêóþ÷è ÿê ó âèïàäêó

A2, ïîêëàäåìî u(t) = c0σ(t) i âiäðàçó äiñòàíåìî

y− = c0σ−, y+ = c0σ+, σ+y
′
+ − σ−y′− = c0σ∗. (3.66)
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Ç âèçíà÷àëüíîþ óìîâè σ−σ+ = 0, ÿêà âiäðiçíÿ¹ âèïàäîê B2 âiä âèïàäêó A2, âè-

ïëèâà¹, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç âåëè÷èí σ− ÷è σ+ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðîòå îäíî÷àñíî

íóëÿìè âîíè áóòè íå ìîæóòü, áî çãiäíî ç ëåìîþ 3.2 σ+ − σ− = f̄0ḡ0 (f0g1 − f1g0),

à òàêîæ â öüîìó ðàçi f0g0 6= 0, f0g1 6= f1g0.

ßêùî σ− = 0, òî ç (3.66) âiäðàçó äiñòà¹ìî

y− = 0, c0 = σ−1
+ y+, y′+ = σ∗|σ+|−2y+,

à òàêîæ u(t) = σ−1
+ y+σ(t). ßêùî æ σ+ = 0, òî

c0 = σ−1
− y−, y+ = 0, y′− = −σ∗|σ−|−2y+,

à òàêîæ u(t) = σ−1
− y−σ(t). Îòæå, ãðàíè÷íèé îïåðàòîð òåæ ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ îïå-

ðàòîðiâ íà ïiâîñÿõ

H0 =

D− ⊕R+
ν+
, êîëè σ− = 0,

R−ν− ⊕D
+, êîëè σ+ = 0,

äå ν− = −σ∗|σ−|−2 òà ν+ = σ∗|σ+|−2.

Òåïåð iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê v çàäà÷i (3.39), âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî äîäàíêà c1σ.

Âèáåðåìî éîãî îäíîçíà÷íî, ïiäïîðÿäêóâàâøè óìîâi (v, σ) = 0. Íàãàäà¹ìî, ùî

çàäà÷à (3.51) ìàòèìå ðîçâ'ÿçêè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

σ−αε − σ+βε = (σ, h(ε ·)) + γε(σ, θ).

Ó âèïàäêó σ− = 0 ïîêëàäåìî αε = 0, γε = 0, βε = −σ−1
+ (σ, h(ε ·)), à êîëè σ+ = 0,

òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî αε = σ̄−1
− (σ, h(ε ·)), γε = 0, βε = 0. Ðîçâ'ÿçîê wε òåæ

âèáåðåìî îðòîãîíàëüíèì äî σ â L2(I).

Âèïàäîê B3

Íà ãðàôi 3.1 ¹ äâi âåðøèíè ç ìiòêîþ B3, äî ÿêèõ ñóìàðíî âåäóòü òðè øëÿõè. Âñi

öi âèïàäêè îá'¹äíó¹ ãðàíè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ D− ⊕ D+ äâîõ

íåçáóðåíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëîì V0, ïiäïîðÿäêîâàíèõ óìîâàì

Äiðiõëå â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Íàéêîðîòøèé øëÿõ äî B3 ¹ âçäîâæ ðåáðà λ 6= 0. Òîäi ëåìà 3.1 êàæå, ùî

îïåðàòîð T íå âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à çàäà÷à (3.38) ìà¹ ëèøå
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òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u = 0. Ç äâîõ ïåðøèõ óìîâ óçãîäæåííÿ àñèìïòîòèê â

(3.37) âiäðàçó äiñòà¹ìî, ùî y− = 0 òà y+ = 0. Ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó çàäà÷à

(3.39), à òàêîæ çàäà÷à

−w′′ε +K wε = h(εt), t ∈ I, w′ε(−1) = 0, w′ε(1) = 0

ìàþòü ¹äèíi ðîçâ'ÿçêè ç àïðiîðíèìè îöiíêàìè âèãëÿäó (3.32).

Âçäîâæ øëÿõó (λ = 0) 7→ (f0g0 6= 0) 7→ (f0g1 = f1g0) 7→ (σ+ = 0) ìàòèìåìî

ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì σ. Ó öüîìó ðàçi σ− òåæ äîðiâíþ¹

íóëåâi. Ñïðàâäi, öå âèïëèâà¹ ç ëåìè 3.2 òà óìîâè f0g1 = f1g0. Òîäi ç ðiâíîñòåé

(3.66) âiäðàçó îòðèìó¹ìî, ùî y− = 0, y+ = 0, à ñòàëà c0 â çîáðàæåííi u(t) = c0σ(t)

çàëèøà¹òüñÿ ïîêè íåâèçíà÷åíîþ. Ïðîòå óìîâà iñíóâàííÿ σ+y
′
+ − σ−y

′
− = c0σ∗

ðîçâ'ÿçêó v áóäå âèêîíóâàòèñÿ ëèøå, êîëè c0 = 0, áî σ− = σ+ = 0. Òîìó u(t) = 0,

à v ïiäïîðÿäêó¹ìî çâè÷íié óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi äî σ. Â öüîìó âèïàäêó, çãiäíî

ç óìîâîþ (3.56), âåëè÷èíè αε òà βε íå ìàþòü âïëèâó íà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó wε

çàäà÷i (3.51). Òîìó ïîêëàäåìî αε = 0, βε = 0, θ(t) = σ(t), γε = −‖σ‖−2
L2(I)(σ, h(ε ·))

i ââàæàòèìåìî, ùî wε îðòîãîíàëüíèé äî σ.

Íàðåøòi, âçäîâæ øëÿõó

(λ = 0) 7→ (f0 = 0, g0 = 0) 7→ (π = 0) 7→ (κ = 0) 7→ (a2 = 0) 7→ (a1 6= 0)

îïåðàòîð T ìà¹ ïîäâiéíèé ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Ðîçïî÷íåìî àíàëiç ç ôîðìóë

(3.44) (3.45), ÿêi âèíèêàþòü ó âèïàäêó A1 ïðè κ = 0. Ç óìîâîþ a2 = 0 âîíè

íàáóâàþòü âèãëÿäó

y+ = y−, y′+ − y′− = a0y(0) + a1c2, a1y(0) = 0

i äî òîãî æ u(t) = y(0) + c2ω(t). Ïîçàÿê çàðàç a1 6= 0, òî äiñòà¹ìî óìîâó Äiðiõëå

y(0) = 0. Òåïåð çíàéøîâøè ðîçâ'ÿçîê y, ìîæåìî ïîáóäóâàòè u ó âèãëÿäi

u(t) = a−1
1 (y′+ − y′−)ω(t).

Ìè ïåðåâiðèëè óìîâè iñíóâàííÿ äëÿ v i âií òåïåð iñíó¹, à wε iñíóâàòèìå, êîëè

âèáðàòè αε, βε òà γε òàê, ÿê â (3.54). Îáèäâà ðîçâ'ÿçêè ôiêñó¹ìî óìîâîþ îðòîãî-

íàëüíîñòi äî ïëîùèíè c1 + c2ω.
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Îòæå, äëÿ âèïàäêiâ B1�B3 òåæ ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ

zε(x) =

y(x) + ρε(x) ïðè |x| > ε,

u
(
x
ε

)
+ εv

(
x
ε

)
+ ε2wε

(
x
ε

)
ïðè |x| < ε

äî åëåìåíòó yε = (Hε − ζ)−1h, äå ρε � ôóíêöiÿ-êîðåêòîð ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

i ìàëîþ C2-íîðìîþ, à ñàìå, ‖ρε‖C2(|x|>ε) 6 c12ε
1/2‖h‖. Öþ ìàëiñòü ãàðàíòóþòü

óìîâè óçãîäæåííÿ àñèìïòîòèêè (3.37), ÿêèõ ìè äîòðèìóâàëèñÿ ó âñiõ âèïàäêàõ.

Òîäi ñòðèáêè ôóíêöi¨ ẑε òà ¨¨ ïîõiäíî¨ â òî÷êàõ óçãîäæåííÿ x = ±ε ¹ íåñêií÷åííî
ìàëèìè ïîðÿäêó O(ε1/2)‖h‖ ïðè ε→ 0.

Çàñòîñóâàâøè òàêi æ ìiðêóâàííÿ ÿê ïðè çàâåðøåííi äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1,

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ äî ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà H0 ïðè

ε → 0 â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Êðiì òîãî, ðiçíèöÿ ðåçîëüâåíò çà-

äîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ‖(Hε − ζ)−1 − (H− ζ)−1‖ 6 Cε1/2. Òåîðåìà 3.2 äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3 ìiñòèòüñÿ â äîâåäåííÿõ òåîðåì 3.1 òà 3.2, îñêiëüêè

âîíè ðàçîì ïîêðèâàþòü óñi âèïàäêè i ìiñòÿòü îöiíêè äëÿ ðiçíèöi ðåçîëüâåíò.

3.5 Çàóâàãè äî ðåãóëÿðèçàöi¨ êëàñè÷íî¨ δ′-âçà¹ìîäi¨

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çâåðíåìîñÿ äî ïèòàííÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíà

− d2

dx2
+ α〈δ′(x), · 〉 δ′(x), (3.67)

ÿêèé ïîâ'ÿçóþòü ç ñiì'¹þ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Tβ, ùî äiþòü ÿê âiëüíèé

îïåðàòîð Øðåäèí åðà Tβφ = −φ′′, çâóæåíèé íà

domTβ =
{
φ ∈ W 2

2 (R \ {0}) : φ′(+0) = φ′(−0), φ(+0)− φ(−0) = βφ′(0)
}
.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ìiæ ñòàëèìè α òà β iñíó¹ ïåâíèé çâ'ÿçîê, âèçíà÷åíèé ìî-

äåëëþ. Öi îïåðàòîðè ÷àñòî íàçèâàþòü êëàñè÷íèìè δ′-âçà¹ìîäiÿìè [12, Ch.1.4].

Çàãàëüíå äîñëiäæåííÿ òàêèõ çáóðåíü ðàíãó îäèí äëÿ àáñòðàêòíèõ îïåðàòîðiâ íà-

ëåæèòü Ñ. Àëüáåâåðiî, Â. Êîøìàíåíêó, Ï. Êóðàñîâó òà Ë. Íèæíèêó [66]. Ìè

ðåàëiçó¹ìî öi àáñòðàêòíi ðåçóëüòàòè â L2(R) äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ëî-

êàëüíèìè çáóðåííÿìè ðàíãó îäèí i îòðèìà¹ìî êîíñòðóêòèâíi îöiíêè çáiæíîñòi

ðåçîëüâåíò.
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Íåõàé fε òà gε � äâi äiéñíi ôóíêöi¨ êëàñó L2(R) ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè â L2(R) âèãëÿäó

Aε
α = − d2

dx2
+ αgε(x)

∫
R
fε(t) · dt, domAε

α = W 2
2 (R). (3.68)

Òóò ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, α � äiéñíà ñòàëà âçà¹ìîäi¨. Îïåðàòîðè Aε
α ¹

ñàìîñïðÿæåíèìè ëèøå, êîëè fε = gε. Ùîá îïèñàòè øèðøèé êëàñ òî÷íèõ ìîäå-

ëåé ó âèïàäêó çáóðåííÿ ðàíãó îäèí, ìè âèâ÷èìî íåñàìîñïðÿæåíi ðåãóëÿðèçàöi¨.

Òàêîæ ëîêàëüíi çáóðåííÿ áóäóòü áiëüø ñèíãóëÿðíèìè.

Ïîñëiäîâíiñòü hε = ε−2H(ε−1 · ) çáiãà¹òüñÿ äî δ′(x), ÿêùî∫
R
H(x) dx = 0,

∫
R
xH(x) dx = −1. (3.69)

ÔóíêöiþH íàçèâà¹ìî ïðîôiëåì δ′-ïîäiáíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèìè

ïðîôiëÿìè, ùîá ïîáóäóâàòè ñêëàäíiøó àïðîêñèìàöiþ äëÿ δ′(x). Íåõàé ïîñëiäîâ-

íiñòü ïðîôiëiâ {Hε}ε>0 âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

(i) íîñi¨ Hε ëåæàòü â äåÿêîìó ñêií÷åííîìó âiäðiçêó [−r, r] äëÿ âñiõ ε > 0;

(ii) ïîñëiäîâíiñòü Hε ¹ îáìåæåíîþ â L∞(−r, r) ðiâíîìiðíî ñòîñîâíî ε;

(iii) ôóíêöi¨ Hε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (3.69) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü hε(x) = 1
ε2 Hε

(
x
ε

)
òåæ ¹ δ′-ïîäiáíîþ. Ñïðàâäi,

〈hε, φ〉 = ε−2

∫
R
Hε(ε

−1x)φ(x) dx = ε−1

∫
R
Hε(t)φ(εt) dt =

= ε−1φ(0)

∫
R
Hε(t) dt+ φ′(0)

∫
R
tHε(t) dt+ ε−1

∫
R
ζ(εt)Hε(t) dt =

= −φ′(0) +O(ε), ε→ 0 (3.70)

äëÿ êîæíî¨ φ ∈ C∞0 (R). Çàëèøêîâèé ÷ëåí ζ ó ôîðìóëi Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ φ

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü max
t∈[−r,r]

|ζ(εt)| 6 cε2.

Ââåäåìî âåëè÷èíó

I(f, g) = −1

2

∫
R

∫
R
f(t) |t− τ | g(τ) dτ dt,

ÿêó íàçèâàòèìåìî ïîðÿäêîì âçà¹ìîäi¨ ôóíêöié f òà g ç êëàñó L2(R). Ðîçãëÿíåìî

äâi δ′-ïîäiáíi ïîñëiäîâíîñòi

fε = ε−2Fε(ε
−1 · ), gε = ε−2Gε(ε

−1 · ). (3.71)
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Îçíà÷åííÿ 3.1. Êàæåìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi fε òà gε ñèëüíî âçà¹ìîäiþòü ïðè

ε → 0, ÿêùî I(fε, gε) → ∞, i ñëàáêî âçà¹ìîäiþòü, êîëè I(fε, gε) ìà¹ ñêií÷åííó

ãðàíèöþ ïðè ε→ 0.

Ëåìà 3.4. ßêùî f i g � ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì i íóëüîâèì ñåðåäíiì, òî

I(f, g) =

∫
R
f (−1) g(−1) dt. (3.72)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî äðóãó ïåðâiñíó ôóíêöi¨ g ó âèãëÿäi

g(−2)(t) = Cg −
∫ +∞

t

(t− τ)g(τ) dτ

çi ñòàëîþ Cg = −
∫
R
τg(τ) dτ . Öå çîáðàæåííÿ ñïðàâåäëèâå ëèøå äëÿ ôóíêöié ç

íóëüîâèì ñåðåäíiì. Ïîçàÿê f òåæ ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹, òî

∫
R

f(t)g(−2)(t) dt =

∫
R

f(t)
(
Cg−

+∞∫
t

(t−τ)g(τ) dτ
)
dt = −

∫
R

f(t)

+∞∫
t

(t−τ)g(τ) dτ dt.

Çâiäñè äiñòà¹ìî

I(f, g) = −1

2

∫
R
f(t)

∫ t

−∞
(t− τ)g(τ) dτ dt+

+
1

2

∫
R
f(t)

∫ +∞

t

(t− τ)g(τ) dτ dt = −
∫
R
f(t)g(−2)(t) dt.

Äîâåäåííÿ çàâåðøó¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè

I(f, g) = −
∫
R
f g(−2) dt =

∫
R
f (−1) g(−1) dt

ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî ïåðâiñíi f (−1) i g(−1) òåæ ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié.

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ δ′-ïîäiáíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (3.71) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

I(fε, gε) = ε−1I(Fε, Gε). (3.73)

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî

f (−1)
ε (x) = ε−2

∫ x

−∞
Fε(ε

−1t) dt = ε−1

∫ x/ε

−∞
Fε(τ) dτ = ε−1F (−1)

ε (ε−1x).
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Òàêà æ ôîðìóëà ¹ i äëÿ g(−1)
ε . Òîäi ìà¹ìî

I(fε, gε) =

∫
R
f (−1)
ε g(−1)

ε dt = ε−2

∫
R
F (−1)
ε (ε−1t)G(−1)

ε (ε−1t) dt =

= ε−1

∫
R
F (−1)
ε (τ)G(−1)

ε (τ) dτ = ε−1I(Fε, Gε). �

Ëåìà 3.5. Äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a iñíó¹ ïàðà δ′-ïîäiáíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

fε òà gε âèãëÿäó (3.71), ùî I(fε, gε) → a ïðè ε → 0. Äî òîãî æ a ìîæå äîðiâ-

íþâàòè ±∞.

Äîâåäåííÿ. Êîæíà δ′-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü fε ñèëüíî âçà¹ìîäi¹ çi ñîáîþ. Ñïðàâ-

äi, çãiäíî ç íàñëiäêîì

I(fε, fε) = ε−1I(Fε, Fε) = ε−1

∫
R

(
F (−1)
ε (t)

)2

dt.

Ïðîòå îñòàííié iíòåãðàë íå ìîæå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ ïðè ε→ 0, áî∫
R
F (−1)
ε (t) dt = −

∫
R
tFε(t) dt = 1

ç îãëÿäó íà äðóãó óìîâó â (3.69). Îòæå, I(fε, fε) → +∞ ïðè ε → 0. Çðîçóìiëî,

ùî I(fε,−fε)→ −∞. ßêùî æ ìè ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi fε i gε, äëÿ ÿêèõ íîñi¨

ïðîôiëiâ Fε i Gε íå ïåðåòèíàþòüñÿ äëÿ ìàëèõ ε, òî íîñi¨ ïåðâiñíèõ F
(−1)
ε i G(−1)

ε

òåæ ìàòèìóòü ïîðîæíié ïåðåòèí. Òîìó I(fε, gε) = 0 çãiäíî ç (3.72). Ìà¹ìî ïðè-

êëàä ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêi ñëàáêî âçà¹ìîäiþòü, à òî÷íiøå öiëêîì íå âçà¹ìîäiþòü.

Íåõàé òåïåð a > 0, à ôóíêöiÿ V òàêà, ÿê íà ðèñ. 3.2. Ïîêëàäåìî

F (x) = 6a V (
√

6a x), Gε(x) = V (x+ 2− ε1/3), (3.74)

i ïîáóäó¹ìî δ′-ïîäiáíi ïîñëiäîâíîñòi fε = ε−2F (ε−1 · ), gε = ε−2Gε(ε
−1 · ). Ïðîôiëü

ïåðøî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå çàëåæèòü âiä ε, à ùîäî ïðîôiëiâ äðóãî¨, òî ëåãêî ïåðå-

êîíàòèñÿ, ùî Gε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (i)-(iii) íà ñòîð. 133. Ïåðåòèíîì íîñi¨â Fε

òà Gε, ÿê i íîñi¨â ¨õíiõ ïåðâiñíèõ F
(−1)
ε òà G(−1)

ε , ¹ âiäðiçîê [0, ε1/3]. Òîìó

I(fε, gε) = ε−1I(Fε, Gε) = ε−1

∫ ε1/3

0

F (−1)
ε (x)G(−1)

ε (x) dx =

=
√

6a ε−1

∫ ε1/3

0

V (−1)(
√

6a x)V (−1)(x+2−ε1/3) dx = 6aε−1

∫ ε1/3

0

x(ε1/3−x) dx = a
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Ðèñ. 3.2: Ãðàôiêè ôóíêöi¨ V òà ¨¨ ïåðâiñíî¨ V (−1).

Ðèñ. 3.3: Ãðàôiêè ôóíêöi¨ U òà ¨¨ ïåðâiñíî¨ U (−1).

äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε.

Ó âèïàäêó âiä'¹ìíîãî a, âèáåðåìî òàêó ïàðó ïðîôiëiâ

F (x) = −6a V (
√
−6a x), Gε(x) = U(x− ε1/3),

äå ãðàôiê ôóíêöi¨ U çîáðàæåíèé íà ðèñ. 3.3. Ãîëîâíèì äëÿ íàñ ó δ′-ïîäiáíîìó

ïðîôiëi U ¹ òå, ùî âií äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à òîäi U (−1)(x) = x, â äåÿêîìó ëiâî-

ñòîðîííüîìó îêîëi íóëÿ. Ðåøòó ïàðàìåòðiâ öi¹¨ êóñêîâî-ñòàëî¨ ôóíêöi¨ ïiäiáðàíi

òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè (3.69). ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, áåçïîñåðåäíi-

ìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî I(fε, gε) = a < 0.

Íåõàé A � âiëüíèé îïåðàòîð Øðåäèí åðà íà ïðÿìié

Aφ = −φ′′, domA = W 2
2 (R).

Îïåðàòîðè Aε
α òà Tβ âèçíà÷åíi íà ïî÷àòêó öüîãî ïiäðîçäiëó. Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâ-

íèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé fε i gε � δ′-ïîäiáíi ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó (3.71).
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ßêùî ïîñëiäîâíîñòi fε òà gε ñèëüíî âçà¹ìîäiþòü, òîáòî I(fε, gε) → ∞
ïðè ε → 0, òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Aε

α çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié

òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà A i äëÿ óñiõ λ ∈ C \ R ñïðàâåäëèâà îöiíêà∥∥(Aε
α − λ)−1 − (A− λ)−1

∥∥ 6 c|I(fε, gε)|−1. (3.75)

Êîëè æ fε i gε ñëàáêî âçà¹ìîäiþòü òà I(fε, gε) = ν+o(1) ïðè ε→ 0, òî Aε
α → Tβ

â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, äå β = − α
αν+1. Êðiì òîãî,∥∥(Aε

α − λ)−1 − (Tβ − λ)−1
∥∥ 6 c1

(
|I(fε, gε)− ν|+

√
ε
)
.

Íàñëiäîê 3.2. ßêùî fε = gε äëÿ âñiõ ε > 0, òî ñiì'ÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ Aε
α çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî âiëüíîãî îïåðàòîðà

Øðåäèí åðà.

Ñïåðøó äîâåäåìî äâi ëåìè.

Ëåìà 3.6. Íåõàé hε = ε−2Hε(ε
−1 · ) � δ′-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü. Äëÿ êîæíîãî

k ∈ C ç äîäàòíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ ìà¹ìî

(A− k2)−1hε → u(k, · ) â L2(R), (3.76)

äå u(k, · ) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −u′′ = k2u+ δ′(x). Êðiì òîãî,

‖(A− k2)−1hε − u(k, · )‖ 6 c1

√
ε. (3.77)

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ −u′′ = k2u+ δ′(x) âîëîäi¹ ¹äèíèì L2(R)-ðîçâ'ÿçêîì

u(k, x) =


1
2 e
−ikx, x < 0,

−1
2 e

ikx, x > 0.
(3.78)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ uε(k, · ) = (A− k2)−1hε. Òîäi

uε(k, x) =
i

2k

∫
R
eik|x−t|hε(t) dt. (3.79)

Íåõàé suppHε ⊂ [−r, r] äëÿ ìàëèõ ε > 0. Áà÷èìî, ùî

uε(k, x) =
i

2k
µ−ε (k) e−ikx ïðè x 6 −εr, uε(k, x) =

i

2k
µ+
ε (k) eikx ïðè x > εr
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çi ñòàëèìè

µ−ε (k) =

∫ εr

−εr
eikthε(t) dt, µ+

ε (k) =

∫ εr

−εr
e−ikthε(t) dt.

Ïðîòå ç (3.70) âiäðàçó îòðèìó¹ìî, ùî µ±ε (k) = ±ik +O(ε) ïðè ε→ 0, à òîìó∣∣∣∣ i2k µ−ε (k)− 1

2

∣∣∣∣ 6 c1ε,

∣∣∣∣ i2k µ+
ε (k) +

1

2

∣∣∣∣ 6 c2ε.

Îòæå, íà ìíîæèíi x ∈ R \ (−εr, εr) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|uε(k, x)− u(k, x)| 6 c3ε e
− Im k |x|. (3.80)

Äàëi, ÿêùî |x| 6 εr, òî uε ìîæíà çàïèñàòè òàê

uε(k, x) =
i

2kε

∫ r

−r
(eik|x−ετ | − 1)Hε(τ) dτ,

çãàäóþ÷è, ùî Hε ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ íà [−r, r]. Çàñòîñó¹ìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü∣∣∣∣eik|x−ετ | − 1

kε

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣eik|x−ετ | − 1

ik|x− ετ |

∣∣∣∣ ∣∣∣xε − τ ∣∣∣ 6 c4

ïðè |τ | 6 r, |x| 6 εr i äiñòàíåìî

max
x∈[−εr,εr]

|uε(k, x)| 6 c4

2

∫ r

−r
|Hε(τ)| dτ 6 c5.

Áåðó÷è äî óâàãè (3.80) òà îñòàííþ íåðiâíiñòü, ìàòèìåìî

‖uε(k, x)− u(k, x)‖2 6
∫
|x|>εr

|uε(k, x)− u(k, x)|2 dx+

∫
|x|<εr

|uε(k, x)|2 dx+

+

∫
|x|<εr

|u(k, x)|2 dx 6 c2
3ε

2

∫
|x|>εr

e−2 Im k |x| dx,+c6ε 6 c7ε,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ëåìà 3.7. Ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà〈
(A− k2)−1gε, fε

〉
= I(fε, gε) +

ik

2
+O(ε). (3.81)

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ÿâíèì çîáðàæåííÿ (3.79) ðåçîëüâåíòè (A− k2)−1:〈
(A− k2)−1gε, fε

〉
=

i

2k

∫
R

∫
R
eik|x−y|gε(y)fε(x) dy dx.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ γ(k, x, y) = eik|x−y| − 1− ik|x− y|+ 1
2 k

2(x− y)2 òà

γε =
i

2k

∫
R

∫
R
γ(k, x, y) gε(y)fε(x) dy dx.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâè (3.69) äëÿ Fε i Gε, äiñòà¹ìî〈
(A− k2)−1gε, fε

〉
=

=
i

2k

∫
R

∫
R

(
1 + ik|x− y| − 1

2 k
2(x− y)2 + γ(k, x, y)

)
gε(y)fε(x) dy dx =

= −1

2

∫
R

∫
R
fε(x) |x− y| gε(y) dy dx+

ik

2

∫
R
xfε(x) dx

∫
R
ygε(y) dy + γε =

= I(fε, gε) +
ik

2
+ γε.

Äàëi |γ(k, x, y)| 6 c
(
|x|3 + |y|3

)
íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi â R2. Òîìó

γε =
i

2k ε2

∫
R

∫
R
γ(k, εt, ετ)Gε(τ)Fε(t) dτ dt = O(ε) ïðè ε→ 0.

Ïðÿìóâàííÿ γε äî íóëÿ ¹ ðiâíîìiðíèì íà (t, τ) ∈ [−r, r]× [−r, r], áî ïðîôiëi Fε i
Gε ðiâíîìiðíî îáìåæåíi â L∞(−r, r).

Ïåðåéäåìî äî áåçïîñåðåäíüîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4. Ðåçîëüâåíòà çáóðåíîãî

îïåðàòîðà Aε
α ìà¹ çîáðàæåííÿ

(Aε
α − λ)−1φ = (A− λ)−1φ− α 〈φ, (A− λ)−1fε〉

1 + α 〈(A− λ)−1gε, fε〉
(A− λ)−1gε (3.82)

äëÿ âñiõ φ ∈ L2(R) òà λ ∈ C \ R [66, ôîðìóëà (3.10)]. Ïðè α = 0 òâåðäæåííÿ

òåîðåìè î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñòàëà α âiäìiííà âiä íóëÿ.

Ñïåðøó íåõàé I(fε, gε)→∞ ïðè ε→ 0. Ç îãëÿäó íà ëåìó 3.7 ìà¹ìî∣∣1 + α 〈(A− λ)−1gε, fε〉
∣∣ > |α| |I(fε, gε)|

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε. Òîäi

∥∥(Aε
α − λ)−1φ− (A− λ)−1φ

∥∥ 6
6
|α| |〈φ, (A− λ)−1fε〉| · ‖(A− λ)−1gε‖

|1 + α 〈(A− λ)−1gε, fε〉|
6

c1

|I(fε, gε)|
‖φ‖
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äëÿ âñiõ φ ∈ L2(R) òà λ ∈ C \ R, áî çãiäíî ç ëåìîþ 3.6 íîðìè ‖(A − λ)−1fε‖ òà
‖(A−λ)−1gε‖ ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè â ñòîñóíêó äî ε. Îòæå, ìè äîâåëè (3.75).

Íåõàé I(fε, gε)→ ν ïðè ε→ 0. Ñêîðèñòàâøèñü ëåìàìè 3.6 òà 3.7, îòðèìà¹ìî

(Aε
α − k2)−1φ = (A− k2)−1φ− α 〈φ, (A− k̄2)−1fε〉

1 + α 〈(A− k2)−1gε, fε〉
(A− k2)−1gε →

→ (A− k2)−1φ− α

1 + αν + iαk/2
〈φ, u(k̄, · )〉u(k, · ), ε→ 0, (3.83)

äëÿ âñiõ φ ∈ L2(R). Ôóíêöiÿ u(k, · ) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.78). Ç iíøîãî áîêó,

ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Tβ ìà¹ çîáðàæåííÿ [12,77]

(Tβ − k2)−1φ = (A− k2)−1φ+
β

1− iβk/2
〈φ, u(k̄, · )〉u(k, · ). (3.84)

Ïîðiâíþþ÷è ãðàíè÷íèé îïåðàòîð â (3.83) ç öi¹þ ðåçîëüâåíòîì, áà÷èìî, ùî ãðà-

íè÷íèé îïåðàòîð çáiãà¹òüñÿ ç Tβ, êîëè

β = − α

αν + 1
. (3.85)

Çàïèøåìî ðiçíèöþ ðåçîëüâåíò äëÿ öüîãî çíà÷åííÿ β ó âèãëÿäi

(Aε
α − k2)−1φ− (Tβ − k2)−1φ = (bε − b0)〈φ, (A− k̄2)−1fε〉 (A− k2)−1gε+

+b0 〈φ, (A−k̄2)−1fε〉
(
(A− k2)−1gε − u(k, · )

)
+b0 〈φ, (A−k̄2)−1fε−u(k̄, · ))〉u(k, · ),

äå b0 = − α

1 + αν + iαk/2
, bε = − α

1 + α 〈R(k,A)gε, fε〉
. Ùå ðàç âèêîðèñòàâøè

ëåìè 3.6 òà 3.7, ñïåðøó äiñòàíåìî |bε − b0| 6 c2|I(fε, gε)− ν|, à ïîòiì òàêîæ∥∥(Aε
α − k2)−1φ− (Tβ − k2)−1φ

∥∥ 6 c3

(
|I(fε, gε)− ν|+

√
ε
)
‖φ‖,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.

Ïîðiâíÿ¹ìî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ç ðåçóëüòàòàìè ðîáiò [16, 66, 77]. Ï. Øåáà

áóâ ïåðøèì, õòî áóäóâàâ ðåãóëÿðèçàöi¨ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíà (3.67). Â [16] âií äî-

ñëiäæóâàâ ïîâåäiíêó ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Hε = − d2

dx2
+ λε uε 〈 · , uε〉,

äå uε(x) = u(ε−1x), u � ôóíêöiÿ êëàñó C∞0 (R) ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, à ñòàëà

âçà¹ìîäi¨ λε ìàëà âèãëÿä λε = ε−3(I(u, u) + ε)−1. Äîâåäåíî, ùî îïåðàòîðè Hε
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çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà Tβ, äå

β = B2 òà B =
∫
R xu(x) dx. Â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ fε = gε = ε−2B−1u(ε−1 · )

îïåðàòîðè Hε íàáóâàþòü âèãëÿäó

Hε = − d2

dx2
+ αεfε(x)

∫
R
fε(t) · dt, αε =

εB2

I(u, u) + ε
.

Òóò ñòàëà âçà¹ìîäi¨ αε ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0. Òàê àâòîð êîìïåíñó¹ ñèëüíó

âçà¹ìîäiþ δ′-ïîäiáíî¨ ïîñëiäîâíîñòi fε ç ñîáîþ, áî I(fε, fε) = O(ε−1) ïðè ε→ 0.

Â ïðàöi [77] Ñ. Àëüáåâåðiî òà Ë. Íèæíèê äîâåëè òàêó òåîðåìó. Íåõàé V
(1)
ε ,

V
(2)
ε � äâi ïîñëiäîâíîñòi ðåãóëÿðíèõ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi ïðÿìóþòü äî δ′(x) ïðè

ε→ 0 â ïðîñòîði W−2
2 (R), ïðè÷îìó suppV

(1)
ε ëåæèòü ëiâiøå âiä suppV

(2)
ε . Òîäi

ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà Lε = − d2

dx2 +αV
(1)
ε (x) 〈V (2)

ε , · 〉 çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíié
ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãiþ äî îïåðàòîðà T−α. Öåé ðåçóëüòàò âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨,

êîëè ïîòåíöiàëè íå âçà¹ìîäiþòü, òîáòî I(V
(1)
ε , V

(2)
ε ) = 0. Òîäi ïðè ν = 0 ç ôîðìóëè

(3.85) äiñòà¹ìî β = −α.
Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H.

Îïåðàòîð ïîðîäæó¹ øêàëó ïðîñòîðiâ . . . ⊂ H2 ⊂ H1 ⊂ H ⊂ H−1 ⊂ H−2 ⊂ . . .,

äå Hs âèçíà÷àþòü íîðìîþ ‖u‖2
s = 〈u, (|A|+ 1)su〉. Çáóðåííÿ îïåðàòîðà A ðàíãó

îäèí ôîðìàëüíî çàäà¹òüñÿ âèðàçîì Aα = A + α〈ϕ, ·〉ϕ ç äiéñíîþ ñòàëîþ âçà¹-

ìîäi¨ α òà âåêòîðîì ϕ ç ïðîñòîðiâ Hs. Íåñàìîñïðÿæåíèé âàðiàíò çáóðåííÿ ìà¹

âèãëÿä Aα = A+α〈ψ, ·〉ϕ. Ñèòóàöi¨ ç ïñåâäîãàìiëüòîíiàíîì (3.67) âiäïîâiäà¹ çáó-

ðåííÿ åëåìåíòàìè ç êëàñó H−2. Òåîðiÿ òàêèõ çáóðåíü ïîáóäîâàíà Ñ. Àëüáåâåðiî,

Â. Êîøìàíåíêîì, Ï. Êóðàñîâèì òà Ë. Íèæíèêîì â [66].

Îäèí ç ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ïðàöi ¹ òàêèì. Íåõàé � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, à

ϕ � ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó H−2 òàêèé, ùî ‖(A− i)−1ϕ‖ = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî

ϕn òà ψn � äâi äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H, ÿêi çáiãàþ-
òüñÿ äî ϕ â H−2 i, êðiì òîãî, limn→∞〈ψn, A(A2 +1)−1ϕn〉 = c. Òîäi ñiì'ÿ íåñàìî-

ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Bn
α = A+ α〈ψn, ·〉ϕn çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà Aα â ñåíñi

ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi. ßêùî æ limn→∞〈ψn, A(A2+1)−1ϕn〉 =∞,

òî îïåðàòîðè Bn
α çáiãàþòüñÿ äî íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 3.4 ¹ êîíêðåòèçàöi¹þ öüîãî ðåçóëüòàòó äëÿ âiëüíîãî îïåðàòîðà Øðå-

äèí åðà íà ïðÿìié çi çáóðåííÿì ç ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà W−2
2 (R).
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Ðîçäië 4

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ Ç ËÎÊÀËÜÍÈÌÈ

ÇÁÓÐÅÍÍßÌÈ ÌÀÃÍIÒÍÈÕ ÏÎÒÅÍÖIÀËIÂ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷èìî ïîâåäiíêó ñiìåé îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç îäíî÷àñ-

íèì ëîêàëüíèì çáóðåííÿì ÿê åëåêòðè÷íîãî, òàê i ìàãíiòíîãî ïîòåíöiàëiâ, i îïè-

øåìî âïëèâ ìàãíiòíèõ ïîëiâ íà òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨, ùî âèíèêàþòü â òî÷íèõ ìîäå-

ëÿõ. Öåé âïëèâ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âïëèâó íåïåðåðâíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ,

ÿêi ìîæíà âèêëþ÷èòè ç îïåðàòîðà Øðåäèí åðà êàëiáðóâàëüíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè. Ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäêè, êîëè ìàãíiòíi ïîëÿ âçà¹ìîäiþòü iç ñèíãóëÿðíè-

ìè åëåêòðè÷íèìè ïîëÿìè ó ôîðìi ëîêàëüíèõ ïîòåíöiàëüíèõ çáóðåíü òà çáóðåíü

ðàíãó äâà. Óçàãàëüíèìî òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü ñiìåé îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

çi çáóðåííÿìè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ÿêi äîâåäåíi ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Ëîêàëi-

çîâàíå ìàãíiòíå ïîëå ñòà¹ ïåðåøêîäîþ äëÿ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi

îïåðàòîðiâ, òîìó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ç ìàãíiòíèì ïîëåì ìè îòðèìà¹ìî â ñèëü-

íié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Ìè âèâ÷àòèìåìî ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, ÿêi â

÷àñòêîâîìó âèïàäêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðåãóëÿðèçàöi¨ ïñåâäîãàìiëüòîíiàíiâ(
i
d

dx
+ b1δ

′(x) + b2δ(x)

)2

+ b3δ
′(x) + b4δ(x),(

i
d

dx
+ b1δ(x)

)2

+ b2

(
〈δ′(x), · 〉 δ(x) + 〈δ(x), · 〉 δ′(x)

)
+ b3δ(x).

(4.1)

Öi ðåçóëüòàòè äåùî çìiíþþòü çàãàëüíîïðèéíÿòèé ïîãëÿä íà ðîëü ìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ â îäíîâèìiðíèõ òî÷íèõ ìîäåëÿõ íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Ðå-

çóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â [82].

Â îñòàííi ðîêè îäíîâèìiðíi îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ìàãíiòíèìè ïîëÿìè ñòà-

ëè àêòèâíî çàñòîñîâóâàòè â òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðàôiâ. Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ ïðîáëåì
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öi¹¨ òåîði¨ ¹ íàáëèæåíèé îïèñ äèíàìiêè êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè, ùî ïåðåáóâà¹ ó ðå-

àëüíîìó ìåçîñêîïi÷íîìó õâèëåâîäi äóæå ìàëîãî ðàäióñó, ¨¨ äèíàìiêîþ íà êâàí-

òîâîìó ãðàôi. Â [83] àâòîðè ïðîäåìîíñòðóâàëè ÿê ñàìîñïðÿæåíó âçà¹ìîäiþ íà

êâàíòîâîìó ãðàôi ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ñiì'¹þ ìàãíiòíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí-

 åðà íà òðóá÷àñòi ìåðåæi, ïîáóäîâàíié íàâêîëî ãðàôà. Ó äâîâèìiðíîìó âèïàä-

êó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε =
(
i∇+ ε−1A(x/ε)

)2
+ ε−2V (x/ε) iç ñèíãóëÿðíèìè

ìàãíiòíèì i åëåêòðè÷íèì ïîòåíöiàëàìè ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè òà âiäïîâiäíó

çàäà÷ó ðîçñiþâàííÿ âèâ÷àâ Òàìóðà [84�86]. Ìàòåìàòè÷íi îñíîâè ìàãíiòíèõ îïå-

ðàòîðiâ Øðåäèí åðà çàêëàäåíi â ïðàöÿõ Àâðîíà, Õåðáñòà i Ñàéìîíà [87�90].

4.1 Êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ

Îäíîâèìiðíèé îïåðàòîð Øðåäèí åðà ç íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì ìàãíiòíèì

ïîòåíöiàëîì

M(b) =

(
i
d

dx
+ b(x)

)2

+ V (x)

íå ââàæàþòü öiêàâèì îá'¹êòîì ó ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, áî íåïåðåðâíå ìà-

ãíiòíå ïîëå b ¹ åêâiâàëåíòíèì íóëüîâîìó ïîëþ ïðè âiäïîâiäíîìó êàëiáðóâàííi.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÷àñòî ìiñòÿòü ïàðàìåòðè, ÿêi íå âèçíà÷àþòüñÿ ôiçè÷íîþ

ìîäåëëþ i ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ íà äåÿêèõ ìíîæèíàõ, íå çìiíþþ÷è âîäíî÷àñ ôi-

çèêè ïðîöåñó. Íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè ¹ ïîòåíöiàëè âåêòîðíèõ ïîëiâ òà åíåð-

ãåòè÷íi ïîòåíöiàëè, ÿêi çàçâè÷àé âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî äîäàíêà, àáî

æ õâèëüîâà ôóíêöiÿ â êâàíòîâié ìåõàíiöi, ÿêà âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî óíiìî-

äóëÿðíîãî ìíîæíèêà eiα. Ïðîòå â ìîäåëÿõ ÷àñòî ïðèñóòíi íå ëèøå ÷èñëîâi, à

é ôóíêöiéíi ïàðàìåòðè. Êàëiáðóâàëüíà iíâàðiàíòiñòü � öå âèìîãà íåçàëåæíîñòi

ôiçè÷íèõ òåîðié âiä ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi âiäîáðàæàþòü ïðèõîâàíó ñèìåòðiþ

ôiçè÷íèõ ïîëiâ. Ïåðåòâîðåííÿ, ùîäî ÿêèõ âèìàãà¹òüñÿ iíâàðiàíòiñòü ôiçè÷íèõ

òåîðié, íàçèâàþòü êàëiáðóâàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Íåõàé B(x) =
∫ x

0 b(t) dt. ßêùî ïîòåíöiàë ìàãíiòíîãî ïîëÿ b ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèé, àáî õî÷à á àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, òî ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

e−iB(x)
(
i
d

dx
+ b(x)

)2 (
eiB(x)ψ(x)

)
= −d

2ψ

dx2
(x) (4.2)
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äëÿ óñiõ ôóíêöié ψ ∈ W 2
2,loc(R). Çàóâàæèìî, ùî ëiâà ÷àñòèíà ôîðìóëè â ðîçãîð-

íóòîìó âèãëÿäi ìiñòèòü äîäàíîê ib′(x)ψ(x), òîìó äîäàòêîâi óìîâè ãëàäêîñòi äëÿ b

¹ íåîáõiäíèìè. Ââiâøè íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà M(b) óíiòàðíå ïåðåòâî-

ðåííÿ Gψ = e−iBψ, äiñòàíåìî GM(b)G−1 = M(0). Öÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî îïåðà-

òîðM(b) ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðîâi Øðåäèí åðàM(0) = − d2

dx2 +V (x)

áåç ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Óíiòàðíèé îïåðàòîð G ¹ êàëiáðóâàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì â

òåîði¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ìàãíiòíèìè ïîëÿìè. Îòæå, ç ïîãëÿäó ðiçíîìà-

íiòíèõ äîñëiäæåíü äîñòàòíüî âèâ÷àòè ëèøå âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà M(0). Ïðîòå

äëÿ ñiìåé îïåðàòîðiâ M(bε) ç ïîñëiäîâíiñòþ ïîëiâ bε, ÿêi çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîðàõ

Ñîáîë¹âà W p
2 ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì p, ðiâíiñòü (4.2) íå âèòðèìó¹ ãðàíè÷íîãî

ïåðåõîäó. Iíøèìè ñëîâàìè, ãðàíè÷íèé îïåðàòîð äëÿ ñiì'¨ GεM(bε)G−1
ε ÷àñòî íå

çáiãà¹òüñÿ ç M(0). Òîìó ïèòàííÿ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ M(bε) ¹ öiêàâèì i âèìàãà¹

äîäàòêîâèõ äîñëiäæåíü.

Óñòàëåíîþ ¹ äóìêà [35], ùî òàê çâàíèé ôàçîâèé ìíîæíèê eiϕ ó çâ'ÿçàíèõ

òî÷êîâèõ âçà¹ìîäiÿõ, äëÿ ïðèêëàäó â ïî÷àòêó êîîðäèíàò(
ψ(+0)

ψ′(+0)

)
= eiϕ

(
c11 c12

c21 c22

)(
ψ(−0)

ψ′(−0)

)
, (4.3)

ìîæå âèíèêàòè â òî÷íèõ ìîäåëÿõ ëèøå ïðè íàÿâíîñòi ëîêàëüíîãî ìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ, ïðè÷îìó öå ïîëå ìà¹ âïëèâ ëèøå íà ïàðàìåòð ϕ, àëå íå íà åëåìåíòè ìàòðèöi

ckl. Â ïðàöi [91] Êîóíòiíî, Íîãàìi òà Òîìiî íàâiòü ïðèïóñòèëè, ùî öåé ôàçî-

âèé ìíîæíèê ¹ çàéâèì ïðè îïèñi òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié i âií íå ïðîäóêó¹ öiêàâèõ

åôåêòiâ. Âîíè ñòâåðäæóâàëè, ùî êîëè â ñèñòåìi ïåðåäáà÷àþòü ÷àñîâó iíâåðñiþ,

òî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî îïèñóþòü âçà¹ìîäi¨ (4.3), ìîæíà çâåñòè

äî òðüîõ. Íàãàäà¹ìî, ùî â (4.3) ï'ÿòü äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ ϕ, c11, c12, c21 òà c22

ïîâ'ÿçàíi îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì c11c22 − c12c21 = 1, òîáòî ôîðìóëà (4.3) çàäà¹

÷îòèðüîõïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ çâ'ÿçàíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié. Ïðîòå Àëüáåâåðiî,

Ôå¨ òà Êóðàñîâ [92] çàïåðå÷èëè òåçó, ùî ôàçîâèì ïàðàìåòðîì ìîæíà iãíîðóâàòè,

çîêðåìà êîëè ìîâà éäå ïðî íåñòàöiîíàðíi çàäà÷i. Â òåîðåìi 3.1 ìè òàêîæ ïîêàçà-

ëè, ùî ôàçîâèé ìíîæíèê eiϕ ìîæå âèíèêàòè â òî÷íèõ ìîäåëÿõ i äëÿ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà áåç ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîáóäó¹ìî òî÷íi ìîäåëi,

â ÿêèõ ìàãíiòíå ïîëå ìàòèìå âïëèâ íà óñþ ÷åòâiðêó ïàðàìåòðiâ â (4.3), à íå ëèøå

íà ïàðàìåòð ϕ.
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Äîâåäåìî äåÿêi òâåðäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç êàëiáðóâàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Ëåìà 4.1. Â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ñàìîñïðÿæåíèõ îïå-

ðàòîðiâ Sε òà ñiì'þ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ Gε. Íåõàé

◦ Sε → S ïðè ε→ 0 â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi;

◦ Gε → G â ñèëüíié îïåðàòîðíié òîïîëîãi¨ ïðè ε→ 0;

◦ G ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì â L.

Òîäi îïåðàòîðè GεSεG
−1
ε çáiãàþòüñÿ â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî îïå-

ðàòîðà GSG−1 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ {φ ∈ L : G−1φ ∈ domS}.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Qε = GεSεG
−1
ε òà Q = GSG−1. Çàóâàæèìî, ùî

(Qε − z)−1 − (Q− z)−1 = Gε

(
(Sε − z)−1 − (S − z)−1

)
G−1
ε +

+Gε(S − z)−1(G−1
ε −G−1) + (Gε −G)(S − z)−1G−1

äëÿ óñiõ z ∈ C \ R. Îïåðàòîð S ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ÿê ãðàíèöÿ ñàìîñïðÿæåíèõ

îïåðàòîðiâ Sε ó ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Òîìó

‖(Qε − z)−1f − (Q− z)−1f‖ 6 ‖(Sε − z)−1 − (S − z)−1‖ ‖f‖+

+ | Im z|−1‖(G−1
ε −G−1)f‖+ ‖(Gε −G)(S − z)−1G−1f‖ (4.4)

äëÿ âñiõ f ∈ L. Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0,

áî ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðiâ Sε çáiãàþòüñÿ äî ðåçîëüâåíòè S â ðiâíîìiðíié íîðìi.

Îñòàííi äâà äîäàíêè ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè ïðè ε → 0, çàâäÿêè òîìó, ùî Gε

çáiãàþòüñÿ â ñèëüíié òîïîëîãi¨.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó

bε(x) = ε−2b1(ε
−1x) + ε−1b0(ε

−1x), (4.5)

äå b0 òà b1 � àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà ïðÿìié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Íåõàé

íîñi¨ b0 i b1 ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó I = [−1, 1], à

Bε(x) =

∫ x

−∞
bε(t) dt = ε−1

∫ x/ε

−∞
b1(τ) dτ +

∫ x/ε

−∞
b0(τ) dτ
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� ïåðâiñíà ôóíêöi¨ bε. Î÷åâèäíî, ùî Bε(x) = 0 äëÿ x 6 −ε, à òàêîæ

Bε(x) = ε−1

∫
R
b1(τ) dτ +

∫
R
b0(τ) dτ ïðè x > ε. (4.6)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

µ =

∫
R
b0(τ) dτ

i ðîçãëÿíåìî äâà óíiòàðíi îïåðàòîðè

(Gεφ)(x) = eiB
ε(x)φ(x), (Gφ)(x) = eiµH(x)φ(x) (4.7)

â ïðîñòîði L2(R), äå H � ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà, à ñàìå,

H(x) =

0, êîëè x < 0,

1, êîëè x > 0.

Ëåìà 4.2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü bε çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíê-

öié D′(R), òî îïåðàòîðè Gε çáiãàþòüñÿ äî îïåðàòîðà G ïðè ε → 0 â ñèëüíié

îïåðàòîðíié òîïîëîãi¨.

Äîâåäåííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü bε çáiãà¹òüñÿ â D′(R) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ b1

ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹, òîáòî ∫
R
b1(τ) dτ = 0. (4.8)

Òîäi bε → µ1δ
′(x) + µδ(x), äå µ1 = −

∫
R τb1(τ) dτ . Äî òîãî æ ç (4.6), (4.8) âiäðàçó

äiñòà¹ìî, ùî Bε(x) = µ ïðè x > ε. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ L2(R) ìà¹ìî

‖Gεφ−Gφ‖2 6
∫
R

∣∣∣eiBε(x) − eiµH(x)
∣∣∣2 |φ(x)|2 dx

=

∫ ε

−ε

∣∣∣eiBε(x) − eiµH(x)
∣∣∣2 |φ(x)|2 dx 6 4

∫ ε

−ε
|φ(x)|2 dx, (4.9)

îñêiëüêè Bε(x) = µH(x), êîëè |x| > ε. Ïðàâà ÷àñòèíà â (4.9) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè

ε→ 0 ç îãëÿäó íà àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè δ-ïîäiáíèé ïîòåíöiàë b0 òåæ ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹, òîáòî

µ = 0, òî Gε çáiãàþòüñÿ äî îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà. Â öüîìó âèïàäêó ìàãíiòíå

ïîëå çíèêà¹ â ãðàíèöi.
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4.2 Âçà¹ìîäiÿ ìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ ç (αδ′+βδ)-ïîäiáíèìè

çáóðåííÿìè åëåêòðè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Mε,ν =
(
i
d

dx
+ bε(x)

)2

+ V0(x) + αε−2V (ε−1x) + βν−1U(ν−1x), (4.10)

äå ìàãíiòíèé ïîòåíöiàë bε çàäàíî ðiâíiñòþ (4.5). Ðåøòà ïîòåíöiàëiâ òàêi, ÿê â

îïåðàòîðàõ Hε,ν = − d2

dx2 + V0(x) + αε−2V (ε−1x) + βν−1U(ν−1x), ÿêi ìè âèâ÷àëè â

ðîçäiëi 2. Êðiì òîãî, domMε,ν = domHε,ν. Íàãàäà¹ìî, ùî îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó V0

íàâåäåíå íà ñòîð. 39.

Òåîðåìà 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ

bε = ε−2b1(ε
−1 · ) + ε−1b0(ε

−1 · )

¹ çáiæíîþ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′(R), à ÷èñëîâà äîäàòíà ïîñëiäîâ-

íiñòü {νε}ε>0 ¹ òàêîþ, ùî νε → 0 i âiäíîøåííÿ ε−1νε ìà¹ ñêií÷åííó ÷è íåñêií-

÷åííó ãðàíèöþ ïðè ε→ 0.

ßêùî ñòàëà âçà¹ìîäi¨ α íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè R(V ) ïîòåí-

öiàëó V , òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Mενε çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïî-

ëîãi¨ ïðè ε → 0. Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð M äi¹ çà ïðàâèëîì Mφ = −φ′′ + V0φ íà

ôóíêöiÿõ φ ç êëàñó V0, ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì ñïðÿæåííÿ(
φ(+0)

φ′(+0)

)
= eiµ

(
θα 0

βζα θ−1
α

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)
. (4.11)

Òóò µ =
∫
R b0(x) dx, äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi θα âèçíà÷åíèé â (2.3), à

âåëè÷èíà ζα çàäàíà ôîðìóëàìè (2.4)�(2.6) çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ãðàíèöi âiäíî-

øåííÿ ε−1νε.

ßêùî æ α 6∈ R(V ), òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Mενε çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíié ðå-

çîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ ïðè ε → 0 äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕ D+ äâîõ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà íà ïiâîñÿõ ç óìîâàìè Äiðiõëå, ÿêi âèçíà÷åíi â (1.12).

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîðè Mε,ν ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðàì Hε,ν, áî äëÿ

êîæíîãî äîäàòíîãî ε ìà¹ìî ðiâíiñòü Mε,ν = GεHε,νG
−1
ε ç óíiòàðíèìè ïåðåòâî-

ðåííÿì Gε, âèçíà÷åíèì â (4.7). Óìîâè, ïðè ÿêèõ îïåðàòîðè Hε,ν çáiãàþòüñÿ â
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ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ ïðè îäíî÷àñíîìó ïðÿìóâàííi äî íóëÿ ïàðà-

ìåòðiâ ε òà ν, îïèñàíi íà ñòîð. 82 (äèâ. òàêîæ òåîðåìè 2.1� 2.3). ßêùî bε çáiãàþ-

òüñÿ â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òî çãiäíî ç ëåìîþ 4.2 ìà¹ìî òàêîæ çáiæíiñòü

Gε → G â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, ïðè÷îìó ãðàíèöÿ Gφ = eiµHφ ¹ óíi-

òàðíèì îïåðàòîðîì. Íåõàé H � ãðàíè÷íèé îïåðàòîð äëÿ ñiì'¨ Hενε â îäíîìó

ç òðüîõ ðåçîíàíñíèõ âèïàäêiâ, òîáòî Hψ = −ψ′′ + V0ψ i domH ñêëàäà¹òüñÿ ç

ôóíêöié ψ ∈ V0 òàêèõ, ùî(
ψ(+0)

ψ′(+0)

)
=

(
θα 0

βζα θ−1
α

)(
ψ(−0)

ψ′(−0)

)
. (4.12)

Òîäi âiäîáðàæåííÿ G−1 : domM → domH ¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì. Ñïðàâäi,

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ φ ìà¹ìî

ψ(x) = G−1φ(x) = e−iµH(x)φ(x) =

φ(x), êîëè x < 0,

e−iµφ(x), êîëè x > 0.

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ ψ ∈ V0 çàäîâîëüíÿòèìå óìîâè (4.12) òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè ôóíêöiÿ φ ∈ V0 çàäîâîëüíÿòèìå óìîâè (4.11). Òîìó ãðàíè÷íèé îïåðàòîðM
â òåîðåìi ìîæíà çàïèñàòè òàê M = GHG−1. Òàêi æ ìiðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâi i

â ðàçi âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó, êîëè domM = domD− ⊕ D+. Òåïåð òåçà òåîðåìè

âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.1.

Çàïèøåìî ìàòðèöþ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié (4.12)

eiµ(b0)

(
θα(V ) 0

βζα(V, U) θ−1
α (V )

)
,

àêöåíòóþ÷è íà çàëåæíîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ âiä ïîòåíöiàëiâ îïåðàòîðàMε,ν. Áà÷èìî,

ùî ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi âiä ìàãíiòíîãî ïîòåíöiàëó çàëåæèòü ëèøå ôàçîâèé

ìíîæíèê eiµ. Öå òèïîâà ñèòóàöiÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëüíèìè

çáóðåííÿìè. Ïðîòå ñèòóàöiÿ êàðäèíàëüíî çìiíþ¹òüñÿ äëÿ îïåðàòîðiâ çi çáóðåí-

íÿìè ñêií÷åííîãî ðàíãó.
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4.3 Âçà¹ìîäiÿ ìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ ç ëîêàëüíèìè çáóðå-

ííÿìè ðàíãó äâà åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöiàëó

Çâåðíåìîñÿ äî iíøî¨ ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Tε =
(
i
d

dx
+ ε−1b(ε−1x)

)2

+ V0(x) + ε−3Kα,ε + βε−1q(ε−1x), (4.13)

äå b � àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à

(Kα,εφ)(x) = ᾱ〈g(ε−1 ·), φ〉 f(ε−1x) + α〈f(ε−1 ·), φ〉 g(ε−1x) =

=

∫
R

(
ᾱḡ(ε−1t)f(ε−1x) + αf̄(ε−1t)g(ε−1x)

)
φ(t) dt

� îïåðàòîð ðàíãó äâà â ïðîñòîði L2(R), β � äiéñíà ñòàëà âçà¹ìîäi¨. Ôóíêöi¨ f , g

òà q ìàþòü òàêi æ âëàñòèâîñòi, ÿê â ïiäðîçäiëi 3.1. Îïåðàòîð Kα,ε, íà âiäìiíó âiä

îïåðàòîðà Kε â (3.5), ìiñòèòü êîìïëåêñíó ñòàëó âçà¹ìîäi¨ α. Íàñïðàâäi, Kα,ε �

öå îïåðàòîð Kε, ÿêèé ïîáóäîâàíèé çà ïàðîþ ôóíêöié f òà αg. Ââîäèòè äâi ñòàëi

âçà¹ìîäi¨ íåìà¹ ñåíñó, áî òîäi ôàêòè÷íîþ ñòàëîþ âçà¹ìîäi¨ áóäå ¨õ äîáóòîê.

Çðîçóìiëî, ùî ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà îïåðàòîðiâ Tε, ÿê i îïåðàòîðiâ Hε â (3.6),

ñóòò¹âî çàëåæàòèìå âiä òîãî, ÷è ìà¹ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

Kα = − d2

dx2
+ α〈g, · 〉 f(x) + α〈f, · 〉 g(x)

ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à òàêîæ ÿêà âèìiðíiñòü òà ñòðóêòóðà ëiíiéíîãî ïðî-

ñòîðó íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà îòðèìàòè ðåçîíàíñè íó-

ëüîâî¨ åíåðãi¨ öüîãî îïåðàòîðà äëÿ çàäàíî¨ ïàðè ôóíêöié f òà g, çìiíþþ÷è ëèøå

ñòàëó α. Â ëåìi 1.4 ìè äîâåëè, ùî ó âèïàäêó ïîòåíöiàëüíîãî çáóðåííÿ âiëüíîãî

îïåðàòîð Øðåäèí åðà − d2

dx2 + αV äëÿ êîæíîãî ïîòåíöiàë V iñíó¹ çëi÷åííà ìíî-

æèíà ðåçîíàíñíèõ ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨ α. Äëÿ Kα ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òåæ íå

¹ ÷èìîñü ðiäêiñíèì, i âèáðàíà ïàðà f òà αg, âçàãàëi êàæó÷è, ìà¹ äîâîëi áàãàòó

ìíîæèíó ðåçîíàíñíèõ α. ×åðåçR(f, g) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë α, äëÿ ÿêèõ Kα âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Ç îãëÿäó íà ëåìó 3.1 öÿ

ìíîæèíà ìîæå ìiñòèòè òðè ïiäìíîæèíè. Íåõàé Rc(f, g) � ìíîæèíà óñiõ ñòàëèõ

âçà¹ìîäi¨, ïðè ÿêèõ îïåðàòîð Kα ìà¹ ïðîñòèé ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ çi ñòà-

ëèìè ôóíêöiÿìè, ÿê íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè; Rσ(f, g) � ìíîæèíà óñiõ çíà÷åíü
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α, ïðè ÿêèõ îïåðàòîð Kα ìà¹ ïðîñòèé ðåçîíàíñ ç íàïiâçâ'ÿçíèìè ñòàíàìè cσ;

Rω(f, g) � ìíîæèíà ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨, äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð âîëîäi¹ ïîäâiéíèì ðå-

çîíàíñîì. Äîâåäåìî äëÿ îïåðàòîðàKα òâåðäæåííÿ, ñõîæå äî ëåìè 1.4, i îïèøåìî,

ÿê âëàøòîâàíi òàêi ðåçîíàíñíi ìíîæèíà íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.

Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ nf = ‖f (−1)‖, ng = ‖g(−1)‖ i p = 〈f (−1), g(−1)〉.

Ëåìà 4.3. Íåõàé f òà g � ëiíiéíî íåçàëåæíi â L2(R) ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèìè

íîñiÿìè.

(i) ßêùî îáèäâà ÷èñëà f0 i g0 âiäìiííi âiä íóëÿ, òî

R(f, g) = Rσ(f, g) = {α ∈ C : |α− α0| = |α0|},

äå α0 = f0g0 ‖g0f
(−1)−f0g

(−1)‖−2, òîáòî ðåçîíàíñíîþ ìíîæèíîþ îïåðàòîð

Kα ¹ êîëîì íà ïëîùèíi C ç öåíòðîì â òî÷öi α0, ÿêå ïðîõîäèòü ÷åðåç

ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

(ii) Íåõàé ôóíêöi¨ f0 i g0 ìàþòü íóëüîâå ñåðåäí¹, òîáòî f0 = 0 i g0 = 0.

Òîäi ðåçîíàíñíà ìíîæèíà îïåðàòîð Kα çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ êîìïëåêñíîþ

ìíîæèíîþ. Äî òîãî æR(f, g) = Rc(f, g)∪Rω(f, g), à ìíîæèíà ïîäâiéíèõ

ðåçîíàíñiâ ¹ êîëîì Rω(f, g) = {α ∈ C : |α− α1| = ρ}, äå

α1 =
p̄

n2
fn

2
g − |p|2

, ρ =
nfng

n2
fn

2
g − |p|2

.

(iii) ßêùî ëèøå îäíà ç âåëè÷èí f0 ÷è g0 âiäìiííà âiä íóëÿ, òî ðåçîíàíñíà ìíî-

æèíà R(f, g) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè α = 0.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 îïåðàòîð Kα ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè

|α|2 ‖g0f
(−1) − f0g

(−1)‖2 = 2 Re(ᾱf0ḡ0). (4.14)

ßêùî, íàïðèêëàä, f0 = 0, àëå g0 âiäìiííå âiä íóëÿ, òî |α|‖f (−1)‖ = 0. Öÿ óìîâè

âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè α = 0, áî â iíøîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ f ìàëà á áóòè íóëüî-

âî¨, ùî ñóïåðå÷èòü ëiíiéíié íåçàëåæíîñòi ïàðè f i g. Çðîçóìiëî, ùî îïåðàòîð T0

¹ âiëüíèì îïåðàòîðîì Øðåäèí åðà i ìà¹ ðåçîíàíñ. Ìè äîâåëè ïóíêò (iii).
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Íåõàé f0g0 6= 0. Ïîçíà÷èìî a = ‖g0f
(−1) − f0g

(−1)‖2 òà m = f0ḡ0. Òîäi (4.14)

íàáóäå âèãëÿäó a|α|2 = 2 Re(ᾱm). Ïîêëàâøè α = x+ iy òà m = mR + imI , ëåãêî

îòðèìó¹ìî a(x2 + y2)− 2(mRx+mIy) = 0, ÿêå ìîæíà çàïèñàòè òàê(
x− mR

a

)2

+
(
y − mI

a

)2

=
m2
R +m2

I

a2
.

Çàóâàæèìî, ÷èñëî a íå äîðiâíþ¹ íóëþ, áî ïåðâiñíi f (−1) i g(−1) òåæ ëiíiéíî íå-

çàëåæíi. ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ α0 = m/a, òî ðiâíÿííÿ íàáóäå îñòàòî÷íîãî

âèãëÿäó |α− α0| = |α0|.
Íàðåøòi ïðèïóñòèìî, ùî f0 = 0 i g0 = 0. Òîäi ðiâíiñòü (4.14) âèêîíó¹òüñÿ

áåçóìîâíî, a îïåðàòîð Kα ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ïðè âñiõ α ∈ C. Äî òîãî
æ ìíîæèíà Rσ(f, g) ¹ ïîðîæíüîþ. À ç îãëÿäó íà ëåìó 3.1 (iii) ìíîæèíà Rω(f, g)

âèçíà÷åíà ðiâíÿííÿì πα = |α| ‖f (−1)‖·‖g(−1)‖−|α〈f (−1), g(−1)〉+1| = 0, ÿêå ìîæíà

êîðîòêî çàïèñàòè òàê nfng|α| = |pα + 1| àáî æ |α−1 + p| = nfng.

Íåõàé z0 ∈ C òà r ∈ R. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
z 7→ z−1 ïåðåâîäèòü êîëî {z ∈ C : |z − z0| = r} â iíøå êîëî{

z ∈ C :

∣∣∣∣z +
z̄0

r2 − |z0|2

∣∣∣∣ =
r

r2 − |z0|2

}
ïðè óìîâi, ùî êîëî-ïðîîáðàç íå ìiñòèòü òî÷êè z = 0, òîáòî r 6= |z0|. Îòæå, îáëàñòü
ðåçîíàíñiâ Rω(f, g) âèíèêà¹ ÿê îáðàç êîëà {z ∈ C : |z + p| = nfng} ïiä äi¹þ

ïåðåòâîðåííÿ z 7→ z−1. Òàêå êîëî íå ìiñèòü z = 0, áî |p| < nfng. Ñïðàâäi, îñòàííÿ

íåðiâíiñòü ¹ íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié

f (−1) òà g(−1). Îòðèìàíèé îáðàç ¹ êîëîì, îïèñàíèì â ïóíêòi (ii).

a0

R (f,g)c

a1

R (f,g)wR (f,g)s

f g ≠00 0 f =0,  g =00 0

Ðèñ. 4.1: Ðåçîíàíñíi ìíîæèíè îïåðàòîðà Kα
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Ìíîæèíîþ ïðîñòèõ ðåçîíàíñiâ Rσ(f, g) ìîæóòü áóòè äîâiëüíi êîëà, ÿêi ïðî-

õîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ïîâåäiíêà æ íà ïëîùèíi ìíîæèíè ïîäâiéíèõ

ðåçîíàíñiâRω(f, g) ¹ ñêëàäíiøîþ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ôóíêöi¨ f (−1) i g(−1) îðòîíîð-

ìîâàíi, òî Rω(f, g) � öå îäèíè÷íå êîëî ç öåíòðîì â íóëi, áî nf = ng = 1 i p = 0.

ßêùî æ f (−1) i g(−1) ïðîñòî îðòîãîíàëüíi, òî Rω(f, g) = {α ∈ C : |α| = n−1
f n−1

g }.
Êîëè g = f + εh i êóò ìiæ f i g ñòà¹ ìàëèì ïðè ε → 0, òî öåíòð α0 ïðÿìó¹ íà

íåñêií÷åííiñòü, à ðàäióñ ñòà¹ íåñêií÷åííî âåëèêèì, áî nfng − |p| ¹ ïîðÿäêó ε.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

B(x) =

∫ x

−∞
b(t) dt

i çàñòîñó¹ìî äî îïåðàòîðiâ Tε êàëiáðóâàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Gεφ = e−iB(xε )φ. Îïå-

ðàòîðHε = GεTεG−1
ε íå çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì Hε â (3.6), ÿê öå áóëî ó äîâåäåííi

òåîðåìè 4.1 äëÿ ïàðè îïåðàòîðiâMε,ν òà Hε,ν. Õî÷à Hε ìà¹ òàêó æ ñòðóêòóðó ÿê

Hε, ïðîòå éîãî çáóðåííÿ ðàíãó äâà ïîðîäæåíå iíøîþ ïàðîþ ôóíêöié. Íà âiäìiíó

âiä îïåðàòîðiâ ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ U , ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè ùîäî êàëiáðóâàííÿ

GεU(x)G−1
ε = U(x), îïåðàòîð Kα,ε òàêîþ iíâàðiàíòíiñòþ íå âîëîäi¹. Ñïðàâäi,

(GεKα,εG
−1
ε φ)(x) = ᾱ〈g(ε−1 ·), eiB(ε−1 ·)φ〉 e−iB(ε−1 x)f(ε−1x)+

+ α〈f(ε−1 ·), eiB(ε−1 ·)φ〉 e−iB(ε−1 x)g(ε−1x) =

=

∫
R

(
ᾱ e−iB( tε )g( tε) e

−iB(
x
ε )f(xε ) + α e−iB( tε )f( tε) e

−iB(
x
ε )g(xε )

)
φ(t) dt =

= ᾱ〈gb(ε−1 ·), φ〉 fb(ε−1x) + α〈fb(ε−1 ·), φ〉 gb(ε−1x),

äå íîâi ôóíêöi¨, íà ÿêi ïðîåêòó¹ îïåðàòîð ðàíãó äâà, ìàþòü âèãëÿä

fb(x) = e−iB(x)f(x) = e−i
∫ x
−∞ b(t) dtf(x), gb(x) = e−iB(x)g(x) = e−i

∫ x
−∞ b(t) dtg(x).

Îòæå, îïåðàòîð Tε ¹ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðó

Hε = − d2

dx2
+ V0(x) + ε−3

(
ᾱ〈gb(ε−1 ·), ·〉 fb(xε ) + α〈fb(ε−1 ·), ·〉 gb(xε )

)
+ βε−1q(xε ),

â ÿêîìó çáóðåííÿ ðàíãó äâà �ïàì'ÿòà¹� ïðî ìàãíiòíèé ïîòåíöiàë b. Çãîäîì ÷åðåç

ôóíêöi¨ fb i gb âïëèâ ìàãíiòíîãî ïîòåíöiàëó ïîøèðèòüñÿ íà óñi åëåìåíòè ìàòðèöi

òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié. Ó âèïàäêó α ∈ Rω(fb, gb), òîáòî êîëè îïåðàòîð

Tb = − d2

dx2
+ α〈gb, · 〉 fb(x) + α〈fb, · 〉 gb(x)
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âîëîäi¹ ïîäâiéíèì ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, éîãî ïðîñòið íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ

ïîðîäæóþòü ñòàëà ôóíêöiÿ òà ôóíêöiÿ âèãëÿäó

ωα,b = ei arg(α−1+〈f (−1)b , g
(−1)
b 〉)‖g(−1)

b ‖ f (−2)
b − ‖f (−1)

b ‖ g(−2)
b .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ, ñõîæi äî òèõ, ÿêi áóëè â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi:

κ = lim
x→+∞

ωα,b(x), µ =

∫
R
b(x)dx,

a0 =

∫
R
q(x)dx, a1 =

∫
R
q(x)ωα,b(x) dx, a2 =

∫
R
q(x)|ωα,b(x)|2 dx,

mb,f =

∫
R
e−iB(x)f(x) dx, mb,g =

∫
R
e−iB(x)g(x) dx.

(4.15)

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

◦ f i g � ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ â L2(R);

◦ âåëè÷èíè mb,f i mb,g äîðiâíþþòü íóëåâi;

◦ ñòàëà âçà¹ìîäi¨ α íàëåæèòü äî ìíîæèíè Rω(e−iBf, e−iBg) ïîäâiéíèõ ðå-

çîíàíñiâ îïåðàòîðà Tb;

◦ a2 6= κ̄a1 òà β 6= 0.

Òîäi ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Tε çáiãà¹òüñÿ ïðè ε → 0 â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïî-

ëîãi¨ äî îïåðàòîðà T , ùî äi¹ çà ïðàâèëîì T φ = −φ′′ + V0φ íà ôóíêöiÿõ φ ç V0,

ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì

(
φ(+0)

φ′(+0)

)
= eiϑ


a0|κ|2 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

β|a2 − κa1|
β(a0a2 − |a1|2)
|a2 − κa1|

a2

|a2 − κa1|


(
φ(−0)

φ′(−0)

)
, (4.16)

äå ϑ = µ+ arg(a2 − κā1), à ðåøòà âåëè÷èí âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.15).

Äîâåäåííÿ. Óìîâè òåîðåìè âèáðàíi òàêèìè, ùîá ãðàíè÷íó ïîâåäiíêó ïðè ε → 0

îïåðàòîðiâ Hε = GεTεG−1
ε îïèñóâàâ âèïàäîê A1 òåîðåìè 3.1. Â öié òåîðåìi ñòàëà

âçà¹ìîäi¨ β áóëà îäèíèöåþ, àëå ¨¨ ïîÿâà â îïåðàòîði Hε ìà¹ âïëèâ ëèøå íà ak �
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â óìîâàõ ñïðÿæåííÿ (3.11) òðåáà óñiõ ¨õ çìiíèòè íà βak. Òîäi ìàòèìåìî

ei arg β(a2−κā1)


β

|β|
· a0|κ|2 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
1

|β|
· |κ|2

|a2 − κa1|
β2

|β|
· a0a2 − |a1|2

|a2 − κa1|
β

|β|
· a2

|a2 − κa1|

 =

= ei arg β(a2−κā1) β

|β|


a0|κ|2 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

β|a2 − κa1|
β(a0a2 − |a1|2)
|a2 − κa1|

a2

|a2 − κa1|

 ,

Àëå ei arg β(a2−κā1) β
|β| = e2i arg βei arg(a2−κā1) = ei arg(a2−κā1), îñêiëüêè äëÿ äiéñíèõ β

ìà¹ìî e2i arg β = 1. Òîäi îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0 â ðiâíîìiðíié ðåçîëü-

âåíòíié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà Hψ = −ψ′′ + V0ψ, çàäàíîãî íà ôóíêöiÿõ ψ ∈ V0,

äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(
ψ(+0)

ψ′(+0)

)
= ei arg(a2−κā1)


a0|κ|2 − 2Re(κa1) + a2

|a2 − κa1|
|κ|2

β|a2 − κa1|
β(a0a2 − |a1|2)
|a2 − κa1|

a2

|a2 − κa1|


(
ψ(−0)

ψ′(−0)

)
.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 4.2 ïîñëiäîâíiñòü óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ Gε = eiB(xε ) çáiãà¹òüñÿ

â ñåíñi ñèëüíî¨ çáiæíîñòi ðåçîëüâåíò äî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà G = eiµH(x), äå H

� ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà. Äî òîãî æ G : dom T → domH � ëiíiéíèé içîìîðôiçì.

Çàñòîñîâóþ÷è çíîâó ëåìó 4.1 äëÿ ñiìåé îïåðàòîðiâ {Hε}ε>0 òà {Gε}ε>0, ðîáèìî

âèñíîâîê ïðî ñèëüíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü Tε = G−1
ε HεGε → G−1HG = T ïðè

ε→ 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íåiíâàðiàíòíiñòü çáóðåíü ñêií÷åííîãî ðàíãó âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíèõ ïåðå-

òâîðåíü ïðèâåëà äî òîãî, ùî ìàãíiòíèé ïîòåíöiàë b ïðîÿâèâñÿ â óñiõ êîåôiöi¹íòàõ

ìàòðèöi (4.16). ×åðåç ôóíêöiþ ωα,b çàëåæàòè âiä b ñòàëè òàêîæ âåëè÷èíè a1, a2

òà κ. Òîìó òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ (4.16) ñõåìàòè÷íî ìîæíà çàïèñàòè òàê(
φ(+0)

φ′(+0)

)
= eiµ(b)

(
c11(b) c12(b)

c21(b) c22(b)

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)
,

àêöåíòóþ÷è íà çàëåæíîñòi âiä ïîòåíöiàëà b íå ëèøå ôàçîâîãî ìíîæíèêà eiµ(b).

Ñôîðìóëþ¹ìî ðåçóëüòàòè äëÿ ìàãíiòíèõ îïåðàòîðiâØðåäèí åðà, ÿêi ïîâ'ÿçàíi

ç âèïàäêàìè A2 òà A3 òåîðåìè 3.1, êîëè ìàãíiòíå ïîëå âiäñóòí¹. Äîâåäåííÿ äâîõ
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íàñòóïíèõ òåîðåì àíàëîãi÷íi äîâåäåííþ òåîðåìè 4.2. ßêùî α íàëåæèòü äî ìíî-

æèíèRσ(fb, gb), òî çãiäíî ç ëåìîþ 3.1 (i) íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí îïåðàòîð Tβ â íàøèõ

ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ âèãëÿä

σb(x) = |mb,g|2
(
mb,ff

(−2)
b (x)− 〈fb, fb(−2)〉

)
− |mb,f |2

(
mb,gg

(−2)
b (x)− 〈gb, gb(−2)〉

)
ïðè α 6= 0 i σb(x) = 1 ïðè α = 0. Íåõàé òàêîæ, ùî σ−b = limx→−∞ σb(x), σ+ =

limx→+∞ σb(x) òà σ∗ =
∫
R q(x)|σb(x)|2 dx.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

◦ f i g � ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ â L2(R);

◦ îáèäâi âåëè÷èíè mb,f i mb,g ¹ âiäìiííèìè âiä íóëÿ;

◦ ñòàëà âçà¹ìîäi¨ α íàëåæèòü äî ðåçîíàíñíî¨ ìíîæèíè Rσ(e−iBf, e−iBg)

îïåðàòîðà Tb;

◦ ãðàíèöi σ− òà σ+ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó σb íà îáîõ íåñêií÷åííîñòÿõ ¹ âiä-

ìiííi âiä íóëÿ.

Òîäi ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Tε çáiãà¹òüñÿ ïðè ε → 0 â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïî-

ëîãi¨ äî îïåðàòîðà T , ùî äi¹ çà ïðàâèëîì T φ = −φ′′ + V0φ íà ôóíêöiÿõ φ ç V0,

ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì

(
φ(+0)

φ′(+0)

)
= eµ−i arg σ−


σ+

|σ−|
0

βσ∗
σ+|σ−|

|σ−|
σ+

(φ(−0)

φ′(−0)

)
.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé âåëè÷èíè κ, µ, ak, mb,f i mb,g âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (4.15).

Ïðèïóñòèìî, ùî f i g � ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ â L2(R), îáèäâà ÷èñëà mb,f

i mb,g äîðiâíþþòü íóëåâi òà âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç óìîâ

◦ ñòàëà âçà¹ìîäi¨ α íå íàëåæèòü äî ìíîæèíè Rω(e−iBf, e−iBg) ïîäâiéíèõ

ðåçîíàíñiâ îïåðàòîðà Tb;

◦ α íàëåæèòü äî ìíîæèíè Rω(e−iBf, e−iBg), àëå κ = 0, a1 = 0 i a2 = 0.

Òîäi ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Tε çáiãà¹òüñÿ ïðè ε → 0 â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïî-

ëîãi¨ äî îïåðàòîðà T , ùî äi¹ çà ïðàâèëîì T φ = −φ′′ + V0φ íà ôóíêöiÿõ φ ç V0,
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ÿêi ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì(
φ(+0)

φ′(+0)

)
= e

i
∫
R
b dt

 1 0

β
∫
R
q dt 1

(φ(−0)

φ′(−0)

)
.

Ñõîæi ðåçóëüòàòè ìîæíà á áóëî ñôîðìóëþâàòè i äëÿ âèïàäêiâ B1�B2 ç òåî-

ðåìè 3.2. Ïðîòå öÿ òåîðåìà îïèñó¹ ëèøå òî÷íi ìîäåëi ç íåçâ'ÿçàíèìè òî÷êîâèìè

âçà¹ìîäiÿìè, íà ÿêi ìàãíiòíå ïîëå íå ìà¹ æîäíîãî âïëèâó, i öå ïîëå çíèêà¹ â

ãðàíèöi.
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Ðîçäië 5

ÏÎÐÎÃÎÂÀ ÏÎÂÅÄIÍÊÀ ÂIÄ'�ÌÍÈÕ ÂËÀÑÍÈÕ

ÇÍÀ×ÅÍÜ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 2 ìîæíà åôåêòèâíî çàñòîñóâàòè ó ñïåêòðàëüíié òåîði¨ îïå-

ðàòîðiâ Øðåäèí åðà, à ñàìå, äîñëiäæåííi iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü,

ÿêi ïðè ìàëèõ ñòàëèõ âçà¹ìîäi¨ ïîãëèíà¹ íåïåðåðâíèé ñïåêòð. Äëÿ ñïåêòðàëüíî¨

òåîði¨ òàêi äîñëiäæåííÿ ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü i ðåçîíàíñiâ ¹ öiêà-

âèìè ñàìi ïî ñîái. Ïðîòå âèâ÷åííÿ òàêîãî ÿâèùà ìà¹ òàêîæ ñòîñóíîê äî ïèòàííÿ

ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå-Âðiçà [93], à òàêîæ iñíóâàííÿ �áðiçå-

ðiâ� (àíãë. breathers) � íåëiíiéíèõ ëîêàëiçîâàíèõ õâèëü ïóëüñóþ÷î¨ ïðèðîäè �

äëÿ äèñêðåòíèõ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà [94,95].

Â 70�80-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ àêòèâíî âèâ÷àëè ïîâåäiíêó ãàìiëüòîíià-

íiâ Hλ = −∆ + λU ïðè ìàëèõ åíåðãiÿõ, çîêðåìà àñèìïòîòèêè ïðè λ → 0 âëàñ-

íèõ çíà÷åíü òà ðåçîíàíñiâ íóëüîâî¨ åíåðãi¨, à òàêîæ ÿâèùå àáñîðáóâàííÿ âëàñíèõ

çíà÷åíü íåïåðåðâíèìè äiëÿíêàìè ñïåêòðiâ. Âiäîìî, ùî ó òðèâèìiðíîìó âèïàä-

êó îïåðàòîðè Hλ íå ìàþòü âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêùî ïîòåíöiàëüíà ÿìà λU ñòà¹

äîñèòü ïëèòêîþ. Ïðîòå ó âèìiðàõ 1 òà 2 iñíóþòü ïîòåíöiàëè, ÿêi ïîðîäæóþòü

îáìåæåíi ñòàíè ç âiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè åíåðãi¨ äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ λ. Òàê

Á. Ñàéìîí [96] äîâiâ äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà − d2

dx2 + λU , ùî óìîâè∫
R
U(x) dx 6 0,

∫
R
(1 + |x|2)|U(x)| dx <∞,

íàêëàäåíi íà ïîòåíöiàë U , ãàðàíòóþòü äëÿ âñiõ äîäàòíèõ λ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

âiä'¹ìíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ eλ, ÿêå ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè λ → 0. Ì. Êëàóñ [97]

ïîøèðèâ öåé ðåçóëüòàò íà êëàñ ïîòåíöiàëiâ Ôàää¹¹âà-Ìàð÷åíêà. Êðiì òîãî, êî-

ëè ïîòåíöiàëè øâèäêî ñïàäàþòü íà íåñêií÷åííîñòi, çîêðåìà ìàþòü êîìïàêòíèé
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íîñié, òî âëàñíå çíà÷åííÿ eλ ¹ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¹þ àðãóìåíòó λ â îêîëi λ = 0.

Ïèòàííÿ ïðî òå, êîëè i ÿê âiä'¹ìíi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hλ ïîãëèíàþòüñÿ ïðè λ → 0 íèæíüîþ ãðàíèöåþ ñóòò¹âîãî ñïåêòðó, âèâ÷àëè â

îñòàííi òðèäöÿòü ðîêiâ áàãàòî äîñëiäíèêiâ [47,53,98�110]. Öÿ ïîðîãîâà ïîâåäiíêà

âëàñíèõ çíà÷åíü òåæ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä âèìiðíîñòi çàäà÷i [98]. Òàê ó äâîâè-

ìiðíîìó âèïàäêó âëàñíå çíà÷åííÿ eλ ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ìàëèì ïðè λ → 0; ó âè-

ïàäêó îäíîâèìiðíîãî îïåðàòîðà � öå âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ àñèìïòîòèêó eλ ∼ cλ2

ç íåíóëüîâîþ ñòàëîþ c, êîëè
∫
R U dx < 0, òà eλ ∼ cλ4, êîëè

∫
R U dx = 0. Â

ïðàöÿõ [47,99] ïîðîãîâó ïîâåäiíêó âëàñíèõ çíà÷åíü òà ¨õ àáñîðáöiþ íåïåðåðâíèì

ñïåêòðîì âèâ÷àëè ÿê ôåíîìåí àáñòðàêòíî¨ òåîði¨ çáóðåíü, çîêðåìà îòðèìàíà âiä-

ïîâiäü íà ïèòàííÿ, ùî òðàïèòüñÿ ç âëàñíèì çíà÷åííÿì â ãðàíèöi � âîíî çíèêíå

÷è çàëèøèòüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì, çàíóðåíèì â íåïåðåðâíèé ñïåêòð? Ïîðîãîâó

ïîâåäiíêó âëàñíèõ çíà÷åíü ó âèïàäêó ãàìiëüòîíiàíiâ ç ïåðiîäè÷íèìè ïîòåíöiàëà-

ìè, ÿêi ïiääàâàëèñÿ ëîêàëüíèì çáóðåííÿì, äîñëiäæóâàëè ó [47,111,112].

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [113,114].

5.1 Ïîðîãîâà ïîâåäiíêà âëàñíèõ çíà÷åíü: òåîðåìè çáiæíîñòi

5.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Îñíîâíîþ ìåòîþ ïiäðîçäiëó áóäå äåòàëüíèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç ïîðîãîâî¨ ïî-

âåäiíêè âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ñiì'¨ îäíîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hλ = − d2

dx2
+ V (x) + λαλU(αλx), domHλ = W 2

2 (R), (5.1)

äå U òà V � äiéñíîçíà÷íi ïîòåíöiàëè êëàñó L∞(R) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì i λ

� äîäàòíèé ïàðàìåòð. Ïðî äîäàòíó ïîñëiäîâíiñòü {αλ}λ>0 ïðèïóñêàòèìåìî, ùî

âîíà ìà¹ ñêií÷åííó ÷è íåñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè λ → 0. Çáóðåííÿ λαλU(αλ·)
îïåðàòîðàH0 = − d2

dx2+V ïî¹äíó¹ ìàñøòàáóâàííÿ ïîòåíöiàëó U ó äâîõ íàïðÿìêàõ.

Ñïðàâäi, òðàêòóþ÷è äîáóòîê λαλ ÿê ñòàëó âçà¹ìîäi¨, áà÷èìî, ùî öÿ ñòàëà ìîæå

ñòàâèòè áåçìåæíî ìàëîþ ÷è áåçìåæíî âåëèêîþ, âiäïîâiäíî çìiíþþ÷è àìïëiòóäó

åíåðãåòè÷íîãî áàð'¹ðó. Ç iíøîãî áîêó, íîñié çáóðåííÿ ìîæå ñòÿãóâàòèñÿ â òî÷êó,

êîëè αλ → +∞, ðîçòÿãóâàòèñÿ íà óñþ ïðÿìó, êîëè αλ → 0, àáî æ çàëèøàòèñÿ

ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó, êîëè αλ ïðÿìó¹ äî ñêií÷åííî¨ äîäàòíî¨ ãðàíèöi.
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Ñïåêòð îïåðàòîðà Hλ ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó [0,∞) òà ìîæëèâî

äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü [115, òåîðåìè 3.1 i 4.1]. Çà

ïåâíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ íà ïîòåíöiàëè U òà V îïåðàòîð Hλ ìà¹ òàêîæ ¹äèíå

âëàñíå çíà÷åííÿ eλ, ÿêå ïîãëèíà¹òüñÿ ñóòò¹âèì ñïåêòðîì ïðè λ → 0 (àáî æ

âëàñíå çíà÷åííÿ âèíèêà¹ ç íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó, ÿêùî ïàðàìåòð λ ðóõàòè ó

ïðîòèëåæíîìó êåðóíêó). Âëàñíå çíà÷åííÿ ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ ïðè λ → 0

ìîæå áóòè àáî íå áóòè îñíîâíèì ñòàíîì ñèñòåìè, òîáòî íàéìåíøèì âëàñíèì

çíà÷åííÿì îïåðàòîðà Hλ.

Ìè âèâ÷èìî àñèìïòîòèêó âëàñíîãî çíà÷åííÿ eλ, êîëè λ ïðÿìó¹ äî êðèòè÷íîãî

çíà÷åííÿ λ = 0 i ïîáóäó¹ìî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ãîëîâíîãî ÷ëåíà ó ðiçíèõ âèïàäêàõ

ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïîñëiäîâíîñòi αλ. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íàø ìåòîä âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä ìåòîäó Ñàéìîíà òà Êëàóñà, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëè ïðèíöèï Áiðìàíà-

Øâiíãåðà. Íàøå äîñëiäæåííÿ áàçó¹òüñÿ íà àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäàõ, ðîçâèíóòèõ

â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, òà ìåòîäi êâàçiìîä äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ.

Â ïðàöi [47] Ì. Êëàóñ îòðèìàâ çàãàëüíi òåîðåìè ùîäî iñíóâàííÿ òà ïîðîãî-

âî¨ ïîâåäiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó A + λB, ÿêi

âií çàñòîñóâàâ äî êiëüêîõ êîíêðåòíèõ ôiçè÷íèõ ìîäåëåé, çîêðåìà äî ñèñòåì ç ãà-

ìiëüòîíiàíàìè − d2

dx2 + V + λU , äå ïîòåíöiàëè U òà V ìàëè êîìïàêòíi íîñi¨. Áóëî

äîâåäåíî, ùî ïîãëèíàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ ñóòò¹âèì ñïåêòðîì â ìîìåíò λ = 0

áóäå òîäi, êîëè îïåðàòîð − d2

dx2 + V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì

ñòàíîì u, à òàêîæ
∫
R Uu

2 dx < 0. �äèíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ, ÿêå ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè λ→ 0, ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â òî÷öi λ = 0 i âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ

eλ = −λ2

(
1

u2
+ + u2

−

∫
R
Uu2 dx

)2

+O(λ3), λ→ 0, (5.2)

where u± = lim
x→±∞

u(x). ßêùî
∫
R Uu

2 dx > 0, òî îïåðàòîð íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü.

ßê íàì âiäîìî, Ì. Êëàóñ áóâ ïåðøèì, õòî ïîìiòèâ çâ'ÿçîê ìiæ ðåçîíàíñàìè íó-

ëüîâî¨ åíåðãi¨ íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà òà ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Çàðàç çðîçóìiëî, â ÷îìó ñóòü öüîãî çâ'ÿçêó i ÿê âií âèíèêà¹. Ó âñiõ âèïàäêàõ

ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi ìè âèâ÷àòèìåìî, âëàñíå çíà÷åííÿ eλ

çàâæäè çíèêà¹ ïðè λ = 0. Ìåõàíiçì öüîãî çíèêíåííÿ äîâîëi ïðîñòèé: çâ'ÿçíi ñòà-

íè (âëàñíi ôóíêöi¨) uλ äëÿ eλ â ãðàíèöi âèðîäæóþòüñÿ â íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí u

íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà.
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Îçíà÷åííÿ 5.1. Íåõàé A i Bλ � ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè i äëÿ âñiõ λ > 0 îïå-

ðàòîð Bλ ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíèì çáóðåííÿì A (òîäi σess(A + Bλ) = σess(A)).

Ïðèïóñòèìî, ùî iíòåðâàë (a, b) ëåæèòü ïîçà ñïåêòðîì A, àëå b ¹ òî÷êîþ

σess(A). ßêùî äëÿ âñiõ λ > 0 â iíòåðâàëi (a, b) iñíó¹ âëàñíå çíà÷åííÿ eλ îïåðà-

òîðà A + Bλ òàêå, ùî eλ → b − 0 ïðè λ → 0, òî λ = 0 íàçèâà¹ìî ïîðîãîâèì

çíà÷åííÿì ñòàëî¨ âçà¹ìîäi¨. Ïðî âëàñíå çíà÷åííÿ eλ êàæåìî, ùî âîíî ìà¹ ïî-

ðîãîâó ïîâåäiíêó ïðè λ→ 0.

Íàäàëi íàïiâçâ'ÿçíi ñòàíè u îïåðàòîðà H0 = − d2

dx2 +V íîðìóâàòèìåìî óìîâîþ

limx→−∞ u(x) = 1. Íåõàé θ = limx→+∞ u(x).

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé îïåðàòîð H0 = − d2

dx2 + V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç

íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ

(i) αλ → 0, λ−1αλ →∞ òà
∫
R− U(x) dx+ θ2

∫
R+
U(x) dx < 0;

(ii) αλ → α äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî α òà
∫
R U(αx)u2(x) dx < 0;

(iii) αλ → +∞, u(0) 6= 0 òà
∫
R U(x) dx < 0,

òî äëÿ îïåðàòîðà Hλ = H0 + λαλU(αλ·) ÷èñëî λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì,

òîáòî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ äîäàòíèõ λ iñíó¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ

eλ îïåðàòîðà Hλ òàêå, ùî eλ → 0 ïðè λ → 0. Êðiì òîãî, öå âëàñíå çíà÷åííÿ

âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ eλ = −λ2(k2 + o(1)) ïðè λ→ 0, äå

k =
1

θ2 + 1

∫
R−
U(x) dx+

θ2

θ2 + 1

∫
R+

U(x) dx, êîëè αλ → 0;

k =
α

θ2 + 1

∫
R
U(αx)u2(x) dx, êîëè αλ → α i α > 0;

k =
u2(0)

θ2 + 1

∫
R
U(x) dx, êîëè αλ → +∞.

Ñôîðìóëþ¹ìî äâà íàñëiäêè öi¹¨ òåîðåìè. Ìè çíà¹ìî, ùî ïîòåíöiàë V = 0

¹ ðåçîíàíñíèì ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u = 1. Òîäi θ = 1, u(0) = 1 i âñi óìîâè

(i)�(iii) íàáóâàþòü îäíàêîâîãî âèãëÿäó
∫
R U dx < 0, òàê ñàìî, ÿê i ôîðìóëè äëÿ

ãîëîâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè k = 1
2

∫
R U dx.
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Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé V = 0. ßêùî
∫
R U dx < 0 i ïîñëiäîâíiñòü αλ ìà¹ ãðàíèöþ

ïðè λ → 0 (ñêií÷åííó ÷è íåñêií÷åííó), òî îïåðàòîð − d2

dx2 + λαλU(αλ·) âîëîäi¹

âiä'¹ìíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì eλ ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ

eλ = −λ
2

4

(∫
R
U dx

)2

+ o(λ2), λ→ 0.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà XIII.110 ó 4-ìó òîìi âiäîìî¨ ìîíîãðàôi¨ ç ìàòåìàòè÷-

íî¨ ôiçèêè [116, p.338] ñòâåðäæó¹, ùî îïåðàòîð − d2

dx2 +λU(x) ç C∞0 -ïîòåíöiàëîì U

ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ ïðè âñiõ äîäàòíèõ λ, êîëè
∫
R U dx < 0. Äî òîãî æ öå

âëàñíå çíà÷åííÿ ¹ àíàëiòè÷íèì ïðè λ = 0. Äîâåäåííÿ àíàëiòè÷íîñòi ñïèðà¹òüñÿ

íà àíàëiòè÷íiñòü äåÿêèõ âèçíà÷íèêiâ. Òåîðåìà 5.1 òà ¨¨ íàñëiäîê äàþòü ïðèêëà-

äè íåàíàëiòè÷íèõ ñiìåé îïåðàòîðiâ, ÿêi ìàþòü âëàñíi çíà÷åííÿ ç íåàíàëiòè÷íîþ

ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ ïðè λ→ 0.

Òåîðåìà òàêîæ ìiñòèòü ïðèêëàä ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè, êîëè ìíîæíèê λαλ ïå-

ðåä ïîòåíöiàëîì ñòà¹ íåñêií÷åííî âåëèêèì ïðè λ → 0. Ìîæåìî ââàæàòè, ùî ó

öüîìó âèïàäêó âåëèêà àìïëiòóäà ïîòåíöiàëó êîìïåíñó¹òüñÿ éîãî øâèäêîþ ëîêà-

ëiçàöi¹þ â íóëi.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé îïåðàòîð H0 âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç òàêèì

íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u, ùî u(0) 6= 0. ßêùî
∫
R U dx < 0, òî ïðè κ > 1 ÷èñëî

λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì äëÿ îïåðàòîðiâ

− d2

dx2
+ V (x) +

1

λκ−1
U
( x
λκ

)
.

Âiäïîâiäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ àñèìïòîòèêó

eλ = −λ2

(
u2(0)

θ2 + 1

∫
R
U dx

)2

+ o(λ2), λ→ 0.

Çîêðåìà, öå ñïðàâåäëèâî äëÿ îïåðàòîðiâ − d2

dx2
+ V (x) + U

(
x
λ

)
.

Òåîðåìà 5.1 îïèñó¹ ïîãëèíàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ñóòò¹âèì ñïåêòðîì çi øâèäêi-

ñòþO(λ2). Ïðîòå òàêà àáñîðáöiÿ ìîæëèâà i ç áiëüøîþ øâèäêiñòþ, êîëè íåðiâíîñòi

â óìîâàõ (i)�(iii) ïåðåòâîðþþòüñÿ ó ðiâíîñòi.
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Òåîðåìà 5.2. Íåõàé ïîòåíöiàë U íàëåæèòü äî ïðîñòîðóW 1
2 (R). Ïðèïóñòèìî,

ùî αλ → α òà (αλ−α)λ−1/3 →∞ ïðè λ→ 0, äå α � äîäàòíå ÷èñëî, à îïåðàòîð

H0 ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. ßêùî∫
R
U(αx)u2(x) dx = 0,

∫
R
xU ′(αx)u2(x) dx < 0, (5.3)

òî îïåðàòîð Hλ = H0 + λαλU
(
αλx

)
ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ ïðè âñiõ

λ > 0 ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ

eλ = −λ2(αλ − α)2
(( α

θ2 + 1

∫
R
xU ′(αx)u2(x) dx

)2

+ o(1)
)
, λ→ 0.

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ÿâèùå ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè, êîëè íîñié çáóðåííÿ

λαλV (αλ·) ¹ ìàëèì i ñòÿãó¹òüñÿ â òî÷êó.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé αλ → +∞, àëå αλ = o(λ−1/3) ïðè λ→ 0. ßêùî H0 âîëîäi¹

ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u òà∫
R
U(x) dx = 0, u(0)u′(0)

∫
R
xU(x) dx < 0, (5.4)

òî λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì äëÿ Hλ. Âëàñíå çíà÷åííÿ ç ïîðîãîâîþ ïîâåäií-

êîþ ìà¹ àñèìïòîòèêó

eλ = −λ
2

α2
λ

((
2u(0)u′(0)

θ2 + 1

∫
R
xU(x) dx

)2

+ o(1)

)
, λ→ 0.

Ââåäåìî ôóíêöiþ

Θ(x) =

1 ïðè x < 0,

θ ïðè x > 0.
(5.5)

Òåîðåìà 5.4. Ïðèïóñòèìî, ùî αλ → 0, àëå αλλ−1/4 → +∞ ïðè λ → 0. Íåõàé

ïîòåíöiàë U ¹ íåïåðåðâíèì â îêîëi íóëÿ, à îïåðàòîð H0 ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨

åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè∫
R−
U dx+ θ2

∫
R+

U dx = 0, U(0)

∫
R
(u2 −Θ2) dx < 0, (5.6)

òî Hλ âîëîäi¹ ïðè âñiõ λ > 0 âiä'¹ìíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì eλ ç àñèìïòîòèêîþ

eλ = −λ2α2
λ

((
U(0)

θ2 + 1

∫
R
(u2 −Θ2) dx

)2

+ o(1)

)
, λ→ 0.
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Îñòàííÿ òåîðåìà ñòîñó¹òüñÿ âèïàäêó, êîëè íîñié çáóðåííÿ λαλU(αλ·) íåñêií-
÷åííî ðîçøèðþ¹òüñÿ ïðè λ→ 0.

Íà âiäìiíó âiä òåîðåìè 5.1, â òîìó ðàçi, êîëè V = 0, ïðèïóùåííÿ òåîðåì 5.2-

5.4 íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ æîäíîãî ïîòåíöiàëó U . Ñïðàâäi, êîëè V = 0, òî u = 1.

Òîäi u′(0) = 0, u2 = Θ2, à òîìó óìîâè (5.4) òà (5.6) íå âèêîíóþòüñÿ. Ùîäî óìîâ

(5.3), òî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äà¹∫
R
xU ′(αx) dx = − 1

α

∫
R
U(αx) dx < 0,

ùî ñóïåðå÷èòü ïåðøié óìîâi
∫
R U(αx) dx = 0. Öi ðåçóëüòàòè íå ïðîåêòóþòüñÿ íà

ðåçóëüòàò Ñàéìîíà ç àíàëiòè÷íèì â íóëi ïîðîãîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì.

Óìîâè ùîäî ïîâåäiíêè ïðè λ→ 0 ïîñëiäîâíîñòi αλ òàêi, ÿê λ−1/3(αλ−α)→∞
â òåîðåìi 5.2, αλ = o(λ−1/3) � â òåîðåìi 5.3 ÷è λ1/4α−1

λ → 0 � â òåîðåìi 5.4,

âèíèêàþòü âèíÿòêîâî ç òåõíiêè äîâåäåííÿ, à ñàìå, ìåòîäó íàáëèæåííÿ âëàñíèõ

ôóíêöié. Íàïðèêëàä, òåîðåìà 5.2 íå îõîïëþ¹ âèïàäêó αλ = 1, ÿêèé âèâ÷àâ Êëàóñ

[47] i â ÿêîìó òåæ ïðèñóòí¹ ÿâèùå ïîðîãîâî¨ ïîâåäiíêè. Ùîá îòðèìàòè ñõîæi

ðåçóëüòàòè â iíøèõ âèïàäêàõ, òðåáà ìàòè òî÷íiøó àñèìïòîòèêó αλ ïðè λ → 0,

à íå ëèøå ¨¨ ãðàíèöþ. Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè i òî÷íiøi àñèìïòîòèêè ïîðîãîâèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü, ùî çðîáëåíî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

5.1.2 Ïîðîãîâà ïîâåäiíêà ïîðÿäêó O(λ2) ïðè λ→ 0

Ââåäåìî îïåðàòîð S(θ, ζ), ÿêèé ¹ çáóðåííÿì âiëüíîãî îïåðàòîðà Øðåäèí åðà òî-

÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ (
φ(+0)

φ′(+0)

)
=

(
θ 0

ζ θ−1

)(
φ(−0)

φ′(−0)

)
, (5.7)

òîáòî S(θ, ζ)φ = −φ′′, äå ôóíêöi¨ φ íàëåæàòü äî ïðîñòîðó W 2
2 (R \ {0}) i çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè (5.7).

Ëåìà 5.1. ßêùî θζ < 0, òî îïåðàòîð S(θ, ζ) ìà¹ ¹äèíå âëàñíå çíà÷åííÿ

E = −
( θζ

θ2 + 1

)2

.

Äîâåäåííÿ. Øóêàòèìåìî íåíóëüîâèé L2(R)-ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −φ′′ + ω2φ = 0,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (5.7). ßêùî ðîçâ'ÿçîê φ iñíó¹,òî φ(x) = c1e
ωx ïðè x < 0
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òà φ(x) = c2e
−ωx ïðè x > 0, äå ÷èñëî ω ¹ äîäàòíèì. Ïiäñòàâèâøè φ òàêîãî âèãëÿäó

â (5.7), äiñòàíåìî (
θ −1

ζ + θ−1ω ω

)(
c1

c2

)
= 0.

Íåòðèâiàëüíiñòü ðîçâ'ÿçêó φ âèìàãà¹ âèðîäæåíîñòi ìàòðèöi:

(θ + θ−1)ω + ζ = 0.

Äîäàòíèé êîðiíü ω = − θζ
θ2+1 ðiâíÿííÿ ìà¹ ïðè óìîâi θζ < 0. Òîäi îïåðàòîð S(θ, ζ)

ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ E = −
(

θζ
θ2+1

)2
ç âëàñíîþ ôóíêöi¹þ φ(x) = eωx ïðè

x < 0 òà φ(x) = θe−ωx ïðè x > 0.

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó 5.1, çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàòè ïðî ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó

çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç äâîïàðàìåòðè÷íèìè (aδ′+ bδ)-ïîäiáíèìè ïî-

òåíöiàëàìè ç ðîçäiëó 2. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ (2.1), êîëè

V0 = 0, α = β = 1 òà ε = λ:

Hλ,ν = − d2

dx2
+ λ−2V (λ−1x) + ν−1U(ν−1x), domHλ,ν = W 2

2 (R).

Ââiâøè íîâó çìiííó τ = x/λ, ìàòèìåìî

Hλ,ν = λ−2
(
− d2

dτ 2
+ V (τ) + λ2ν−1U(λν−1τ)

)
= λ−2

(
H0 + λ2ν−1U(λν−1τ)

)
.

Ïîâ'ÿæåìî ïàðàìåòðè λ òà ν ôîðìóëîþ νλ = λ/αλ i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Aλ = Hλ,α−1λ λ = λ−2 (H0 + λαλU(αλτ)) .

Ïîðiâíÿâøè ç (5.1), áà÷èìî, ùî Aλ = λ−2Hλ.

Íåõàé ïîòåíöiàë V ¹ ðåçîíàíñíèì. Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî αλ = λ
νλ
→ 0 ïðè

λ→ 0. Òîäi νλλ → +∞. Êðiì òîãî, νλ → 0, îñêiëüêè λ−1αλ →∞. Òåïåð ç îãëÿäó

íà òåîðåìó 2.1 îïåðàòîðè Aλ çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî

îïåðàòîðà S(θ, ζ), äå θ = u(+∞) òà

ζ = θ−1

∫
R−
U dt+ θ

∫
R+

U dt.

Çãiäíî ç ëåìîþ 5.1 îïåðàòîð S(θ, ζ) ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ E, áî

θζ =

∫
R−
U dx+ θ2

∫
R+

U dx < 0
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çà ïðèïóùåííÿì (i) òåîðåìè. Âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ âèãëÿä E = −k2, äå

k =
θζ

θ2 + 1
=

1

θ2 + 1

∫
R−
U dx+

θ2

θ2 + 1

∫
R+

U dx.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 1.3 ç ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi Aλ → S(θ, ζ) âèïëèâà¹

iñíóâàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ Eλ îïåðàòîðà Aλ, ÿêå ïðÿìó¹ äî E ïðè λ → 0.

Îïåðàòîðè Aλ i Hλ ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì Aλ = λ−2Hλ, òîìó Hλ âîëîäi¹

âëàñíèì çíà÷åííÿì eλ = λ2Eλ, ÿêå ìà¹ àñèìïòîòèêó eλ = −λ2(k2 + o(1)) ïðè

λ→ 0 (äèâ. ðèñ 5.1).

02l E

scel

Ðèñ. 5.1: Âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ ëåæèòü â ìàëîìó îêîëi λ2E

Íåõàé òåïåð αλ → α ïðè λ → 0. Çàóâàæèìî, ùî νλ = λ/αλ òåæ ïðÿìó¹

äî íóëÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 2.2, çãiäíî ç ÿêîþ îïåðàòîðè Aλ çáiãàþòüñÿ â ñåíñi

ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi äî S(θ, ζ), äå

ζ = αθ−1

∫
R
U(αx)u2(x) dx.

Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ E = −k2, áî

θζ = α

∫
R
U(αx)u2(x) dx < 0,

ùî ¹ ïðèïóùåííÿì òåîðåìè. Â öüîìó âèïàäêó

k =
θζ

θ2 + 1
=

α

θ2 + 1

∫
R
U(α ·)u2 dx.

Îòæå, Hλ = λ2Aλ ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ ïîðÿäêó O(λ2) ïðè λ→ 0.

Íàðåøòi ó âèïàäêó αλ → ∞ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 2.3. Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ

Aλ çáiãà¹òüñÿ äî S(θ, ζ) ïðè λ→ 0 â ñåíñi ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðåçîëüâåíò, äå

ζ = θ−1u2(0)

∫
R
U dx.

Óìîâà (iii) òåîðåìè ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ âiä'¹ìíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ

E = −k2, k =
θζ

θ2 + 1
=

u2(0)

θ2 + 1

∫
R
U dx

îïåðàòîðà S(θ, ζ), áî θζ = u2(0)
∫
R U dx < 0. Îòæå, iñíó¹ òàêîæ âiä'¹ìíå âëàñíå

çíà÷åííÿ eλ îïåðàòîðà Hλ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1 çàâåðøåíå.
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5.1.3 Ïîðîãîâà ïîâåäiíêà ïîðÿäêó o(λ2) ïðè λ→ 0

Òåîðåìè 5.2�5.4, íà âiäìiíó âiä äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 5.1, íå âèïëèâàþòü ç ðå-

çóëüòàòiâ ðîçäiëó 2. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî çáiæíiñòü Aλ → S(θ, ζ) ¹ i â öüîìó

âèïàäêó, óìîâè öèõ òåîðåì íå ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ âiä'¹ìíîãî âëàñíîãî çíà÷åí-

íÿ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà S(θ, ζ). Ïðîòå âiäñóòíiñòü òàêîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ íå

¹ ïåðåïîíîþ äî iñíóâàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Aλ, ÿêå ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè λ→ 0, áî âîíî ìîæå ìàòè ïîðîãîâó ïîâåäiíêó âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi, íiæ

O(λ2). Äëÿ äîâåäåííÿ öèõ òåîðåìè çàñòîñó¹ìî ìåòîä êâàçiìîä � ìàéæå-âëàñíèõ

çíà÷åíü òà ìàéæå-âëàñíèõ ôóíêöié.

Íåõàé A � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Êàçàòèìåìî, ùî ïàðà (µ, φ) ∈ R× domA ¹ êâàçiìîäîþ îïåðà-

òîðà A ç ïîõèáêîþ ε, ÿêùî ‖φ‖L = 1 òà ‖(A− µ)φ‖L 6 ε.

Ëåìà 5.2. [117, p.139] Íåõàé (µ, φ) � êâàçiìîäà îïåðàòîðà A ç ïîõèáêîþ ε i

ñïåêòð A ¹ äèñêðåòíèì íà âiäðiçêó [µ− ε, µ+ ε]. Òîäi iñíó¹ âëàñíå çíà÷åííÿ µ∗

of A òàêå, ùî |µ∗ − µ| 6 ε.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ε = 0, òî î÷åâèäíî µ∗ = µ. Ïðèïóñòèìî, ùî ε > 0 i µ íå

¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A. Òîäi âiäñòàíü dµ âiä òî÷êè µ äî ñïåêòðó A

ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

d−1
µ = ‖(A− µI)−1‖ = sup

ψ 6=0

‖(A− µI)−1ψ‖L
‖ψ‖L

,

äå ψ � äîâiëüíèé âåêòîð L. Ïîêëàâøè ψ = (A− µ)φ, âiäðàçó äiñòà¹ìî

d−1
µ >

‖φ‖L
‖(A− µI)φ‖L

> ε−1.

Îòæå, dµ 6 ε, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ëåìà 5.3. Íåõàé W ∈ L∞(R), suppW ⊂ (−`, `) i − d2

dx2 +W âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì

íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íîðìàëiçîâàíèì íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

h ç ïðîñòîðó L2(−`, `) i äiéñíîãî ÷èñëà γ ðîçâ'ÿçîê w çàäà÷i Êîøi

− w′′ +Ww = h, t ∈ I, w(−`) = 0, w′(−`) = γ (5.8)
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çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

θw′(`) = γ −
∫ `

−`
hu dx. (5.9)

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖w‖C1(−`,`) 6 C(|γ|+ ‖h‖L2(−`,`)). (5.10)

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ â (5.8) íà u i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:

(−w′u+ wu′)|`−` +

∫ `

−`
(−u′′ +Wu)w dx =

∫ `

−`
hu dx.

Âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó, äiñòàíåìî

−w′(`)u(`) + w′(−`)u(−`) =

∫ `

−`
hu dx.

Ùîá îòðèìàòè (5.9), çàñòîñó¹ìî óìîâè Êîøi äëÿ w òà ðiâíîñòi u(−`) = 1, u(`) = θ

äëÿ íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó, ÿêi âèïëèâàþòü ç òîãî, ùî íîñié W ëåæèòü â (−`, `).
Îöiíêà (5.10) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.2.

Âèïàäîê, êîëè ïîñëiäîâíiñòü αλ ìà¹ äîäàòíó ãðàíèöþ

Äîâåäåìî òåîðåìó 5.2. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ

U òà V ëåæàòü ó âiäðiçêó I = (−1, 1). Ñïðàâäi, ñòèñêîì ïðÿìî¨ çàâæäè ìîæíà

öüîãî äîñÿãòè. Òîäi íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí u îïåðàòîðà H0 ¹ ñòàëèì ïîçà I, à éîãî
çâóæåííÿ íà öå iíòåðâàë ¹ íåíóëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− u′′ + V u = 0, t ∈ I, u′(−1) = 0, u′(1) = 0. (5.11)

Äî òîãî æ u(−1) = 1 òà u(1) = θ.

Ìè ïîáóäó¹ìî ñiì'þ êâàçiìîä (−ω2
λ, φλ) îïåðàòîðà Hλ äëÿ ìàëèõ λ. Ââåäåìî

íåñêií÷åííî ìàëó ελ = αλ − α ïðè λ → 0 i ïîêëàäåìî ωλ = λελkλ äëÿ äîäàòíèõ

kλ. ×åðåç U0 ïîçíà÷èìî ãðàíèöþ ïîòåíöiàëiâ Uλ = αλU(αλ·) ïðè λ → 0, òîáòî

U0 = αU(α ·). Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ λ íîñi¨ Uλ ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó [−b, b] äëÿ
äåÿêîãî ÷èñëà b áiëüøîãî çà max{1, α−1}. Íåõàé

ψλ(x) =


eωλ(x+b), êîëè x < −b,

u(x) + λv(x) + λελwλ(x), êîëè |x| < b,

a0,λ e
−ωλ(x−b) + a1,λρ(x− b), êîëè x > b,
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äå v i wλ � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

− v′′ + V v = −U0u, v(−b) = 0, v′(−b) = 0; (5.12)

− w′′ + V w = −ε−1
λ (Uλ − U0)u, w(−b) = 0, w′(−b) = kλ (5.13)

âiäïîâiäíî, à aj,λ � äåÿêi äiéñíi ñòàëi. Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëî ελ âiäìiííå âiä íó-

ëÿ ïðè ìàëèõ λ, áî λ−1/3ελ → ∞. Ôóíêöiÿ ρ : R+ → R ¹ ãëàäêîþ, ρ(0) = 0,

ρ′(0) = 1 i ρ(x) = 0 ïðè x > 1. Ìè âèêîðèñòà¹ìî ¨¨, ùîá äîñÿãòè íåïåðåðâíî¨

äèôåðåíöiéîâíîñòi ψλ â òî÷öi x = b.

Òåïåð âèáåðåìî a0,λ, a1,λ i kλ òàê, ùîá ôóíêöiÿ ψλ íàëåæàëà äî domHλ. Çà

ïîáóäîâîþ ψλ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x = −b. Çðîáèìî ψλ òàêîæ
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ â x = b. Ìà¹ìî [ψλ]b = a0,λ − θ − λv(b)− λελwλ(b).
Òîìó ïîêëàäåìî a0,λ = θ + λv(b) + λελwλ(b). Äàëi äiñòà¹ìî

[ψ′λ]b = −ωλa0,λ + a1,λρ
′(0)− λv′(b)− λελw′λ(b)

= −λv′(b)− λελ
(
w′λ(b) + θkλ

)
+ a1,λ − λ2ελkλv(b)− λ2ε2

λkλwλ(b),

áî ρ′(0) = 1. Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (5.9) òà ïåðøó óìîâó â (5.3) ïîõiäíà v′(b)

äîðiâíþ¹ íóëþ. Ñïðàâäi,

θv′(b) =

∫ b

−b
U0u

2 dx = α

∫
R
U(αx)u2(x) dx = 0.

Çàñòîñó¹ìî òàêi æ ìiðêóâàííÿ äî (5.13) i ìàòèìåìî

θw′λ(b) = kλ + ε−1
λ

∫
R
(Uλ − U0)u

2 dx. (5.14)

Ìè ÷àñòî áóäåìî çàìiíÿòè iíòåãðàëè íà íîñiÿõ ôóíêöié íà iíòåãðàëè íà óñié

ïðÿìié i íàâïàêè áåç äîäàòêîâîãî êîìåíòóâàííÿ. Òåïåð ïîêëàäåìî

w′λ(b) = −θkλ, a1,λ = λ2ελkλ
(
v(b) + ελwλ(b)

)
(5.15)

i äiñòàíåìî íåïåðåðâíiñòü ψ′λ â òî÷öi x = b. Ïî¹äíàâøè ïåðøó ðiâíiñòü â (5.15)

òà (5.14), äiñòà¹ìî

kλ = − 1

ελ(θ2 + 1)

∫
R
(Uλ − U0)u

2 dx. (5.16)
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Ëåìà 5.4. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 5.2, âåëè÷èíà kλ, çàäàíà ôîðìóëîþ

(5.16), ìà¹ àñèìïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ

kλ = − α

θ2 + 1

∫
R
xU ′(αx)u2(x) dx+ o(1), λ→ 0. (5.17)

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê αλ = α + ελ, òî

ε−1
λ (Uλ(x)− U0(x)) = ε−1

λ (αλU(αλx)− αU(αx)) =

= ε−1
λ ((α + ελ)U(αλx)− αU(αx)) = U(αλx) + αε−1

λ (U(αλx)− U(αx)).

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîòåíöiàë U ¹ êëàñóW 1
2 (R). Òîìó, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü îïå-

ðàòîðà ñêií÷åííî¨ ðiçíèöi â W 1
2 (R), ìà¹ìî

U(αλx) + αε−1
λ (U(αλx)− U(αx)) =

= U(αλx) + αx
U(αλx)− U(αx)

(αλ − α)x
→ U(αx) + αxU ′(αx) ïðè λ→ 0

â ïðîñòîði L2(R). Çãàäóþ÷è óìîâó
∫
R U(α ·)u2 dx = 0, âiäðàçó îòðèìó¹ìî

ε−1
λ

∫
R
(Uλ − U0)u

2 dx→
∫
R
(U(αx) + αxU ′(αx))u2(x) dx = α

∫
R
xU ′(αx)u2(x) dx,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ôîðìóëà (5.17) çàáåçïå÷ó¹ äîäàòíiñòü ωλ = λελkλ ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó λ,

áî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü â (5.3). Òîäi ôóíêöiÿ ψλ íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L2(R),

îñêiëüêè îáèäâi åêñïîíåíòè e±ωλ(x±b) ñïàäàþòü ïðè x → ∓∞ âiäïîâiäíî. Äàëi

âèáið ÷èñåë a0,λ òà a1,λ ãàðàíòó¹ ïðèíàëåæíiñòü ψλ äî ïðîñòîðó W 2
2 (R), à òîìó

ψ ∈ domHλ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð ëåìàìè 5.3 i 5.4:

‖wλ‖W 2
2 (−b,b) 6 c1(|kλ|+ ε−1

λ ‖(Uλ − U0)‖L2(−b,b)) 6 c1,

Îòæå,

‖ψλ‖L2(−b,b) 6 c2. (5.18)

Êðiì òîãî, ïðîñòi îá÷èñëåííÿ äàþòü

cω
−1/2
λ 6 ‖ψλ‖ 6 Cω

−1/2
λ (5.19)

çi ñòàëèìè c òà C, ÿêi íå çàëåæàòü âiä λ.
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Ëåìà 5.5. Ïàðà (−ω2
λ, φλ), äå ωλ = λελkλ òà φλ = ψλ/‖ψλ‖, ¹ êâàçiìîäîþ îïå-

ðàòîðà Hλ ç ïîõèáêîþ o(ω2
λ) ïðè λ→ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rλ = (Hλ + ω2
λ)ψλ. Òîäi (Hλ + ω2

λ)φλ = ‖ψλ‖−1rλ. Íàì òðåáà

îöiíèòè L2-íîðìó çàëèøêó rλ, ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â ìàëîñòi ïîõèáêè. Íà ìíîæèíi

|x| > b åêñïîíàòè e±ωλ(x±b) ¹ òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ −ψ′′ + ω2
λψ = 0, à

òàêîæ supp ρ = [0, 1]. Òîìó ìè ìà¹ìî

rλ(x) = −a1,λ(ρ
′′(x− b)− ω2

λρ(x− b)), êîëè b 6 x 6 b+ 1 (5.20)

òà rλ(x) = 0 äëÿ iíøèõ çíà÷åíü x ç ìíîæèíè |x| > b. Ïîçàÿê ρ i ρ′′ ¹ îáìåæåíèìè

íà [0, 1], òî çãiäíî ç (5.15) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

max
|x|>b
|rλ(x)| = max

b6x6b+1
|rλ(x)| 6 c1|a1,λ| 6 c2λ

2ελ. (5.21)

Äàëi, çãàäóþ÷è çàäà÷i (5.11)�(5.13), îá÷èñëþ¹ìî

rλ =
(
− d2

dx2
+ V + λUλ + ω2

λ

)
ψλ = (−u′′ + V u) + λ(−v′′ + V v + U0u)+

+ λελ
(
− w′′λ + V wλ + ε−1

λ (Uλ − U0)u
)

+ λ2Uλv + λ2ελUλwλ + ω2
λψλ =

= λ2
(
Uλv + ελUλwλ + ε2

λk
2
λψλ
)

ïðè |x| < b. Îòæå, ‖rλ‖L2(−b,b) = O(λ2) ïðè λ → 0, áî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(5.18). Äàëi, ‖rλ‖ = O(λ2) ïðè λ → 0, çãiäíî ç (5.21). Íàðåøòi, ñêîðèñòàâøèñü

(5.19), ìàòèìåìî ‖(Hλ + ω2
λ)φλ‖ = ‖ψλ‖−1‖rλ‖ 6 c1λ

5/2ε
1/2
λ 6 c2ω

2
λ(λ

1/2ε
−3/2
λ ),

ïðè÷îìó λ1/2ε
−3/2
λ → 0 ïðè λ→ 0 çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì λ−1/3ελ →∞.

Ïîçàÿê (−ω2
λ, φλ) � êâàçiìîäà Hλ ç ïîõèáêîþ o(ω2

λ), à âiä'¹ìíà ïiââiñü âiëüíà

âiä éîãî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó, òî îïåðàòîð Hλ ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ,

ïðè÷îìó |eλ + ω2
λ| = o(ω2

λ) ïðè λ → 0. Öå âèïëèâà¹ ç ëåìè 5.2. Âëàñíå çíà÷åííÿ

eλ âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ

eλ = −λ2ε2
λk

2
λ(1 + o(1)) = −λ2(αλ − α)2

(( α

θ2 + 1

∫
R
xV ′(αx)u2(x) dx

)2

+ o(1)
)
,

êîëè λ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.

170



Âèïàäîê íåñêií÷åííî âåëèêî¨ ïîñëiäîâíîñòi αλ

Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó 5.3. ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, äîâåäåííÿ ïîëÿãàòèìå

ó ïîáóäîâi êâàçiìîäè îïåðàòîðà Hλ. Ïîçàÿê òåïåð ïîñëiäîâíiñòü αλ íåñêií÷åííî

âåëèêà, òî íîñié ïîòåíöiàëiâ Uλ = αλU(αλ·) ëåæèòü â I äëÿ ìàëèõ λ. Ìè ïîêëà-

äåìî ωλ = λkλα
−1
λ , äå kλ � äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî. Íåõàé òàêîæ

ψλ(x) =


eωλ(x+1), êîëè x < −1,

u(x) + λ
αλ
vλ(x) + λ2

α2
λ
wλ(x), êîëè |x| < 1,

a0,λ e
−ωλ(x−1) + a1,λρ(x− 1), êîëè x > 1,

äå u � íîðìàëiçîâàíèé íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí H0, à vλ òà wλ � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

− v′′ + V v = −αλUλu, v(−1) = 0, v′(−1) = kλ; (5.22)

− w′′ + V w = −αλUλvλ, w(−1) = 0, w′(−1) = 0 (5.23)

âiäïîâiäíî. Ìè çíîâó äîâåäåìî, ùî iñíóþòü òàêi a0,λ, a1,λ òà äîäàòíà âåëè÷èíà

kλ, ùî ψλ ∈ domAλ.

Óìîâè Êîøi â çàäà÷àõ (5.22) i (5.23) ðàçîì ç óìîâàìè u(−1) = 1, u′(−1) = 0

çàáåçïå÷óþòü íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ψλ òà ψ′λ â òî÷öi x = −1. Äàëi, ÿêùî ïîêëà-

äåìî a0,λ = θ + λ
αλ
vλ(1) + λ2

α2
λ
wλ(1), òî [ψλ]x=1 = 0. Òàêîæ ëåãêî îá÷èñëþ¹ìî

[ψ′λ]b = −ωλa0,λ + a1,λ − λ
αλ
v′λ(1)− λ2

α2
λ
w′λ(1) =

= − λ
αλ

(
θkλ + v′λ(1)

)
+ a1,λ − λ2kλ

α2
λ
vλ(1)− λ3kλ

α3
λ
wλ(1)− λ2

α2
λ
w′λ(1).

Òîìó, ùîá äîñÿãòè íåïåðåðâíîñòi ψ′λ â òî÷öi x = 1, ïîêëàäåìî

v′λ(1) = −θkλ, a1,λ = λ2kλ
α2
λ

(
vλ(1) + 1

kλ
w′λ(1) + λ

αλ
wλ(1)

)
. (5.24)

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (5.9) äî çàäà÷i (5.22) i äiñòàíåìî ðiâíiñòü

θv′λ(1) = kλ + αλ

∫
R
Uλu

2 dx. (5.25)

Ïiäñòàâèâøè ñþäè ïåðøó ðiâíiñòü (5.24), îòðèìà¹ìî

kλ = − αλ
θ2 + 1

∫
R
Uλu

2 dx. (5.26)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ íàì ïîòðiáíå, ùîá çíàéòè àñèìïòîòèêó kλ.
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Ëåìà 5.6. ßêùî U ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹, òîáòî
∫
R U dx = 0, òî

αλ

∫
R
Uλg dx = g′(0)

∫
R
xU(x) dx+ o(α

−1/2
λ ), αλ →∞,

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ W 2
2,loc(R).

Äîâåäåííÿ. Ìè ïðèïóñòèëè, ùî suppU ⊂ I, à òîìó íîñié U(αλ ·) ìiñòèòüñÿ â

Iλ = (−α−1
λ , α−1

λ ). Òîäi ìàòèìåìî

αλ

∫
R
Uλg dx = α2

λ

∫
Iλ
U(αλx)g(x) dx+

= αλ

∫
I
U(t)g( t

αλ
) dt = αλ

∫
I
U(t)

(
g(0) + g′(0) t

αλ
+ ζ( t

αλ
)
)
dt =

= g′(0)

∫
R
tU(t) dt+ αλ

∫
I
U(t)ζ( t

αλ
) dt,

äå ζ(x) =
∫ x

0 (x− s)g′′(s) ds. Êðiì òîãî, çàëèøîê ζ ìîæíà îöiíèòè òàê

|ζ(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

(x− s)g′′(s) ds
∣∣∣∣ 6 |x| ∣∣∣∣∫ x

0

|g′′(s)| ds
∣∣∣∣ 6 ‖g′′‖L2(I)|x|3/2,

áî g′′ ∈ L2(I). Îòæå, |ζ( t
αλ

)| 6 c|t|3/2α−3/2
λ äëÿ t ∈ I, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàñòîñó¹ìî ëåìó äî iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi (5.26) i äiñòàíåìî

kλ = −2u(0)u′(0)

θ2 + 1

∫
R
xU(x) dx+ o(α

−1/2
λ ), λ→ 0. (5.27)

Îòæå, kλ ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè λ→ 0, à íåðiâíiñòü â (5.4) ãàðàíòó¹, ùî kλ

i ωλ áóäóòü äîäàòíèìè äëÿ λ äîñòàòíüî ìàëèõ.

ßê i â äîâåäåííi ëåìè 5.5, ïðè |x| > 1 çàëèøîê rλ = (Hλ + ω2
λ)ψλ ìà¹ âèãëÿä

(5.20). Îòæå, éîãî àáñîëþòíà âåëè÷èíà ìà¹ òàêèé æ ïîðÿäîê ìàëîñòi, ÿê a1,λ â

(5.24). Äëÿ x ∈ I îòðèìà¹ìî

rλ =
(
− d2

dx2 + V + λUλ + ω2
λ

)(
u+ λ

αλ
vλ + λ2

α2
λ
wλ

)
=

= (−u′′ + V u) + λ
αλ

(−v′′λ + V vλ + αλUλu) + λ2

α2
λ
(−w′′λ + V wλ + αλUλvλ)+

+ λ3

αλ
Uλwλ + ω2

λψλ = λ3U(αλ ·)wλ + ω2
λψλ. (5.28)

Ëåìà 5.7. Ðîçâ'ÿçêè vλ i wλ çàäà÷ (5.22) i (5.23) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

‖vλ‖C1(I) 6 C1αλ, ‖wλ‖C1(I) 6 C2α
2
λ

çi ñòàëèìè C1 òà C2, ÿêi íå çàëåæàòü âiä λ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −y′′+V y = 0 òàêèé, ùî u1(x) = x+1

ïðè x 6 −1. Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèì ç u i ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

vλ(x) = kλu1(x) + αλ

∫ x

−α−1λ
K(x, s)Uλ(s)u(s) ds,

äå K(x, s) = u(s)u1(x)− u(x)u1(s). Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ I ìàòèìåìî∣∣∣∣∣
∫ x

−α−1λ
K(x, s)Uλ(s)u(s) ds

∣∣∣∣∣ 6 αλ

∫
Iλ
|K(x, s)| |U(αλs)| |u(s)| ds 6 c1αλ

∫
Iλ
ds 6 c2,

à îòæå, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

max
x∈I
|vλ(x)| 6 |kλ|max

x∈I
|u1(x)|+ αλ

∣∣∣∣∣
∫ x

−α−1λ
K(x, s)Uλ(s)u(s) ds

∣∣∣∣∣ 6 c1αλ.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî îöiíêó maxx∈I |v′λ(x)| 6 c1αλ, áî

v′λ(x) = kλu
′
1(x) + αλ

∫ x

−α−1λ
K ′x(x, s)Uλ(s)u(s) ds.

Öi íåðiâíîñòi çàñòîñó¹ìî òàêîæ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5.23)

wλ(x) = αλ

∫ x

−α−1λ
K(x, s)Uλ(s)vλ(s) ds

i ìàòèìåìî |wλ(x)| 6 cα2
λ äëÿ âñiõ x ∈ I. Íàðåøòi, äiñòà¹ìî

|w′λ(x)| 6 αλ

∫
Iλ
|K ′x(x, s)| |Uλ(s)| |vλ(s)| ds 6 cα2

λ,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâíîñòåé (5.24) òà (5.28) i çàñòîñó¹ìî ëåìó 5.7:

|a1,λ| 6 c1λ
2α−2

λ

(
|vλ(1)|+ |w′λ(1)|+ λα−1

λ |wλ(1)|
)
6 c2λ

2,

‖U(αλ·)wλ‖2
L2(I) =

∫
Iλ
|U(αλ ·)wλ|2 dx 6 c3α

4
λ

∫
Iλ
dx 6 c4α

3
λ.

Òîäi ç îãëÿäó íà (5.18) äiñòàíåìî ‖rλ‖ 6 c4(λ
2 + λ3α

3/2
λ ) 6 c5λ

2, áî çà óìîâîþ

òåîðåìè αλ = o(λ−1/3) ïðè λ→ 0. Òåïåð ïîêëàäåìî φλ = ψλ/‖ψλ‖ i ñêîðèñòà¹ìîñÿ
íåðiâíiñòþ (5.19):

‖(Hλ + ω2
λ)φλ‖ = ‖ψλ‖−1‖rλ‖ 6 c6ω

1/2
λ λ2 6 c7ω

2
λλ

1/2α
3/2
λ ,
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äå λ1/2α
3/2
λ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Îòæå, ïàðà (−λ2k2

λα
−2
λ , φλ) ¹ êâàçiìîäîþ îïåðàòîðà

Hλ ç ïîõèáêîþ o(ω2
λ), à òîìó Hλ âîëîäi¹ ìàëèì âiä'¹ìíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì

eλ ç àñèìïòîòèêîþ −λ2α−2
λ (k2

λ + o(1)) ïðè λ → 0, äå ÷èñëî kλ çàäàíå ôîðìóëîþ

(5.27). Òåîðåìà 5.3 äîâåäåíà.

Âèïàäîê íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi αλ → 0

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó 5.4. Ó âèïàäêó, êîëè αλ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, íîñié ïîòåíöiàëó

Uλ ëåæèòü ó âiäðiçêó Iλ = (−α−1
λ , α−1

λ ) i ðîçøèðþ¹òüñÿ íà óñþ ÷èñëîâó âiñü ïðè

λ→ 0. Òîìó øóêàòèìåìî íàáëèæåííÿ äî âëàñíî¨ ôóíêöi¨ îïåðàòîðàHλ ó âèãëÿäi

ψλ(x) =


eωλ(x+α−1λ ), êîëè x < −α−1

λ ,

u(x) + λαλ vλ(x), êîëè |x| < α−1
λ ,

a0,λ e
−ωλ(x−α−1λ ) + a1,λρ(x− α−1

λ ), êîëè x > α−1
λ ,

äå ωλ = λαλkλ, à vλ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

− v′′ + V v = −U(αλx)u(x), v(−α−1
λ ) = 0, v′(−α−1

λ ) = kλ. (5.29)

Òóò u � íîðìàëiçîâàíèé íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí H0. ßêùî ïîêëàñòè

a0,λ = θ + λαλvλ(α
−1
λ ), a1,λ = λ2α2

λvλ(α
−1
λ ), kλ = −θ−1v′λ(α

−1
λ ),

òî ôóíêöiÿ ψλ íàëåæàòèìå äî êëàñó W 2
2,loc(R). Òåïåð òðåáà äîâåñòè, ùî kλ áóäå

äîäàòíèì, áî òîäi ψλ ∈ domHλ. Íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí u ¹ ñòàëèì ïîçà I, òîìó
u(−α−1

λ ) = 1 i u(α−1
λ ) = θ. Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (5.9) äî çàäà÷i (5.29) i äiñòàíåìî

ðiâíiñòü

θv′λ(α
−1
λ )− kλ =

∫
R
U(αλx)u2(x) dx.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi òà v′λ(α
−1
λ ) = −θkλ âèâîäèìî, ùî

kλ = − 1

θ2 + 1

∫
R
U(αλx)u2(x) dx. (5.30)

Ëåìà 5.8. Ó ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 5.4 ìà¹ìî∫
R
U(αλ ·)u2 dx = U(0)

∫
R
(u2 −Θ2) dx+ o(αλ) ïðè αλ → 0,

äå Θ � ôóíêöiÿ, çàäàíà ôîðìóëîþ (5.5).
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Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê u(x) = 1 ïðè x < −1 òà u(x) = θ ïðè x > 1, òî∫
R
U(αλx)u2(x) dx =

1

αλ

∫
R
U(t)u2

(
t
αλ

)
dt =

=
1

αλ

(∫ αλ

−αλ
U(t)u2

(
t
αλ

)
dt+

∫ −αλ
−∞

U(t) dt+ θ2

∫ +∞

αλ

U(t) dt
)
.

Äàëi ç ïåðøî¨ óìîâè â (5.6) äiñòà¹ìî∫ −αλ
−∞

U(t) dt+ θ2

∫ +∞

αλ

U(t) dt = −
∫ 0

−αλ
U(t) dt− θ2

∫ αλ

0

U(t) dt.

Îòæå,∫
R
U(αλx)u2(x) dx =

1

αλ

(∫ αλ

−αλ
U(t)u2

(
t
αλ

)
dt−

∫ 0

−αλ
U(t) dt− θ2

∫ αλ

0

U(t) dt

)
=

=
1

αλ

∫ αλ

−αλ
U(t)

(
u2
(

t
αλ

)
−Θ2(t)

)
dt =

1

αλ

∫
R
U(t)

(
u2
(

t
αλ

)
−Θ2(t)

)
dt,

áî u(α−1
λ ·)−Θ ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié, ùî ìiñòèòüñÿ â [−αλ, αλ]. Òîäi∫

R
U(αλx)u2(x) dx =

1

αλ

∫
R
U(t)

(
u2
(

t
αλ

)
−Θ2

(
t
αλ

))
dt

= U(0)

∫
R
(u2 −Θ2) dx+ o(αλ), αλ → 0,

îñêiëüêè Θ = Θ(α−1
λ ·), U íåïåðåðâíà â òî÷öi x = 0 òà α−1

λ

(
u2(α−1

λ ·)−Θ2(α−1
λ ·)

)
¹ δ-ïîäiáíîþ ïîñëiäîâíiñòþ.

Çàñòîñó¹ìî ëåìó äî ôîðìóëè (5.30) i äiñòàíåìî àñèìïòîòèêó

kλ = − U(0)

θ2 + 1

∫
R
(u2 −Θ2) dx+ o(αλ) , λ→ 0.

Îòæå, kλ çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíîþ âåëè÷èíîþ ïðè λ→ 0 i ¹ äîäàòíîþ ïðè äîñòàò-

íüî ìàëèõ λ çãiäíî ç (5.6).

Ëåìà 5.9. Ðîçâ'ÿçîê vλ çàäà÷i (5.29) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|vλ(x)| 6 Cα−2
λ

äëÿ âñiõ x ∈ Iλ.
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Äîâåäåííÿ. Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ çîáðàæåííÿ

vλ(x) =
kλ
αλ

u(x) + kλu1(x) +

∫ x

−1/αλ

K(x, s)U(αλs)u(s) ds,

äå u1 òà K òàêi æ, ÿê â äîâåäåííi ëåìè 5.7. Ïîçàÿê

|u1(x)| 6 C1(|x|+ 1), |K(x, s)| 6 C2(|x|+ |s|+ 1)

äëÿ âñiõ x, s ∈ R i âåëè÷èíà kλ ¹ îáìåæåíîþ âiäíîñíî λ, òî ìè äiñòà¹ìî îöiíêó

|vλ(x)| 6 c1α
−1
λ + c2(|x|+ 1) + c3

x∫
−1/αλ

(|x|+ |s|+ 1) ds 6 Cα−2
λ , x ∈ Iλ,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Òåïåð îöiíèìî çàëèøîê rλ = (Hλ + ω2
λ)ψλ, ÿêèé â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

rλ(x) =


λ2α2

λU(αλx)vλ(x) + ω2
λψλ(x), êîëè |x| < α−1

λ

−λ2α2
λvλ(

b
αλ

)
(
ρ′′(x− b

αλ
)− ω2

λρ(x− b
αλ

)
)
, êîëè α−1

λ 6 x 6 α−1
λ + 1,

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.

Çàñòîñóâàâøè ëåìó 5.9, ìè îòðèìà¹ìî

‖ψλ‖ > c1ω
−1/2
λ , ‖ψλ‖L2(Iλ) 6 c2α

−1/2
λ , ‖U(αλ·)vλ‖L2(Iλ) 6 c3α

−5/2.

Äàëi, çãàäóþ÷è óìîâó λ1/4α−1
λ → 0, äiñòà¹ìî

‖rλ‖ 6 λ2α2
λ‖U(αλ·)vλ‖L2(Iλ) + ω2

λ‖ψλ‖L2(Iλ)+

+ λ2α2
λ|vλ(α−1

λ )|‖ρ′′ − ω2
λρ‖L2(0,1) 6 c4λ

2α
−1/2
λ .

Ââåäåìî ôóíêöiþ φλ = ψλ/‖ψλ‖. Òîäi

‖(Hλ + ω2
λ)φλ‖ = ‖ψλ‖−1‖rλ‖ 6 c5ω

1/2
λ λ2α

−1/2
λ 6 c6ω

2
λλ

1/2α−2
λ ,

ïðè÷îìó λ1/2α−2
λ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè λ → 0. Îòæå, (−λ2α2

λk
2
λ, φλ) � êâàçiìîäà

îïåðàòîðà Hλ ç ïîõèáêîþ o(ω2
λ). Iñíóâàííÿ òàêî¨ êâàçiìîäè åêâiâàëåíòíå iñíóâàí-

íþ âëàñíîãî çíà÷åííÿ eλ = −ω2
λ, äå

ωλ = λαλ

(
U(0)

θ2 + 1

∫
R
(u2 −Θ2) dx+ o(1)

)
, λ→ 0.

Ìè äîâåëè òåîðåìó 5.4.
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5.2 Äâî÷ëåííà àñèìïòîòèêà ïîðîãîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

Êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò Á. Ñàéìîíà [96] êàæå, ùî îäíîâèìiðíèé îïåðàòîð Øðå-

äèí åðà − d2

dx2 + λU ç âiäìiííèì âiä íóëÿ ïîòåíöiàëîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó∫
R(1 + |x|2)|U(x)| dx <∞, ìàòèìå ïðè ÿê çàâãîäíî ìàëèõ λ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà-

÷åííÿ eλ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
∫
R U(x) dx 6 0. Êðiì òîãî, ÿêùî òàêå âëàñíå

çíà÷åííÿ iñíó¹, òî âîíî ¹äèíå, ïðîñòå i âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ

√
−eλ = −λ

2

∫
R
U(x) dx− λ2

4

∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy + o(λ2) (5.31)

ïðè λ→ 0. Öÿ àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà íàëåæèòü Àáàðáàíåëþ, Êàëàíó òà Ãîëüä-

áåðãåðó (Abarbanel, Callan, Goldberger), õî÷à i íå áóëà íèìè îïóáëiêîâàíà. Âîíà

âïåðøå ïîÿâèëàñÿ â ïðàöi Á. Ñàéìîíà [96] â 1976 ðîöi. ×åðåç ðiê Ì. Êëàóñ óçà-

ãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò íà ïîòåíöiàëè U ç êëàñó Ôàä¹¹âà-Ìàð÷åíêà [97]. Ìè âæå

çãàäóâàëè âèùå, ùî â ïðàöi [47] Êëàóñ äîñëiäæóâàâ ïîðîãîâó ïîâåäiíêó âiä'¹ìíèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðiâ Hλ = − d2

dx2 + V + λU , äå ïîòåíöiàëè U òà V ìàëè

êîìïàêòíèé íîñié. Âií äîâiâ, ùî ïîãëèíàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ ñóòò¹âèì ñïåêò-

ðîì ïðè λ = 0 áóäå òîäi, êîëè îïåðàòîð − d2

dx2 + V ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨

òà
∫
R Uu

2 dx < 0. Ñåðåä âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ëèøå îäíå âëàñíå ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè λ → 0, ¹ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â òî÷öi λ = 0 i âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ

(5.2). Êîëè
∫
R Uu

2 dx = 0 i íîñié ïîòåíöiàëó U ëåæèòü ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè íó-

ëÿìè íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó u, òî âëàñíå çíà÷åííÿ ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ iñíó¹

äëÿ âñiõ ìàëèõ λ (ÿê äîäàòíèõ, òàê i âiä'¹ìíèõ). Íàðåøòi, ÿêùî
∫
R Uu

2 dx > 0,

òî îïåðàòîð Hλ íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çíàéäåìî óìîâè iñíóâàííÿ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü

òà ïîáóäó¹ìî äâî÷ëåííó àñèìïòîòèêó âëàñíîãî çíà÷åííÿ ç ïîðîãîâîþ ïîâåäiíêîþ

äëÿ ñiì'¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hλ = − d2

dx2
+ V + λUλ, (5.32)

äå Uλ = U + λU1 + o(λ) ïðè λ → 0. Ïîòåíöiàëè V òà Uλ ìàþòü êîìïàêòíi íîñi¨.

Ôàêòè÷íî, ìè ïîøèðèìî ðåçóëüòàò Àáàðáàíåëÿ, Êàëàíà i Ãîëüäáåðãåðà íà òàêèé

êëàñ îïåðàòîðiâ i óòî÷íèìî àñèìïòîòèêó (5.2). Çîêðåìà, ó âèïàäêó V = 0 òà

Uλ = U íàøà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ (5.31).
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Ðèñ. 5.2: Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ u òà u1

5.2.1 Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Íåõàé u � íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí íåçáóðåíîãî îïåðàòîðàH0 = − d2

dx2 +V , ÿêèé âîëîäi¹

ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî u(−∞) = 1 òà u(+∞) = θ.

Íàì çíàäîáèòüñÿ ðîçâ'ÿçîê u1 ðiâíÿííÿ −y′′ + V y = 0, ÿêèé ëiíiéíî íåçàëåæíèé

ç u. Ïðèïóñòèìî, ùî u1(x) = x çëiâà âiä íîñiÿ V . Ìè äàëi äîâåäåìî, ùî ñïðàâà

âiä íîñiÿ u1(x) = θ−1x + θ1 ç äåÿêîþ ñòàëîþ θ1 (äèâ. ðèñ. 5.2). Íåõàé òàêîæ v∗

� ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −v′′ + V v = −Uu, ÿêèé äîðiâíþ¹ íóëþ çëiâà âiä íîñi¨â

V òà U , à ôóíêöiÿ Θ çàäàíà ôîðìóëîþ (5.5). Ó ôîðìóëþâàííi óñiõ òåîðåì ìè

ïðèïóñêàòèìåìî, ùî V , U òà U1 � ôóíêöi¨ êëàñó L∞(R) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à

òàêîæ

‖Uλ − U − λU1‖ = o(λ), λ→ 0. (5.33)

Òåîðåìà 5.5. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð H0 ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç

íîðìàëiçîâàíèì íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. ßêùî∫
R
Uu2 dx < 0, (5.34)

òî λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì äëÿ îïåðàòîðiâ Hλ = − d2

dx2 + V + λUλ, òîáòî

äëÿ âñiõ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ äîäàòíèõ λ iñíó¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ, ÿêå

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè λ→ 0. Êðiì òîãî, ïîðîãîâå âëàñíå çíà÷åííÿ ìà¹ àñèìïòî-

òèêó eλ = −λ2 (ω0 + ω1λ+ o(λ))2 ïðè λ→ 0, äå

ω0 =
1

θ2 + 1

∫
R
Uu2 dx, (5.35)

ω1 =
1

θ2 + 1

(∫
R
U
(
v∗ + ω0(θ

2 − 1)u1

)
u dx+

+ ω2
0

∫
R
(u2 −Θ2) dx− ω2

0θ
3θ1 +

∫
R
U1u

2 dx

)
.

(5.36)
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Ïîðîãîâà ïîâåäiíêà âëàñíèõ çíà÷åíü ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i ó âèïàäêó, êîëè íåðiâ-

íiñòü (5.34) îáåðòà¹òüñÿ â ðiâíiñòü. Òîäi ïîãëèíàííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ íèæíiì

êðà¹ì íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó âiäáóâà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ O(λ4).

Òåîðåìà 5.6. Ïðèïóñòèìî, ùî ∫
R
Uu2 dx = 0. (5.37)

Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Hλ ìà¹ âiä'¹ìíå ïîðîãîâå âëàñíå çíà÷åííÿ òîäi, êîëè∫
R
(Uv∗ + U1u)u dx < 0. (5.38)

Öå âëàñíå çíà÷åííÿ äîïóñêà¹ àñèìïòîòèêó

eλ = − λ4

(θ2 + 1)2

(∫
R
Uv∗u dx+

∫
R
U1u

2 dx

)2

+ o(λ4), λ→ 0.

Çâåðíåìîñÿ äî îïåðàòîðiâ − d2

dx2 + V + λU , ÿêi âèâ÷àâ Ì. Êëàóñ â [47].

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé îïåðàòîð H0 ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íîðìàëiçî-

âàíèì íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì u. ßêùî
∫
R Uu

2 dx < 0, òî λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì

çíà÷åííÿì ñòàëî¨ âçà¹ìîäi¨ äëÿ îïåðàòîðiâ − d2

dx2 + V + λU , à ïîðîãîâå âëàñíå

çíà÷åííÿ eλ ìà¹ àñèìïòîòèêó ïðè λ→ 0

eλ = −λ2(ω0 + λω1 + o(λ))2, (5.39)

äå ÷èñëî ω0 çàäàíå ôîðìóëîþ (5.35) òà

ω1 =
1

θ2 + 1

(∫
R
U
(
v∗ + ω0(θ

2 − 1)u1

)
u dx+ ω2

0

∫
R
(u2 −Θ2) dx− ω2

0θ
3θ1

)
.

ßêùî ïîòåíöiàë U âiäìiííèé âiä íóëÿ i∫
R
Uu2 dx = 0, (5.40)

òî îïåðàòîð − d2

dx2 + V + λU ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ eλ ç àñèìïòîòèêîþ

eλ = − λ4

(θ2 + 1)2

(∫∫
R2

U(x)u(x)EV (x− y)U(y)u(y) dx dy + o(1)

)2

, (5.41)

äå EV � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà d2

dx2 − V , ÿêèé ¹ òîòîæíî íó-

ëüîâèì ïðè x < 0.
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Ôîðìóëà (5.2) áóëà çàïèñàíà äëÿ äîâiëüíîãî íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó, à ïðè ôîð-

ìóëþâàííi òåîðåìè 5.7 ìè âèêîðèñòàëè íîðìàëiçîâàíèé ñòàí. Ùîá óçãîäèòè íàø

ðåçóëüòàò ç ðåçóëüòàòîì Ì. Êëàóñà, çàïèøåìî ÷ëåíè àñèìïòîòèêè (5.39) â òåð-

ìiíàõ äîâiëüíîãî íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó

ω0 =
1

u2
− + u2

+

∫
R
Uu2 dx,

ω1 =
1

u2
− + u2

+

(
u−

∫
R
U

(
v∗ +

ω0(u
2
+ − u2

−)

u2
−

u1

)
u dx

+ ω2
0

∫
R
(u2 − Ξ2) dx− ω2

0θ1
u3

+

u−

)
,

äå u± = u(±∞), à ôóíêöiÿ Ξ âèçíà÷åíà òàê: Ξ(x) = u− ïðè x < 0 i Ξ(x) = u+

ïðè x > 0.

Ïîðiâíÿ¹ìî ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.7 ç ðåçóëüòàòîì Á. Ñàéìîíà, êîëè íåçáóðåíèì

îïåðàòîðîì áóâ âiëüíèé îïåðàòîð Øðåäèí åðà.

Íàñëiäîê 5.3. Ïðèïóñòèìî, ùî V = 0. ßêùî∫
R
U dx < 0, (5.42)

òî îïåðàòîð Hλ = − d2

dx2 + λUλ ìà¹ âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ ç àñèìïòîòèêîþ

eλ = −λ2(ω0 + λω1 + o(λ))2,

êîëè λ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, äå

ω0 =
1

2

∫
R
U dx, ω1 =

1

4

∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy +
1

2

∫
R
U1 dx. (5.43)

ßêùî Uλ = U , òî öÿ àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ Àáàðáàíåëÿ-

Êàëàíà-Ãîëüäáåðãåðà (5.31).

ßêùî æ ïîòåíöiàë U íåíóëüîâèé,
∫
R U dx = 0 òà∫

R
U1 dx 6 0, (5.44)

òî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ λ (äîäàòíèõ ÷è âiä'¹ìíèõ) îïåðàòîð Hλ âîëîäi¹

âëàñíèì çíà÷åííÿì eλ ç àñèìïòîòèêîþ

eλ = −λ
4

16

(∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy + 2

∫
R
U1 dx+ o(1)

)2

, λ→ 0.
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Öþ àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè i òàê

eλ = −λ
4

16

(∫
R

(∫ x

−∞
U(y) dy

)2

dx− 2

∫
R
U1 dx+ o(1)

)2

. (5.45)

5.2.2 Ïîáóäîâà òà îá ðóíòóâàííÿ äâî÷ëåííèõ àñèìïòîòèê

Çðîáèìî ñòàíäàðòíå ïðèïóùåííÿ, ùî íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ V òà Uλ ìiñòÿòüñÿ ó âiä-

ðiçêó I = [−1, 1]. Öå íå çìåíøó¹ çàãàëüíîñòi çàäà÷i. Íàäàëi òàêîæ ïðèïóñòèìî,

ùî ïîòåíöiàë V ðåçîíàíñíèé, à u � íîðìàëiçîâàíèé íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí i θ = u(1).

Ëåìà 5.10. Íåõàé u1 � òàêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ −y′′ + V y = 0, ùî u1(x) = x

ïðè x 6 −1. Òîäi ïðè x > 1 öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä u1(x) = θ−1x+ θ1 ç äåÿêîþ

ñòàëîþ θ1.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî u1 ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ ñïðàâà âiä íîñiÿ ïîòåíöiàëó V .

Òðåáà ëèøå äîâåñòè, ùî êóòîâèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ θ−1. Ôóíêöiÿ w = u + u1

ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó Êîøi

−w′′ + V w = 0, t ∈ I, w(−1) = 0, w′(−1) = 1,

à îòæå, u′1(1) = θ−1 çãiäíî ç ôîðìóëîþ (5.9).

Äîâåäåííÿ òåîðåì 5.5 òà 5.6

Äîâåäåííÿ ïîëÿãàòèìå ó ïîáóäîâi êâàçiìîä (−ω2
λ, φλ) îïåðàòîðà Hλ, ÿêèé ìà¹ âè-

ãëÿä (5.32). Ïðîòå íàáëèæåííÿ áóäóâàòèìåìî òî÷íiøå, áî êîíêðåòíiøîþ ¹ àñèìï-

òîòèêà (5.33) ïîòåíöiàëiâ Uλ. Ó ïðèïóùåííi, ùîH0 = − d2

dx2 +V âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì

íóëüîâî¨ åíåðãi¨, ïîêëàäåìî ωλ = λ(ω0 + λω1,λ + λ2ω2,λ) òà φλ = ψλ/‖ψλ‖, äå

ψλ(x) =


e−ωλ(x+1), êîëè x < −1,

u(x) + λv1(x) + λ2v2,λ(x) + λ3v3,λ(x), êîëè |x| < 1,

aλ e
ωλ(x−1) + bλρ(x− 1), êîëè x > 1.

(5.46)
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Ôóíêöi¨ v1, v2,λ òà v3,λ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷

− v′′1 + V v1 = −Uu, v1(−1) = 0, v′1(−1) = −ω0; (5.47)−v′′2 + V v2 = −Uv1 − (U1 + gλ)u,

v2(−1) = 0, v′2(−1) = −ω1,λ

(5.48)

− v′′3 + V v3 = −f3,λ, v3(−1) = 0, v′3(−1) = −ω2,λ (5.49)

âiäïîâiäíî, äå gλ = λ−1(Uλ − U − λU1) òà f3,λ = Uv2,λ + (U1 + ω2
0 + gλ)v1 +

2ω0ω1,λu. Ïðèïóñêàòèìåìî, à äàëi öå äîâåäåìî, ùî âåëè÷èíè ω1,λ i ω2,λ ìàþòü

ñêií÷åííi ãðàíèöi ïðè λ→ 0. Ôóíêöiÿ ρ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ãëàäêiñòü ψλ, âèçíà÷åíà

íà ñòîð. 168.

Ïîêàæåìî ñïåðøó, ùî ñòàëi ω0, ω1,λ, ω2,λ, aλ òà bλ â (5.46) ìîæíà âèáðàòè òàê,

ùî ψλ íàëåæàòèìå äî domHλ. Ùîá ôóíêöiÿ ψλ áóëà åëåìåíòîì ïðîñòîðó L2(R)

ìóñèìî íàêëàñòè óìîâó ω0 < 0 (âèïàäîê ω0 = 0 âèâ÷àòèìåìî â òåîðåìi 5.6).

Çàóâàæèìî, ùî u òà vk íàëåæàòü äî ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà W 2
2 (I) ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ −y′′+V y = f ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ f ∈ L2(I). Çà ïîáóäîâîþ ψλ ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x = −1. Òðåáà çàáåçïå÷èòè òàêó æ âëàñòèâiñòü â x = 1.

Ïîçàÿê [ψλ]x=1 = θ + λv1(1) + +λ2v2,λ(1) + λ3v3,λ(1)− aλ, ìè ïîêëàäåìî

aλ = θ + λv1(1) + λ2v2,λ(1) + λ3v3,λ(1). (5.50)

Âðàõóâàâøè öåé âèáið aλ, îá÷èñëèìî ñòðèáîê ïîõiäíî¨

[ψ′λ]x=1 = ωλaλ + bλρ
′(0)− λv′1(1)− λ2v′2,λ(1)− λ3v′3,λ(1) =

= λ(ω0 + λω1,λ + λ2ω2,λ)
(
θ + λv1(1) + λ2v2,λ(1) + λ3v3,λ(1)

)
+ bλ − λv′1(1)−

− λ2v′2,λ(1)− λ3v′3,λ(1) = λ
(
ω0θ − v′1(1)

)
+ λ2

(
ω1,λθ + ω0v1(1)− v′2,λ(1)

)
+

+ λ3
(
ω2,λθ + ω1,λv1(1) + ω0v2,λ(1)− v′3,λ(1)

)
+ bλ+

+ λ4
(
ω0v3,λ(1) + ω1,λ(v2,λ(1) + λv3,λ(1)) + ω2,λ(v1(1) + λv2,λ(1) + λ2v3,λ(1))

)
.

Ùîá öåé ñòðèáîê áóâ íóëüîâèì, ìè ïîêëàäåìî

ω0 = θ−1v′1(1), ω1,λ = θ−1(v′2,λ(1)− ω0v1(1)), (5.51)

ω2,λ = θ−1(v′3,λ(1)− ω0v2,λ(1)− ω1,λv1(1)) (5.52)

bλ = −λ4
(
ω0v3,λ + ω1,λ(v2,λ + λv3,λ) + ω2,λ(v1 + λv2,λ + λ2v3,λ)

)
|x=1. (5.53)
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Äàëi, çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó (5.9) ç ëåìè 5.3 äî çàäà÷ (5.47)�(5.49), ìè äiñòàíåìî

θv′1(1) = −ω0 +

∫ 1

−1

Uu2 dx, θv′3,λ(1) = −ω2,λ +

∫ 1

−1

f3,λu dx, (5.54)

θv′2,λ(1) = −ω1,λ +

∫ 1

−1

Uv1u dx+

∫ 1

−1

(
U1 + ω2

0 + gλ
)
u2 dx. (5.55)

Ç ðiâíîñòåé (5.51), (5.52), (5.54) òà (5.55) âiäðàçó âèïëèâà¹

ω0 =
1

θ2 + 1

∫ 1

−1

Uu2 dx, (5.56)

ω1,λ =
1

θ2 + 1

(∫ 1

−1

Uv1u dx− θω0v1(1) +

∫ 1

−1

(
U1 + ω2

0 + gλ
)
u2 dx

)
,

ω2,λ =
1

θ2 + 1

(∫ 1

−1

f3,λu dx− θ(ω0v2,λ(1) + ω1,λv1(1))
)
.

Âðàõîâóþ÷è êîìïàêòíèé íîñié ïîòåíöiàëó U , ôîðìóëó äëÿ ω0 çàïèøåìî òàê

ω0 =
1

θ2 + 1

∫
R
Uu2 dx. (5.57)

Çãiäíî ç óìîâîþ (5.34) ÷èñëî ω0 ¹ âiä'¹ìíèì, à òîìó âiä'¹ìíîþ áóäå ïðè ìàëèõ λ

i âåëè÷èíà ωλ. Îòæå, ψλ ∈ L2(R).

Äàëi, ω1,λ ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ ω1, êîëè λ→ 0, áî ‖gλ‖ = o(1) ç îãëÿäó íà

(5.33), ïðè÷îìó

ω1 =
1

θ2 + 1

(∫ 1

−1

Uv1u dx− θω0v1(1) +

∫ 1

−1

(
U1 + ω2

0

)
u2 dx

)
. (5.58)

Òðåáà çàïèñàòè öþ ôîðìóëó iíâàðiàíòíî, ïîçáóâøèñü çàëåæíîñòi âiä âiäðiçêà I
òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ v1 â îäíîìó ç êiíöiâ öüîãî âiäðiçêà. Çàìiíèòè áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðóâàííÿ íà I iíòåãðóâàííÿì íà âñié äiéñíié îñi íå ìîæíà, áî, íàïðèêëàä,

ôóíêöiÿ ω2
0u

2 íå ìà¹ êîìïàêòíîãî íîñiÿ. Çàòå íîñié ôóíêöi¨ u2−Θ2 ¹ êîìïàêòíèì

i òîìó ìà¹ìî∫ 1

−1

u2 dx =

∫ 1

−1

(u2 −Θ2) dx+

∫ 1

−1

Θ2 dx =

∫
R
(u2 −Θ2) dx+ (θ2 + 1). (5.59)

Äàëi, v1 = v∗ − ω0(u1 + u), äå v∗ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi −v′′∗ + V v∗ = −Uu,
v∗(−1) = 0, v′∗(−1) = 0 ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Òîäi ìè îòðèìà¹ìî∫ 1

−1

Uv1u dx =

∫ 1

−1

U(v∗ − ω0u1)u dx− ω0

∫ 1

−1

Uu2 dx

=

∫
R
U(v∗ − ω0u1)u dx− ω2

0(θ2 + 1), (5.60)
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áî çãiäíî ç (5.57) iíòåãðàë
∫ 1

−1 Uu
2 dx äîðiâíþ¹ ω0(θ

2+1). Òåïåð ïîìíîæèìî ðiâíÿ-

ííÿ â (5.47) íà u1 i ïðîiíòåãðó¹ìî äâi÷i ÷àñòèíàìè (v′1u1−v1u
′
1)
∣∣1
−1

=
∫ 1

−1 Uuu1 dx.

Ïîçàÿê u1(−1) = −1, u1(1) = θ−1 + θ1, u′1(1) = θ−1 i v′1(1) = ω0θ, ìè ìàòèìåìî

v1(1) = ω0θ
2θ1 − θ

∫
R
Uu1u dx. (5.61)

Ïiäñòàâèâøè (5.59)�(5.61) äî (5.58), îñòàòî÷íî çíàéäåìî

ω1 =
1

θ2 + 1

(∫
R
Uv0u dx+

∫
R
U1u

2 dx+ ω2
0

∫
R
(u2 −Θ2) dx− ω2

0θ
3θ1

)
, (5.62)

äå v0 = v∗ + ω0(θ
2 − 1)u1. Öå ôîðìóëà äëÿ ω1, ÿêà íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêî-

ìó âiäðiçêó ðîçòàøîâàíèé íîñié ïîòåíöiàëiâ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè

ôîðìóëó äëÿ ω2,λ. Öÿ âåëè÷èíà òåæ ìà¹ ãðàíèöþ ïðè λ→ 0. Îòæå, òàêèé âèáið

ω0, ω1,λ, ω2,λ, aλ òà bλ ãàðàíòó¹, ùî ψλ ∈ domHλ.

Ëåìà 5.11. Iñíóþòü òàêi ñòàëi c òà C, ùî c ω−1/2
λ 6 ‖ψλ‖ 6 C ω

−1/2
λ .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè v2,λ i v3,λ çàäà÷ (5.48) i (5.49) ¹ îáìåæåíèìè

â íîðìi ïðîñòîðó L2(R) ðiâíîìiðíî âiäíîñíî λ. Ëåìà 5.3 äà¹ íàì îöiíêè

‖v2,λ‖C1(I) 6 C(|ω1,λ|+ ‖Uv1 + (U1 + gλ)u‖L2(I)) 6 c1,

‖v3,λ‖C1(I) 6 C(|ω2,λ|+ ‖f3,λ‖L2(I)) 6 c2,

äå ñòàëi c1 òà c2 íå çàëåæàòü âiä λ. Òîäi ç (5.50) i (5.53) âiäðàçó îòðèìà¹ìî

|aλ| 6 c3, |bλ| 6 c4λ
4. (5.63)

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî îñíîâíèé âíåñîê äî L2(R)-íîðìè ôóíêöi¨ ψλ ðîáëÿòü åêñïî-

íåíòè e±ωλ(x∓1). Áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ äàþòü ‖e−ωλ(x+1)‖L2(−∞,−1) = (2ωλ)
−1/2

òà ‖eωλ(x−1)‖L2(1,+∞) = (2ωλ)
−1/2. Îòæå, ‖ψλ‖ ∼ aω

−1/2
λ ïðè λ → 0. Çîêðåìà,

‖ψλ‖ ∼ a0λ
−1/2, êîëè ω0 6= 0, òà ‖ψλ‖ ∼ a1λ

−1, êîëè ω0 = 0.

Ëåìà 5.12. Ïàðà (−ω2
λ, φλ) ¹ êâàçiìîäîþ Hλ ç ïîõèáêîþ o(λ9/2) ïðè λ→ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rλ = (Hλ + ω2
λ)ψλ, òîäi (Hλ + ω2

λ)φλ = ‖ψλ‖−1rλ. Îöiíèìî

íîðìó çàëèøêó rλ â ïðîñòîði L2(R). Åêñïîíåíòè e±ωλ(x∓1) ¹ òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè

−ψ′′ + ω2
λψ = 0, à òàêîæ supp ρ = [0, 1], òîìó

rλ(x) = −bλ(ρ′′(x− 1)− ω2
λρ(x− 1)) ïðè 1 6 x 6 2 (5.64)
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i rλ(x) = 0 äëÿ ðåøòè çíà÷åíü x ç ìíîæèíè {x : |x| > 1}. Ç äðóãî¨ íåðiâíîñòi â

(5.63) ìè âiäðàçó ìà¹ìî

|rλ(x)| 6 c1λ
4 ïðè |x| > 1, (5.65)

áî ρ òà ρ′′ îáìåæåíi íà [0, 1]. Òåïåð îá÷èñëèìî rλ äëÿ |x| < 1. Çãàäóþ÷è îçíà÷åííÿ

íàïiâçâ'ÿçíîãî ñòàíó òà çàäà÷i (5.47)�(5.49), äiñòà¹ìî

rλ =
(
− d2

dx2 + V + λU + λ2U1 + λ2gλ + ω2
λ

)
(u+ λv1 + λ2v2 + λ3v3) =

= (−u′′ + V u) + λ(−v′′1 + V v1 + Uu) + λ2
(
− v′′2 + V v2 + Uv1+

+ U1u+ ω2
0u+ gλu

)
+ λ3

(
− v′′3 + V v3 + f3,λ

)
+ λ4Rλ = λ4Rλ,

äå íîðìà çàëèøêó Rλ â ïðîñòîði L2(I) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà çà λ. Îòæå, ç

óðàõóâàííÿì (5.65), ìà¹ìî, ùî ‖rλ‖ = O(λ4) ïðè λ→ 0. Òîìó

‖(Hλ + ω2
λ)φλ‖ = ‖ψλ‖−1‖rλ‖ 6 cλ9/2 (5.66)

ç îãëÿäó íà ëåìó 5.11.

Òåïåð ëåìè 5.2 òà 5.12 ãàðàíòóþòü, ùî îïåðàòîðHλ âîëîäi¹ âiä'¹ìíèì âëàñíèì

çíà÷åííÿì eλ, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|eλ + λ2(ω0 + λω1,λ + λ2ω2,λ)
2| 6 cλ9/2.

Ïðîòå ç iíøîãî áîêó, ïðè λ→ 0 ìà¹ìî

(ω0 + λω1,λ + λ2ω2,λ)
2 − (ω0 + λω1)

2 ∼ 2ω0λ(ω1,λ − ω1),

à òàêîæ ω1,λ − ω1 = o(1). Çâiäñè âèâîäèìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó

eλ + λ2(ω0 + λω1)
2 = o(λ3), λ→ 0,

ÿêó ïåðåïèøåìî òàê (λ−1
√
−eλ)2 − (ω0 + λω1)

2 = o(λ). Äàëi ìîæíà îòðèìàòè

ðiâíiñòü λ−1
√
−eλ + ω0 + λω1 = o(λ), à îòæå,

√
−eλ = −λ(ω0 + λω1 + o(λ)) ïðè

λ→ 0, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.5.

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íèé âèïàäîê, êîëè íåðiâíiñòü (5.34) îáåðòà¹òüñÿ â ðiâíiñòü∫
R
Uu2 dx = 0. (5.67)
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Îòæå, ω0 = 0 çãiäíî ç (5.56), à òàêîæ v0 = v∗. Ôîðìóëà (5.62) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ω1 =
1

θ2 + 1

(∫
R
Uv∗u dx+

∫
R
U1u

2 dx

)
.

Òåïåð òðåáà âèìàãàòè, ùîá âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü ω1 < 0, ÿêà ãàðàíòóâàòèìå

åêñïîíåíöiàëüíå ñïàäàííÿ ìàéæå-âëàñíî¨ ôóíêöi¨ ψλ. Çðîçóìiëî, ùî òîäi âåëè÷è-

íà ωλ = λ2(ω1,λ + λω2,λ) òåæ áóäå âiä'¹ìíîþ äëÿ ìàëèõ λ. Óìîâà (5.38) äà¹ íàì

âiä'¹ìíiñòü ω1.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 5.11, ïðè ω0 = 0 ìè ìà¹ìî ‖ψλ‖ ∼ aλ−1 ïðè λ → 0. Òîìó

îöiíêó (5.66) ìîæíà ïîñèëèòè ‖(Hλ + ω2
λ)φλ‖ 6 cλ5 i îòðèìàòè

|eλ + λ4(ω1,λ + λω2,λ)
2| 6 c1λ

5.

ßêùî ìè ïåðåïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi (λ−2
√
−eλ)2 − (ω1,λ + λω2,λ)

2 = O(λ), òî äàëi

âèâîäèìî λ−2
√
−eλ = −ω1,λ +O(λ) = −ω1 + o(1). I íàðåøòi,

√
−eλ = −λ2(ω1 + o(1)), λ→ 0,

ùî i ¹ òåçîþ òåîðåìè 5.6.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7 òà íàñëiäêó 5.3

Ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè 5.7 âèïëèâà¹ ç äîâåäåíèõ âèùå òåîðåì 5.5 òà 5.6, ÿêùî

ïîêëàñòè Uλ = U äëÿ âñiõ λ. Çàëèøèëîñÿ ëèøå âèâåñòè ôîðìóëó (5.41). ßêùî æ

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.40), òî ω0 = 0 òà

ω1 =
1

θ2 + 1

∫
R
Uv∗u dx. (5.68)

Íàãàäà¹ìî, ùî v∗ ¹ òàêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ v′′∗ − V v∗ = Uu, ÿêèé òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ çëiâà âiä íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ V i U . Âiçüìåìî ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê EV öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé òåæ îáåðòà¹òüñÿ â íóëü çëiâà âiä íîñi¨ V i U .

Òîäi v∗ ¹ çãîðòêîþ v∗(x) = (EV ∗ Uu)(x) =
∫
R EV (x− y)U(y)u(y) dy. Îòæå,∫

R
Uv∗u dx =

∫
R
U(x)u(x)(EV ∗ Uu)(x) dx =

=

∫∫
R2

U(x)u(x)EV (x− y)U(y)u(y) dx dy. (5.69)
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Ïiäñòàíîâêà ðiâíîñòi (5.69) äî (5.68) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè íàñëiäîê 5.3. Ìè çíà¹ìî, ùî ïîòåíöiàë V = 0 ìà¹ ðå-

çîíàíñ i u = 1. Òîäi θ = 1 òà Θ(x) = 1 äëÿ âñiõ x ∈ R. Êðiì òîãî, θ1 = 0, áî

ðiâíÿííÿ u′′ = 0 âîëîäi¹ ðîçâ'ÿçêîì u1 = x. Ç öèõ ïðè÷èí óìîâà (5.34) íàáóâà¹

âèãëÿäó (5.42), à ôîðìóëè (5.35), (5.36) ñïðîùóþòüñÿ

ω0 =
1

2

∫
R
U dx, ω1 =

1

2

∫
R
Uv∗ dx+

1

2

∫
R
U1 dx.

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðà d2

dx2 , ÿêèé îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ïðè x < 0,

ìà¹ âèãëÿä E0(x) = 1
2(|x|+ x). Òîäi∫

R
U(x)v∗(x) dx =

∫
R
U(x)(E0 ∗ U)(x) dx =

1

2

∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy+

+
1

2

∫∫
R2

U(x) (x− y)U(y) dx dy =
1

2

∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy,

îñêiëüêè
∫∫

R2 f(x) (x − y) f(y) dx dy = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f , äëÿ ÿêî¨ öåé

iíòåãðàë iñíó¹. Öå äà¹ íàì ôîðìóëó äëÿ ω1 â (5.43).

Äðóãà ÷àñòèíà íàñëiäêó, êîëè ïîòåíöiàë U ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹, âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä óñiõ äîâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü òèì, ùî λ = 0 ¹ ïîðîãîâèì çíà÷åííÿì äëÿ

îïåðàòîðiâ Hλ íåçàëåæíî âiä çíàêó ïàðàìåòðà λ, òîáòî λ ìîæå áóòè i äîäàòíèì,

i âiä'¹ìíèì. Äëÿ âèïàäêó Uλ = U òàêèé ðåçóëüòàò áóâ îòðèìàíèé Á. Ñàéìîíîì

[96]. Ïîçàÿê òåïåð
∫
R U dx = 0, òî ç (5.43) ìà¹ìî, ùî ω0 = 0. Â öüîìó ðàçi∫∫

R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy = −
∫
R

(∫ x

−∞
U(y) dy

)2

dx. (5.70)

Ñïðàâäi ç ðiâíîñòi
∫
R U dx = 0 âiäðàçó äiñòà¹ìî∫ x

−∞
U(y) dy = −

∫ +∞

x

U(y) dy,∫
R
U(x)

∫ x

−∞
yU(y) dy dx = −

∫
R
U(x)

∫ +∞

x

yU(y) dy dx.
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Ç öèìè ôîðìóëàìè ìà¹ìî∫∫
R2

U(x) |x− y|U(y) dx dy =

∫
R
U(x)

∫ x

−∞
(x− y)U(y) dydx+

+

∫
R
U(x)

∫ +∞

x

(y − x)U(y) dy dx = 2

∫
R
xU(x)

∫ x

−∞
U(y) dy dx =

= −
∫
R

(∫ x

−∞
U(y) dy

)2

dx.

ßêùî ïîòåíöiàë U âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî ç ôîðìóëè (5.70) òà óìîâè (5.44) îòðè-

ìó¹ìî ω1 < 0. Îòæå, âåëè÷èíà ωλ = λ2ω1,λ + λ3ω2,λ ¹ âiä'¹ìíîþ äëÿ âñiõ λ

äîñòàòíüî ìàëèõ, ÿê äîäàòíèõ, òàê i âiä'¹ìíèõ. À òîäi ïîðîãîâå âëàñíå çíà÷åííÿ

ìà¹ àñèìïòîòèêó (5.45).
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Ðîçäië 6

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ Ç ÏÎÒÅÍÖIÀËÀÌÈ

ÒÈÏÓ ÊÓËÎÍÀ

Îäíîâèìiðíi îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó Êóëîíà ñïðè÷èíèëè

áàãàòî ãàðÿ÷èõ íàóêîâèõ äèñêóñié [118�124], iñòîðiÿ ÿêèõ ðîçïî÷àëàñÿ ç ðîáîòè

Ð. Ëàóäîíà [125] 1959 ðîêó. Ç ïîãëÿäó ôiçèêè ïðåäìåòîì öèõ äèñêóñié ñòàëà ìî-

äåëü îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, ó äîñëiäæåííÿõ ÿêî¨ âàæëèâîþ áóëà ñòðóêòóðà

ñïåêòðó òà ïèòàííÿ ïðîíèêíîñòi ÷åðåç ïîòåíöiàë Êóëîíà â çàäà÷àõ ðîçñiþâàííÿ.

Ïðîòå íå Ëàóäîí áóâ ïåðøèì, õòî ââiâ ó ôiçèêó òàêó ìîäåëü. Ùå â 1928 i 1929

ðîêàõ ôîí Â. Ñ. Âðêëÿí îïóáëiêóâàâ äâi ïðàöi [126, 127], â ÿêèõ âïåðøå âêà-

çàâ íà âàæëèâiñòü ò. ç. �îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè� i îïèñàâ ñïåêòðè äâîõ êëàñè÷íèõ

çàäà÷ ó îäíîâèìiðíîìó âàðiàíòi � çãàäàíó âèùå çàäà÷ó ïðî àòîì âîäíþ òà çàäà-

÷ó Êåïëåðà â çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi. Â 2016 ðîöi âèéøëà îãëÿäîâà ñòàòòÿ

Ð. Ëàóäîíà [128], â ÿêié àâòîð ñïðîáóâàâ ñèñòåìàòèçóâàòè ðåçóëüòàòè ïðî îäíî-

âèìiðíó ìîäåëü àòîìà âîäíþ, îòðèìàíi çà îñòàííi øiñòü äåñÿòèëiòü. Âií òàêîæ

íàâiâ âàãîìi àðãóìåíòè ùîäî àêòóàëüíîñòi ìîäåëi äëÿ ñó÷àñíî¨ ôiçèêè, ïðîàíà-

ëiçóâàâøè ñó÷àñíèé ñòàí òåîði¨ òà ¨¨ çàñòîñóâàíü. Ìè ïîâåðíåìîñÿ äî iñòîði¨ äî-

ñëiäæåíü îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ ïiñëÿ òîãî, ÿê äîâåäåìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè

ðîçäiëó i ìàòèìåìî çìîãó ïðîâåñòè ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ií-

øèìè äîñëiäíèêàìè. Â öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷èìî çíà÷íî øèðøèé êëàñ îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà ç ïîòåíöiàëàìè òèïó Êóëîíà. Íàñëiäêîì îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòà-

íå ïîâíèé ìàòåìàòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, ÿêèé

îïóáëiêîâàíî â [129].
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6.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îäíîâèìiðíà ìîäåëü àòîìà âîäíþ ïîâ'ÿçàíà ç âëàñòèâîñòÿìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âèãëÿäó

− d2ψ

dx2
− γ

|x|
ψ = Eψ, −d

2ψ

dx2
+
γ

x
ψ = Eψ, (6.1)

êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ìàþòü ìàþòü ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi. Ñèíãóëÿðíiñòü ïîòåíöiàëiâ

â öèõ ôîðìàëüíèõ îïåðàòîðàõ Øðåäèí åðà ñïðè÷èíÿ¹ íåãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Òîìó ðîçâ'ÿçêè, âèçíà÷åíi â îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòi, òðåáà

ïî¹äíàòè äåÿêèìè óìîâàìè. Ùîá ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíiàí àòîìà âîäíþ � ñà-

ìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ùî âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ ñèñòåìè, � ïîòðiáíî ÿâíî âêàçàòè

óìîâè ñïðÿæåííÿ ÷è êðàéîâi óìîâè â òî÷öi ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó Êóëîíà.

Ïðîòå òåîðiÿ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ äà¹ äîñèòü âå-

ëèêó ìíîæèíó óìîâ, ÿêi ïåðåòâîðþþòü ôîðìàëüíi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè (6.1)

â ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè â L2(R) [121, 130, 131]. Îñíîâíèì ïèòàííÿì òóò ¹ ìà-

òåìàòè÷íî i ôiçè÷íî îáóìîâëåíèé âèáið òàêèõ óìîâ.

Îäíîâèìiðíi ïñåâäîãàìiëüòîíiàíè ç ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà ìàþòü áàãàòî ñõî-

æîãî ç ïñåâäîãàìiëüòîíiàíàìè ç δ′-ïîòåíöiàëàìè. Ïåðø çà âñå, îáèäâà òèïè òàêèõ

ôîðìàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ ¹ ÷óòëèâèìè òî òîãî, ÿê ìè ¨õ ðåãóëÿðè-

çó¹ìî. Íå âàðòî ñïîäiâàòèñÿ, ùî iñíó¹ ëèøå îäíà òî÷íà ìîäåëü äëÿ êîæíîãî ç

ïñåâäîãàìiëüòîíiàíiâ (6.1). À îñêiëüêè �îäíîâèìiðíi àòîìè âîäíþ� âèíèêàþòü â

ìîäåëþâàííi ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù, òîìó ïðèðîäíî î÷iêóâàòè ïåâíó ðiçíîìàíiò-

íiñòü êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ôîðìàëüíî ïîâ'ÿçàíèõ ç òàêèìè äèôåðåíöi-

àëüíèìè âèðàçàìè. Òàêî¨ äóìêè ïðèòðèìóþòüñÿ é ôiçèêè [121, 132], ââàæàþ÷è,

ùî ìîäåëü êðèòè÷íî çàëåæèòüñÿ âiä ïîâåäiíêè ïîòåíöiàëiâ, áëèçüêèõ äî ïîòåí-

öiàëó Êóëîíà, íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ äî àòîìà.

Îïèøåìî îñíîâíèé îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìè çáóðþâàëè

îïåðàòîð H = − d2

dx2 +V0. Íà âiäìiíó âiä δ′-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ, ïîòåíöiàëè òèïó

Êóëîíà ìàþòü íåëîêàëüíèé õàðàêòåð, i òîìó íàì çðó÷íî ó âèðàçàõ

− d2

dx2
+ V0(x)− γ

|x|
, − d2

dx2
+ V0(x) +

γ

x

îá'¹äíàòè äâà ïîòåíöiàëüíi äîäàíêè â îäèí. Ïðè öüîìó ìè çáåðåæåìî ó ïîòåíöiàëi
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ñòåïåíåâó îñîáëèâiñòü â íóëi i òàêó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi, ÿêà á ãàðàíòó-

âàëà ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà â L2(R), êîëè îñîáëèâiñòü ñòÿòè. Íåõàé Q �

äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà ïðÿìié, ÿêà ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíà ïîçà íóëåì, à â íóëi

ìà¹ îñîáëèâiñòü âèãëÿäó

Q(x) =


q−
x
, êîëè x ∈ (−x0, 0),

q+

x
, êîëè x ∈ (0, x0)

(6.2)

ç äiéñíèìè q−, q+ òà x0 > 0 (äèâ. ðèñ. 6.1). Òàêîæ ïðèïóñêàòèìåìî, ùî îïåðàòîð

H0 = − d2

dx2
+Q(x)(1− χ(x)), (6.3)

äå χ � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [−1, 1], ¹ ñàìîñïðÿæåíèì â L2(R).

Q

x0

q--x

-x0

q+-x

Ðèñ. 6.1: Ïîòåíöiàë òèïó Êóëîíà.

Ââåäåìî äëÿ ïîòåíöiàëó Q êëàñ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ ðåãóëÿðèçàöié Qε, ÿêi

ïðè ε→ 0 çáiãàþòüñÿ äî íüîãî ìàéæå ñêðiçü. Íåõàé

Qε(x) =

 Q(x), êîëè |x| > ε,

ln ε
ε κ

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε,

(6.4)

äå ôóíêöiÿ κ = κ(t) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L∞(R) i äîðiâíþ¹ íóëåâi ïîçà âiäðiç-

êîì I = [−1, 1]. Âèâ÷àòèìåìî ïîâåäiíêó ïðè ε→ 0 ñiì'¨ îïåðàòîðiâ

Hε = − d2

dx2
+Qε(x) + ε−2V (ε−1x) + ε−1U(ε−1x), (6.5)
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äå V òà U � äiéñíîçíà÷íi îáìåæåíi ïîòåíöiàëè ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ Hε çáiãà¹òüñÿ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà H0,

çàäàíîãî â (6.3). Ââåäåìî ïðîñòîðè

U± =
{
ψ ∈ L2(R±) : ψ, ψ′ ∈ ACloc(R±), −ψ′′ +Qψ ∈ L2(R±)

}
.

Íåõàé ïðîñòið U , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç L2(R)-ôóíêöié φ òàêèõ, ùî φ|R± ∈ U±. ×å-
ðåç ACloc(R±) ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîæíîìó

êîìïàêòi â R±.
Ñïåðøó îïèøåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ äî îïåðàòîðà,

ïîðîäæåíîãî çâ'ÿçàíèìè óìîâàìè â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 6.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð − d2

dx2 + V â L2(R) âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì

íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì h. Íåõàé òàêîæ θ = h(+∞) ïðè óìîâi,

ùî h(−∞) = 1. ßêùî

θ2q+ − q− =

∫
R
κh2 dx, (6.6)

òî îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Ãðàíè÷íèé

îïåðàòîð H äi¹ çà ïðàâèëîì Hφ = −φ′′+Qφ íà ôóíêöiÿõ φ ∈ U , ïiäïîðÿäêîâàíèõ
óìîâàì ñïðÿæåííÿ

φ(+0) = θφ(−0),

lim
x→+0

(
θφ′(x)− φ′(−x)− (θ2q+ − q−)φ(−0) lnx

)
= φ(−0)

∫
R
Uh2 dx.

(6.7)

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî ζ ∈ C \ R ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖(Hε − ζ)−1 − (H− ζ)−1‖ 6 Cε1/4. (6.8)

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ñèòóàöiþ, êîëè ãðàíè÷íèé îïåðàòîð ¹ ïîðîäæåíèì

ðîçäiëåíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Òåîðåìà 6.2. ßêùî îïåðàòîð − d2

dx2 + V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨, òî

îïåðàòîðè Hε çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî ïðÿìî¨ ñóìè

D− ⊕ D+ äâîõ îïåðàòîðiâ íà ïiâîñÿõ D± = − d2

dx2 + Q ç îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ

domD± = {ψ ∈ U± : ψ(0) = 0}. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî ζ ∈ C \R ìà¹ìî îöiíêó

‖(Hε − ζ)−1 − (D− ⊕D+ − ζ)−1‖ 6 Cε1/4. (6.9)
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Óìîâà (6.6), ÿêà çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ, òà óìîâè ñïðÿæåííÿ (6.7),

ÿêi âèíèêàþòü â ãðàíèöi, íåòðèâiàëüíî çàëåæàòü âiä ïîòåíöiàëiâ Qε, V òà U , ïî-

¹äíóþ÷è íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí h i éîãî ñòðóêòóðíèé ïàðàìåòð θ, õàðàêòåðèñòèêè q−

òà q+ êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó òà ôîðìó éîãî ðåãóëÿðèçàöi¨ κ. Òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨
(6.7) íå ñõîæi íà òi, ÿêi îïèñàíi â ëåìi 1.6. Ði÷ ó òiì, ùî ïåðøà ïîõiäíà ðîçâ'ÿçêó

φ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ −φ′′ + Qφ = f ìîæå ìàòè ëîãàðèôìi÷íó îñîáëè-

âiñòü â íóëi i çíà÷åííÿ φ′(±0) íå âèçíà÷åíi [118,121,122]. Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið

U �âèòðèìó¹� òàêi ñèíãóëÿðíîñòi ïîõiäíèõ. Çàòå ðåãóëÿðíó ïîâåäiíêó ïðè ïiäõîäi

çëiâà i ñïðàâà äî íóëÿ ìàþòü âèðàçè φ′(x) − q−φ(x) ln |x| i φ′(x) − q+φ(x) ln |x|
âiäïîâiäíî. Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

b±(φ) = lim
x→±0

(
φ′(x)− q±φ(±0) ln |x|

)
, µ =

∫
R
Uh2 dx, (6.10)

óìîâè ñïðÿæåííÿ (6.7) ìîæíà çàïèñàòè òàê

φ(+0) = θφ(−0), θb+(φ)− b−(φ) = µφ(−0). (6.11)

Ñïðàâäi, âðàõóâàâøè ïåðøó óìîâó ñòðèáêà äëÿ φ, äðóãó ìîæíà ïåðåòâîðèòè

θb+(φ)− b−(φ) =

= θ lim
x→+0

(
φ′(x)− q+φ(+0) ln |x|

)
− lim

x→−0

(
φ′(x)− q−φ(−0) ln |x|

)
=

= lim
x→+0

(
θφ′(x)− φ′(−x)−

(
θq+φ(+0)− q−φ(−0)

)
ln |x|

)
=

= lim
x→+0

(
θφ′(x)− φ′(−x)− (θ2q+ − q−)φ(−0) lnx

)
.

ÎïåðàòîðH, ïîðîäæåíèé òî÷êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ (6.7), ¹ ñàìîñïðÿæåíèì ç îãëÿ-

äó íà ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε. Ñïðàâäi, ðiâíîìiðíà ðå-

0

f

Ðèñ. 6.2: Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè (6.7).
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çîëüâåíòíà ãðàíèöÿ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ¹ çíîâó ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòî-

ðîì. Ïðîòå ëåãêî äîâåñòè, ùî îïåðàòîðè Hφ = −φ′′ +Qφ ç óìîâàì ñïðÿæåííÿ(
φ(+0)

b+(φ)

)
=

(
c11 c12

c21 c22

)(
φ(−0)

b−(φ)

)
, φ ∈ U ,

¹ ñàìîñïðÿæåíèì, êîëè óñi åëåìåíòè ìàòðèöi ckl äiéñíi òà c11c22 − c12c21 = 1.

Óìîâè æ (6.11) â ìàòðè÷íîìó çîáðàæåííi ¹ òàêèìè(
φ(+0)

b+(φ)

)
=

(
θ 0

µθ−1 θ−1

)(
φ(−0)

b−(φ)

)
.

Êîëè q−, q+ i κ äîðiâíþþòü íóëþ, òî ïîòåíöiàë Q íå ìà¹ æîäíî¨ îñîáëèâîñòi,

áî äîðiâíþ¹ òîòîæíî íóëþ íà (−x0, x0). Òîäi òåîðåìè 6.1 i 6.2 îáåðòàþòüñÿ â

òåîðåìó 2.2 ç ω = 1 äëÿ ãàìiëüòîíiàíiâ ç (αδ′ + βδ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëàìè.

ßêùî ïîòåíöiàë V ¹ ðåçîíàíñíèì, àëå ðiâíiñòü (6.6) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî îïåðà-

òîðè Hε, âçàãàëi êàæó÷è, íå çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0. Òàêå çãëàäæåííÿ ïîòåíöiàëó

Êóëîíà ìîæå ïðèâåñòè äî íåðåãóëÿðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïðè ìàëèõ ε ñà-

ìèõ îïåðàòîðiâ, ¨õíiõ ñïåêòðiâ òà äàíèõ ðîçñiþâàííÿ. Êîëè ïîòåíöiàë V ¹ íóëüî-

âèì (îòæå, ðåçîíàíñíèì), ¹ ðåçóëüòàòè ùîäî çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ â ðiâíîìiðíié

òà ñèëüíié ðåçîëüâåíòíèõ òîïîëîãiÿõ. Ìè îïèøåìî ¨õ íèæ÷å.

6.2 Çáiæíiñòü â D′(R) ïîòåíöiàëiâ òèïó Êóëîíà

Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′(R) çíà÷íî ðîçøèðþ¹ ìíîæèíó êëàñè÷íèõ ôóíê-

öié, çîêðåìà, òàêèìè åêçîòè÷íèìè ôóíêöiîíàëàìè ÿê ôóíêöiÿ Äiðàêà òà ¨¨ ïîõiä-

íi. Âîäíî÷àñ áàãàòî íàâiòü åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié îïèíÿþòüñÿ çà ìåæàìè öüîãî

êëàñó, à ïèòàííÿ ÷è ìîæíà òðàêòóâàòè ¨õ ÿê óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ i ÿê ñàìå, âè-

ìàãà¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ. Çâiñíî, éäåòüñÿ ïðî ôóíêöi¨, ÿêi íå íàëåæàòü äî

ïðîñòîðó L1,loc(R). Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ Q âèãëÿäó (6.2) ¹ íåiíòåãðîâíîþ â îêîëi

íóëÿ, à òîìó ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ C∞0 (R) 3 ψ 7→
∫
RQψ dx íå ¹ íåïåðåðâíèì

â C∞0 (R), òîáòî íå ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ. Ïðîòå iñíó¹ áåçëi÷ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ g, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç Q ïîçà ïî÷àòêîì êîîðäèíàò, òîáòî

g(ψ) =

∫
R
Qψ dx äëÿ âñiõ ψ ∈ C∞0 (R \ {0}). (6.12)
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Ñêîðèñòàâøèñü àíàëîãi¹þ ç ôîðìóëîþ (ln |x|)′ = P 1
x , ðîçãëÿíåìî ëîêàëüíî iíòå-

ãðîâíó ôóíêöiþ íà R òàêó, ùî

G(x) =

q− ln(−x), êîëè x ∈ (−x0, 0),

q+ lnx, êîëè x ∈ (0, x0).
(6.13)

Òåïåð ââåäåìî ôóíêöiîíàë Q ÿê óçàãàëüíåíó ïîõiäíó G, òîáòî Q = G′.

Ëåìà 6.1. Ìíîæèíà F óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç Q ïîçà íóëåì,

òîáòî ôóíêöiîíàëiâ ç âëàñòèâiñòþ (6.12), ìà¹ âèãëÿä

F =
{
Q+

m∑
k=0

akδ
(k)(x), ak ∈ C, m = 0, 1, . . .

}
.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî Q íàëåæèòü äî ìíîæèíè F . Äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî

ôóíêöiîíàëó g ∈ F ìà¹ìî 〈g −Q, ψ〉 = 0 äëÿ âñiõ ψ ∈ C∞0 (R \ {0}). Îòæå, íîñié
g−Q ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç òî÷êè x = 0. Òàêèé ôóíêöiîíàë ¹ ñêií÷åííîþ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ ôóíêöi¨ δ(x) òà ¨¨ ïîõiäíèõ, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Íà ìíîæèíi F ìîæíà ââåñòè øêàëó çà ïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi ðîçïîäiëiâ

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · , äå Fn =
{
Q+

n∑
k=0

akδ
(k)(x), ak ∈ C

}
.

Ëåìà 6.2. Äëÿ êîæíîãî γ ∈ (0, 1) åëåìåíòè F0 =
{
Q + a0δ(x), a0 ∈ C

}
¹

ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ çà Ãåëüäåðîì

ôóíêöié C0,γ
0 (R) ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè. Íà ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç

êîìïàêòíèìè íîñiÿìè âîíè ¹ íåïåðåðâíèìè ëèøå, êîëè q− = q+ = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîðÿäîê ôóíêöiîíàëiâ ñiì'¨ F0 âèçíà÷à¹ îñîáëèâiñòü ôóíêöi¨ Q â

íóëi. Íåõàé ôóíêöiÿ χ ∈ C∞0 (R) äîðiâíþ¹ îäèíèöi íà âiäðiçêó [−x0, x0]. Òîäi

äëÿ âñiõ ψ ∈ C0,γ
0 (R) ç íîñi¹ì â [−x0, x0] ìà¹ìî

ψ(x) = ψ(x)χ(x) = (ψ(x)− ψ(0))χ(x) + ψ(0)χ(x).

Ïîäi¹ìî íà òåñòîâó ôóíêöiþ ψ ðîçïîäiëîì Q i îòðèìà¹ìî

〈Q, ψ〉 = 〈Q, (ψ − ψ(0))χ〉+ c0〈δ(x), ψ〉,
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äå c0 = 〈Q, χ〉. Ôóíêöiÿ Äiðàêà ¹ íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì íà êëàñi íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié, à ïåðøèé äîäàíîê ìîæíà îöiíèòè òàê

|〈Q, (ψ − ψ(0))χ〉| =
∣∣∣∣∫ x0

−x0
Q(x)(ψ(x)− ψ(0)) dx

∣∣∣∣ 6
6
∫ x0

−x0
|x|γ|Q(x)| |ψ(x)− ψ(0)|

|x|γ
dx 6 C‖ψ‖C0,γ

0 (R),

áî∫ x0

−x0
|x|γ|Q(x)| dx =

∫ 0

−x0
|q−||x|γ−1 dx+

∫ x0

0

|q+||x|γ−1 dx = γ−1(|q−|+ |q+|)|x0|γ.

Îòæå, Q ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì íà ïðîñòîði C0,γ
0 (R). Ç äîâåäåííÿ

òàêîæ çðîçóìiëî, ùî â òîìó ðàçi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë q− ÷è q+ âiäìiííå âiä

íóëÿ, ôóíêöiîíàë Q âèçíà÷åíèé íå äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Íàïðèêëàä,

âií íàáóâà¹ íåñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ íà íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ φ(x) = χ(x) ln−1 |x|
ïðè x 6= 0 òà φ(0) = 0.

Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Q ¹ ñèíãóëÿðíiøîþ, íiæ δ-ôóíêöiÿ, àëå âîíà ðåãóëÿðíi-

øà çà ïåðøó ïîõiäíó δ-ôóíêöi¨. Ñiì'ÿ F0 ìiñèòü óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ íàéìåíøîãî

ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi. Íàïðèêëàä, êîëè Q(x) = 1/x, òî äî F0 íàëåæèòü óçà-

ãàëüíåíà ïîõiäíà ëîãàðèôìà P 1
x = (ln |x|)′, à òàêîæ ôóíêöiîíàëè

S− = lim
ε→+0

1

x− iε
, S+ = lim

ε→+0

1

x+ iε
. (6.14)

Âiäîìi ôîðìóëè Ñîõîöüêîãî S− = P 1
x + iπδ(x) òà S+ = P 1

x − iπδ(x) ïîêàçóþòü,

ùî ôóíêöiîíàëè P 1
x , S− i S+ ðiçíÿòüñÿ äîäàíêàìè cδ(x) i íàëåæàòü äî F0.

Ïîòåíöiàëè Qε(x)+ε−2V (ε−1x)+ε−1U(ε−1x) îïåðàòîðiâHε ìîæíà òðàêòóâàòè

ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçïîäiëiâ Q+a1δ
′(x)+a0δ(x) ç ìíîæèíè F1, äå a0, a1 � äiéñíi.

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ðåãóëÿðèçàöiÿ âèãëÿäó (6.4) äëÿ ôóíêöi¨ Q íå ¹ íàäóìà-

íîþ. Âîíà ïðèðîäíà äëÿ ïîòåíöiàëiâ êóëîíiâñüêîãî òèïó. Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

Q âèçíà÷åíà íåÿâíî ÷åðåç ïîõiäíó ðîçïîäiëó G ç ëîãàðèôìi÷íîþ îñîáëèâiñòþ

âèãëÿäó (6.13). Àïðîêñèìó¹ìî G ïîñëiäîâíiñòþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Gε(x) =

G(x), êîëè |x| > ε,

q
(
x
ε

)
ln ε, êîëè |x| < ε,
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äå q � ôóíêöiÿ êëàñó C1(−1, 1) òàêà, ùî q(−1) = q− òà q(1) = q+ (äèâ. ðèñ. 6.3).

Ïîçàÿê Gε → G â D′(R) ïðè ε→ 0, òî G′ε → Q â D′(R). Ïðè÷îìó ðåãóëÿðèçàöiÿ

G′ε(x) =

Q(x), êîëè |x| > ε,

ln ε
ε q′

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε

ìà¹ âèãëÿä (6.4), ÿêùî ïîêëàñòè κ = q′.

Ðèñ. 6.3: Ãðàôiêè ôóíêöié Gε òà G′ε.

Ëåìà 6.3. Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié Qε, çàäàíà ôîðìóëîþ (6.4), çáiãà¹òüñÿ â ïðî-

ñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′(R) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

q+ − q− =

∫
I
κ dx. (6.15)

Äîâåäåííÿ. Çãàäàâøè âèãëÿä (6.2) ôóíêöi¨ Q íà iíòåðâàëi (−x0, x0), ìàòèìåìî∫
R
Qε(x)ψ(x) dx =

∫
|x|>x0

Q(x)ψ(x) dx+
ln ε

ε

∫ ε

−ε
κ
(
x
ε

)
ψ(x) dx+

+ q+

∫ x0

ε

ψ(x)

x
dx+ q−

∫ −ε
−x0

ψ(x)

x
dx

äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ C∞0 (R). Òðè îñòàííi iíòåãðàëè çàëåæàòü âiä ε i ïðè ψ(0) 6= 0

ìàþòü ïîðÿäîê O(ln ε), ε→ 0. Ñïðàâäi, çàïèøåìî iíòåãðàëè òàê

ln ε

ε

∫ ε

−ε
κ
(
x
ε

)
ψ(x) dx = ψ(0) ln ε

∫ 1

−1

κ(t) dt+ ln ε

∫ 1

−1

κ(t)(ψ(εt)− ψ(0)) dt,∫ x0

ε

ψ(x)

x
dx = −ψ(0) ln ε+ ψ(0) lnx0 +

∫ x0

ε

ψ(x)− ψ(0)

x
dx,∫ −ε

−x0

ψ(x)

x
dx = ψ(0) ln ε− ψ(0) lnx0 +

∫ −ε
−x0

ψ(x)− ψ(0)

x
dx.
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Î÷åâèäíî, ùî êîëè ε ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òî

ln ε

∫ 1

−1

κ(t)(ψ(εt)− ψ(0)) dt→ 0,∫ x0

ε

ψ(x)− ψ(0)

x
dx→

∫ x0

0

ψ(x)− ψ(0)

x
dx,∫ −ε

−x0

ψ(x)− ψ(0)

x
dx→

∫ 0

−x0

ψ(x)− ψ(0)

x
dx,

îñêiëüêè ψ(x)− ψ(0) = O(x) ïðè x→ 0. Òîìó∫
R
Qε(x)ψ(x) dx =

(∫
I
κ dt− q+ + q−

)
ψ(0) ln ε+ fε(ψ),

äå {fε}ε>0 � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â D′(R) ïðè

ε → 0. Îòæå, çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi Qε â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié åêâiâà-

ëåíòíà âèêîíàííþ ðiâíîñòi q+ − q− =
∫
I κ dt.

Íàñïðàâäi ìè äîâåëè, ùî óìîâà (6.15) ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ çáiæíîñòi ôóíêöiî-

íàëiâ Qε â ïðîñòîði Ãåëüäåðà C
0,γ
0 (R), γ ∈ (0, 1), áî äëÿ çáiæíîñòi fε äîñòàòíüî,

ùîá ψ(x)−ψ(0) = O(xγ) ïðè x→ 0. Îòæå, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü Qε çáiãà¹òüñÿ, òî

ãðàíè÷íà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî F0.

6.3 Îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç ðåãóëÿðèçîâàíèìè ïîòåíöià-

ëàìè Êóëîíà

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

− y′′ + (Q− ζ)y = f, (6.16)

äå f ∈ L2(R) i ζ ∈ C. Îñîáëèâiñòü êîåôiöi¹íòà Q âèãëÿäó (6.2) âèçíà÷à¹ ïî-

âåäiíêó ðîçâ'ÿçêó y ïðè ïiäõîäi çëiâà òà ñïðàâà äî òî÷êè x = 0. Àñèìïòîòèêó

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (6.1) âèâ÷àëè â [118, 124, 130]. Ùîá ïîáóäó-

âàòè ãðàíè÷íèé îïåðàòîð H, ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì ç [124].

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé ôóíêöiÿ y íàëåæèòü äî L2(R) i â îäíîñòîðîííiõ îêî-

ëàõ ïî÷àòêó êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

−y′′+
(q−
x
− ζ
)
y = f, x ∈ (−x0, 0); −y′′+

(q+

x
− ζ
)
y = f, x ∈ (0, x0). (6.17)
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Òîäi iñíóþòü ñêií÷åííi ãðàíèöi y(±0) = limx→±0 y(x) i âèêîíóþòüñÿ ïðè x→ ±0

àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè

y(x) = y(±0) +O(|x|1/2), y′(x) = q±y(x) ln |x|+ b±(y) + o(1), (6.18)

äå b− i b+ � äåÿêi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó y.

Íèæ÷å ìè äîâåäåìî ñèëüíiøå òâåðäæåííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîç-

â'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (6.16).

x

y(x)

y (x)’

Ðèñ. 6.4: Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêó y òà ïîõiäíî¨ y′ ðiâíÿííÿ (6.17).

6.3.1 Âèïàäîê çâ'ÿçàíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.1 ðîçïî÷íåìî ç ôîðìàëüíî¨ ïîáóäîâè ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà

H äëÿ ñiì'¨ Hε. Íåõàé îïåðàòîð − d2

dx2 + V â L2(R) âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨

åíåðãi¨ ç íîðìàëiçîâàíèì íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì h. ßê çàâæäè, ïðèïóñêàòèìåìî,

ùî íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ U i V ìiñòÿòüñÿ ó âiäðiçêó I = [−1, 1]. Òîäi çâóæåííÿ h íà

iíòåðâàë I ¹ íåòðèâiàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− h′′ + V h = 0, t ∈ I, h′(−1) = 0, h′(1) = 0, (6.19)

ïðè÷îìó h(−1) = 1 i h(1) = θ. Íåõàé yε = (Hε−ζ)−1f äëÿ f ∈ L2(R) òà ζ ∈ C\R.
Øóêàòèìåìî ôîðìàëüíó àñèìïòîòèêó yε ó âèãëÿäi

yε(x) ∼

u(x), êîëè |x| > ε,

v0

(
x
ε

)
+ v1

(
x
ε

)
ε ln ε+ v2

(
x
ε

)
ε, êîëè |x| < ε,

(6.20)
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ïðèïóñêàþ÷è âèêîíàííÿ óìîâ ñïðÿæåííÿ

[yε]±ε = 0, [y′ε]±ε = 0. (6.21)

Ôóíêöiÿ yε � öå ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

− y′′ε +
(
Qε(x) + ε−2V (ε−1x) + ε−1U(ε−1x)

)
yε = ζyε + f, (6.22)

à îñêiëüêè íîñi¨ ïîòåíöiàëiâ ε−2V (ε−1 ·) + ε−1U(ε−1 ·) ñòÿãóþòüñÿ â òî÷êó, òî ïðè-
ðîäíî ââàæàòè, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ −u′′ + Qu = ζu + f â R \ {0}. Öå
ðiâíÿííÿ òðåáà äîïîâíèòè óìîâàìè â íóëi, ÿêi çàëåæàòèìóòü âiä ñòðóêòóðè çáó-

ðåííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (6.22) â íîâèõ çìiííèõ t = x/ε

− d2vε

dt2
+
(
V (t) + ε ln εκ(t) + εU(t)

)
vε = ε2ζvε + ε2f, (6.23)

ïîêëàâøè vε(t) = yε(εt). Ïiäñòàâèâøè â íüîãî ðîçâèíåííÿ (6.20) ïðè |x| < ε,

ìàòèìåìî: −v′′0 + V v0 = 0, −v′′1 + V v1 = −κv0, −v′′2 + V v2 = −Uv0. Äàëi, óìîâè

óçãîäæåííÿ ðîçâèíåíü (6.21) â òî÷êàõ x = ±ε iç âðàõóâàííÿì àñèìïòîòè÷íèõ

ôîðìóë (6.18) äàþòü

v0(±1) +O(ε ln ε) = u(±0) +O(ε1/2),

ε−1v′0(±1) + v′1(±1) ln ε+ v′2(±1) = q±u(±0) ln ε+ b±(u) + o(1).

Çâiäñè ìè, çîêðåìà, ìà¹ìî

v0(±1) = u(±0), v′0(±1) = 0, v′1(±1) = q±u(±0), v′2(±1) = b±(u). (6.24)

Òåïåð ìîæåìî ñôîðìóâàòè çàäà÷i äëÿ êîåôiöi¹íòiâ àñèìïòîòèêè:

− v′′0 + V v0 = 0, t ∈ I, v′0(−1) = 0, v′0(1) = 0; (6.25)

− v′′1 + V v1 = −κv0, t ∈ I, v′1(−1) = q−u(−0), v′1(1) = q+u(+0); (6.26)

− v′′2 + V v2 = −Uv0, t ∈ I, v′2(−1) = b−(u), v′2(1) = b+(u). (6.27)

Çàäà÷à (6.25) ìà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ v0 = c0h, àëå ç îãëÿäó

íà ðiâíiñòü v0(−1) = u(−0) äiñòà¹ìî

v0 = u(−0)h. (6.28)
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Òîìó v0(1) = u(−0)h(1) = θu(−0). Ïðîòå ç iíøîãî áîêó, v0(1) = u(+0) çãiäíî ç

(6.24). Ç öèõ äâîõ ðiâíîñòåé ìà¹ìî

u(+0) = θu(−0), (6.29)

ùî i ¹ ïåðøîþ óìîâîþ ñïðÿæåííÿ äëÿ u â íóëi. Ùîá çíàéòè ùå îäíó óìîâó, çâåð-

íåìîñÿ äî çàäà÷i (6.26). Âîíà íå çàâæäè ñóìiñíà, áî âiäïîâiäíà îäíîðiäíà çàäà÷à

ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Ïiäñòàâèìî ó ðiâíÿííÿ (6.26) çîáðàæåííÿ (6.28) äëÿ

v0, ïîìíîæèìî éîãî íà h i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè. Òîäi äiñòàíåìî

θq+u(+0)− q−u(−0) = u(−0)

∫
I
κh2 dx. (6.30)

Çãiäíî ç àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà öÿ óìîâà ¹ íå ëèøå íåîáõiäíîþ, àëå é äîñòàò-

íüîþ äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó v1. Ìè îòðèìàëè ùå îäíó ðiâíiñòü, ÿêà ïîâ'ÿçó¹

çíà÷åííÿ u(−0) òà u(+0). Îòæå, öi ÷èñëà ïîâèííi áóòè ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìèu(+0)− θu(−0) = 0,

θq+u(+0)−
(
q− +

∫
I κh

2 dx
)
u(−0) = 0.

(6.31)

Íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (u(−0), u(+0)) öi¹¨ ëiíiéíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè iñíó¹,

êîëè ¨¨ ìàòðèöÿ âèðîäæåíà, òîáòî θ2q+ − q− =
∫
I κh

2 dx. Öÿ ðiâíiñòü çáiãà¹òüñÿ

ç óìîâîþ (6.6) òåîðåìè 6.1. Â öüîìó ðàçi ðiâíÿííÿ (6.31) ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè,

i ìè áðàòèìåìî äî óâàãè ëèøå ïåðøå ç íèõ. Âîíî ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (6.26), ÿêèé âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî äîäàíêà ch. Ïiäïîðÿäêó¹ìî v1 óìîâi

îðòîãîíàëüíîñòi äî h â L2(I). Íàðåøòi ìè çâåðíåìîñÿ äî çàäà÷i (6.27). Âîíà ¹

ñóìiñíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

θb+(u)− b−(u) = u(−0)

∫
I
Uh2 dt. (6.32)

Ðîçâ'ÿçîê v2 âèáåðåìî îðòîãîíàëüíèì äî h â L2(I).

Îòæå, êîëè ïîòåíöiàë V ¹ ðåçîíàíñíèì i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.6), òî ãîëîâíèé

÷ëåí u àñèìïòîòèêè (6.20) ïîâèíåí ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó

−u′′ +Qu = ζu+ f â R \ {0}, (6.33)

u(+0)− θu(−0) = 0, θb+(u)− b−(u) = µu(−0), (6.34)
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äå ÷èñëî µ çàäàíå ðiâíiñòþ

µ =

∫
R
Uh2 dx.

Óìîâè (6.34) óçãîäæóþòüñÿ ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè (6.7) ç òåîðåìè 6.1, çàïè-

ñàíèìè ó âèãëÿäi (6.11). Íåõàé H � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ÿêèé ïîðîäæåíèé

çàäà÷åþ (6.33)�(6.34). Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi îïåðà-

òîðiâ Hε íàì ïîòðiáíi òî÷íiøi ðåçóëüòàòè ùîäî àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó u.

Ëåìà 6.4. Äëÿ âñiõ f ∈ L2(R) i ζ ∈ C \ R ôóíêöiÿ u = (H− ζ)−1f çàäîâîëüíÿ¹

ïðè x→ ±0 íåðiâíîñòi

|u(x)− u(±0)| 6 C1‖f‖ |x ln |x||, (6.35)∣∣u′(x)− q±u(±0) ln |x| − b±(u)
∣∣ 6 C2‖f‖ |x|1/2, (6.36)

äå b± � ëiíiéíi íåïåðåðâíi ôóíêöiîíàëè íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîð H.
Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|b±(u)| 6 C3‖f‖. (6.37)

Ñòàëi C1, C2 i C3 íå çàëåæàòü âiä f .

Äîâåäåííÿ. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ u, ÿê åëåìåíò domH, ¹ íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà íà R \ {0}. Êðiì òîãî, âîíà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

‖u‖ 6 c1‖f‖, ‖u‖C1(K) 6 c2(K)‖f‖, (6.38)

äå K � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà â R, ÿêà íå ìiñòèòü íóëÿ.
Äîâåäåìî íåðiâíîñòi (6.35), (6.36) ëèøå äëÿ ðîçâ'ÿçêó u íà äîäàòíié ïiâîñi,

à îöiíêó (6.37) ëèøå äëÿ b+. Ðåøòà íåðiâíîñòåé äîâîäÿòüñÿ ñõîæå. Íà iíòåðâàëi

(0, x0) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

u′′ =
q+

x
u− ζu− f. (6.39)

Ââåäåìî òèì÷àñîâå ïîçíà÷åííÿ g = ζu + f äëÿ ñóìè äîäàíêiâ, ÿêi íàëåæàòü äî

ïðîñòîðó L2(R+). Iíòåãðóþ÷è äâi÷i òîòîæíiñòü íà iíòåðâàëi (x, x0), äiñòà¹ìî

u′(x) = −q+

∫ x0

x

u(s)

s
ds+

∫ x0

x

g(s) ds+ u′(x0), (6.40)

u(x) = q+

∫ x0

x

s− x
s

u(s) ds−
∫ x0

x

(s− x)g(s) ds+ u(x0) + u′(x0)(x− x0). (6.41)
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Ôóíêöi¨ u, f , à îòæå g, íàëåæàòü äî L2(R). Òîìó iñíó¹ ñêií÷åííå çíà÷åííÿ

u(+0) = q+

∫ x0

0

u(s) ds+ x

∫ x0

0

g(s) ds+ u(x0)− x0u
′(x0). (6.42)

Ñïðàâäi, íàéñèíãóëÿðíiøèé ïðè x→ +0 iíòåãðàë∫ x0

x

s− x
s

u(s) ds

çáiãà¹òüñÿ äî
∫ x0

0 u(s) ds çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü, îñêiëüêè∣∣∣∣s− xs χ(x,x0)(s)

∣∣∣∣ 6 1 äëÿ âñiõ s ∈ (0, x0).

Òóò χ(x,x0) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ iíòåðâàëó (x, x0). Òåïåð ç (6.42) òà äðóãî¨

íåðiâíîñòi (6.38) âèâîäèìî

‖u‖C0([0,x0]) 6 c1‖f‖. (6.43)

Âiäíÿâøè (6.42) âiä (6.41), çàïèøåìî îòðèìàíó ðiçíèöþ ó âèãëÿäi

u(x)− u(+0) = −q+x

∫ x0

x

u(s)

s
ds+

∫ x

0

(
sg(s)− q+u(s)

)
ds+

+ x

∫ x0

x

g(s) ds+ u′(x0)x.

À îñêiëüêè∫ x0

x

u(s)

s
ds = u(+0)x(lnx0 − lnx) +

∫ x0

x

u(s)− u(+0)

s
ds, (6.44)

òî ðiçíèöþ ìîæíà ïåðåïèñàòè i òàê

u(x)− u(+0) = q+u(+0)x(lnx− lnx0) +

∫ x

0

(
sg(s)− q+u(s)

)
ds+

+ x

∫ x0

x

g(s) ds+ u′(x0)x− q+x

∫ x0

x

u(s)− u(+0)

s
ds. (6.45)

Ç îãëÿäó íà íåðiâíîñòi (6.38) òà (6.43) ìà¹ìî

|u(+0)|+ |u′(x0)| 6 c2 ‖f‖, ‖g‖ = ‖ζu+ f‖ 6 c3 ‖f‖,∣∣∣∣∫ x

0

u(s) ds

∣∣∣∣ 6 x sup
s∈(0,x)

|u(s)| 6 c4x‖f‖,∣∣∣∣∫ x

0

sg(s) ds

∣∣∣∣ 6 x

∫ x

0

|g(s)| ds 6 c5x
3/2‖f‖.

(6.46)
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Òîìó ç (6.45) âiäðàçó äiñòà¹ìî

|u(x)− u(+0)| 6 c6‖f‖x| lnx|+ |q+|x
∫ x0

x

|u(s)− u(+0)|
s

ds.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà i îòðèìà¹ìî

|u(x)− u(+0)| 6 c7‖f‖ e|q+|x(lnx0−lnx) x| lnx| 6 c8‖f‖x| lnx|. (6.47)

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (6.35).

ßêùî çíîâó ñêîðèñòàòèñÿ çîáðàæåííÿì (6.44) i íà öåé ðàç ïiäñòàâèòè éîãî äî

(6.40), òî ìàòèìåìî

u′(x) = q+u(+0)(lnx− lnx0)− q+

∫ x0

x

u(s)− u(+0)

s
ds+

+

∫ x0

x

g(s) ds+ u′(x0) = q+u(+0) lnx+ b+(u) + r(x, u),

ïðèéíÿâøè ïîçíà÷åííÿ

b+(u) = u′(x0)− q+u(+0) lnx0 +

∫ x0

0

g(s) ds− q+

∫ x0

0

u(s)− u(+0)

s
ds, (6.48)

r(x, u) = q+

∫ x

0

u(s)− u(+0)

s
ds−

∫ x

0

g(s) ds.

Òåïåð íåðiâíîñòi (6.35), (6.43) òà ùîéíî äîâåäåíà îöiíêà (6.38) äàþòü

|r(x, u)| 6 |q+|
∫ x

0

|u(s)− u(+0)|
s

ds+ |ζ|
∫ x

0

|u| ds+

∫ x

0

|f | ds

6 c9 ‖f‖
∫ x

0

| ln s| ds+ c4(‖u‖+ ‖f‖)x1/2 6 c10‖f‖x1/2,

|b+(u)| 6 c11(|u′(x0)|+ |u(+0)|) + c12‖g‖

+ |q+|
∫ x0

0

|u(s)− u(+0)|
s

ds 6 c13 ‖f‖+ c14‖f‖
∫ x0

0

| ln s| ds 6 c15‖f‖.

Öå äîâîäèòü (6.36) òà (6.37).

Çàóâàæèìî, ùî b+ ç ôîðìóëè (6.48) íàñïðàâäi ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ H, áî g ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi g = ζu+f = ζu+(H−ζ)u.

Êðiì òîãî, ïðàâà ÷àñòèíà (6.48) íå çàëåæèòü âiä òî÷êè x0. Çîêðåìà, ç öi¹¨ ôîð-

ìóëè ìà¹ìî b+(u) = lim
x0→+0

(u′(x0)− q+u(+0) lnx0), ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì

(6.10) öüîãî ôóíêöiîíàëó.
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Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé ôóíêöiÿ u íàëåæèòü äî L2(R) i â îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ

ïî÷àòêó êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.17). Òîäi ïðè x→ ±0 ìà¹ìî

u(x) = u(±0) +O(x ln |x|), (6.49)

u′(x) = q±u(±0) ln |x|+ b±(u) +O(|x|1/2), (6.50)

äå b± � äåÿêi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêó u.

Äîâåäåííÿ. Â äîâåäåííi ëåìè òîé ôàêò, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ â íóëi äåÿêi óìîâè

ñïðÿæåííÿ, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå äëÿ îòðèìàííÿ îöiíîê (6.46), äå ôiãóðó¹ íîð-

ìà f . Ùîäî àñèìïòîòèêè u, òî âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè (6.40), (6.41) i (6.45),

ÿêi ¹ íàñëiäêîì òîòîæíîñòi (6.39) òà ïðèíàëåæíîñòi ôóíêöié u i f äî L2(R).

Çà ïîáóäîâîþ ôóíêöi¨ vk íàëåæàòü äî W 2
2 (I), à ¨õíi íîðìè ìîæíà îöiíèòè

÷åðåç L2(R)-íîðìó ïðàâî¨ ÷àñòèíè f .

Ëåìà 6.5. Íåõàé v0, v1 òà v2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (6.25), (6.26) òà (6.27) âiäïî-

âiäíî, ïðè÷îìó âîíè âèáðàíi òàê, ùî v0(−1) = u(−0), à v1 òà v2 îðòîãîíàëüíi

äî h â L2(I). Òîäi

‖vk‖W 2
2 (I) 6 C‖f‖, k = 0, 1, 2, (6.51)

çi ñòàëîþ C íåçàëåæíîþ âiä f .

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà äëÿ v0 âèïëèâà¹ ç (6.28) òà íåðiâíîñòi (6.38). Ñïðàâäi,

‖v0‖W 2
2 (I) = |u(−0)| ‖h‖W 2

2 (I) 6 C‖f‖. (6.52)

Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ v1 i v2 çàäà÷ (6.26) i (6.27), ÿêi ¹ îðòîãîíàëüíi äî ÿäðà âiäïîâiäíî¨

îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (6.25), âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

‖v1‖W 2
2 (I) 6 c1

(
|q−| |u(−0)|+ |q+| |u(+0)|+ ‖κ‖L∞(I) ‖v0‖

)
,

‖v2‖W 2
2 (I) 6 c1

(
|b−(u)|+ |b+(u)|+ ‖U‖L∞(I) ‖v0‖

)
.

Òîäi ïîòðiáíi íåðiâíîñòi ñëiäóþòü ç (6.37), (6.38) òà äîâåäåíî¨ îöiíêè (6.52).

Ùîá îòðèìàòè ðiâíîìiðíó àïðîêñèìàöiþ yε â L2(R), òðåáà òàêîæ âðàõóâàòè

ó íàáëèæåííi âïëèâ ôóíêöi¨ f â îêîëi íóëÿ. Íåõàé zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

− z′′ + V (t)z = f(εt), z(−1) = 0, z′(−1) = 0. (6.53)
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Öåé ðîçâ'ÿçîê íàëåæèòü äî ïðîñòîðó W 2
2 (I) i ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 1.2 òà

íåðiâíiñòü (1.17) îöiíþ¹òüñÿ òàê

‖zε‖W 2
2 (I) 6 Cε−1/2‖f‖ (6.54)

çi ñòàëîþ C, íåçàëåæíîþ âiä f òà ε. Íåõàé

wε(x) =

u(x), êîëè |x| > ε,

v0

(
x
ε

)
+ v1

(
x
ε

)
ε ln ε+ v2

(
x
ε

)
ε+ zε

(
x
ε

)
ε2, êîëè |x| < ε,

(6.55)

à òàêîæ ŷε = wε+ρε. Òóò ρε � êîðåêòîð ç òâåðäæåííÿ 1.1 òàêèé, ùî ŷε ∈ domHε.

Ëåìà 6.6. Íåõàé ôóíêöiÿ ρε ìà¹ âèãëÿä

ρε(x) = [wε]−ε η0(−x− ε)− [w′ε]−ε η1(−x− ε)− [wε]ε η0(x− ε)− [w′ε]ε η1(x− ε),

äå ôóíêöi¨ η0 òà η1 îïèñàíi íà ñòîð. 38. Òîäi iñíóþòü íåçàëåæíi âiä f ñòàëi C1

òà C2 òàêi, ùî

sup
|x|>ε

(|ρε(x)|+ |ρ′′ε(x)|) 6 C1ε
1/2‖f‖, (6.56)

‖Qρε‖ 6 C2ε
1/4‖f‖. (6.57)

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü (6.56) âèïëèâàòèìå ç îöiíêè ñòðèáêiâ∣∣[wε]−ε∣∣+
∣∣[wε]ε∣∣+ |[w′ε]−ε

∣∣+
∣∣[w′ε]ε∣∣ 6 cε1/2‖f‖

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1.1. Ç ëåì 6.4, 6.5 òà íåðiâíîñòi (6.54) äiñòà¹ìî∣∣[wε]−ε∣∣ = |u(−ε)− u(−0)− v1(−1) ε ln ε− v2(−1) ε| 6 c1‖f‖ ε| ln ε|,∣∣[w′ε]−ε∣∣ = |u′(−ε)− q−u(−0) ln ε− b−(u)| 6 c2‖f‖ ε1/2,∣∣[wε]ε∣∣ = |u(ε)− u(+0)− v1(1) ε ln ε− v2(1) ε− zε(ε) ε2| 6 c3‖f‖ ε| ln ε|,∣∣[w′ε]ε∣∣ = |u′(ε)− q+u(+0) ln ε− b+(u)− z′ε(ε) ε| 6 c4‖f‖ ε1/2,

ùî äîâîäèòü (6.56). Äàëi, çàôiêñó¹ìî ÷èñëî γ ç iíòåðâàëó (0, 1
2). Ôóíêöiÿ η1 ¹

ïîðÿäêó O(|x|) ïðè |x| → 0, òîìó

sup
ε<|x|<εγ

|ρε(x)| 6 c5

(
|[wε]−ε|+ |[wε]ε|+ (|[w′ε]−ε|+ |[w′ε]ε|) εγ

)
6

6 c6(ε| ln ε|+ εγ+1/2)‖f‖ 6 c7ε
γ+1/2‖f‖. (6.58)
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Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü ε ôóíêöiÿ ρε(x) ¹ íóëüîâîþ, êîëè |x| < ε òà

|x| > x0. Ïî¹äíóþ÷è íåðiâíîñòi (6.56) i (6.58), ìè äiñòà¹ìî îöiíêó

‖Qρε‖2 =

∫
ε<|x|<x0

Q2|ρε|2 dx 6 max{|q−|, |q+|}
∫

ε<|x|<x0

x−2|ρε|2 dx 6

6 c8

∫
ε<|x|<εγ

x−2|ρε|2 dx+ c8

∫
εγ<|x|<x0

x−2|ρε|2 dx 6

6 c8 sup
ε<|x|<εγ

|ρε(x)|2
∫

ε<|x|<εγ

x−2 dx+ c8 sup
εγ<|x|<x0

x−2|ρε(x)|2
∫

εγ<|x|<x0

dx 6

6 c9ε
2γ+1‖f‖

∫
ε<|x|<εγ

x−2 dx+ c10ε
1−2γ‖f‖ 6 c11(ε

2γ + ε1−2γ)‖f‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (6.57), ÿêùî ïîêëàäåìî γ = 1/4.

Òåïåð ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî íàáëèæåííÿ ŷε = wε + ρε ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.22). Îá÷èñëèìî çàëèøîê rε = (Hε − ζ)ŷε − f . ßêùî

|x| > ε, òî ç âðàõóâàííÿì ðiâíÿííÿ (6.33) ìà¹ìî

rε(x) =
(
− d2

dx2 +Q(x)−ζ
)(
u(x)+ρε(x)

)
−f(x) = −ρ′′ε(x)+(Q(x)−ζ)ρε(x). (6.59)

ßêùî æ |x| < ε, òî çà ïîáóäîâîþ vk òà zε äiñòà¹ìî

rε(x) = − d2

dx2
ŷε
(
x
ε

)
+
(
ε−2V

(
x
ε

)
+ ε−1 ln εκ

(
x
ε

)
+ ε−1U

(
x
ε

)
− ζ
)
ŷε
(
x
ε

)
−

− f(x) = ε−2
(
− v′′0

(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
v0

(
x
ε

) )
+

+ ε−1 ln ε
(
− v′′1

(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
v1

(
x
ε

)
+ κ

(
x
ε

)
v0

(
x
ε

) )
+

+ ε−1
(
− v′′2

(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
v2 + U

(
x
ε

)
v0

(
x
ε

) )
−

− z′′ε
(
x
ε

)
+ V

(
x
ε

)
zε
(
x
ε

)
− f(x)+

+ ln ε κ
(
x
ε

) (
v1

(
x
ε

)
ln ε+ v2

(
x
ε

)
+ εzε

(
x
ε

) )
+

+ U
(
x
ε

) (
v1

(
x
ε

)
ln ε+ v2

(
x
ε

)
+ εzε

(
x
ε

) )
− ζŷε

(
x
ε

)
=

=
(
κ
(
x
ε

)
ln ε+ U

(
x
ε

) )(
v1

(
x
ε

)
ln ε+ v2

(
x
ε

)
+ zε

(
x
ε

)
ε
)
− ζŷε

(
x
ε

)
.

(6.60)

Òåïåð ìîæåìî îöiíèòè rε â íîðìi ïðîñòîðó L2(R). Çàñòîñó¹ìî íåðiâíîñòi, äîâåäåíi
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â ëåìàõ 6.5 òà 6.6:

‖rε‖ 6 ‖ρ′′ε + ζρε‖+ ‖Qρε‖+ sup
t∈I

(
|V (t)|| ln ε|+ |U(t)|

)
×

× ‖v1(ε
−1·) ln ε+ v2(ε

−1·) + εzε(ε
−1·)‖L2(−ε,ε) + |ζ| ‖uε(ε−1·)‖L2(−ε,ε) 6

6 c1(ε
1/2+ε1/4)‖f‖+c2ε

1/2| ln ε|‖v1 ln ε+v2+εzε‖L2(I)+|ζ|ε1/2 ‖uε‖L2(I) 6 cε1/4‖f‖.

Îòæå, íàáëèæåííÿ ¹ äîñèòü òî÷íèì, áî

‖yε − ŷε‖ = ‖(Hε − ζ)−1rε‖ 6 | Im ζ|−1‖rε‖ 6 cε1/4‖f‖. (6.61)

Íàãàäà¹ìî, ùî ŷε = (Hε − ζ)−1(f + rε) = yε + (Hε − ζ)−1rε. Íàì òðåáà òàêîæ

îöiíèòè ðiçíèöþ

ŷε(x)− u(x) =

ρε(x), |x| > ε,

v0

(
x
ε

)
+ v1

(
x
ε

)
ε ln ε+ v2

(
x
ε

)
ε+ zε

(
x
ε

)
ε2 − u(x), |x| < ε.

Çíîâó çâåðíóâøèñü äî ëåì 6.5 i 6.6, à òàêîæ îöiíêè (6.38), äiñòà¹ìî

‖ŷε − u‖ 6 ‖ρε‖+ ε1/2‖v0 + v1ε ln ε+ v2ε+ zεε
2‖L2(I)+

+ ‖u‖L2(−ε,ε) 6 c1ε
1/2(‖f‖+ max

|x|6ε
|u(x)|) 6 c2ε

1/2‖f‖. (6.62)

Çãàäàâøè, ùî yε = (Hε−ζ)−1f òà u = (H−ζ)−1f , ç îòðèìàíèõ íåðiâíîñòåé (6.61)

i (6.62) âèâîäèìî

‖(Hε − ζ)−1f − (H − ζ)−1f‖ = ‖yε − u‖ 6 ‖yε − ŷε‖ + ‖ŷε − u‖ 6 Cε1/4‖f‖.

Öÿ îöiíêà âñòàíîâëþ¹ ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü Hε → H, à òàêîæ ñïðà-

âåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (6.8). Òåîðåìà 6.1 äîâåäåíà.

6.3.2 Âèïàäîê ðîçäiëåíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî òåîðåìè 6.2. Äîâåäåííÿ, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi,

ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç ôîðìàëüíî¨ ïîáóäîâè ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà. Ïðèïóñòèìî, ùî

ïîòåíöiàë V íåðåçîíàíñíèé. Òîäi çàäà÷à (6.25) ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê v0.

Ç ðiâíîñòåé u(±0) = v0(±1) âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî u(0) = 0. Îòæå, â öüîìó ðàçi

u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− u′′ +Qu = ζu+ f â R \ {0}, u(0) = 0. (6.63)
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Âîäíî÷àñ àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè ç ëåìè 6.4 çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i äëÿ

ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i, áî äîâåäåííÿ ëåìè íå çàëåæèòü âiä âèãëÿäó óìîâ ñïðÿæåííÿ

â íóëi. À ñàìå, ïðè x→ ±0 ìà¹ìî

u(x) = O(x ln |x|), u′(x) = u′(±0) +O(|x|1/2), (6.64)

áî b±(u) = u′(±0), êîëè u(±0) = 0. Òîäi çàäà÷i (6.26), (6.27) íàáóâàþòü âèãëÿäó

− v′′1 + V v1 = 0, t ∈ I, v′1(−1) = 0, v′1(1) = 0;

− v′′2 + V v2 = 0, t ∈ I, v′2(−1) = u′(−0), v′2(1) = u′(+0). (6.65)

Ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó ïåðøà ç íèõ âîëîäi¹ ëèøå òðèâiàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì,

òîìó v1 = 0. Äëÿ äðóãî¨ æ çàäà÷i iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v2. Íåõàé

wε(x) =

u(x), êîëè |x| > ε,

εv2

(
x
ε

)
+ ε2zε

(
x
ε

)
, êîëè |x| < ε,

äå zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (6.53). Ç îãëÿäó íà àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè (6.64)

ðîçðèâè ôóíêöi¨ wε â òî÷êàõ x = ±ε ¹ íåñêií÷åííî ìàëèìè ïðè ε→ 0:∣∣[wε]−ε∣∣ = |u(−ε)− εv2(−1)| 6 c1‖f‖ ε| ln ε|,∣∣[w′ε]−ε∣∣ = |u′(−ε)− u′(−0)| 6 c2‖f‖ ε1/2,∣∣[wε]ε∣∣ = |u(ε)− εv2(1)− ε2zε(ε)| 6 c3‖f‖ ε| ln ε|,∣∣[w′ε]ε∣∣ = |u′(ε)− u′(+0)− εz′ε(ε)| 6 c4‖f‖ ε1/2.

Òóò ìè òàêîæ ñêîðèñòàëèñÿ îöiíêàìè (6.51) òà (6.54). Îòæå, iñíó¹ ôóíêöiÿ ρε

ç îïèñàíèìè â ëåìi 6.6 âëàñòèâîñòÿìè, ùî ñóìà ŷε = wε + ρε âæå ¹ åëåìåíòîì

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Hε.

Òåïåð òðåáà îöiíèòè òî÷íiñòü àïðîêñèìàöi¨ ŷε, à ñàìå, L2(R)-íîðìó çàëèøêó

rε = (Hε − ζ)ŷε − f =

−ρ′′ε(x) + (Q(x)− ζ)ρε(x), |x| > ε,(
κ
(
x
ε

)
ln ε+ U

(
x
ε

)
− ζε

)(
v2

(
x
ε

)
+ εzε

(
x
ε

) )
, |x| < ε,

Âèãëÿä çàëèøêó âèïëèâà¹ ç ôîðìóë (6.59) òà (6.60), êîëè ïîêëàñòè v1 = 0. Çà-

ñòîñóâàâøè çíîâó îöiíêè ç ëåì 6.5 òà 6.6, äiñòàíåìî ‖rε‖ 6 cε1/4‖f‖. Çâiäñè, ÿê i
â ïîïåðåäíüîìó äîâåäåííi, âèâîäèìî äâi îöiíêè

‖yε − ŷε‖ 6 cε1/4‖f‖, ‖ŷε − u‖ 6 cε1/2‖f‖.
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Îòæå, îñòàòî÷íî ìà¹ìî

‖(Hε − ζ)−1f − (D− ⊕ D+ − ζ)−1f‖ 6 ‖yε − ŷε‖ + ‖ŷε − u‖ 6 Cε1/4‖f‖,

ùî âñòàíîâëþ¹ ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε äî ïðÿìî¨ ñóìè

D− ⊕D+, à òàêîæ íåðiâíîñòi (6.9). Òåîðåìà 6.2 äîâåäåíà.

ßêùî ïîòåíöiàë V ¹ ðåçîíàíñíèì i θ2q+ − q− 6=
∫
I κh

2 dx, òî ëiíiéíà ñèñòå-

ìà (6.31) òåæ ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(−0) = 0 i u(+0) = 0. Ïðîòå

ïîøèðèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2 íà öåé âèïàäîê íå âäà¹òüñÿ. Ïðè ïîáóäîâi íà-

áëèæåííÿ wε ìè ïðèõîäèìî äî çàäà÷i (6.65), ÿêà â öüîìó ðàçi, âçàãàëi êàæó÷è,

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó.

6.4 Ïðîáëåìà îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ

Â 1913 ðîöi Íiëüñ Áîð çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü àòîìà âîäíþ, ÿêà áàçóâàëàñÿ íà �êâà-

çiêëàñè÷íîìó ïiäõîäi�. Çà îñíîâó âií âçÿâ ïëàíåòàðíó ìîäåëü àòîìà Ðåçåðôîðäà

(äèâ. ðèñ. 6.5). Ìîäåëü Ðåçåðôîðäà, ïîáóäîâàíà íà çàêîíàõ êëàñè÷íî¨ åëåêòðîäè-

íàìiêè, ìàëà òîé íåäîëiê, ùî åëåêòðîí, îáåðòàþ÷èñü íàâêîëî ÿäðà i íåïåðåðâíî

âèïðîìiíþþ÷è åíåðãiþ, ìàâ ç ÷àñîì âïàñòè íà ÿäðî. Áîð çðîáèâ ïðèïóùåííÿ, ùî

åëåêòðîí ìîæå ðóõàòèñÿ ëèøå âçäîâæ ïåâíèõ ñòàöiîíàðíèõ îðáiò, íà ÿêèõ âií íå

âèïðîìiíþ¹ åíåðãi¨, à âèïðîìiíþâàííÿ ÷è ïîãëèíàííÿ âiäáóâàþòüñÿ ëèøå ïðè ïå-

ðåõîäi íà iíøó îðáiòó. Ïåðåäáà÷åííÿ Áîðà ïðî äèñêðåòíiñòü åíåðãåòè÷íèõ ñòàíiâ

àòîìà îòðèìàëî ïiäòâåðäæåííÿ â êâàíòîâié òåîði¨. Ç ïîãëÿäó ñó÷àñíî¨ êâàíòîâî¨

ìåõàíiêè åíåðãåòè÷íi ðiâíi àòîìà âîäíþ îïèñó¹ ñïåêòð îïåðàòîðà åíåðãi¨

H = − ~2

2me
∆− e2

4πε0|x|
,

äå ~ � ñòàëà Ïëàíêà,me � ìàñà åëåêòðîíà, e � çàðÿä åëåêòðîíà, ε0 � åëåêòðè÷íà

ñòàëà. Ïîòåíöiàë öüîãî ãàìiëüòîíiàíà

V (x) = − e2

4πε0|x|

îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ äâîìà çàðÿäæåíèìè ÷àñòèíêàìè (ïðîòîí-åëåêòðîí) i éîãî

íàçèâàþòü ïîòåíöiàëîì Êóëîíà. Â òàêîìó ôîðìóëþâàííi ìîäåëü àòîìà âîäíþ ¹
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êëàñè÷íîþ çàäà÷åþ íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè i äåòàëüíî îïèñàíà â

êîæíîìó ïiäðó÷íèêó ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè (äèâ., íàïðèêëàä, [133]). Àëå ó ôiçèöi

òðàïëÿþòüñÿ ìîäåëi, àíàëîãè ÿêèõ ó ìåíøèõ âèìiðàõ ïðèâîäÿòü äî ñêëàäíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì, à íå äî î÷iêóâàíîãî ñïðîùåííÿ. Ìîäåëü àòîìà âîäíþ ¹

ñàìå òàêîþ.

Ðèñ. 6.5: Ïëàíåòàðíà ìîäåëü àòîìà âîäíþ òà ïîòåíöiàë Êóëîíà.

6.4.1 Îäíîâèìiðíà ôiçèêà òà äèñêóñi¨ ùîäî ïîòåíöiàëó Êóëîíà

Ïiîíåðñüêi ñòàòòi ôîí Â. Ñ. Âðêëÿíà 1928 i 1929 ðîêiâ ó Zeitschrift f�ur Physik

[126,127], äàëè ïî÷àòîê ò. ç. îäíîâèìiðíié ôiçèöi. � ôiçè÷íi ìîäåëi, â ÿêèõ îáìå-

æåííÿ ñòóïåíiâ ñâîáîäè àòîìà ââàæà¹òüñÿ ôiçè÷íî âìîòèâîâàíèì, à íå ëèøå ìà-

òåìàòè÷íèì ñïðîùåííÿì. ×åðåç òðè äåñÿòèëiòòÿ Ðîäíi Ëîóäîí â American Journal

of Physics ïóáëiêó¹ ñòàòòþ ïiä íàçâîþ �One-dimensional hydrogen atom� [125], â

ÿêié ïîâåðòà¹òüñÿ äî âèâ÷åííÿ îäíîâèìiðíîãî ãàìiëüòîíiàíà ç êóëîíiâñüêèì ïî-

òåíöiàëîì

− ~2

2me

d2ψ

dx2
− e2

|x|
ψ = Eψ. (6.66)

Ïðàöÿ äàëà ïîøòîâõ äî áàãàòîði÷íèõ íàóêîâèõ äîñëiäæåíü òà äèñêóñié, ÿêi òðè-

âàþòü i çàðàç. Ïîøóê â íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ çàñâiä÷ó¹, ùî ïðèíàéìíi êiëüêà

ñîòåíü ïðàöü ìiñòÿòü ó íàçâi ôðàçó �one-dimensional hydrogen atom�, à ùîíàéìåí-

øå äâi ç ïîëîâèíîþ òèñÿ÷i ïóáëiêàöié òàê ÷è iíàêøå ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ ìîäåëëþ.

Â ïåðøié ñâî¨é ðîáîòi Ëîóäîí âiäìiòèâ äèâíó ïîâåäiíêó ìîäåëi â ñòîñóíêó äî

çâè÷íèõ ìîäåëåé, ïîâ'ÿçàíèõ ç îäíîâèìiðíèìè îïåðàòîðàìè Øðåäèí åðà. Ôóíê-

211



Ðèñ. 6.6: Îäíîâèìiðíi àòîìè âîäíþ.

öiÿ −e2/|x| ¹ ïðèêëàäîì ãëèáîêî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè i ãàìiëüòîíiàí (6.66) çâiñíî

ïîâèíåí ìàòè âëàñíi çíà÷åííÿ. Âèÿâèëîñÿ, ùî âëàñíèõ çíà÷åííÿ ¹ íåñêií÷åííî áà-

ãàòî i âñi âîíè äâîêðàòíi, ùî íåâëàñòèâî îäíîâèìiðíèì ìîäåëÿì, à îñíîâíèé ñòàí

ñèñòåìè, ÿêùî âií âçàãàëi iñíó¹, ìàâ áè âiäïîâiäàòè íåñêií÷åííî âåëèêié âiä'¹ìíié

åíåðãi¨. Äî òàêèõ âèñíîâêiâ àâòîð ïðèéøîâ, àíàëiçóþ÷è äâi ðiçíi ðåãóëÿðèçàöi¨

ïîòåíöiàëó Êóëîíà, â ÿêèõ îñîáëèâiñòü â íóëi áóëà âiäñóòíÿ.

Çðîçóìiëî, ùî ñèíãóëÿðíiñòü ïîòåíöiàëó 1/|x| íà ïðÿìié ¹ íàáàãàòî ñèëüíi-

øîþ, àíiæ ñèíãóëÿðíiñòü ïîòåíöiàëó Êóëîíà â ïðîñòîði, äå âîíà â ïåâíîìó ñåíñi

êîìïåíñó¹òüñÿ åëåìåíòàðíèì îá'¹ìîì ïîðÿäêó |x|2 ïðè x → 0. Ïðî ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (6.66) ìîæíà ãîâîðèòè ëèøå íà êîæíié ç ïiâîñåé îêðåìî. Ìàòåìàòè÷íî

¹ íåêîðåêòíèì âèçíà÷àòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ψ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.66) íà

âñié ïðÿìié � ¨¨ òðåáà êîíñòðóþâàòè ç äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ íà ïiâîñÿõ, óçãîäæóþ-

÷è ¨õ ïåâíèìè äîäàòêîâèìè óìîâàìè ñïðÿæåííÿ â íóëi. Ïðè ñïðîái çíàéòè òàêi

óìîâè íàøòîâõó¹ìîñÿ íà ùå îäíó ñêëàäíiñòü: ïîõiäíi ðîçâ'ÿçêiâ íà ïiâîñÿõ, âçà-

ãàëi êàæó÷è, íà ìàþòü ñêií÷åííèõ îäíîñòîðîííiõ ãðàíèöü â íóëi. Iíàêøå êàæó÷è,

ïðîáëåìà îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ � öå ïðîáëåìà ïîøóêó ëiíiéíîãî îïåðàòîð

(÷è îïåðàòîðiâ) â L2(R), ÿêèé áóâ áè ñàìîñïðÿæåíîþ ðåàëiçàöi¹þ ôîðìàëüíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó −d2ψ
dx2 + γ

|x| , i öÿ ïðîáëåìà ïîâ'ÿçàíà ç âèáîðîì ôiçè÷íî

âìîòèâîâàíèõ òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié â òî÷öi, äå ïîòåíöiàë Êóëîíà ìà¹ îñîáëèâiñòü.

Ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàïèòàííÿ, ÷è îäíîâèìiðíi ìîäåëi ¹ öiêàâèìè ç ïîãëÿäó

ñó÷àñíî¨ ôiçèêè i ÷è çíàõîäÿòü òàêi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ðåàëüíå çàñòîñóâàí-

íÿ. Â îãëÿäîâi ñòàòòi 2016 ðîêó [128] ç òàêîþ æ íàçâîþ, ÿê i ñòàòòÿ 1959 ðîêó,

Ð. Ëîóäîí àêöåíòó¹, ùî ìîäåëi îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè ñòàëè äóæå àêòóàëüíèìè

îñòàííiìè äåñÿòèëiòòÿìè. Îáìåæèòè ðóõ ÷àñòèíîê äî ÿêîãîñü îäíîãî íàïðÿìêó
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Ðèñ. 6.7: Àòîìè ó ñèëüíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

ìîæíà ëèøå ïiä äi¹þ äóæå ñèëüíèõ ïîëiâ (ðèñ. 6.7) ÷è êîëè öi ÷àñòèíêè âèìó-

øåíi ðóõàþòüñÿ â òîíêèõ íàíîñòðóêòóðàõ (ðèñ. 6.8). Çðîçóìiëî, ùî ðåçóëüòàòè

îäíîâèìiðíî¨ ôiçèêè áóëè i çàëèøàþòüñÿ öiííèìè äëÿ ñïðîùåííÿ áàãàòîâèìiðíèõ

ìîäåëåé â òåîðåòè÷íèõ òà ÷èñåëüíèõ äîñëiäæåííÿõ. Ïðîòå â áàãàòüîõ çàäà÷àõ ñó-

÷àñíî¨ ôiçè÷íî¨ íàóêè âîíè âiäiãðàþòü ðîëü ïåðâèííèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íi ðåçóëüòàòè ùîäî îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi àòîìó âîäíþ çíàõî-

äÿòü çàñòîñóâàííÿ â òàêèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñàõ [128,134]:

� ðóõ àòîìiâ âîäíþ â äóæå âèñîêèõ ìàãíiòíèõ ïîëÿõ [135,136] � ñèëüíå ïîëå,

ïðèêëàäåíå äî àòîìiâ, çâóæó¹ äèíàìiêó åëåêòðîíà äî ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç ïðîòîí;

� ðóõ àòîìiâ â íàïiâïðîâiäíèêîâèõ êâàíòîâèõ äðîòàõ òà âóãëåöåâèõ íàíîòðóá-

êàõ [137�139] � 3D-àòîì ïðîÿâëÿ¹ îçíàêè 1D-àòîìà, êîëè âií ïåðåáóâà¹ ó

âîëîêíèñòèõ ñòðóêòóðàõ ç äiàìåòðîì, çíà÷íî ìåíøèì ðàäióñó Áîðà àòîìà;

Ðèñ. 6.8: Âóãëåöåâi íàíîòðóáêè.
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� çàâèñàííÿ åëåêòðîíiâ íàä ðiäèíàìè ó ôàçi íàäïëèííîñòi [140];

� iîíiçàöi¨ àòîìiâ ïðè äóæå iíòåíñèâíèõ ëàçåðíèõ ïîëÿõ [141];

� ðóõ åëåêòðîíiâ, çàõîïëåíèõ îäíîâèìiðíèìè âîäíåâèìè ðiâíÿìè [142] � ÿâè-

ùå, ÿêå âèíèêà¹ â îäíîìó ç ìîæëèâèõ ïðèñòðî¨â äëÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü;

� ëîêàëiçàöiÿ äîìiøîê òà çáóäæåíèõ ñòàíiâ â ïîëiìåðíèõ ëàíöþãîâèõ ñèñòå-

ìàõ [143,144];

� åëåêòðîííèé ðîçïîäië àòîìiâ ó çáóäæåíèõ ñòàíàõ ïiä äi¹þ ïåðiîäè÷íèõ â

÷àñi åëåêòðè÷íèõ ïîëiâ [145] � ôiçèêè çàóâàæèëè, ùî òàêå ÿâèùå àäåêâàòíî

ìîäåëþ¹òüñÿ îäíîâèìiðíèìè àòîìàìè âîäíþ.

Ìàòåìàòèêà îäíîâèìiðíèõ ìîäåëåé ëåæèòü â îñíîâi òåîði¨ êâàíòîâèõ ãðà-

ôiâ [146,147], ÿêà iíòåíñèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ. Öÿ òåîðiÿ çàéìà¹òüñÿ ïðîöåñàìè, ùî

ïðîòiêàþòü ó êâàíòîâèõ õâèëåâîäàõ � òîíêèõ òðóáêîïîäiáíèõ êîíñòðóêöiÿõ çi

ñêëàäíîþ ìåðåæåïîäiáíîþ ãåîìåòði¹þ. Îñíîâíà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â àïðîêñèìà-

öi¨ òàêèõ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñiâ, îäíîâèìiðíèìè ïðîöåñàìè, ùî ìîäåëþþ-

òüñÿ îïåðàòîðàìèØðåäèí åðà íà ìåòðè÷íèõ ãðàôàõ. Òàêîþ æ öiêàâîþ ç ïîãëÿäó

ñó÷àñíî¨ ôiçèêè ¹ i ðåëÿòèâiñòñüêà ìîäåëü îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ [148].

Äîñëiäæåííÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi àòîìà âîäíþ ç ïàðíèì i íåïàðíèì ïîòåíöià-

ëàìè Êóëîíà (6.1) âåëèñÿ çàãàëîì â òðüîõ íàïðÿìêàõ: ïîøóê òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

â òî÷öi ñèíãóëÿðíîñòi ïîòåíöiàëó, äîñëiäæåííÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ðåãó-

ëÿðèçîâàíèìè ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà, âèâ÷åííÿ ñïåêòðó i äàíèõ ðîçñiþâàííÿ äëÿ

êîíêðåòíî¨ ìîäåëi. Òàê ñêëàëîñÿ iñòîðè÷íî, ùî îñíîâíà íàóêîâà ñóïåðå÷êà ñòîñó-

âàëàñÿ ïèòàííÿ, ÷è ìîæóòü ÷àñòèíêè ïðîíèêàòè ç íåíóëüîâîþ éìîâiðíiñòþ ÷åðåç

ïîòåíöiàëè òèïó Êóëîíà. Çðîçóìiëî, ùî ìîâà òóò éäå ïðî òå, ÿêi òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨

¹ ôiçè÷íî îáóìîâëåíi äëÿ ïîòåíöiàëó Êóëîíà � ðîçäiëåíi ÷è çâ'ÿçàíi.

6.4.2 Ïðî ïðîíèêíiñòü ÷åðåç ïîòåíöiàëè òèïó Êóëîíà

Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi â öüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè äî çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ ÷àñòèíîê

íà ïîòåíöiàëàõ âèãëÿäó (6.2). Çâiñíî, ùî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî ïðîíèêíiñòü

÷è íåïðîíèêíiñòü òàêèõ ïîòåíöiàëiâ ¹ íåîäíîçíà÷íîþ i çàëåæèòü âiä ñïîñîáó éî-

ãî ðåãóëÿðèçàöi¨. Íàøi ìàòåìàòè÷íi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ i ç äóìêîþ ôiçè-
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êiâ [121, 132], ÿêi ââàæàþòü, ùî öÿ ìîäåëü êðèòè÷íî çàëåæèòüñÿ âiä ïîâåäiíêè

ïîòåíöiàëiâ òèïó Êóëîíà íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ äî äæåðåëà ñèíãóëÿðíîñòi.

Áóäåìî íàçèâàòè ïîòåíöiàëè âèãëÿäó

Qε + ε−2V (ε−1 ·) + ε−1U(ε−1 ·) (6.67)

àñèìïòîòè÷íî ïðîíèêíèìè ïðè ε → 0, êîëè âiäïîâiäíà ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øðå-

äèí åðàHε çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðàH, ïîðîäæåíîãî òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè (6.7).
ßêùî æ öi îïåðàòîðè çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕ D+, òî êàçàòèìåìî, ùî

ïîòåíöiàëè ¹ íåïðîíèêíèìè â ãðàíèöi àáî àñèìïòîòè÷íî âiäáèâíèìè.

Ç îãëÿäó íà äîâåäåíi âèùå òåîðåìè 6.1 i 6.2 â ñèòóàöi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæå-

ííÿ ïîòåíöiàëè (6.67) ¹ àñèìïòîòè÷íî íåïðîíèêíèìè. Ïðîòå â òîìó ðàçi, êîëè

δ′-ïîäiáíèé ïîòåíöiàë V ìà¹ ðåçîíàíñ, iñíó¹ áåçëi÷ ïðîôiëiâ κ ðåãóëÿðèçàöi¨ ïî-

òåíöiàëó òèïó Êóëîíà Q, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

θ2q+ − q− =

∫
R
κh2 dx,

i òîäi ïîòåíöiàëè (6.67) ¹ ïðîíèêíèìè äëÿ ÷àñòèíîê ïðè ìàëèõ ε, à ãðàíè÷íå

çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi ïðîíèêíåííÿ ¹ äîäàòíèì. Âàðòî òàêîæ íàãàäàòè, ùî ïî-

òåíöiàëè V , äëÿ ÿêèõ îïåðàòîð − d2

dx2 + V âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨, íå

¹ ÷èìîñü åêçîòè÷íèì. Çãiäíî ç ëåìîþ 1.4 ïîòåíöiàë V ìîæíà çðîáèòè ðåçîíàí-

ñíèì, ïîìíîæèâøè éîãî íà äåÿêó ñòàëó âçà¹ìîäi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàëè îïåðàòîðiâ Hε íå ìiñòÿòü δ′-ïîäiáíîãî äîäàíêó i

ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

H0,ε = − d2

dx2
+Qε + ε−1U(ε−1 ·).

Ïîòåíöiàëè H0,ε ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ðåãóëÿðèçàöiþ íàéìåíø ñèíãóëÿðíî¨ ðî-

äèíè ôóíêöiîíàëiâ F0 ç ëåìè 6.2, ÿêi ïîçà íóëåì çáiãàþòüñÿ iç ôóíêöi¹þ Q (äèâ.

ðèñ. 6.2). Çàóâàæèìî, ùî δ-ïîäiáíèé ïîòåíöiàë U íå ìà¹ æîäíîãî âïëèâó íà ïðî-

íèêíiñòü ïîòåíöiàëó òèïó Êóëîíà. Ïðîòå âií ïðèñóòíié â òî÷êîâèõ âçà¹ìîäiÿõ i

âiä íüîãî, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæèòü ãðàíè÷íà éìîâiðíiñòü ïðîíèêíåííÿ.

Òåîðåìà 6.3. ßêùî ðåãóëÿðèçàöi¨ Qε ïîòåíöiàëó òèïó Êóëîíà çáiãàþòüñÿ â

ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà q+ − q− =
∫
I κ dx,

òî ïîòåíöiàëè Qε + ε−1U(ε−1 ·) ¹ ïðîíèêíèìè â ãðàíèöi ïðè ε→ 0.
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Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî ïîòåíöiàë V = 0 ¹ ðåçîíàíñíèì ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì

h = 1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.1 ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ H0,ε çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà H,
ïîðîäæåíèé òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè

φ(+0) = φ(−0), lim
x→+0

(
φ′(x)− φ′(−x)− (q+ − q−)φ(0) lnx

)
= βφ(0), (6.68)

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà q+−q− =
∫
I κ dx. Òóò β � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó

U . Àëå ç îãëÿäó íà ëåìó 6.3 îñòàííÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ïîñëiäîâíiñòü Qε ¹ çáiæíîþ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨

(6.68) ¹ çâ'ÿçàíèìè, ùî äà¹ íàì íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò ïðîíèêíåííÿ â ãðàíèöi

ïðè ε → 0. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî õî÷à ôóíêöiÿ φ íåäèôåðåíöiéîâíà â íóëi, ¨¨

ãðàôiê ¹ ãëàäêîþ êðèâîþ íà ïëîùèíi (äèâ. ðèñ. 6.9).

0

f

Ðèñ. 6.9: Ãðàôiê õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñïðÿæåííÿ (6.68).

Â òîìó ðàçi, êîëè ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 6.3 íå âèêîíóþòüñÿ, ìîæíà äîâåñòè

òàêèé óìîâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.4. Ïðèïóñòèìî, ùî q+ − q− 6=
∫
I κ dx. ßêùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ H0,ε

çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, òî ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì ìîæå

áóòè ëèøå ïðÿìà ñóìà D− ⊕D+.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H0,ε → H ïðè ε → 0 â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Òîäi

uε = (H0,ε − ζ)−1f → u = (H − ζ)−1f â L2(R) äëÿ êîæíîãî f ∈ L2(R). Ïîçà ε-

îêîëîì íóëÿ ìà¹ìî −u′′ε +Quε = ζuε + f , òîìó ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì

öüîãî æ ðiâíÿííÿ íà êîæíié ç ïiâîñåé

− u′′ +Qu = ζu+ f, x ∈ R \ {0}. (6.69)

Êðiì òîãî, ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ 6.1 ìà¹ìî

u′ε(±ε) = q±uε(±ε) ln |ε|+ b±(uε) + o(1), ε→ 0. (6.70)
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Iç çîáðàæåííÿ (6.41), çàïèñàíîãî äëÿ uε, (6.42) òà çáiæíîñòi uε → u â L2(R) ëåãêî

äîâåñòè, ùî

uε(±ε) = u(±0) + o(1), ε→ 0. (6.71)

Äàëi, íà iíòåðâàëi (−ε, ε) äëÿ uε âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

− u′′ε + ε−1 ln ε κ
(
x
ε

)
uε + ε−1U

(
x
ε

)
uε = ζuε + f(x). (6.72)

Ïîìíîæèìî éîãî íà x òà ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:

uε(ε)− uε(−ε) = ε
(
u′ε(ε) + u′ε(−ε)

)
− ε−1 ln ε

∫ ε

−ε
xκ
(
x
ε

)
uε(x) dx−

− ε−1

∫ ε

−ε
xU
(
x
ε

)
uε(x) dx+ ζ

∫ ε

−ε
xuε(x) dx+

∫ ε

−ε
xf(x) dx. (6.73)

Äîâåäåìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0.

Ôóíêöiÿ vε(t) = uε(εt) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

v′′ε = ε ln ε κ(t)vε + εU(t)vε − ε2ζvε + ε2f(εt), t ∈ I,

vε(−1) = uε(−ε), vε(1) = uε(ε).

À îñêiëüêè ‖vε‖L2(I) 6 cε−1/2‖uε‖, òî ç (6.71) i (1.17) äiñòà¹ìî

‖vε‖W 2
2 (I) 6 c1

(
|uε(−ε)|+ |uε(ε)|+ ε| ln ε| ‖vε‖L2(I) + ε2‖f(ε ·)‖L2(I)

)
6 c2.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ âêëàäåííÿ Ñîáîë¹âà max
t∈I
|uε(εt)| 6 c3. Òîìó äëÿ êîæíî¨ ôóíê-

öi¨ b ç ïðîñòîðó L∞(I) ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü∣∣∣∣∫ ε

−ε
xb
(
x
ε

)
uε(x) dx

∣∣∣∣ = ε2

∣∣∣∣∫ 1

−1

tb(t)uε(εt) dt

∣∣∣∣ 6 c4ε
2.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi, à òàêîæ (6.70) i (1.17), âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi

(6.73) ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Òîìó uε(ε)−uε(−ε)→ 0 ïðè ε→ 0, òîáòî u(−0) = u(+0).

Íåõàé wε = vε − u(0). Òîäi wε ðîçâ'ÿçó¹ êðàéîâó çàäà÷ó

w′′ε = ε ln ε κ(t)vε + εU(t)vε − ε2ζvε + ε2f(εt), t ∈ I,

wε(−1) = uε(−ε)− u(0), wε(1) = uε(ε)− u(0)

i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

‖wε‖W 2
2 (I) 6 c1

(
|uε(−ε)− u(0)|+ |uε(ε)− u(0)|+ ε| ln ε| ‖vε‖L2(I) + ε2‖f(ε ·)‖L2(I)

)
.
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Çâiäñè ‖wε‖W 2
2 (I) → 0 ïðè ε→ 0. Çîêðåìà, max

x∈I
|uε(εt)− u(0)| → 0. Òîìó

ε−1

∫ ε

−ε
κ
(
x
ε

)
uε(x) dx =

∫ 1

−1

κ(t)uε(εt) dt→ u(0)

∫ 1

−1

κ(t) dt. (6.74)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (6.72) íà iíòåðâàëi (−ε, ε):

u′ε(ε)− u′ε(−ε) = ε−1 ln ε

∫ ε

−ε
κ
(
x
ε

)
uε(x) dx+

+ ε−1

∫ ε

−ε
U
(
x
ε

)
uε(x) dx−

∫ ε

−ε
(ζuε(x) + f(x)) dx. (6.75)

Ç îãëÿäó íà (6.70) öþ ðiâíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

q+uε(ε)− q−uε(−ε)− ε−1

∫ ε

−ε
κ
(
x
ε

)
uε(x) dx = O(| ln ε|−1)

ïðè ε → 0. Ëiâà ñòîðîíà ïðÿìó¹ äî u(0)
(
q+ − q− −

∫
I κ dx

)
çãiäíî ç (6.71) i

(6.74), à ïðàâà � äî íóëÿ. Çà óìîâîþ ëåìè q+ − q− 6=
∫
I κ dx, òîìó u(0) = 0.

Îòæå, ãðàíè÷íèé îïåðàòîð H ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ D− ⊕D+.

Ç îãëÿäó íà òåîðåìè 6.3 òà 6.4 ìîæåìî çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê.

Òåîðåìà 6.5 (Êðèòåðié ïðîíèêíîñòi). Íåõàé Qε òàêi ðåãóëÿðèçàöi¨ âèãëÿäó

(6.4) ïîòåíöiàëó Q, ùî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè H0,ε ìàþòü ãðàíèöþ â ñèëüíié

ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Ïîòåíöiàëè Qε àñèìïòîòè÷íî ïðîíèêíi ïðè ε → 0

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíè çáiãàþòüñÿ â D′(R).

Îòæå, ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîð − d2

dx2 + Q(x) ìà¹ íå ëèøå ñà-

ìîñïðÿæåíó ðåàëiçàöiþ, ÿêà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ D−⊕D+ i â ÿêié ïîòåíöiàë Q òðåáà

ââàæàòè àáñîëþòíî íåïðîíèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê. Äëÿ êîæíîãî Q iñíó¹ äîñèòü

øèðîêèé êëàñ àïðîêñèìàöié

Qε(x) =



q−x
−1, x ∈ (−x0, 0),

ε−1 ln εκ
(
x
ε

)
, |x| < ε,

q+x
−1, x ∈ (0, x0),

Q(x), â iíøîìó ðàçi,

(6.76)
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äå ïàðàìåòðè ïîâ'ÿçàíi óìîâîþ q+− q− =
∫
I κ dx, ùî ïîñëiäîâíiñòü ñàìîñïðÿæå-

íèõ îïåðàòîðiâHε = − d2

dx2 +Qε+ε
−1U(ε−1 ·) â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨

çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà H = − d2

dx2 +Q ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè

φ(+0) = φ(−0), b+(φ)− b−(φ) = βφ(0)

ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Â òàêié ñàìîñïðÿæåíié ðåàëiçàöi¨ ïîòåíöiàë Q âæå ¹ ïðî-

íèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê. Îòæå, ïîòåíöiàëè òèïó Êóëîíà, ÿê i δ′-ïîòåíöiàëè, ¹ ÷óò-

ëèâèìè äî ñïîñîáó ¨õ ðåãóëÿðèçàöi¨ i ìîæóòü ìàòè ðiçíi ñàìîñïðÿæåíi ðåàëiçàöi¨

çàëåæíî âiä ñïåöèôiêè êîíêðåòíî¨ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íî¨ ìîäåëi.

Êëàñè÷íèé ïîòåíöiàë Êóëîíà Q(x) = −1/|x|, ç ÿêîãî âëàñòèâî ðîçïî÷àëè äî-
ñëiäæåííÿ ïðîáëåìè îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, äîíåäàâíà ââàæàâñÿ àáñîëþòíî

íåïðîíèêíèì ç ¹äèíîþ ñàìîñïðÿæåíîþ ðåàëiçàöi¹þ D− ⊕ D+. Ði÷ ó òiì, ùî âñi

âiäîìi íàì ðåãóëÿðèçàöi¨, ÿêi ðàíiøå âèâ÷àëè äîñëiäíèêè, íå çàäîâîëüíÿëè óìîâè

òåîðåìè 6.3. Â ïðàöÿõ [125, 132, 149, 150], íàïðèêëàä, îäíîâèìiðíó ìîäåëü àòîìà

âîäíþ îòðèìóâàëè ÿê ãðàíèöþ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ò. ç. çðiçàíèìè ïîòåí-

öiàëàìè Êóëîíà Rε(x) = −min{|x|−1, ε−1} (äèâ. ëiâèé ãðàôiê íà ðèñ. 6.10). Öÿ

ðîäèíà ïîòåíöiàëiâ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîòåíöiàëiâ îïåðàòîðiâ H0,ε. Ñïðàâäi,

Rε(x) = Q0,ε(x) + ε−1χ[−1,1](ε
−1x), äå

Q0,ε(x) =


− 1

|x|
, êîëè |x| > ε,

0, êîëè |x| < ε,

a χ[−1,1] � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [−1, 1]. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Q0,ε çîáðà-

æåíèé íà ðèñ. 6.11. Â öüîìó âèïàäêó q− = 1, q+ = 1 òà κ = 0, à òîìó óìîâà

(6.15) íå âèêîíó¹òüñÿ i ñiì'ÿ ôóíêöié Qε ðîçáiãà¹òüñÿ â D′(R). Ç îãëÿäó íà òåîðå-

ìó 6.4, ÿêùî âiäïîâiäíà ðîäèíà îïåðàòîðiâ çáiãà¹òüñÿ, òî ëèøå äî D−⊕D+. Òîìó

Ðèñ. 6.10: Çðiçàíi òà ìîäèôiêîâàíi ïîòåíöiàëè Êóëîíà
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Ðèñ. 6.11: Ãðàôiêè àñèìïòîòè÷íî íåïðîíèêíèõ òà ïðîíèêíèõ ðåãóëÿðèçàöié ïàð-

íîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà −|x|−1.

ó çãàäàíèõ ïóáëiêàöiÿõ ìîäåëü îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ ïîâ'ÿçóâàëè ñàìå ç

öi¹þ ïðÿìîþ ñóìîþ. Â ïðàöÿõ [125, 132, 151�153], ÿêi ñòîñóþòüñÿ ðåãóëÿðèçàöié

êóëîíiâñüêèõ âçà¹ìîäié ò. ç. ìîäèôiêîâàíèìè ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà

Mε(x) = − 1

|x|+ ε

(äèâ. ïðàâèé ãðàôiê íà ðèñ. 6.10), àâòîðè òåæ ïðèõîäÿòü äî âèñíîâêó, ùî ïîòåí-

öiàë −1/|x| àáñîëþòíî âiäáèâíèé. Çâiñíî, Mε(x) = Q0,ε(x) + ε−1U(ε−1x), äå

U(x) =


1

|x|(|x|+ 1)
, êîëè |x| > 1,

1

|x|+ 1
, êîëè |x| < 1.

Òîìó óìîâà (6.15) çíîâó íå âèêîíó¹òüñÿ, à ìîäèôiêîâàíi ïîòåíöiàëè Êóëîíà ðîç-

áiãàþòüñÿ â ïðîñòîði D′(R). Ïðèðîäíî, ùî óìîâà Äiðiõëå â íóëi äëÿ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨, ÿêà âèíèêàëè ó öèõ äîñëiäæåííÿõ, ââàæàëàñÿ ôiçè÷íî âìîòèâîâàíîþ

äëÿ ìîäåëi îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ. Âîäíî÷àñ öå îçíà÷àëî, ùî ïîòåíöiàë Êó-

ëîíà íå ìîæå ïðîïóñêàòè ÷åðåç ñåáå ïîòiê ÷àñòèíîê.

Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ç ìîäèôiêîâàíèìè ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà âèâ÷àâ òàêîæ

Ô. Ãåøòåçi [152]. Ñôîðìóëþ¹ìî éîãî ðåçóëüòàò ó òàêié ôîðìi: ÿêùî ïîòåíöiàë U

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü |U(x)| 6 c|x|−2 ïðè |x| → ∞, òî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Hε =

− d2

dx2 + Q0,ε(x) + ε−1U(ε−1x) çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ ïðè

ε→ 0 äî ïðÿìî¨ ñóìè D−⊕D+. Ìåòîä äîâåäåííÿ äà¹ çìîãó ëåãêî ïåðåíåñòè öåé
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ðåçóëüòàò íà âèïàäîê çðiçàíèõ ïîòåíöiàëiâ. Â ïðàöi òàêîæ çàïðîïîíîâàíà iíøà

ñàìîñïðÿæåíà ðåàëiçàöiÿ ìîäåëi. Íà âiäìiíó âiä îïåðàòîðiâ Hε, ÿêi ¹ çáóðåííÿì

âiëüíîãî îïåðàòîðà Øðåäèí åðà − d2

dx2 íà ïðÿìié, ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ

Aε = HD +Q0,ε(x) + ε−1U(ε−1x), â ÿêié íåçáóðåíèé îïåðàòîð ¹ òàêèì

HD = − d2

dx2
, domHD = {f ∈ W 2

2 (R \ {0}) : f(0) = 0}.

Â öüîìó ðàçi, îïåðàòîðè Aε çáiãàþòüñÿ äî D− ⊕D+ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié

òîïîëîãi¨. Íàâçäîãií ñòàòòi Ãåøòåçi â ëèñòi äî ðåäàêöi¨ [153] Ì. Êëàóñ óçàãàëüíèâ

äåÿêi ç ðåçóëüòàòiâ íà êëàñ îïåðàòîðiâ Sε = − d2

dx2 + Vε(x), äå L1,loc(R)-ïîòåíöiàëè

Vε çáiãàþòüñÿ ïîòî÷êîâî äî V0, äëÿ äåÿêîãî γ ∈ (0, 2) çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó

|Vε(x)| 6 c(1 + |x|γ−a)/|x|γ, (6.77)

à òàêîæ óìîâè∫ b

−b
Vε(x) dx→ −∞ ïðè ε→ 0, sup

ε∈(0,ε0)

∫ b
−b |Vε(x)| dx∣∣∣∫ b−b Vε(x) dx

∣∣∣ <∞ (6.78)

äëÿ äåÿêîãî b > 0. Êëàóñ äîâiâ, ùî îïåðàòîðè Sε çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðå-

çîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà S0 = − d2

dx2 +V0. Çðîçóìiëî, ùî ðåãóëÿðèçàöi¨,

çîáðàæåíi íà ðèñ. 6.10, çàäîâîëüíÿþòüñÿ óñi öi ïðèïóùåííÿ.

Â ëiòåðàòóði çóñòði÷àþòüñÿ é iíøi ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòåíöiàëó Êóëîíà, ÿêi áó-

äóþòü ÿê àïðîêñèìàöi¨ ôóíêöiîíàëiâ Ñîõîöüêîãî S± [134]:

S0,ε(x) =

∣∣∣∣ 1

x± iε

∣∣∣∣ =
1√

x2 + ε2
, S1,ε(x) =

∣∣∣∣Re

(
1

x± iε

)∣∣∣∣ =
|x|

x2 + ε2

(äèâ. ðèñ. 6.12). Îáèäâi ðåãóëÿðèçàöi¨ ¹ ïîðÿäêó O(ε−1) â îêîëi íóëÿ, òîìó âîíè

íå çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié çãiäíî ç ëåìîþ 6.3.

Àâòîðè óñiõ çãàäàíèõ âèùå ïóáëiêàöié ïðèõîäèëè äî âèñíîâêó, ùî óñóíó-

òè îñîáëèâiñòü ïàðíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà γ/|x| ìîæíà, ëèøå ïiäïîðÿäêóâàâøè
õâèëüîâó ôóíêöiþ óìîâi Äiðiõëå â íóëi. Ïîêàçîâîþ ¹ íàâiòü íàçâà ñòàòòi äå Îëi-

âåéðè òà Âåðði [134] � Mathematical predominance of Dirichlet condition for the

one-dimensional Coulomb potential. Àëå ðîçãëÿíåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà
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Ðèñ. 6.12: Ðåãóëÿðèçàöi¨ ôóíêöiîíàëiâ Ñîõîöüêîãî.

H1,ε = − d2

dx2 +Q1,ε(x) ç ïîòåíöiàëàìè âèãëÿäó

Q1,ε(x) =


− 1

|x|
, êîëè |x| > ε,

ε−1| ln ε|, êîëè |x| < ε,

çîáðàæåíèìè ñïðàâà íà ðèñ. 6.11. Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî q− = 1, q+ = −1 i

κ = −1, à òîìó çãiäíî ëåìè 6.3 ïîñëiäîâíiñòü Q1,ε çáiæíà â D′(R) ïðè ε → 0 äî

äåÿêîãî ôóíêöiîíàëó g ∈ F0. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 6.3 îïåðàòîðè H1,ε çáiãàþòüñÿ

äî îïåðàòîðà Hφ = −φ′′ − 1
|x| φ, äå ôóíêöi¨ φ ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì

φ(+0) = φ(−0), lim
x→+0

(
φ′(x) + φ(+0) ln |x|

)
= lim

x→−0

(
φ′(x)− φ(−0) ln |x|

)
.

Òàêà ðåãóëÿðèçàöiÿ äà¹ íåòðèâiàëüíó ìîäåëü äëÿ îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ, à

ïîòåíöiàë Êóëîíà â òàêié ìîäåëi ¹ ïðîíèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê.

Äëÿ íåïàðíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà Q(x) = x−1 òåæ äîâãèé ÷àñ ââàæàëîñÿ, ùî

âií íåïðîíèêíèé äëÿ ÷àñòèíîê, à ¹äèíîþ ñàìîñïðÿæåíîþ ðåàëiçàöi¹þ ôîðìàëü-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó

− d2ψ

dx2
+
γ

x
ψ = k2ψ (6.79)

¹ îïåðàòîð ç óìîâàìè Äiðiõëå â íóëi. Ïðîòå â 1993 ðîöi ìåêñèêàíñüêèé ôiçèê

Ìàðêîñ Ìîøèíñüêi, óðîäæåíåöü Êè¹âà, îïóáëiêóâàâ ïðàöþ [118], â ÿêié äîâîäèâ

ïðîíèêíiñòü ïîòåíöiàëó x−1. Çà êiëüêà ðîêiâ äî òîãî Ìîøèíñüêi i Ùåïàíÿê ââåëè

ó ôiçèêó êîíöåïöiþ ðåëÿòèâiñòñüêîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà [154], íàçâàâøè

éîãî îñöèëÿòîðîì Äiðàêà. Öåé îá'¹êò äà¹ çìîãó îïèñàòè ñïåêòð ìàñ ìåçîíiâ. Çà-

äà÷à çâåëàñÿ äî âèâ÷åííÿ ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿ iç ñèíãóëÿðíèì ïîòåíöiàëîì â

íóëi, à ñïåêòð ìàñ çàëåæàâ âiä òîãî, ÷è ïîòåíöiàë x−1 ¹ ïðîíèêíèì.
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Â ïðàöi [118] Ìîøèíñüêi çàìiíîþ çâiâ ðiâíÿííÿ (6.79) äî ðiâíÿííÿ Âiòòàêåðà,

çàïèñàâøè ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨. Çðîçóìiâøè, ùî ïîõiäíi ðîçâ'ÿçêiâ

ìàþòü ëîãàðèôìi÷íi îñîáëèâîñòi â íóëi, âií ïî¹äíàâ ðîçâ'ÿçêè íà ïiâîñÿõ óìîâàìè

ψ(+0) = ψ(−0), lim
x→+0

(
ψ′(x)− γψ(+0) ln |x|

)
= lim

x→−0

(
ψ′(x)− γψ(−0) ln |x|

)
.

Òàêi òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨ â íóëi ðîáëÿòü ïîòåíöiàë x−1 ïðîíèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê, à

êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ òà ïðîõîäæåííÿ ìîæíà îá÷èñòèòè çà ôîðìóëàìè

R(k) = −Γ(1 + iγ/2k) sh(πγ/2k)

Γ(1− iγ/2k) ch(πγ/2k)
, T (k) =

eπγ/2k

ch(πγ/2k)
.

Íàçâà ñòàòòi Ìîøèíñüêîãî �Penetrability of a one-dimensional Coulomb potenti-

al (Ïðîíèêíiñòü îäíîâèìiðíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà)� áóëà äîñèòü ïðîâîêàòèâíîþ

íà òîé ÷àñ. I ïðîâîêàöiÿ âäàëàñÿ, áî âiäîìèé àìåðèêàíñüêèé ôiçèê, áàãàòîði÷íèé

ðåäàêòîð Journal of Mathematical Physics Ðîäæåð Ã. Íüþòîí íàïèñàâ çëiñíèé êî-

ìåíòàð [119] íà öþ ñòàòòþ. Êðèòèêà Íüþòîíà, ÿêèé ïðîáóâàâ çàõèñòèòè ñòàðó

óñòàëåíó ïàðàäèãìó, çâîäèëàñÿ äî òîãî, ùî îáèäâà ðiâíÿííÿ (6.1) ç ïàðíèì i íå-

ïàðíèì ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà ìàþòü ñõîæi âëàñòèâîñòi. Ó áàãàòüîõ äîñëiäæåííÿõ

âñòàíîâëåíî, ùî ïàðíèé ïîòåíöiàë ¹ íåïðîíèêíèì, òîìó òàêèì ìà¹ áóòè i íåïàð-

íèé. À Ìîøèíñüêi ïðîñòî iãíîðó¹ öi íàóêîâi çäîáóòêè.

Ó âiäïîâiäi [120] íà êîìåíòàð Ìîøèíñüêi àêöåíòó¹, ùî âñÿ âêàçàíà éîãî êðèòè-

êîì ëiòåðàòóðà ñòîñóâàëàñÿ ïàðíîãî ïîòåíöiàëó |x|−1, à éîãî îá'¹êò äîñëiäæåííÿ

ìà¹ äåùî iíøi âëàñòèâîñòi. Äëÿ ïåðåêîíëèâîñòi àíàëiçó¹ òàêîæ ìàòðè÷íå ïðåä-

ñòàâëåííÿ çàäà÷i, ÿêå, ÿê âiäîìî, ¹ åêâiâàëåíòíèì îïåðàòîðíié ôîðìi. Çàâåðøó¹

âiäïîâiäü æàðòîì êiíåìàòîãðàôiñòiâ: íiùî òàê íå çáiëüøó¹ äîõiä âiä ôiëüìó, íiæ

çàáîðîíà éîãî äèâèòèñÿ, áî âií íåïðèñòîéíèé. Íåñïîäiâàíèé ðåçóëüòàò Ìîøèí-

ñüêîãî çìiíèâ ïîãëÿä ôiçèêiâ íà ïèòàííÿ ïðîíèêíîñòi ïîòåíöiàëiâ Êóëîíà i äàâ

ïîøòîâõ äî íîâèõ äèñêóñié. Òàê Â. Ôiøåð, Ã. Ëåøêå òà Ï. Ìþëëåð [121], ñêî-

ðèñòàâøèñü iäå¹þ Ìîøèíñüêîãî, ïîáóäóâàëè ÷îòèðüîõïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ñàìî-

ñïðÿæåíèõ ðåàëiçàöié äëÿ ãàìiëüòîíiàíà ç ïàðíèì ïîòåíöiàëîì Êóëîíà. Â îðèãi-

íàëüíèõ ïîçíà÷åííÿõ àâòîðiâ, äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

H = −1

2

d2

dx2
− γ

|x|
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ðàçîì ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè âèãëÿäó lim
x→+0

(2γφ(x) ln(|γ|x) + φ′(x))

lim
x→−0

(2γφ(x) ln(−|γ|x)− φ′(x))

 =

(
ρ ζ

ζ̄ λ

)(
φ(+0)

φ(−0)

)

äëÿ äîâiëüíèõ ρ, λ ∈ R òà ζ ∈ C, ïîðîäæó¹ ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â L2(R). Àâ-

òîðè òàêîæ ðîáëÿòü âàæëèâèé âèñíîâîê, ùî âàðòî çâàæàòè íà áàãàòîìàíiòíiñòü

ãàìiëüòîíiàíiâ, ìîäåëþþ÷è êîíêðåòíó ôiçè÷íó ñèòóàöiþ, çîêðåìà, êâàíòîâi õâè-

ëåâîäè. Òîáòî ñàìà ëèøå ìàòåìàòèêà íå äàñòü âiäïîâiäi, ÿêèé ãàìiëüòîíiàí ìà¹

áóòè âèáðàíèé � íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñÿ äîäàòêîâîþ ôiçè÷íîþ iíôîðìàöi¹þ.

×åðåç ðiê Ï. Êóðàñîâ ïóáëiêó¹ ñòàòòþ [122], â ÿêié íàïîëÿãà¹ íà îäíîçíà÷íîìó

òðàêòóâàííi äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ (6.1). Íà éîãî äóìêó, óìîâè ñïðÿæåííÿ

φ(+0) = φ(−0), lim
x→+0

(
φ′(x)− φ(+0) ln |x|

)
= lim

x→−0

(
φ′(x)− φ(−0) ln |x|

)
� öå ¹äèíà ïðàâèëüíà òî÷êîâà âçà¹ìîäiÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ íåïàðíîìó ïîòåíöià-

ëó x−1. Ëåãêî çðîçóìiòè çâiäêè ó àâòîðà âèíèêà¹ öÿ ¹äèíiñòü. Çãiäíî ç ëåìîþ 6.1

iñíó¹ áåçëi÷ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ íåiíòåãðîâíîþ â íóëi ôóíêöi¹þ x−1.

Êóðàñîâ ôiêñó¹ öåé ôóíêöiîíàë, âèáðàâøè éîãî ÿê P 1
x . Âií íàñïðàâäi äîñëiäæó¹

�äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç� − d2

dx2 + P 1
x , ïðèïóñêàþ÷è, ùî åëåìåíòè îáëàñòi âèçíà-

÷åííÿ ñàìîñïðÿæåíî¨ ðåàëiçàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

v.p.

(
− d2

dx2
ψ +

1

x
ψ

)
∈ L2(R).

Öå ïðèïóùåííÿ, çîêðåìà, íåÿâíî ïåðåäáà÷à¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ ðåãóëÿðèçàöi¨ x−1,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî P 1
x . Òîìó ðåçóëüòàò Êóðàñîâà óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîðåìîþ 6.3.

Êðiì òîãî, ñõîæèìè ìiðêóâàííÿìè âií ïðèõîäèòü äî âèñíîâêó, ùî äëÿ ïàðíîãî

ïîòåíöiàëó |x|−1 ¹äèíèìè òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ¹ óìîâè Äiðiõëå â íóëi.

Ïðîòå Ôiøåð, Ëåøêå òà Ìþëëåð íå ïîãîäèëèñÿ ç ¹äèíiñòþ òî÷êîâî¨ âçà¹ìîäi¨

äëÿ |x|−1, îïóáëiêóâàâøè ñâî¨ çàïåðå÷åííÿ â êîìåíòàði [123] äî ñòàòòi Êóðàñî-

âà. Âîíè íàïîëÿãàëè, ùî æîäíà ìàòåìàòèêà íå ìîæå ãàðàíòóâàòè àäåêâàòíîãî

âèáîðó ñàìîñïðÿæåíî¨ ðåàëiçàöi¨, ÿêùî íå âðàõîâóâàòè ñïåöèôiêó ôiçè÷íîãî åêñ-

ïåðèìåíòó. Â ñâîþ ÷åðãó, Êóðàñîâ íå çãîäèâñÿ ç �áàãàòîìàíiòòÿì� ãàìiëüòîíiàíiâ

i ðîçïèñàâ äåòàëüíiøå ñâî¨ ìàòåìàòè÷íi àðãóìåíòè ó âiäïîâiäi [124] íà êîìåíòàð
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îïîíåíòiâ. Çîêðåìà, âií ïðîâiâ ìiðêóâàííÿ äëÿ øèðøî¨ ñiì'¨ îïåðàòîðiâ

H = v.p.

(
− d2

dx2
+
γ

x

)
+ βδ(x),

äëÿ ÿêèõ âií îòðèìàâ òî÷êîâi âçà¹ìîäi¨

φ(+0) = φ(−0), b+(φ)− b−(φ) = βφ(0),

äå b±(φ) = limx→±0

(
φ′(x) − γφ(±0) ln |x|

)
. Öåé ðåçóëüòàò òåæ óçãîäæó¹òüñÿ ç

òåîðåìîþ 6.3. Â êiíöåâîìó ïiäñóìêó óñi çàëèøèëèñÿ ïðè ñâî¨é äóìöi.

Â íàøèõ äîñëiäæåííÿ ìè íå ðîáèìî ðiçíèöi ìiæ ïàðíèìè i íåïàðíèìè ïîòåí-

öiàëàìè Êóëîíà, âêëàäàþ÷è ¨õ â îäíó ìíîæèíó ïîòåíöiàëiâ òèïó Êóëîíà Q, ÿêi

âîëîäiþòü â íóëi îñîáëèâiñòþ (6.2). I äëÿ êîæíîãî Q iñíóþòü ðiçíi ðåãóëÿðèçàöi¨

Qε âèãëÿäó (6.76), ÿêi ÿê àñèìïòîòè÷íî ïðîíèêíi, òàê i àñèìïòîòè÷íî âiäáèâíi

ïðè ε→ 0. Äëÿ Q(x) = x−1 ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðèçàöi¨ âèãëÿäó

Q2,ε(x) =


1

x
, êîëè |x| > ε,

ε−1 ln ε, êîëè |x| < ε,
Q3,ε(x) =


1

x
, êîëè |x| > ε,

ε−2| ln ε|x, êîëè |x| < ε,

ãðàôiêè ÿêèõ çîáðàæåíi íà ðèñ. 6.13. Â öüîìó âèïàäêó q− = q+ = 1 i òîìó óìîâà

(6.15) âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ Q3,ε, êîëè κ(x) = −x. Îòæå, Q3,ε � àñèìïòîòè÷íî

ïðîíèêíèé ïîòåíöiàë ïðè ε→ 0, íà âiäìiíó âiä Q2,ε, ÿêèé ¹ àñèìïòîòè÷íî âiäáèâ-

íèì äëÿ ÷àñòèíîê. Ñïðàâäi, ïîòåíöiàëè Q2,ε çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (6.77), (6.78)

i çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì Ãåøòåçi âiäïîâiäíi îïåðàòîðè H0,ε çáiãàþòüñÿ äî ïðÿìî¨

ñóìè îïåðàòîðiâ Äiðiõëå íà ïiâîñÿõ.

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðè Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç ïîòåíöiàëàìè Êóëîíà âèâ÷àâ

Ä. Ãàíñîí ùå â 1987 ðîöi [155]. Âií äîñëiäæóâàâ çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ iç ãëàäêèìè

ïîòåíöiàëàìè, ÿêi áóëè ðiçíèìè àïðîêñèìàöiÿìè ôóíêöi¨ x−1, çîêðåìà, íàáëèæå-

ííÿìè P 1
x â ñåíñi ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ, ÿê â Êóðàñîâà, òà íàáëèæåííÿìè (x−iε)−1

ôóíêöiîíàëó Ñîõîöüêîãî. Âàðòî çãàäàòè òàêîæ, ùî  ðóíòîâíå äîñëiäæåííÿ îïå-

ðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ − d2

dx2 −
1
x íà ñêií÷åííîìó âiäðiçêó ç óìîâàìè Äiðiõëå

ïðîâåëè Á. Áîäåíøòîôåð, À. Äiêñìà òà Õ. Ëàíãåð [130]. Âîíè îïèñàëè âñi ñàìî-

ñïðÿæåíi òà ìàêñèìàëüíi äèñèïàòèâíi ðîçøèðåííÿ òàêîãî îïåðàòîðà. Çîêðåìà,

äîâåäåíî, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî γ ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

Tγ,ε = − d2

dx2
− Re

(
1 + γ/iπ

x+ iε

)
, domTγ,ε = {f ∈ W 2

2 (a, b) : f(a) = f(b) = 0}
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Ðèñ. 6.13: Íåïðîíèêíà i ïðîíèêíà ðåãóëÿðèçàöi¨ íåïàðíîãî ïîòåíöiàëó Êóëîíà

çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ äî îïåðàòîðà Tγ = − d2

dx2 −
1
x ,

ôóíêöi¨ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ÿêîãî ïiäïîðÿäêîâàíi óìîâàì Äiðiõëå â òî÷êà a i b

òà óìîâàì ñïðÿæåííÿ

f(−0) = f(+0), lim
x→+0

(f ′(x)− f ′(−x)) = γf(0)

â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Öåé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîðåìîþ 6.3, áî âiäïîâiäà¹

äà¹ âèïàäêîâi q− = q+ = −1, κ = 0 òà U(x) = +∞ ïðè x 6∈ (a, b).
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Ðîçäië 7

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÐÅÄÈÍ�ÅÐÀ IÇ ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÌ

ÇÁÓÐÅÍÍßÌ ÏÎÒÅÍÖIÀËÓ Â ÎÊÎËI ÊÐÈÂÎ�

Âèâ÷àòèìåìî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi äâîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà çi

çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ, ùî êîíöåíòðóþòüñÿ â îêîëi ãëàäêî¨ çàìêíåíî¨ êðèâî¨.

Óçàãàëüíèìî íà âèïàäîê ïëîùèíè ðåçóëüòàòè ïðî (aδ′ + bδ)-ïîäiáíi çáóðåííÿ

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà íà ïðÿìié. Îñòàííiì ÷àñîì ó íàóêîâié ëiòåðàòóði ñïîñòå-

ðiãà¹ìî çíà÷íå çàöiêàâëåííÿ òî÷íèìè ìîäåëÿìè, â ÿêèõ âçà¹ìîäi¨ çîñåðåäæåííi

íà ìíîãîâèäàõ ìåíøî¨ âèìiðíîñòi. Îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç ïñåâäîïîòåíöiàëà-

ìè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ç íîñiÿìè íà êðèâèõ, ïîâåðõíÿõ ÷è ìåòðè-

÷íèõ ãðàôàõ ¹ îñíîâíèì ìàòåìàòè÷íèì iíñòðóìåíòîì ìîäåëþâàííÿ êâàíòîâèõ

õâèëåâîäiâ, ðiäêèõ êâàíòîâèõ ãðàôiâ ÷è êâàíòîâèõ ñèñòåì iç çàðÿäæåíèìè âêëþ-

÷åííÿìè [146, 147]. Ïðîòå áàãàòî ìàòåìàòè÷íèõ ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíèõ ç òàêèìè

ïñåâäîãàìiëüòîíiàíàìè, çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè.

Íàóêîâèõ ïóáëiêàöié, ïîâ'ÿçàíèõ ç áàãàòîâèìiðíèìè òî÷íèìè ìîäåëÿìè ó êâàí-

òîâié ìåõàíiöi, äóæå áàãàòî. Ìè îáìåæèìîñÿ êîðîòêèì îãëÿäîì âèïàäêó, êîëè

çáóðåííÿ áóëè çîñåðåäæåíi íà ãiïåðïîâåðõíi � ìíîãîâèäi êîâèìiðíîñòi 1. Ñàìå

òàêi çáóðåííÿ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì íà áiëüøi âèìiðè ãàìiëüòîíiàíiâ ç òî÷-

êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè íà êøòàëò δ- ÷è δ′-âçà¹ìîäié íà ïðÿìié. Íàéàêòèâíiøå âèâ-

÷àëè îïåðàòîðè Øðåäèí åðà ç δ-ïîòåíöiàëàìè, çîñåðåäæåíèìè íà êîìïàêòíèõ

÷è íåêîìïàêòíèõ îði¹íòîâàíèõ ìíîãîâèäàõ S. �õ ôîðìàëüíî ìîæíà çàïèñàòè òàê

−∆ + βδS, äå ïñåâäîïîòåíöiàë βδS ¹ ðîçïîäiëîì â D′(Rn), ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

〈βδS, φ〉 =

∫
S

βφ dσ, φ ∈ C∞0 (Rn),

β � iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ íà S, à ÷åðåç dσ ïîçíà÷åíà ìiðà íà S, iíäóêîâàíà ðiìà-
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íîâîþ ìåòðèêîþ â Rn. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ç òàêèìè îïåðàòîðàìè âèíèêàþòü â

ÿäåðíié ôiçèöi, ìîëåêóëÿðíié ôiçèöi, ôiçèöi òâåðäîãî òiëà [157�160], i ¨õ âèâ÷àëè

ç 60-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ïiä íàçâîþ SDI-ìîäåëi (Surface Delta Interaction).

Êîëè ãiïåðïîâåðõíÿ S ¹ äîñòàòíüî ãëàäêîþ, îïåðàòîðó −∆+βδS ìîæíà íàäà-

òè ìàòåìàòè÷íèé çìiñò êiëüêîìà ñïîñîáàìè. Íàïðèêëàä, ìîæåìî ââåñòè îïåðàòîð

Hβ,S â L2(Rn) ÿê îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ôóíêöiÿõ f ç ïðîñòîðó W 2
2 (Rn \ S), ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ñïðÿæåííÿ f+ = f−, ∂νf+−∂νf− = βf íà ïîâåðõíi S. Òóò

f− i f+ � îäíîñòîðîííi ñëiäè ôóíêöi¨ f íà S, à ν � íîðìàëüíå âåêòîðíà ïîëå íà

S. Öåé åâðèñòè÷íèé îïåðàòîð ìîæíà òàêîæ ñòðîãî ìàòåìàòè÷íî âèçíà÷èòè çà

äîïîìîãîþ ñèìåòðè÷íî¨ íàïiâëiíiéíî¨ ôîðìè

b(f, g) = (∇f,∇g)L2(Rn;Cn) +

∫
S

βf ḡ| dσ, dom b = W 1
2 (Rn).

Ôîðìà b � ùiëüíî âèçíà÷åíà, çàìêíåíà i íàïiâîáìåæåíà â L2(Rn), òîìó iñíó¹

ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Bβ,S â L2(Rn) òàêèé, ùî (Bβ,Sf, g)L2(Rn) = b(f, g) äëÿ

âñiõ f ∈ domBβ,S òà g ∈ dom b.

Âàæëèâîþ ïåðåâàãîþ òàêèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðåàëiçàöié ôîðìàëüíîãî îïåðà-

òîðà −∆ + βδS ¹ ¨õíÿ �ñòàáiëüíiñòü� âiäíîñíî ðåãóëÿðèçàöié δS ãëàäêèìè ïîòåí-

öiàëàìè. ßêùî ñiì'ÿ ïîòåíöiàëiâ Uε ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè çáiãà¹òüñÿ äî βδS â

ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òî îïåðàòîðè −∆ + Uε çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0 äî

Hβ,S â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨ [161]. Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi òà âëà-

ñòèâîñòi çàäà÷ ðîçñiþâàííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç δS-âçà¹ìîäiÿìè âèâ÷åíi

äîñèòü  ðóíòîâíî. Çîêðåìà, ìîäåëi iç âçà¹ìîäiÿìè íà ñêií÷åííié ÷è íåñêií÷åííié

êiëüêîñòi êîíöåíòðè÷íèõ ñôåð ðîçãëÿäàëè â [162�168]. Ó ñòàòòÿõ [161,169�176] âè-

â÷àëè âèïàäêè çàìêíåíèõ ãiïåðïîâåðõîíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó òà ãiïåðïîâåðõîíü

ç êðà¹ì. Ñèòóàöiþ, êîëè δS-ïîäiáíi âçà¹ìîäi¨ êîíöåíòðóâàëèñÿ â îêîëi ïîâåðõîíü

ç êîíi÷íèìè òî÷êàìè, äîñëiäæóâàëè â ïðàöÿõ [177,178]. Íà áàãàòîâèìiðíèé âèïà-

äîê ìîæíà óçàãàëüíèòè óñþ ÷îòèðüîõïàðàìåòðè÷íó ðîäèíó òî÷êîâèõ âçà¹ìîäié

ç ëåìè 1.6, ùî i áóëî çðîáëåíî â [179]. Ïðîòå â ëiòåðàòóði íàéáiëüø ïîïóëÿðíèìè,

çâiñíî ðàçîì ç δS-âçà¹ìîäiÿìè, ñòàëè ò.ç. δ′-âçà¹ìîäi¨ íà ïîâåðõíÿõ [176,180�182],

ÿêi çàäàþòü óìîâàìè ñïðÿæåííÿ ∂νf+ = ∂νf
−, f+ − f− = β ∂νf íà S.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [156].
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7.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði R2 ôîðìàëüíi îïåðàòîðè âèãëÿäó

H = −∆ +W + a∂νδγ + bδγ, (7.1)

äå W � ðåãóëÿðíèé ïîòåíöiàë, γ � çàìêíåíà êðèâà, a i b � ôóíêöi¨ êëàñó L1(γ),

à δγ � ôóíêöiÿ Äiðàêà, çîñåðåäæåíà íà êðèâié γ. Ïñåâäîïîòåíöiàë a∂νδγ + bδγ ¹

óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

〈a∂νδγ + bδγ, φ〉 =

∫
γ

(−∂ν(aφ) + bφ) dγ, φ ∈ C∞0 (R2).

Î÷åâèäíî, ùî òàêi ïîòåíöiàëè ¹ ñèíãóëÿðíiøèìè íiæ ïîòåíöiàë δγ, òîìó ïðîáëå-

ìà íàäàííÿ éîìó ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó ¹ ñêëàäíiøîþ. Çáiëüøåííÿ ñèíãóëÿðíîñòi

çáóðåííÿ ðîáèòü çàäà÷ó ñõîæîþ íà ïðîáëåìó δ′-ïîòåíöiàëó â îäíîâèìiðíîìó âè-

ïàäêó. ÎïåðàòîðH âæå íå âîëîäi¹ ñòiéêiñòþ ùîäî ðåãóëÿðèçàöié ãàìiëüòîíiàíàìè

Hε = −∆ + W + Vε ç ãëàäêèìè ëîêàëüíèìè ïîòåíöiàëàìè Vε. Ç ïîãëÿäó ôiçèêè

öå îçíà÷à¹, ùî êâàíòîâî-ìåõàíi÷íi ñèñòåìè ç (a∂νδγ + bδγ)-ïîäiáíèìè ïîòåíöiàëà-

ìè ðiçíî¨ ôîðìè ìîæóòü âîëîäiòè, âçàãàëi êàæó÷è, äåùî ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ïîçàÿê äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ç òàêèì ïñåâäîïîòåíöiàëîì íå ìîæíà îäíîçíà÷-

íî ïîâ'ÿçàòè ç ÿêîþñü âçà¹ìîäi¹þ íà êðèâié, òî íàøîþ öiëëþ ¹ ïîáóäîâà öiëîãî

êëàñó òî÷íèõ ìîäåëåé àáî æ êëàñó óìîâ ñïðÿæåííÿ íà íîñi¹âi ïñåâäîïîòåíöiàëó.

Ïîøóê ìîäåëi ïîâ'ÿçàíèé iç âèâ÷åííÿì àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè îïåðàòîðiâ Hε

ïðè ε → 0, i òóò ìè çóñòði÷à¹ìîñÿ ùå ç îäíi¹¨ îñîáëèâiñòþ áàãàòîâèìiðíîãî âè-

ïàäêó. Îïåðàòîðè Hε íå çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Ïðîòå

çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ íå ¹ ñàìîöiëëþ: êîëè òàêà çáiæíiñòü ¹ â õîðîøié òîïîëîãi¨,

òî ç íå¨ ìîæíà îòðèìàòè àïðîêñèìàöiþ êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê ôiçè÷íî¨ ñè-

ñòåìè � ñïåêòðó ÷è äàíèõ ðîçñiþâàííÿ. Â íàøîìó âèïàäêó îïåðàòîðè çáiãàþòüñÿ

ëèøå â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, òîìó ìè âiäðàçó çàéìåìîñÿ àíàëiçîì

¨õíiõ ñïåêòðiâ. Çàóâàæèìî, ùî êîëè ïñåâäîãàìiëüòîíiàí a∂νδγ + bδγ òðàêòóâàòè

ÿê çáóðåííÿ ñêií÷åííîãî ðàíãó, òî ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðåçîëüâåíò ðåãóëÿðèçî-

âàíèõ îïåðàòîðiâ äîâåäåíà â [183�185]

Ìè âèâ÷àòèìåìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà

Hε = −∆ +W + Vε
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â ïðîñòîði L2(R2), à ñàìå, àñèìïòîòèêó ïðè ε→ 0 âëàñíèõ çíà÷åíü λε çàäà÷i

−∆uε + (W + Vε)uε = λεuε â R2. (7.2)

Âîäíî÷àñ àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç ñïåêòðó äàñòü íàì ãðàíè÷íèé îïåðàòîð äëÿ ñiì'¨

Hε, à, îòæå, i ôiçè÷íî âìîòèâîâàíi âçà¹ìîäi¨ íà êðèâié. Íåõàé ïîòåíöiàë W íà-

ëåæèòü äî ïðîñòîðó L∞loc(R2), çðîñòà¹ ïðè |x| → +∞ i ¹ ãëàäêèì â äåÿêîìó îêîëi

êðèâî¨ γ. Íåçáóðåíèé îïåðàòîð H0 = −∆ + W ñàìîñïðÿæåíèé â L2(R2), à éî-

ãî ñïåêòð äèñêðåòíèé, áî ïîòåíöiàë W çðîñòà¹ íà íåñêií÷åííîñòi. Î÷åâèäíî, ùî

îïåðàòîðè Hε òåæ ñàìîñïðÿæåíi ç äèñêðåòíèì ñïåêòðîì i ç òàêîþ æ îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ, ÿê â îïåðàòîðà H0, áî Vε ìàþòü êîìïàêòíi íîñi¨.

e

r

s

w e

e-

g

we

x1

x2

Ðèñ. 7.1: Ëîêàëüíi êîîðäèíàòè â ωε.

Îïèøåìî, ÿê âëàøòîâàíi ïîòåíöiàëè Vε. Íåõàé γ � çàìêíåíà ãëàäêà êðèâà áåç

òî÷îê ñàìîïåðåòèíó, ωε � ε-îêië êðèâî¨ γ, òîáòî îá'¹äíàííÿ âñiõ âiäêðèòèõ êóëü

ðàäióñà ε ç öåíòðîì â òî÷êàõ γ. Äëÿ ìàëèõ ε ìíîæèíà ωε ¹ îáëàñòþ ç ãëàäêîþ

ãðàíèöåþ. Ùîá îïèñàòè çàëåæíiñòü Vε âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà, ââåäåìî ëîêàëüíi

êîîðäèíàòè â ωε. Íåõàé α : [0, |γ|)→ R2 � ïàðàìåòðèçàöiÿ êðèâî¨ γ íàòóðàëüíèì

ïàðàìåòðîì s, äå |γ| � äîâæèíà êðèâî¨. Òîäi ν = (−α̇2, α̇1) � îäèíè÷íå íîðìàëüíå

âåêòîðíå ïîëå íà γ. Ïîêëàäåìî x = α(s)+rν(s) äëÿ òî÷îê (s, r) ∈ [0, |γ|)×(−ε, ε),
äå r � îði¹íòîâàíà âiäñòàíü âiä x äî γ (äèâ. ðèñ. 7.1). Íåõàé

Vε
(
α(s) + rν(s)

)
= ε−2 V

(
ε−1r

)
+ ε−1 U

(
s, ε−1r

)
, (7.3)

äå V òà U � ãëàäêi ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè. Ïðèïóñòèìî, ùî íîñi¨ V i

U(s, · ) ëåæàòü â iíòåðâàëi [−1, 1] äëÿ âñiõ s. Òîäi íîñi¨ çáóðåíü Vε ìiñòÿòüñÿ â

îáëàñòi ωε.
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Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîòåíöiàëè Vε ðîçáiãàþòüñÿ â D′(R2). Ïðîòå, êîëè

V ¹ ôóíêöi¹þ ç íóëüîâèì ñåðåäíiì, òî âîíè çáiãàþòüñÿ äî ðîçïîäiëó âèãëÿäó

a∂νδγ + bδγ, ùî ìè äîâåäåìî íèæ÷å. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

∂νδγ íàñïðàâäi ¹ ç òî÷íiñòþ äî çíàêó ëàïëàñiàíîì âiä õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíê-

öi¨ 1x∈Ω îáìåæåíî¨ îáëàñòi Ω, ÿêó îõîïëþ¹ êðèâà γ. À ñàìå, ∂νδγ = −∆1x∈Ω â

ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ãëàäêèõ ôóíêöié χε ¹ òàêîþ,

ùî χε äîðiâíþ¹ òîòîæíî îäèíèöi íà Ω, îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ïîçà äåÿêèì îêîëîì

Ω, à òàêîæ χε → 1x∈Ω â ïðîñòîði L1(R2) ïðè ε → 0, òî Vε = −∆χε ¹ ïðè-

êëàäîì ∂νδγ-ïîäiáíèõ ïîòåíöiàëiâ (äèâ. ðèñ. 7.2). Òàêi ïîòåíöiàëè ¹ öiêàâèìè íå

ëèøå â êîíòåêñòi îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà, âîíè òàêîæ âèíèêàþòü â òåîði¨ ðiâíÿíü

Íàâ'¹-Ñòîêñà, çàäà÷àõ ç âiëüíèìè ìåæàìè, òåîði¨ ïîòåíöiàëó äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ i

åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîði¨ iíòåãðàëiâ Ôåéìàíà [186�189].

Ðèñ. 7.2: Ãðàôiê ∂νδγ-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó (÷àñòèíà ãðàôiêà âèðiçàíà äëÿ êðàùî¨

âiçóàëiçàöi¨).

Çàìêíåíà êðèâà γ äiëèòü ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi Ωin òà Ωout. Ââàæàòèìåìî,

ùî îáëàñòü Ωout ¹ íåîáìåæåíîþ. Ââåäåìî ïðîñòið W+ ⊂ L2(Ωout): êàæåìî, ùî f

íàëåæèòü äî W+, ÿêùî f â îáëàñòi Ωout çáiãà¹òüñÿ ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ ç îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ domH0. Íåõàé W = {f ∈ L2(R2) : f |Ωin ∈ W 2
2 (Ωin), f |Ωout ∈ W+}.

×åðåç E ïîçíà÷àòèìåìî íåñêií÷åííó ïiäìíîæèíó iíòåðâàëà (0, 1), äëÿ ÿêî¨ íóëü

¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî v± � îäíîñòîðîííi ñëiäè ôóíêöi¨ v íà γ.

Òåîðåìà 7.1. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð − d2

dr2 + V â L2(R) âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì

íóëüîâî¨ åíåðãi¨ ç íàïiâçâ'ÿçíèì ñòàíîì h. Íåõàé θ = h(+∞), êîëè h(−∞) = 1.
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(i) Íåõàé {λε}ε∈E � ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Hε, à {uε}ε∈E
� âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü íîðìîâàíèõ â L2(R2) âëàñíèõ ôóíêöié. ßêùî

λε → λ, uε → u ñëàáêî â L2(R2) (7.4)

ïðè E 3 ε → 0 i ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u íåíóëüîâà, òî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ç

âëàñíîþ ôóíêöi¹þ u îïåðàòîðà H = −∆ +W â L2(R2), âèçíà÷åíîãî íà îáëàñòi

domH =
{
v ∈ W : v+ = θ v−, θ ∂νv

+ − ∂νv− =
(

1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
v− íà γ

}
.

Òóò κ = κ(s) � êðèâèíà êðèâî¨ γ òà µ(s) =
∫
R U(s, r)h2(r) dr.

(ii) ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (7.4) i λ íå íàëåæèòü äî ñïåêòðó σ(H), òî

ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié uε çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè E 3 ε → 0 â ñëàáêié

òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(R2).

(iii) Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ îïåðàòîðà H òà âñiõ äîñòàòíüî ìà-

ëèõ ε iñíó¹ òàêå âëàñíå çíà÷åííÿ λε îïåðàòîðà Hε, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|λε − λ| 6 cε çi ñòàëîþ c, íåçàëåæíîþ âiä ε.

Ââåäåìî äâà îïåðàòîðè

D− = −∆ +W â L2(Ωin), domD− = {v ∈ W 2
2 (Ωin) : v = 0 íà γ},

D+ = −∆ +W â L2(Ωout), domD+ = {v ∈ W+ : v = 0 íà γ}.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé {λε}ε∈E � ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Hε,

à {uε}ε∈E � âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié, íîðìîâàíèõ â L2(R2).

Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð − d2

dr2 + V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨.

(i) ßêùî λε → λ, uε → u ñëàáêî â L2(R2) ïðè E 3 ε→ 0 i ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ u

¹ íåíóëüîâîþ, òî λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕D+, à u � âiäïîâiäíà

âëàñíà ôóíêöiÿ.

(ii) Ó âèïàäêó, êîëè λε → λ ïðè E 3 ε → 0 i λ 6∈ σ(D− ⊕ D+), òî âëàñíi

ôóíêöi¨ uε çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ñëàáêî â L2(R2).

(iii) ßêùî λ ∈ σ(D− ⊕ D+), òî äëÿ ìàëèõ ε ìîæíà çíàéòè òàêå âëàñíå

çíà÷åííÿ λε îïåðàòîðà Hε, ùî |λε − λ| 6 cε, äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ε.

Òîíêà îáëàñòü ωε, ÿêà ¹ íîñi¹ì çáóðåííÿ Vε, ìîæå ïðîäóêóâàòè çëi÷åííó êiëü-

êiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Hε, ÿêi ïðÿìóþòü äî âiä'¹ìíî¨ íåñêií÷åííîñòi
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Ðèñ. 7.3: Òî÷êó λ∗ ïðîìåíÿ (−∞, a) ìîæíà àïðîêñèìóâàòè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè

λεk, ÿêi ïðÿìóþòü äî −∞.

ïðè ε → 0. Õî÷à ïðè êîæíîìó ε > 0 ÷èñëî âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ¹ ñêií-

÷åííèì, äëÿ äåÿêèõ ïîòåíöiàëiâ Vε âîíî ìîæå çðîñòàòè ïðè ε → 0. Çîêðåìà, öå

îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîðè Hε íå ¹ îáìåæåíèìè çíèçó ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ε. Êðiì

òîãî, ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ ïðîìiíü (−∞, a), êîæíà òî÷êà ÿêîãî ¹ ãðàíè÷íîþ

òî÷êîþ äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (äèâ. ðèñ. 7.3). Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç âàðiàöiéíèì

ïðèíöèïîì âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæíà âèáðàòè ÿê íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ àðãóìåíòó ε.

Òåîðåìè 7.1 i 7.2 âêàçóþòü íà ïðèíöèïîâó ðiçíèöþ ìiæ òî÷êàìè ñïåêòðó ãðà-

íè÷íîãî îïåðàòîðà òà iíøèìè òî÷êàìè ñêóï÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü. À ñàìå, ëèøå

òî÷êè ñïåêòðó σ(H) â ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó àáî æ òî÷êè σ(D− ⊕ D+) â ðàçi

éîãî âiäñóòíîñòi ìîæíà òàê àïðîêñèìóâàòè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè λε îïåðàòîðà

Hε òàê, ùîá âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ uε ìàëè íåòðèâiàëüíó ãðàíèöþ â L2(R2).

Àñèìïòîòèêà âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi ïðÿìóþòü äî âiä'¹ìíî¨ íåñêií÷åííîñòi, çàëè-

øà¹òüñÿ íàðàçi âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ.

Â ðàçi ðåçîíàíñó âèíèêàþòü óìîâè f+ = θf−, θ ∂νf+ − ∂νf− = β(s)f− íà γ,

âèãëÿä ÿêèõ áóâ î÷iêóâàíèì ç îãëÿäó íà ðåçóëüòàòè ðîçäiëiâ 1 i 2. Òå, ùî θ íå

çìiíþ¹òüñÿ íà γ, ¹ íàñëiäêîì íåçàëåæíîñòi ïîòåíöiàëó V âiä êîîðäèíàòè s. Çíà-

õîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíêöi¨ β ñòàëî îäíi¹þ ç ìîòèâàöié ó äîñëiäæåííi öi¹¨

çàäà÷i. Ñïåöiàëiñòè äàâíî ïåðåäáà÷àëè, ùî âçà¹ìîäi¨ íà ïiäìíîãîâèäàõ ïîâèííi

çàëåæàòè âiä ãåîìåòði¨ öèõ ïiäìíîãîâèäiâ. Â ñòðóêòóði ôóíêöi¨

β(s) =
1

2
(θ2 − 1)κ(s) +

∫
R
U(s, r)h2(r) dr

áà÷èìî çàëåæíiñòü ìiæ ãåîìåòði¹þ êðèâî¨ òà ñïåêòðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

∂νδγ-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó V , à ñàìå, ìiæ êðèâèíîþ êðèâî¨ òà íàïiâçâ'ÿçíèì ñòà-

íîì. Çðåøòîþ, β çàëåæèòü i âiä δγ-ïîäiáíîãî ïîòåíöiàëó U .
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Çi çðîñòàííÿì ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi çáóðåíü ãåîìåòðiÿ ïiäìíîãîâèäiâ âïëè-

âà¹ âñå áiëüøå íà ñòðóêòóðó âçà¹ìîäié. ßêùî V = 0, òî ïîòåíöiàëè ìàþòü âèãëÿä

Vε(x) = ε−1 U
(
s, ε−1r

)
i çáiãàþòüñÿ äî µ0δγ â D′(R2), äå

µ0(s) =

∫
R
U(s, r) dr. (7.5)

ßê ìè âæå çíà¹ìî, âiëüíèé îïåðàòîð Øðåäèí åðà − d2

dr2 ìà¹ ðåçîíàíñ íóëüîâî¨

åíåðãi¨ ç h = 1. Òîäi θ = 1, à óìîâè ñïðÿæåííÿ íà êðèâié γ

v+ = θv−, θ∂νv
+ − ∂νv− =

(
1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
v− (7.6)

íàáóâàþòü âèãëÿäó v+ = v−, ∂νv+ − ∂νv
− = µ0v. Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç íåäàâíiì

ðåçóëüòàòîì Ä. Áåðíäòà, Ï. Åêñíåðà, M. Õîëüöìàíà òà Â. Ëîòîðåé÷èêà [161], äå

äîâåäåíî ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ ç δS-ïîäiáíèìè çáóðåí-

íÿìè ïîòåíöiàëó â îêîëi çàìêíåíî¨ ãiïåðïîâåðõíi S â Rn. Áà÷èìî, ùî ó öüîìó

ðàçi äîäàíîê, ÿêèé ìiñòèâ êðèâèíó κ, çíèêà¹ ç óìîâ.
Êðèâèíà κ ïîòðàïëÿ¹ â óìîâè ñïðÿæåííÿ ç ÿêîáiàíó êîîðäèíàò (s, r). Âåêòîðè

α = (α̇1, α̇2), ν = (−α̇2, α̇1) óòâîðþþòü ðåïåð Ôðåíå íà γ. ßêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ

x1 = α̇1(s)− rα̇2(s), x2 = α̇2(s) + rα̇1(s) ìà¹ âèãëÿä

J(s, r) =

∣∣∣∣∣ α̇1(s)− rα̈2(s) −α̇2(s)

α̇2(s) + rα̈1(s) α̇1(s)

∣∣∣∣∣ =

= α̇2
1(s) + α̇2

2(s)− r
(
α̇1(s)α̈2(s)− α̇2(s)α̈1(s)

)
= 1− rκ(s),

äå κ = det(α̇, α̈) � îði¹íòîâàíà êðèâèíà γ. Çàãàëüíîïðèéíÿòîþ êðèâèíîþ ïëîñ-

êî¨ êðèâî¨ ¹ àáñîëþòíà âåëè÷èíà κ. Ôóíêöiÿ J âiäìiííà âiä íóëÿ äëÿ ìàëèõ

çíà÷åíü r, áî êðèâèíà κ ¹ îáìåæåíîþ íà γ. Ðåïåð Ôðåíå ðàçîì ç êðèâèíîþ

κ âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî çìiíè íàòóðàëüíî¨ ïàðàìåòðèçàöi¨ s 7→ −s, áî òîäi κ
çìiíþ¹ çíàê. Ïðè öüîìó ïàðàìåòðè θ òà µ â óìîâàõ (7.6) òåæ çàëåæàòü âiä âèáîðó

ïàðàìåòðèçàöi¨.

Ëåìà 7.1. Îïåðàòîð H â òåîðåìi 7.1 ¹ iíâàðiàíòíèì ùîäî âèáîðó íàòóðàëüíî¨

ïàðàìåòðèçàöi¨ êðèâî¨ γ.

Äîâåäåííÿ. Íà ãëàäêié êðèâi ìîæíà âèáðàòè äâi íàòóðàëüíi ïàðàìåòðèçàöi¨ i

äâà ðiçíi ðåïåðè Ôðåíå. Çìiíèìî ðåïåð {α, ν} íà ðåïåð {−α,−ν} i äîâåäåìî,
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ùî óìîâè (7.6) ïðè öüîìó çàëèøàòüñÿ òàêèìè æ. Çìiíèâøè íàïðÿìîê íîðìàëi,

ìè çìiíþ¹ìî íàïðÿìîê îñi r, à òîìó òðåáà ïåðåíîðìóâàòè íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí h

îïåðàòîðà − d2

dr2 + V . Ïåðåòâîðåííÿ r 7→ −r òà h(r) 7→ θ−1h(−r) ïðèâîäÿòü äî

îäíî÷àñíîãî ïåðåòâîðåííÿ áàãàòüîõ âåëè÷èí:

θ 7→ θ−1, κ 7→ −κ, µ 7→ θ−2µ, u± 7→ u∓, ∂νu± 7→ −∂νu∓.

Ïåðøà ç óìîâ ñïðÿæåííÿ u+− θu− = 0 íàáóâà¹ âèãëÿäó u−− θ−1u+ = 0, à îòæå,

çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ. Äðóãà óìîâà íàáóâà¹ âèãëÿäó

−θ−1∂νu
− + ∂νu

+ −
(
−1

2(θ−2 − 1)κ + θ−2µ
)
u+ = 0.

Ïîìíîæèâøè ¨¨ íà θ, ç ðiâíîñòi θ(θ−2 − 1) = −θ−1(θ2 − 1) äiñòàíåìî

θ∂νu
+ − ∂νu− −

(
1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
θ−1u+ = 0,

Çàëèøèëîñÿ θ−1u+ çàìiíèòè íà u− çãiäíî ç ïåðøîþ óìîâîþ.

Òåîðåìè 7.1 i 7.2 ñòîñóþòüñÿ îïåðàòîðiâ Hε ç ïîòåíöiàëàìè Vε âèãëÿäó (7.3),

ÿêi, âçàãàëi êàæó÷è, ðîçáiãàþòüñÿ â D′(R2), à ¨õ çáiæíiñòü ÷è ðîçáiæíiñòü íå

ìàþòü âïëèâó íà çáiæíiñòü ñïåêòðiâ Hε äî ñïåêòðó ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà. Óìîâè

çáiæíîñòi ïîòåíöiàëiâ Vε òà óìîâè çáiæíîñòi ñïåêòðiâ öiëêîì ðiçíi.

Ëåìà 7.2. Ïîòåíöiàëè Vε, çàäàíi ôîðìóëîþ (7.3), çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîði óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
∫
R V (r) dr = 0. Â öüîìó ðàçi

Vε → µ1 ∂νδγ + (µ1κ + µ0) δγ â D′(R2),

äå µ1 = −
∫
R rV (r) dr, à ôóíêöiÿ µ0 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (7.5).

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ε−1 U
(
s, ε−1r

)
→ µ0δγ â D′(R2). Íåõàé n = ε−1r. Òîäi

ε−2〈V (ε−1 ·), φ〉 = ε−2

∫ ε

−ε

∫ |γ|
0

V (ε−1r)φ(s, r)(1− rκ(s)) ds dr =

= ε−1

∫ 1

−1

∫ |γ|
0

V (n)φ(s, εn)(1− εnκ(s)) ds dn = ε−1

∫ 1

−1

V (n) dn

∫ |γ|
0

φ(s, 0) ds+

+

∫ 1

−1

nV (n) dn

∫ |γ|
0

(
∂nφ(s, 0)− κ(s)φ(s, 0)

)
ds+O(ε)

ïðè ε → 0 äëÿ âñiõ φ ∈ C∞0 (R2). Îòæå, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ â D′(R2)

ëèøå òîäi, êîëè
∫
R V dn = 0, ïðè÷îìó ε−2〈V (ε−1 ·), φ〉 → µ1

∫
γ (∂νδγ + κδγ)φ dγ.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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7.2 Ôîðìàëüíà àñèìïòîòèêà

Ïîáóäó¹ìî ôîðìàëüíó àñèìïòîòèêó âëàñíèõ çíà÷åííÿ òà âëàñíèõ ôóíêöié îïå-

ðàòîðàHε i âîäíî÷àñ ïîêàæåìî ÿê âèíèêàþòü óìîâè ñïðÿæåííÿ (7.6). Íàäàëi íàì

áóäå çðó÷íî ïàðàìåòðèçóâàòè êðèâó γ íå òî÷êàìè iíòåðâàëó [0, |γ|), à òî÷êàìè êî-
ëà S äîâæèíè |γ|. Öå äîçâîëèòü íå âêàçóâàòè ùîðàçó, ùî ôóíêöi¨ ¹ |γ|-ïåðiîäè÷íi
çà çìiííîþ s. Òîäi ωε ¹ äèôåîìîðôíà öèëiíäðó Qε = S× (−ε, ε). ×åðåç γt ïîçíà-
÷èìî êðèâó, îòðèìàíó ïåðåíåñåííÿì γ çà �÷àñ� t âçäîâæ íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ, òîáòî γt = {x ∈ R2 : x = α(s) + tν(s), s ∈ S}. Òîäi ìåæà ωε ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ êðèâèõ γ−ε òà γε. Íåõàé âåêòîðíå ïîëå ν ¹ çîâíiøíiì äî îáëàñòi Ωin, òîáòî

êîîðäèíàòà r çðîñòà¹ â íàïðÿìêó âiä Ωin äî Ωout.

Øóêàòèìåìî àñèìïòîòè÷íi íàáëèæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié

çàäà÷i (7.2) ó âèãëÿäi

λε ≈ λ, uε(x) ≈

u(x) â R2 \ ωε,

v0

(
s, rε
)

+ εv1

(
s, rε
)

+ ε2v2

(
s, rε
)

â ωε.
(7.7)

Íàáëèæåííÿ â îáëàñòÿõ ωε i R2 \ ωε óçãîäèìî óìîâàìè

[uε]−ε = 0, [uε]ε = 0, [∂ruε]−ε [∂ruε]ε = 0, (7.8)

äå [w]t � ñòðèáîê ôóíêöi¨ w ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç γt â íàïðÿìêó çðîñòàííÿ êîîð-

äèíàòè r. Çà äîïîìîãîþ öèõ íàáëèæåíü ìè ïîáóäó¹ìî êâàçiìîäè îïåðàòîðà Hε.

Ïîçàÿê ôóíêöiÿ uε � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.2), à îáëàñòü ωε ñòÿãó¹òüñÿ â êðèâó

γ, òî ôóíêöiÿ u ïîâèííà áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−∆u+Wu = λu â R2 \ γ. (7.9)

Çðîçóìiëî, ùî u ìà¹ ùå çàäîâîëüíÿòè äåÿêi óìîâè íà γ, ÿêi ìè çíàéäåìî, àíà-

ëiçóþ÷è ðiâíÿííÿ (7.2) â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ íàâêîëî γ. Ìåòðè÷íèé òåíçîð

g = (gij) â ñèñòåìi êîîðäèíàò (s, r) ìà¹ âèãëÿä

g =

(
J2 0

0 1

)
.

Ñïðàâäi, g11 = |xs|2 = |α̇ + rν̇|2 = |(1 − rκ)α̇|2 = J2, áî ν̇ = −κα̇ çãiäíî ç

ôîðìóëàìè Ôðåíå, à òàêîæ g22 = |xr|2 = |ν|2 = 1. Ïîçàäiàãîíàëüíi åëåìåíòè
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äîðiâíþþòü íóëþ, áî ñèñòåìà êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíà. Òîäi

∇φ = J−1∂sφα + ∂rφ ν, ∆φ = J−1
(
∂s(J

−1∂sφ) + ∂r(J∂rφ)
)
. (7.10)

Çàïèøåìî îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìi â êîîðäèíàòàõ (s, n), n = r/ε:

∆ =
1

1− εnκ

(
ε−2∂n(1− εnκ)∂n + ∂s

( 1

1− εnκ
∂s

))
, (s, n) ∈ S × (−1, 1).

Âií ìà¹ çîáðàæåííÿ

∆ = ε−2∂2
n − ε−1κ(s)∂n − nκ2(s)∂n + ∂2

s + εPε, (7.11)

äå Pε � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó ùîäî çìiííî¨ s òà ïåðøîãî

� ùîäî n, à éîãî êîåôiöi¹íòè îáìåæåíi â Q ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ε.

Ïiäñòàâèìî çîáðàæåííÿ (7.11) òà ñóìó v0 + εv1 + ε2v2 äî ðiâíÿííÿ (7.2). Òîäi

−∂2
nv0 + V v0 = 0, −∂2

nv1 + V v1 = −κ∂nv0 − Uv0,

−∂2
nv2 + V v2 = −(κ∂n + U)v1 + (∂2

s − nκ2∂n −W ( · , 0) + λ)v0 (7.12)

â öèëiíäði Q, à óìîâè óçãîäæåííÿ (7.8) äàþòü

u−(s) = v0(s,−1), u+(s) = v0(s, 1), (7.13)

∂nv0(s,−1) = 0, ∂nv0(s, 1) = 0, (7.14)

∂nv1(s,−1) = ∂ru
−(s), ∂nv1(s, 1) = ∂ru

+(s). (7.15)

Ç öèõ ðiâíîñòåé ñêëàäåìî çàäà÷i−∂2
nv0 + V (n)v0 = 0 â Q,

∂nv0(s,−1) = 0, ∂nv0(s, 1) = 0, s ∈ S;
(7.16)

−∂2
nv1 + V (n)v1 = −κ(s)∂nv0 − U(s, n)v0 â Q,

∂nv1(s,−1) = ∂ru
−(s), ∂nv1(s, 1) = ∂ru

+(s), s ∈ S,
(7.17)

ÿêi ¹ êðàéîâèìè çàäà÷àìè â öèëiíäði Q äëÿ �íååëiïòè÷íîãî� äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè −∂2
n + V . ×åðåç òàêå âèðîäæåííÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà âiäñóòíÿ ðiâíîìiðíà ðåçîëüâåíòíà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ Hε, áî íåìà¹

êëàñè÷íèõ åëiïòè÷íèõ îöiíîê äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ vk ÷åðåç ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ.

237



Íàäàëi ìè òðàêòóâàòèìåìî öi çàäà÷i ÿê êðàéîâi çàäà÷i íà iíòåðâàëi I = (−1, 1)

äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà s ∈ S.
Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨ äëÿ − d2

dn2 + V . Òîäi

iñíó¹ íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí h, ÿêèé ¹ ñòàëèì ïîçà I, áî suppV ⊂ I. Äî òîãî æ

çâóæåííÿ h íà I � öå íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

− h′′ + V h = 0 â I, h′(−1) = 0, h′(1) = 0, (7.18)

à òàêîæ h(−1) = 1 òà h(1) = θ. Â öüîìó ðàçi çàäà÷à (7.16) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó

v0(s, n) = a0(s)h(n), äå a0 � äîâiëüíà ôóíêöiÿ íà êîëi S. Òîäi ç (7.13) âiäðàçó

äiñòà¹ìî u− = a0 i u+ = h(1)a0 = θa0. Îòæå, v0(s, n) = u−(s)h(n) òà

u+ = θu− íà γ. (7.19)

Äàëi, çàäà÷à (7.17) ìîæå áóòè íåñóìiñíîþ, áî âiäïîâiäíà îäíîðiäíà çàäà÷à

(7.16) ìà¹ íåòðèâiàëüíå ÿäðî. Ùîá çíàéòè óìîâè iñíóâàííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó, ïåðåïè-

øåìî ðiâíÿííÿ (7.17) ó âèãëÿäi

−∂2
nv1 + V (n)v1 = −

(
κ(s)h′(n) + U(s, n)h(n)

)
u−(s).

Ïîìíîæèâøè éîãî íà a(s)h(n), a ∈ L2(S), i ïðîiíòåãðóâàâøè íà Q, îòðèìà¹ìî∫
Q

(
−∂2

nv1 + V (n)v1

)
a(s)h(n) dn ds =

= −
∫
Q

(
κ(s)h′(n) + U(s, n)h(n)

)
u−(s)a(s)h(n) dn ds. (7.20)

Òåïåð çëiâà ïðîiíòåãðó¹ìî äâi÷i ÷àñòèíàìè, âðàõóâàâøè êðàéîâi óìîâè äëÿ v1 i

òîé ôàêò, ùî h ¹ ðîçâ'ÿçêîì (7.18):∫
S

∫
I

(
−∂2

nv1 + V v1

)
ah dn ds = −

∫
S

(∂nv1h− v1h
′)
∣∣n=1

n=−1
a ds−

−
∫
S

∫
I
av1 (−h′′ + V h) dn ds = −

∫
S

(
θ∂ru

+ − ∂ru−
)
a ds.

Ôîðìóëà (7.20) íàáóâà¹ âèãëÿäó∫
S

(
θ∂ru

+ − ∂ru−
)
a ds =

∫
S

u−a

∫
I

(
κhh′ + Uh2

)
dn ds.
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Ç ðiâíîñòi hh′ = 1
2(h2)′ âèïëèâà¹, ùî∫

I
hh′ dn = 1

2(h2(1)− h2(−1)) = 1
2(θ2 − 1). (7.21)

Îñòàòî÷íî äëÿ âñiõ a ∈ L2(S) îòðèìó¹ìî∫
S

(
θ∂ru

+ − ∂ru−
)
a ds =

∫
S

(
1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
u−a ds,

äå µ(s) =
∫
I U(s, n)h2(n) dn. Ç öi¹¨ òîòîæíîñòi ìà¹ìî ðiâíiñòü

θ∂ru
+ − ∂ru− =

(
1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
u− íà γ, (7.22)

ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ ñóìiñíîñòi çàäà÷i (7.17). Âîäíî÷àñ öå óìîâà ñòðèáêà íîð-

ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ u, áî ∂νu± = ∂ru
± íà γ. Ç iíøîãî áîêó, êîëè (7.22) âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ S, òî çàäà÷à (7.17) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Öå âèïëèâà¹ ç àëüòåðíàòè-
âè Ôðåäãîëüìà, çàñòîñîâàíî¨ äî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ − d2

dr2 + V íà I ïðè
ôiêñîâàíîìó s. Îòæå, äëÿ λ i u ìè äiñòàëè çàäà÷ó

−∆u+Wu = λu â R2 \ γ, (7.23)

u+ − θu− = 0, θ∂νu
+ − ∂νu− =

(
1
2(θ2 − 1)κ + µ

)
u− íà γ, (7.24)

ÿêó ìîæíà êîðîòêî çàïèñàòè ó âèãëÿäi ñïåêòðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Hu = λu. Íåõàé

λ áóäå âëàñíèì çíà÷åííÿì H ç âëàñíîþ ôóíêöi¹þ. Òåïåð ìîæåìî îá÷èñëèòè ñëiä

u− íà êðèâié γ i îñòàòî÷íî çíàéòè v0(s, n) = u−(s)h(n). Ç îãëÿäó íà äðóãó óìîâó â

(7.24) çàäà÷à (7.17) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê v1, âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî äîäàíêà a1(s)h(n).

Ïiäïîðÿäêó¹ìî éîãî äîäàòêîâié óìîâi

v1(s,−1) = 0, s ∈ S. (7.25)

Ôóíêöiþ v2 âèáåðåìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.12), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

v2(s,−1) = 0, ∂nv2(s,−1) = 0, s ∈ S. (7.26)

Òàêà çàäà÷à Êîøi ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ìàéæå âñiõ s ∈ S. Çàóâàæèìî, ùî
âñi ðîçâ'ÿçêè vk ¹ ãëàäêèìè â öèëiíäði Q, áî ãëàäêèìè ¹ V , U i κ, à òàêîæ W â

îêîëi êðèâî¨ γ. Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè âñi ÷ëåíè àñèìïòîòè÷íèõ íàáëèæåíü (7.7).
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Òåïåð çâåðíåìîñÿ äî âèïàäêó, êîëè îïåðàòîð − d2

dr2 + V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íó-

ëüîâî¨ åíåðãi¨. Â öüîìó ðàçi çàäà÷à (7.18), à òîäi i çàäà÷à (7.16), ìàþòü ëèøå

òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè h = 0 òà v0 = 0. Ç óìîâè (7.13) âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî u− = 0

òà u+ = 0 íà γ. Îòæå, ìè ìà¹ìî çàäà÷ó

−∆u+Wu = λu â R2 \ γ, u = 0 íà γ.

Ïðèïóñòèìî, ùî λ � âëàñíå çíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè D− ⊕ D+, à u � âiäïîâiäíà

âëàñíà ôóíêöiÿ. Â öüîìó ðàçi çàäà÷à (7.17) íàáóâà¹ âèãëÿäó−∂2
nv1 + V (n)v1 = 0 â Q,

∂nv1(s,−1) = ∂νu
−, ∂nv1(s, 1) = ∂νu

+

i âîëîäi¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì. Òåïåð ïiäñòàâèìî v0 = 0 äî ðiâíÿííÿ (7.12) i ââàæà-

òèìåìî, ùî v2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi−∂2
nv2 + V (n)v2 = −κ(s)∂nv1 + U(s, n)v1 â Q,

v2(s,−1) = 0, ∂nv2(s,−1) = 0, s ∈ S.

Ùîá ïîáóäóâàòè êâàçiìîäè îïåðàòîðàHε, íàì òðåáà äåùî ìîäèôiêóâàòè îòðè-

ìàíi âèùå íàáëèæåííÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨

v̂ε(x) =

u(x) x ∈ R2 \ ωε,

v0

(
s, rε
)

+ εv1

(
s, rε
)

+ ε2v2

(
s, rε
)

x = (s, r) ∈ ωε.

Öi íàáëèæåííÿ íå íàëåæàòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ Hε, áî v̂ε ¹ ðîçðèâíîþ íà ∂ωε.

Íà ðèñ. 7.4 çîáðàæåíèé ãðàôiê ôóíêöi¨ ζ, ÿêà ¹ ãëàäêîþ ïîçà íóëåì, ζ(r) = 1 äëÿ

r ∈ [0, β/2] òà ζ(r) = 0 íà ìíîæèíi R \ [0, β). Âèáåðåìî β òàêèì, ùîá â îáëàñòi

ω2β áóëè êîðåêòíî âèçíà÷åíi ëîêàëüíi êîîðäèíàòè. Ââåäåìî ôóíêöiþ

ρε =
(
[v̂ε]ε + [∂ν v̂ε]ε (r − ε)

)
ζ(r − ε) +

(
[v̂ε]−ε + [∂ν v̂ε]−ε (r + ε)

)
ζ(−r − ε). (7.27)

Ðèñ. 7.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ ζ.

240



Çà ïîáóäîâîþ ñòðèáêè ρε i ∂rρε íà ∂ωε ¹ òàêèìè æ ÿê ñòðèáêè ÿê v̂ε i ∂ν v̂ε âiäïî-

âiäíî. Êðiì òîãî, ρε âiäìiííà âiä íóëÿ ëèøå íà ìíîæèíi ωβ+ε \ ωε. Òîìó ôóíêöiÿ

vε(x) =

u(x)− ρε(x) â R2 \ ωε,

v0

(
s, rε
)

+ εv1

(
s, rε
)

+ ε2v2

(
s, rε
)

â ωε
(7.28)

íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Hε. Êðiì òîãî,

sup
x∈R2\ωε

(
|ρε(x)|+ |∆ρε(x)|

)
6 cε. (7.29)

Íåðiâíiñòü (7.27) ¹ íàñëiäêîì ìàëîñòi ñòðèáêiâ ôóíêöi¨ v̂ε òà ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïî-

õiäíî¨ íà ∂ωε. Ñïðàâäi, ñêîðèñòàâøèñü (7.13)�(7.15), (7.25) i (7.26) ó âèïàäêó

ðåçîíàíñó, ìàòèìåìî

[v̂ε]−ε = v0(s,−1)− u(s,−ε) = u−(s)− u(s,−ε) = O(ε),

[v̂ε]ε = u(s, ε)− v0(s, 1)− εv1(s, 1)− ε2v2(s, 1) =

= u(s, ε)− θu−(s) +O(ε) = u(s, ε)− u+(s) +O(ε) = O(ε),

[∂ν v̂ε]−ε = ε−1∂nv0(s,−1) + ∂nv1(s,− 1)− ∂ru(s,−ε) =

= ∂ru
−(s)− ∂ru(s,−ε) = O(ε),

[∂ν v̂ε]ε = ∂ru(s, ε)− ε−1∂nv0(s, 1)− ∂nv1(s, 1)− ε∂nv2(s, 1) +O(ε) =

= ∂ru
+(s)− ∂ru(s, ε) +O(ε) = O(ε)

ïðè ε→ 0. Òóò ìè òàêîæ çàñòîñóâàëè óìîâó (7.19) òà íåðiâíiñòü

|u(s,±ε)− u±(s)|+ |∂ru(s,±ε)− ∂ru±(s)| 6 cε.

Çàóâàæèìî, ùî âëàñíà ôóíêöiÿ u ¹ ãëàäêîþ â îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ êðèâî¨ γ. Ó

ðàçi âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó, êîëè v0 = 0 i u± = 0, ñòðèáêè òåæ ¹ ïîðÿäêó O(ε).

Ëåìà 7.3. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà H ó âèïàäêó ðåçîíàíñó ÷è

ïðÿìî¨ ñóìè D−⊕D+ ó ðàçi éîãî âiäñóòíîñòi, à u � âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ.

Òîäi ïàðà (λ, vε), äå vε çàäàíà ôîðìóëîþ (7.28), ¹ êâàçiìîäîþ îïåðàòîðà Hε ç

ïîõèáêîþ O(ε) ïðè ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé rε = (Hε − λ)vε. Òîäi ïîçà îáëàñòþ ωε ìà¹ìî

rε = (−∆ +W − λ)(u− ρε) = (−∆ +W − λ)ρε,
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áî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ (7.9). Ç îãëÿäó íà (7.29) âiäðàçó îòðèìà¹ìî

sup
x∈R2\ωε

|rε(x)| 6 c1ε.

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî ρε ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié. Ùîá îá÷èñëèòè çàëèøîê rε â

òî÷êàõ îáëàñòi ωε, çàñòîñó¹ìî çîáðàæåííÿ (7.11) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

−∆ +W (x) + Vε(x) = −ε−2∂2
n + ε−1κ∂n + nκ2∂n − ∂2

s − εPε +W (s, εn)+

+ ε−2V (n) + ε−1U(s, n) = ε−2`0 + ε−1`1 + `2 +W (s, εn)− εPε,

äå `0 = −∂2
n + V , `1 = κ∂n + U òà `2 = nκ2∂n − ∂2

s . Òîäi

rε = (−∆+W+Vε−λ)vε =
(
ε−2`0+ε

−1`1+`2+W (s, εn)−εPε−λ
)(
v0+εv1+ε

2v2

)
=

= ε−2`0v0 + ε−1(`0v1 + `1v0) +
(
`0v2 + `1v1 + (`2 +W (s, 0)− λ)v0

)
+

+ (W (s, εn)−W (s, 0))v0 + ε
(
`1v2 + (`2 +W (s, εn)− λ)(v1 + εv2)− Pεvε

)
ïðè x = (s, εn) ∈ ωε. Çà ïîáóäîâîþ êâàçiìîä ïåðøi òðè äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi

äîðiâíþþòü íóëåâi, íåçàëåæíî âiä òîãî, ÷è ¹ ðåçîíàíñ ÷è âií âiäñóòíié. Ïîòåíöiàë

W ¹ ãëàäêèì â îêîëi γ, òîìó supx∈ωε |rε(x)| 6 c2ε. Îòæå,

‖(Hε − λ)vε‖L2(R2) = ‖rε‖L2(R2) 6 |ω2β|1/2 sup
R2

|rε| 6 c3ε,

îñêiëüêè supp rε ⊂ ωβ+ε ⊂ ω2β äëÿ ìàëèõ ε. Äàëi, ãîëîâíèé âíåñîê ó L2(R2)-íîðìó

ôóíêöi¨ vε äà¹ âëàñíà ôóíêöiÿ u. Òîìó ‖vε‖L2(R2) >
1
2‖u‖L2(R2) äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ ε, àáî æ 2‖u‖−1
L2(R2) ‖vε‖L2(R2) > 1. Íàðåøòi, ìè äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü

‖(Hε − λ)vε‖L2(R2) 6 c3ε 6 2c3ε‖u‖−1
L2(R2) ‖vε‖L2(R2) 6 c4ε ‖vε‖L2(R2),

ÿêà îçíà÷à¹, ùî ïàðà (λ, vε) ¹ êâàçiìîäîþ Hε ç ïîõèáêîþ O(ε) ïðè ε→ 0.

7.3 Îá ðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ñïåêòðiâ

Íåõàé {λε}ε∈E � ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Hε, à {uε}ε∈E � âiäïî-

âiäíà ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ ôóíêöié, íîðìîâàíèõ óìîâîþ ‖uε‖L2(R2) = 1. ×åðåç

χε ïîçíà÷àòèìåìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè R2 \ ωε.
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Ëåìà 7.4. Ïðèïóñòèìî, ùî λε → λ òà uε → u ñëàáêî â L2(R2) ïðè E 3 ε→ 0.

(i) Íà áóäü-ÿêié îáìåæåíié ÷è íåîáìåæåíié îáëàñòi D â R2, çàìèêàííÿ ÿêî¨

ìà¹ ïîðîæíié ïåðåòèí ç êðèâîþ γ, âëàñíi ôóíêöi¨ uε çáiãàþòüñÿ â W 2
2 (D) ñëàá-

êî äî ôóíêöi¨ u, ÿêà ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−∆u+Wu = λu â R2 \ γ. (7.30)

(ii) Â îáëàñòÿõ Ωin i Ωout ïîñëiäîâíiñòü χε∇uε çáiãà¹òüñÿ äî ∇u ñëàáêî â L2

.

(iii) ßêùî â îêîëi êðèâî¨ γ ôóíêöiþ uε(x) òðàêòóâàòè ÿê uε(s, r), òî

uε( · ,−ε)→ u− i uε( · , ε)→ u+ ñëàáêî â L2(S).

Äîâåäåííÿ. (i) Âèáåðåìî îáëàñòüD, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè. Òîäi äëÿ ìàëèõ

ε ìà¹ìî D ∩ ωε = ∅. Ïîçàÿê íîñié çáóðåííÿ Vε ëåæèòü â ωε, òî äëÿ áóäü-ÿêî¨

φ ∈ C∞0 (D) ç ðiâíÿííÿ (7.2) âèïëèâà¹, ùî∫
D

∆uεφ dx =

∫
D

(W − λε)uεφ dx.

Çà ïðèïóùåííÿì ïðàâà ÷àñòèíà ìà¹ ãðàíèöþ ïðè E 3 ε→ 0, à òîìó i ëiâà ÷àñòèíà

çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ C∞0 (D), òîáòî ∆uε → ∆u ñëàáêî â

L2(D). Çâiäñè âèâîäèìî, ùî uε çáiãà¹òüñÿ äî u ñëàáêî â W 2
2 (D), à îòæå,∫

D

∆uφ dx =

∫
D

(W − λ)uφ dx.

Â íàøèõ ìiðêóâàííÿõD äîâiëüíà îáëàñòü ç âëàñòèâiñòþD∩γ = ∅, òîìó íàñïðàâäi
ìè äîâåëè òîòîæíiñòü ∫

R2

∆uφ dx =

∫
R2

(W − λ)uφ dx

äëÿ âñiõ ôóíêöié φ ∈ C∞0 (R2) òàêèõ, ùî suppφ ∩ γ = ∅. Òîìó u ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (7.30) â îáëàñòi R2 \ γ.
(ii) Ç òîòîæíîñòi∫

R2\ωε
∆uεψ dx =

∫
R2\ωε

(W − λε)uεψ dx, ψ ∈ C∞0 (R2),
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ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëiâ χε∆uε â L2(R2) ¹ îáìåæåíîþ äëÿ êîæ-

íî¨ ôóíêöi¨ ψ, áî îáìåæåíîþ ïðè ε → 0 ¹ ïðàâà ÷àñòèíà. Çãiäíî ç òåîðåìîþ

Áàíàõà-Øòåéíãàóçà ìà¹ìî ‖χε∆uε‖L2(R2) 6 c1, çâiäêè âiäðàçó âèïëèâà¹ íåðiâ-

íiñòü ‖uε‖W 2
2 (R2\ωε) 6 c2. Òåïåð äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ C∞0 (Ωout) äiñòàíåìî∫

Ωout

(χε∇uε −∇u)ψ dx =

∫
suppψ

(∇uε −∇u)ψ dx→ 0

ïðè ε→ 0 ç îãëÿäó íà ïóíêò (i). Îòæå, χε∇uε → ∇u ñëàáêî â L2(Ωout), îñêiëüêè

ìíîæèíà C∞0 (Ωout) ¹ ùiëüíà â ïðîñòîði L2(Ωout). Äîâåäåííÿ äëÿ Ωin ñõîæå.

(iii) Âèáåðåìî ôóíêöiþ-çðiçêó

ζε(r) =

(r − ε)ζ(r), êîëè r > ε,

0 â iíøîìó âèïàäêó,

äå ζ çîáðàæåíà íà ðèñ. 7.4. Íåõàé a � ãëàäêà ôóíêöiÿ íà êðèâié γ. Ïîìíîæèìî

ðiâíÿííÿ (7.2) íà a(s)ζε(r) i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè. Âðàõóâàâøè, ùî ζε(ε) = 0

i ζ ′ε(ε+ 0) = 1, äiñòàíåìî∫
γε

uεa dγ =

∫
ωε,β

(W − λε)uεaζε dx−
∫
ωε,β

uε∆(aζε) dx. (7.31)

Òóò ωε,β = {x(s, r) : s ∈ S, ε < r < β} ¹ íîñi¹ì ôóíêöi¨ aζε. Àíàëîãi÷íî, ç

ðiâíÿííÿ (7.30) îòðèìà¹ìî∫
γ

u+a dγ =

∫
ω0,β

(W − λ)uaζ0 dx−
∫
ω0,β

u∆(aζ0) dx,

äå ζ0(r) = rζ(r). Ïîñëiäîâíiñòü ζε ïðÿìó¹ äî ζ0 ðiâíîìiðíî íà R, òîìó∫
ωε,β

(W − λε)uεaζε dx→
∫
ω0,β

(W − λ)uaζ0 dx.

Òàêîæ ìè ìà¹ìî∫
ωε,β

uε∆(aζε) dx =

∫
ωβ

2 ,β

uε∆(aζε) dx+

∫
ω
ε,
β
2

uε∆(aζε) dx,

äå ïåðøèé ñïðàâà iíòåãðàë ïðÿìó¹ äî∫
ωβ

2 ,β

u∆(aζ0) dx,
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îñêiëüêè ∆(aζε) → ∆(aζ0) ðiâíîìiðíî íà [β2 , β]. Ùîäî äðóãîãî iíòåãðàëà, òî çãà-

äàâøè (7.10), ìàòèìåìî

∆(aζε) =
(
ζε∂s(a

′J−1) + ∂r(aJζ
′
ε)
)

= J−1
(
(r − ε)∂s(a′J−1)− aκ

)
íà ìíîæèíi ωε,β2 , áî ζε(r) = r − ε äëÿ r ∈ [ε, β2 ]. Çâiäñè äiñòà¹ìî

∫
ω
ε,
β
2

uε∆(aζε) dx =

∫ β
2

ε

∫
S

uε(s, r)
(
(r − ε)∂s(a′(s)J−1(s, r))− a(s)κ(s)

)
ds dr →

→
∫ β

2

0

∫
S

u(s, r)
(
r∂s(a

′(s)J−1(s, r))− a(s)κ(s)
)
ds dr =

∫
ω
0,
β
2

u∆(aζ0) dx

ïðè E 3 ε→ 0, i îñòàòî÷íî∫
ωε,β

uε∆(aζε) dx→
∫
ω0,β

u∆(aζ0) dx. (7.32)

Òåïåð ç (7.31) i (7.32) âiäðàçó ìà¹ìî
∫
γε
uεa dγ →

∫
γ u

+a dγ äëÿ âñiõ a ∈ C∞(γ),

òîáòî uε( · , ε)→ u+ ñëàáêî â L2(S). Äîâåäåííÿ çáiæíîñòi uε( · ,−ε) ¹ ñõîæèì.

7.3.1 Äîâåäåííÿ ó âèïàäêó ðåçîíàíñó

Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð − d2

dr2 + V âîëîäi¹ ðåçîíàíñîì íóëüîâî¨ åíåðãi¨.

Ââåäåìî äâà êëàñè ïðîáíèõ ôóíêöié. Íåõàé Ψθ � ìíîæèíà ôóíêöié ψ ç êîì-

ïàêòíèìè íîñiÿìè, ÿêi äâi÷i äèôåðåíöiéîâíi â R2 \ γ, îáìåæåíi ðàçîì çi ñâî¨ìè

ïåðøèìè i äðóãèìè ïîõiäíèìè â çàìèêàííi îáëàñòåé Ωout i Ωin, à òàêîæ ψ+ = θψ−

íà γ. Ìè òàêîæ ââåäåìî ìíîæèíó Φ = {φ ∈ W 1
2 (R2) : φ ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié}.

Äëÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ u îïåðàòîðà H âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü∫
Ωout

∇u∇ψ dx+

∫
Ωin

∇u∇ψ dx+

∫
R2

(W − λ)uψ dx+

∫
γ

Υu−ψ− dγ = 0 (7.33)

äëÿ âñiõ ψ ∈ Ψθ, äå Υ = 1
2(θ2− 1)κ +µ, à äëÿ âëàñíî¨ ôóíêöi¨ uε îïåðàòîðà Hε �∫

R2

(
∇uε∇φ+ (W + Vε − λε)uεφ

)
dx = 0 (7.34)

äëÿ âñiõ φ ∈ Φ. Ìè õî÷åìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè E 3 ε → 0 â îñòàííié òîòî-

æíîñòi i äîâåñòè, ùî ãðàíè÷íà ïàðà (λ, u) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (7.33). Ïðîòå ó
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òîòîæíîñòÿõ (7.34) i (7.33) ðiçíi ìíîæèíè ïðîáíèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, êîëè θ 6= 1,

òî ìíîæèíà Ψθ íå ìiñòèòüñÿ â Φ, áî ôóíêöi¨ ç Ψθ ¹ ðîçðèâíèìè íà γ.

Ïîáóäó¹ìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Rε : Ψθ → Φ, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ äâà êëàñè ïðîáíèõ

ôóíêöié. Íåõàé h1 = h1(n) i h2 = h2(s, n) � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi

− h′′1 + V h1 = 0, h1(−1) = 0, h′1(−1) = 1; (7.35)

− h′′2 + V h2 = κh′ + Uh, h2(s,−1) = 0, ∂nh2(s,−1) = 0 (7.36)

íà iíòåðâàëi I âiäïîâiäíî, äå h � íàïiâçâ'ÿçíèé ñòàí. Äëÿ çàäàíî¨ ψ ∈ Ψθ ìè

ïîáóäó¹ìî äâi ôóíêöi¨

ψε0(s, n) = ψ(s,−ε)h(n), ψε1(s, n) = ∂rψ(s,−ε)h1(n)− ψ(s,−ε)h2(s, n) (7.37)

i ïîêëàäåìî

ψ̂ε(x) =

ψ(x), êîëè x ∈ R2 \ ωε,

ψε0(s, rε) + εψε1
(
s, rε
)
, êîëè x ∈ ωε.

Çà ïîáóäîâîþ ôóíêöiÿ ψ̂ε íåïåðåðâíà íà γ−ε. Ùîá âîíà íàëåæàëà äî ïðîñòîðó

W 1
2 (R2), òðåáà óñóíóòè ðîçðèâ íà γε. Öå, ÿê i ðàíiøå, ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìî-

ãîþ ôóíêöi¨-êîðåêòîðà. Ïîêëàäåìî Rεψ = ψ̂ε + ρε, äå

ρε(x) =

−[ψ̂ε]ε ζ(r − ε), êîëè x ∈ ω2β \ ωε,

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Î÷åâèäíî, ùî [Rεψ]ε = 0, i òîìó Rεψ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó W 1
2 (R2). Êðiì òîãî,

Rεψ → ψ â L2(R2), ε→ 0.

Ñïðàâäi, ôóíêöi¨ ψε0 i ψ
ε
1 ¹ îáìåæåíèìè íà ìíîæèíi íåñêií÷åííî ìàëî¨ ìiðè ωε òà

[ψ̂ε]ε(s) = ψ(s, ε)− ψε0(s, 1)− εψε1(s, 1) = ψ(s, ε)− θψ(s,−ε) +O(ε)

= ψ(s,+0)− θψ(s,−0) +O(ε) = O(ε) (7.38)

ïðè ε→ 0 ðiâíîìiðíî íà êîëi S.
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Ëåìà 7.5. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ Ψθ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Q

(∂nuε∂nψ
ε
0 + V uεψ

ε
0)Jε dn ds = ε

∫
Q

κuε∂nψε0 dn ds, (7.39)∫
Q

(∂nuε∂nψ
ε
1 + V uεψ

ε
1 + Uuεψ

ε
0)Jε dn ds =

=

∫
S

(
uε(s,−ε)∂rψ(s,−ε)

(
1 + εκ(s)

)
−

− θ−1uε(s, ε)
(
∂rψ(s,−ε)−Υ(s)ψ(s,−ε)

)
(1− εκ(s))

)
ds−

−
∫
Q

κuε ∂nψε0 dn ds+ ε

∫
Q

κuε(κ∂nψε0 − ∂nψε1) dn ds,

(7.40)

äå Jε(s, n) = 1− εnκ(s), à ôóíêöi¨ ψεk çàäàíî â (7.37).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ ψε0 = ψ(s,−ε)h(n) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −∂2
nv+V v = 0 íà

öèëiíäði Q, òîìó

0 =

∫
Q

uε(−∂2
nψ

ε
0 + V ψε0)Jε dn ds = −

∫
S

ψ(s,−ε)(uεJεh′)
∣∣n=1

n=−1
ds+

+

∫
Q

(∂nuε ∂nψ
ε
0 + V uεψ

ε
0)Jε dn ds+

∫
Q

uε ∂nJε ∂nψ
ε
0 dn ds =

=

∫
Q

(∂nuε ∂nψ
ε
0 + V uεψ

ε
0)Jε dn ds− ε

∫
Q

κuε ∂nψε0 dn ds, (7.41)

çâiäêè âèïëèâà¹ (7.39). Äàëi, ôóíêöi¨ h i h1 � ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ â (7.35), òîìó ç ðiâíîñòi Ëàãðàíæà (h1h
′ − h′1h)|1−1 = 0 äiñòà¹ìî

h′1(1) = θ−1, (7.42)

îñêiëüêè h(1) = θ. Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ â (7.36) íà h i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:

(h′h2 − h ∂nh2)
∣∣1
−1

= κ(s)

∫
I
hh′ dn+

∫
I
U(s, n)h2(n) dn.

Çãàäàâøè (7.21), äiñòàíåìî θ ∂nh2(s, 1) = −1
2(θ2 − 1)κ(s)− µ(s), òîáòî

∂nh2(s, 1) = −θ−1Υ(s). (7.43)

Ç (7.35) i (7.36) âèïëèâà¹, ùî ψε1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ −∂2
nv + V v = −κ∂nψε0 −

Uψε0. Òîìó ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
Q

uε(−∂2
nψ

ε
1 + V ψε1 + Uψε0)Jε dn ds = −

∫
Q

κuε ∂nψε0Jε dn ds. (7.44)
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Ç iíøîãî áîêó, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè çà çìiííîþ n i áåðó÷è äî óâàãè ïî÷àòêîâi

óìîâè (7.35), (7.36) òà ðiâíîñòi (7.42), (7.43), ìè çíàõîäèìî

−
∫
Q

uε ∂
2
nψ

ε
1Jε dn ds =

∫
Q

(Jε∂nuε − εκuε)∂nψε1 dn ds−

−
∫
S

uε(s, εn)Jε(s, n)
(
∂rψ(s,−ε)h′1(n)− ψ(s,−ε) ∂nh2(s, n)

)∣∣∣n=1

n=−1
ds =

=

∫
Q

(Jε∂nuε − εκuε)∂nψε1 dn ds−

−
∫
S

(
θ−1uε(s, ε)

(
∂rψ(s,−ε)−Υ(s)ψ(s,−ε)

)
(1− εκ(s))−

− uε(s,−ε)∂rψ(s,−ε)
(
1 + εκ(s)

))
ds.

Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó (7.40), òðåáà îñòàííþ ðiâíiñòü ïiäñòàâèòè äî (7.44).

Ëåìà 7.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ ëåìè 7.4. Òîäi∫
R2\ωε

∇uε∇(Rεψ) dx→
∫

Ωout

∇u∇ψ dx+

∫
Ωin

∇u∇ψ dx, (7.45)∫
ωε

(
∇uε∇(Rεψ) + VεuεRεψ

)
dx→

∫
γ

Υu−ψ− dγ (7.46)

ïðè E 3 ε→ 0 äëÿ âñiõ ψ ∈ Ψθ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ψε = Rεψ äëÿ äåÿêî¨ ψ ∈ Ψθ. Çãàäàâøè çîáðàæåííÿ ãðàäi¹íòà

(7.10) â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ, äiñòà¹ìî∫
R2\ωε

∇uε∇ψε dx =

∫
Ωout

χε∇uε∇ψ dx+

∫
Ωin

χε∇uε∇ψ dx−

−
∫ 2β

ε

∫
S

[ψ̂ε]ε∂ruεζ
′(r − ε)J ds dr −

∫ 2β

ε

∫
S

ζ(r − ε)∂suε∂s[ψ̂ε]εJ−1 ds dr.

Òîäi ñïðàâåäëèâiñòü ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó (7.45) âèïëèâà¹ ç ëåìè 7.4 (ii) òà ôîð-

ìóëè (7.38). Äàëi ìè ìà¹ìî∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx = ε−1

∫
Q

(∂nuε∂nψ
ε
0 + V uεψ

ε
0)Jε dn ds+

+

∫
Q

(∂nuε∂nψ
ε
1 + V uεψ

ε
1 + Uuεψ

ε
0)Jε dn ds+ ε

∫
Q

Uuεψ
ε
1Jε dn ds+

+ ε2

∫
Q

∂suε ∂sψεJ
−1
ε dn ds. (7.47)
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Ç ëåìè 7.5 âiäðàçó äiñòà¹ìî∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx =

∫
S

(
uε(s,−ε)∂rψ(s,−ε)

(
1 + εκ(s)

)
−

− θ−1uε(s, ε)
(
∂rψ(s,−ε)−Υ(s)ψ(s,−ε)

)
(1− εκ(s))

)
ds+

+ ε

∫
Q

uε
(
κ2∂nψ

ε
0 − κ∂nψε1 + Uψε1Jε

)
dn ds+ ε2

∫
Q

∂suε ∂sψεJ
−1
ε dn ds. (7.48)

Äëÿ îáìåæåíî¨ â ïðîñòîði L2(Q) ïîñëiäîâíîñòi {wε}ε>0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∫
Q

uε(s, εn)wε(s, n) dn ds

∣∣∣∣ 6 (∫
Q

|uε(s, εn)|2 dn ds
)1/2

‖wε‖L2(Q) 6

6 c1

(
ε−1

∫
ωε

|uε(x)|2 dx
)1/2

6 c2ε
−1/2,

îñêiëüêè ‖uε‖L2(R2) = 1. Ìè òàêîæ ìà¹ìî∣∣∣∣∫
Q

∂suε ∂sψεJ
−1
ε dn ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Q

uε ∂s(J
−1
ε ∂sψε) dn ds

∣∣∣∣ 6 c3ε
−1/2,

áî κ ∈ C∞(γ) i ψ ∈ Ψθ(R2), à îòæå, ôóíêöiÿ ∂s(J
−1
ε ∂sψε) ¹ îáìåæåíîþ â Q

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ε. Òîäi ç ðiâíîñòi (7.48) òà ëåìè 7.4 (iii) âèïëèâà¹, ùî∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx→

→
∫
S

(
u(s,−0)∂rψ(s,−0)− θ−1u(s,+0)

(
∂rψ(s,−0)−Υ(s)ψ(s,−0)

))
ds =

=

∫
γ

(
u−∂rψ

− − θ−1u+
(
∂rψ

− −Υψ−
))
dγ =

∫
γ

Υu−ψ− dγ.

Òóò ìè òàêîæ ñêîðèñòàëèñÿ óìîâîþ u− = θ−1u+.

Òåïåð ìè ìîæåìî çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.1. ßêùî λε → λ òà uε → u

ñëàáêî â L2(R2) ïðè E 3 ε→ 0, òî äëÿ âñiõ ψ ∈ Ψθ âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü∫
R2

(
∇uε∇ψε + (W + Vε − λε)uεψε

)
dx =

=

∫
R2\ωε

∇uε∇ψε dx+

∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx+

∫
R2

(W − λε)uεψε dx→

→
∫

Ωout

∇u∇ψ dx+

∫
Ωin

∇u∇ψ dx+

∫
γ

Υu−ψ− dγ +

∫
R2

(W − λ)uψ dx,
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ùî ¹ íàñëiäêîì ëåìè 7.6. Îòæå, äëÿ ãðàíè÷íî¨ ïàðè âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

(7.33). ßêùî ôóíêöiÿ u âiäìiííà âiä íóëÿ, òî âîíà ìóñèòü áóòè âëàñíîþ ôóíê-

öi¹þ îïåðàòîðà H, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ. ßêùî æ λ 6∈ σ(H), òî

u = 0. Ç îãëÿäó íà ëåìè 7.3 òà 5.2, iñíó¹ òàêå âëàñíå çíà÷åííÿ λε îïåðàòîðà Hε,

ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |λε − λ| 6 c4ε äëÿ ìàëèõ ε i íå ëèøå ç ìíîæèíè E .

7.3.2 Äîâåäåííÿ ïðè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî îïåðàòîð − d2

dr2 + V íå ìà¹ ðåçîíàíñó íóëüîâî¨ åíåðãi¨. Çà-

óâàæèìî, ùî ëåìà 7.4 ¹ ñïðàâåäëèâîþ i â öüîìó âèïàäêó. Ââåäåìî êëàñ ïðîáíèõ

ôóíêöié Φ0 = {φ ∈ Φ: φ = 0 íà γ}. ßêùî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ïðÿìî¨ ñóìè

D− ⊕ D+ ç âëàñíîþ ôóíêöi¹þ u, òî u íàëåæèòü äî ìíîæèíè Φ0 i âèêîíó¹òüñÿ

òîòîæíiñòü ∫
R2

(
∇u∇φ+ (W − λ)uφ

)
dx = 0, φ ∈ Φ0. (7.49)

Òóò äîâåäåííÿ çíà÷íî ïðîñòiøå, áî Φ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ Φ. Ïîêëàäåìî Rε = I.

Ìiðêóþ÷è ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 7.1, ìè ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi ïðè E 3 ε→ 0

â òîòîæíîñòi (7.34) äëÿ âñiõ φ ∈ Φ0 i îòðèìó¹ìî äëÿ u òîòîæíiñòü (7.49). Ïðîòå

ùå òðåáà äîâåñòè, ùî u = 0 íà êðèâié γ.

Ëåìà 7.7. ßêùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 7.2, òî

uε( · ,±ε)→ 0 ñëàáêî â L2(S) ïðè E 3 ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé θ1 = h1(1), äå h1 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (7.35). Äëÿ ôóíêöi¨

ψ ∈ Ψθ1 ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòüψε(x)s = ψ(s,−ε)h1(
r
ε). Òîäi ñiì'ÿ ôóíêöié

ψε(x) =

ψ(x) + (θ1ψ(s,−ε)− ψ(s, ε)) ζ(r − ε), êîëè x ∈ R2 \ ωε,

ψε(x), êîëè x ∈ ωε

áóäå íàëåæàòè äî ìíîæèíè Φ. Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 7.5, îòðèìà¹ìî∫
Q

(∂nuε∂nψε + V uεψε)Jε dn ds = −h′1(1)

∫
S

uε(s, ε)ψ(s,−ε) ds+

+ εh′1(1)

∫
S

κ(s)uε(s, ε)ψ(s,−ε) ds+ ε

∫
Q

κuε∂nψε dn ds
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çàìiñòü ôîðìóëè (7.39) ïðè ðåçîíàíñi. Òîäi ç (7.47) âèâîäèìî∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx = −ε−1h′1(1)

∫
S

uε(s, ε)ψ(s,−ε) ds+ o(1)

ïðè ε→ 0. Ó íåðåçîíàíñíîìó âèïàäêó âåëè÷èíà h′1(1) çàâæäè âiäìiííà âiä íóëÿ,

òîìó îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæåìî ïåðåïèñàòè òàê∫
S

uε(s, ε)ψ(s,−ε) ds = − ε

h′1(1)

∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx+ o(ε).

Ç òîòîæíîñòi (7.34) òà ëåìè 7.4 (ii) âiäðàçó âèïëèâà¹ îöiíêà∣∣∣∣∫
ωε

(
∇uε∇ψε + Vεuεψε

)
dx

∣∣∣∣ 6 C

çi ñòàëîþ C, íåçàëåæíîþ âiä ε. Îòæå,∫
S

uε(s, ε)ψ(s,−ε) ds = o(ε), ε→ 0.

Ôóíêöiÿ ψ äîâiëüíà, òîìó uε( · , ε) → 0 ñëàáêî â L2(S). Ùîá äîâåñòè çáiæíiñòü

äî íóëÿ ñëiäiâ uε( · ,−ε), òðåáà äëÿ h1 ïîñòàâèòè óìîâè Êîøi â òî÷öi n = 1.

Ñêîðèñòàâøèñü òåïåð ÷àñòèíîþ (iii) ëåìè 7.4 òà ëåìîþ 7.7, îòðèìà¹ìî u± = 0,

òîáòî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ íå ëèøå çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (7.49) äëÿ âñiõ ïðîáíèõ

ôóíêöié ç êëàñó Φ0, àëå é ñàìà íàëåæèòü äî öüîãî êëàñó. Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ

òåîðåìè 7.2 òàêå æ, ÿê i ó âèïàäêó ðåçîíàíñó.
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Ðîçäië 8

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ØÒÓÐÌÀ-ËIÓÂIËËß IÇ

ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÌÈ ÂÀÃÎÂÈÌÈ ÔÓÍÊÖIßÌÈ

Äëÿ ìàòåìàòèêiâ i ìåõàíiêiâ êîëèâíi ñèñòåìè ç ïðè¹äíàíèìè ìàñàìè áóëè ïðåä-

ìåòîì àêòèâíèõ äîñëiäæåíü ùå ç ÷àñiâ Ïóàññîíà òà Áåññåëÿ [190, Ch.2]. �ì ïðè-

ñâÿ÷åíî áåçëi÷ ïóáëiêàöié i ïðîäîâæóþòü ç'ÿâëÿòèñÿ íîâi. Ïåðøi äîñëiäæåííÿ

ñòîñóâàëèñÿ âëàñòèâîñòåé ñòðóí i ñòåðæíiâ ç ïðè¹äíàíèìè ìàñàìè ó ñêií÷åííié

÷è íåñêií÷åííié êiëüêîñòi òî÷îê. Ñó÷àñíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîâîþ àâòîðè öèõ äî-

ñëiäæåíü âèâ÷àëè êîëèâíi âëàñòèâîñòi îäíîâèìiðíèõ êîíòèíóóìiâ, â ÿêèõ ãóñòèíà

ìàñè çáóðþâàëàñÿ ñóìàìè âèãëÿäó
∑

kMkδ(x−xk), äå δ � ôóíêöiÿ Äiðàêà (äèâ.,

íàïðèêëàä, [191�194] òà áiáëiîãðàôiþ, ÿêà òàì íàâåäåíà).

Ó âèùèõ âèìiðàõ ìîäåëi êîëèâíèõ ñèñòåì ç δ-ôóíêöiÿìè ó ãóñòèíi ìàñè íå çàâ-

æäè ìàþòü ìàòåìàòè÷íèé ñåíñ. Íàâiòü â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, êîëè ïðè¹äíàíi

ìàñè âåëèêi, ìîäåëi ç δ-ôóíêöiÿìè ïåðåñòàþòü áóòè àäåêâàòíèìè. Âåëèêà ïðè¹ä-

íàíà ìàñà ñïðè÷èíÿ¹ ñèëüíó ëîêàëüíó ðåàêöiþ ñèñòåìè, i öþ çìiíó ó êîëèâàííÿõ

íå ìîæíà îïèñàòè íà äèñêðåòíié ìíîæèíi � íîñiÿõ ôóíêöié Äiðàêà. Ãåîìåòðiÿ

ìíîæèíè, íà ÿêié êîíöåíòðó¹òüñÿ ìàñà, òåæ ìà¹ âïëèâ íà êîëèâíèé ïðîöåñ Ç 80-õ

ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ïiñëÿ ïóáëiêàöié Å. Ñàí÷åç-Ïàëåíñi¨ [195�197] ñòàëè ïî-

ïóëÿðíèìè ðåàëiñòè÷íiøi i âîäíî÷àñ ìàòåìàòè÷íî ñêëàäíiøi ìîäåëi ç êîíöåíòðî-

âàíèìè ìàñàìè. Àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç ïî÷àëè çàñòîñîâóâàòè äî ñïåêòðàëüíèõ

çàäà÷ çi çáóðåííÿìè âàãîâî¨ ôóíêöi¨ âèãëÿäó

rε(x) = r0(x) +
∑
k

ε−mkpk

(
x− xk
ε

)
,

äå pk � ôóíêöi¨ ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè, à äiéñíi ïîêàçíèêè mk âiäïîâiäàþòü çà

êiëüêiñòü ìàñè, ÿêà êîíöåíòðó¹òüñÿ â îêîëi òî÷îê xk.
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Òàêi óäîñêîíàëåíi ìîäåëi àêòèâíî äîñëiäæóâàëè ïðîòÿãîì îñòàííiõ ñîðîêà

ðîêiâ (äèâ. îãëÿä [198]). Ïðóæíi ñèñòåìè � ñòðóíè, ñòåðæíi, ìåìáðàíè, ïëàñòè-

íè, òiëà � ç ñèíãóëÿðíîþ ãóñòèíîþ rε âèâ÷àëè â ïðàöÿõ [199�208], äå äîâîäèëè

çáiæíiñòü ñïåêòðiâ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïîêàçíèêiâ mk i áóäóâàëè àñèìïòîòè÷íi

ðîçâèíåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié. Âïëèâ êîíöåíòðîâàíèõ ìàñ íà

ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi òà ôîðìè êîëèâàíü ò. ç. ãóñòèõ ç'¹äíàíü � îá'¹êòiâ ç

äóæå ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ � áóâ âèâ÷åíèé â [209�211]. Àñèìïòîòèêó âëàñíèõ

çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié ìåìáðàí òà òië ç áàãàòüìà êîíöåíòðîâàíèìè ìàñà-

ìè âçäîâæ ãðàíèöi äîñëiäæóâàëè â ïðàöÿõ [212�218], à ìåìáðàí òà ïëàñòèí, â

ÿêèõ ãóñòèíà ìàñè çáóðþâàëàñÿ â îêîëi çàìêíåíî¨ êðèâî¨ � â ïðàöÿõ [219�221].

Ñïåêòðàëüíi çàäà÷i íà ìåòðè÷íèõ ãðàôàõ, ÿêi ìîäåëþþòü ïðóæíi ìåðåæíi êîí-

ñòðóêöi¨ ç âàæêèìè âóçëàìè-ç'¹äíàííÿìè, âèâ÷àëè â [222, 223]. Â íåäàâíié ðî-

áîòi [224] ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ñïåêòðó òðèâèìiðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â

òîíêié îáëàñòi, ÿêà ¹ ìàëèì îêîëîì ãðàôà, à â îêîëi âåðøèíè êîíöåíòðó¹òüñÿ

äîäàòêîâà ìàñà.

Ñïiëüíîþ îçíàêîþ óñiõ òàêèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ ¹ çáóðåíà âàãîâà ôóíêöiÿ

rε êîëî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Öå âåäå äî ñàìîñïðÿæåíî¨ ðåàëiçàöi¨ òàêèõ

çàäà÷ ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Ëåáåãà, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà ε. Ñiì'¨ îïåðàòîðiâ,

ùî äiþòü ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ, âèâ÷àòè ñêëàäíî. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿê ðîçóìiòè

çáiæíiñòü òàêèõ îïåðàòîðiâ, à êîëè òàêi îïåðàòîðè â ÿêîìóñü ñåíñi i çáiãàþòüñÿ,

òî ÷è òàêà çáiæíiñòü ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ¨õíiõ ñïåêòðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [206,

III.1], [225�227]).

Ó áiëüøîñòi çãàäàíèõ âèùå ðîáiò àâòîðè áóäóâàëè àñèìïòîòèêè âëàñíèõ çíà-

÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié i îá ðóíòîâóâàëè ¨õ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä êâàçiìîä.

Ïèòàííÿ æ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ çàçâè÷àé íå ðîçãëÿäàëè, à äåêîëè íàâiòü íå áóäó-

âàëè ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà, äîñëiäæóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ëèøå ÿêî¨ñü

÷àñòèíè ñïåêòðó.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷èìî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ iç çàãàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè i âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ç δ′-ïîäiáíèì

çáóðåííÿì ε−2p(x/ε). Âiäìîâèâøèñü âiä ñàìîñïðÿæåíîñòi, ðåàëiçó¹ìî çàäà÷ó ÿê

ñiì'þ íåñàìîñïðÿæåíèõ ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ Aε, ùî äiþòü â îäíîìó ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði, i äîâåäåìî ¨õ ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü ïðè ε→ 0. Õî÷à
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óñi îïåðàòîðè Aε ¹ ïîäiáíèìè äî ñàìîñïðÿæåíèõ, íåñïîäiâàíèì ñòàâ ðåçóëüòàò,

ùî ãðàíè÷íèé îïåðàòîð òàêîþ âëàñòèâiñòþ íå âîëîäi¹. Âií ¹ íåñàìîñïðÿæåíèì

ïî ñóòi, áî ìà¹ êðàòíi âëàñíi çíà÷åííÿ ç æîðäàíîâèìè ëàíöþãàìè äîâæèíè 2.

Çàäà÷à ¹ íåòðèâiàëüíèì ïðèêëàäîì ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Tε ó çìiííèõ

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ Hε, ñïåêòðè ÿêèõ çáiãàþòüñÿ çà Ãàóñäîðôîì äî ñïåêòðó

íåñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà, à ãðàíè÷íå ðîçòàøóâàííÿ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ Tε

âèçíà÷àþòü éîãî êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [228].

Íåõàé I = (a, b) � iíòåðâàë, ùî ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ââåäåìî òàêîæ

ïîçíà÷åííÿ Ia = (a, 0), Ib = (0, b), Iεa = (a,−ε), Iεb = (ε, b) òà I = (−1, 1). Âèâ÷èìî

ïîâåäiíêó ïðè ε→ 0 âëàñíèõ çíà÷åíü λε òà âëàñíèõ ôóíêöié yε çàäà÷i

−y′′ε + q(x)yε = λεrε(x)yε, x ∈ I, (8.1)

yε(a) cosα + y′ε(a) sinα = 0, (8.2)

yε(b) cos β + y′ε(b) sin β = 0 (8.3)

ç äiéñíèìè α, β òà ñèíãóëÿðíî çáóðåíîþ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ

rε(x) =

r(x), x ∈ Iεa ∪ Iεb ,

ε−2p(ε−1x), x ∈ (−ε, ε).

Ïðèïóñòèìî, ùî q, r ∈ L∞(I), p ∈ L∞(I) òà r, p � ñòðîãî äîäàòíi ôóíêöi¨.

Çàäà÷ó (8.1)�(8.3) äëÿ âèïàäêó óìîâ Äiðiõëå y(a) = 0 i y(b) = 0, íóëüîâîãî

ïîòåíöiàëó q, à òàêîæ çàãàëüíiøîãî çáóðåííÿ ε−mp(ε−1x) âèâ÷àëè â [202]. Áóëî

äîâåäåíî, ùî iñíó¹ êiëüêà ÿêiñíî ðiçíèõ âèïàäêiâ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñïåêòðiâ

òà âëàñíèõ ôóíêöié, à ñàìå, m < 1, m = 1, 1 < m < 2, m = 2 òà m > 2.

Ïåðøèé ç âèïàäêiâ âiäïîâiäà¹ ñëàáêèì çáóðåííÿì, êîëè ïðè¹äíàíà ìàñà çíèêà¹

â ãðàíèöi, à âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ

åëåìåíòiâ çàäà÷i ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ r. Ó âèïàäêó m = 1, êîëè â òî÷öi x = 0

êîíöåíòðó¹òüñÿ ñêií÷åííà ìàñà âåëè÷èíè M , òî ãðàíè÷íîþ ¹ çàäà÷à

−y′′ = λr(x)y, x ∈ Ia ∪ Ib, y(a) = 0, y(b) = 0,

y(−0) = y(+0), y′(+0)− y′(−0) + λMy(0) = 0,

äå M =
∫ 1

−1 p(t) dt, â ÿêié ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð λ ïðèñóòíié äâi÷i � â ðiâíÿííi

òà óìîâi ñïðÿæåííÿ. Ïðè m > 1 ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ âîëîäi¹ àñèìïòîòèêîþ
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λε1 = µ0ε
m−1 + o(εm−1), ε→ 0, äå µ0 � ¹äèíå âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i

−y′′ = 0, x ∈ Ia ∪ Ib, y(a) = 0, y(b) = 0,

y(−0) = y(+0), y′(+0)− y′(−0) + λMy(0) = 0.

Öå âëàñíå çíà÷åííÿ ëåãêî îá÷èñëèòè µ0 = M |a|b
b−a . Â ðàçi, êîëè m ∈ (1, 2), ðåøòà

âëàñíèõ çíà÷åíü λεk, k > 2, òà âëàñíèõ ôóíêöié yε,k çáiãàþòüñÿ äî âëàñíèõ çíà÷åíü

i âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i −y′′ = λry â Ia∪Ib, y(a) = y(0) = y(b) = 0, òîáòî ïðÿìî¨

ñóìè äâîõ îïåðàòîðiâ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç óìîâàìè Äiðiõëå íà âiäðiçêàõ Ia òà Ib.

Äîäàíà ìàñà íåñêií÷åííî çðîñòà¹ ïðè ε → 0, òîìó öÿ âîíà �ïåðåòèñêà¹� ñòðóíó

â íóëi; â ãðàíèöi óñi âëàñíi ôîðìè êîëèâàíü, îêðiì ïåðøî¨, âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi

äâîõ íåçàëåæíèõ ñòðóí.

a

ye

b

Ðèñ. 8.1: Ëîêàëüíi âëàñíi êîëèâàííÿ.

Êîëè æ m > 2, òî âïåðøå ïî÷èíà¹ äîìiíóâàòè ïðè¹äíàíà ìàñà i ãðàíè÷íà

ñïåêòðàëüíà çàäà÷à âæå ïîâ'ÿçàíà ç iíòåðâàëîì (−ε, ε), äå âîíà êîíöåíòðó¹òüñÿ.
Âëàñíi çíà÷åííÿ çáóðåíî¨ çàäà÷i, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, ïðÿìóþòü äî íóëÿ i ìàþòü

àñèìïòîòèêó λεk = νk−1ε
m−2 + o(εm−2), äå νk � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i Íåéìàíà

−w′′ = νpw â I, w′(−1) = 0, w(1) = 0. Âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨, çîáðàæåíi íà

ðèñ. 8.1, îòðèìàëè íàçâó ëîêàëüíèõ âëàñíèõ êîëèâàíü. Òàêi êîëèâàííÿ ëîêàëi-

çóþòüñÿ â îêîëi ïðè¹äíàíî¨ ìàñè, äå âîíè áëèçüêi äî âëàñíèõ ôóíêöié w(x/ε)

çàäà÷i Íåéìàíà, i çíèêàþòü ïîçà íèì. Iíøèìè ñëîâàìè, îñíîâíà åíåðãiÿ âëàñíèõ

êîëèâàíü, ïîðàõîâàíà â íîðìi ïðîñòîðó W 1
2 , êîíöåíòðó¹òüñÿ íà iíòåðâàëi (−ε, ε).

Â óñiõ çãàäàíèõ âèïàäêàõ áóëè ïîáóäîâàíi òà îá ðóíòîâàíi ïîâíi àñèìïòîòè÷íi

ðîçâèíåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ïðîòå âèïàäîê m = 2 çàëèøèâñÿ ôàêòè÷íî íå äî-

ñëiäæåíèì, áî ãðàíè÷íèé îïåðàòîð íå áóâ çíàéäåíèé. Òîìó â öüîìó ðîçäiëi ìè

çâåðíåìîñÿ äî δ′-ïîäiáíèõ çáóðåíü âàãîâî¨ ôóíêöi¨, êîëè m = 2, ùî âiäïîâiäà¹

çàãàëüíîìó êîíòåêñòó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
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8.1 Îïåðàòîðè Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ç δ′-ïîäiáíèì çáóðåííÿì

âàãîâî¨ ôóíêöi¨

Íàäàëi ÷åðåç L2(h,K) ïîçíà÷àòèìåìî âàãîâèé ïðîñòið Ëåáåãà

‖f‖L2(h,K) =

(∫
K

h(x)|f(x)|2 dx
)1/2

ç äîäàòíà âàãîþ h. ×åðåç `aφ = 0 òà `bφ = 0 êîðîòêî ïîçíà÷àòèìåìî êðàéîâi

óìîâè (8.2) òà (8.3) âiäïîâiäíî. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè äiéñíèõ α i β çàäà÷à (8.1)�(8.3)

ìà¹ ñàìîñïðÿæåíó ðåàëiçàöiþ ó ïðîñòîði L2(rε, I). Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíèé

âèðàç τ(φ) = −φ′′ + qφ i ââåäåìî îïåðàòîð Tε, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì Tεφ = r−1
ε τ(φ)

íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ domTε = {φ ∈ W 2
2 (I) : `aφ = 0, `bφ = 0}. Ñïåêòðè

îïåðàòîðiâ Tε ¹ äiéñíèìè, äèñêðåòíèìè i ïðîñòèìè. Çàóâàæèìî, ùî âàãà rε ñèí-

ãóëÿðíî çàëåæèòüñÿ âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà, òîìó ãåîìåòðiÿ ïðîñòîðiâ L2(rε, I)

ñèëüíî ìiíÿ¹òüñÿ ïðè ε → 0. Ñèíãóëÿðíiñòü âàãè ìîæíà îáiéòè ó äîñëiäæåííi,

ðåàëiçóâàâøè çàäà÷ó (8.1)�(8.3) ÿê ñiì'þ ìàòðè÷íèõ íåñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ùî äiþòü â îäíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Ââåäåìî ôóíêöiþ wε(t) = yε(εt),

äå t = x/ε � íîâà äîïîìiæíà çìiííà. Òîäi çàäà÷ó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

− y′′ε + q(x)yε = λεr(x)yε, x ∈ Iεa, `ayε = 0, (8.4)

− w′′ε + ε2q(εt)wε = λεp(t)wε, t ∈ I, (8.5)

− y′′ε + q(x)yε = λεr(x)yε, x ∈ Iεb , `byε = 0 (8.6)

ç óìîâàìè ñïðÿæåííÿ

yε(−ε) = wε(−1), yε(ε) = wε(1), (8.7)

εy′ε(−ε) = w′ε(−1), εy′ε(ε) = w′ε(1). (8.8)

Íåõàé Åa i Åb � îïåðàòîðè â ïðîñòîðàõ L2(r, Ia) i L2(r, Ib) âiäïîâiäíî òàêi, ùî

Åaφ = r−1τ(φ), dom Åa =
{
φ ∈ W 2

2 (Ia) : `aφ = 0
}
,

Åbφ = r−1τ(φ), dom Åb =
{
φ ∈ W 2

2 (Ib) : `bφ = 0
}
.

Ââåäåìî â L2(p, I) îïåðàòîð B̊ = −p−1 d2

dt2 ç îáëàñòþ dom B̊ = W 2
2 (I), à òàêîæ

éîãî ïîòåíöiàëüíå çáóðåííÿ B̊ε = B̊ + ε2 q(εt)
p(t) .
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Â ïðîñòîði L = L2(r, Ia)×L2(p, I)×L2(r, Ib) ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé îïåðàòîð

Aε =


Åa 0 0

0 B̊ε 0

0 0 Åb


ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

domAε =
{

(φa, ψ, φb) ∈ dom Åa × dom B̊ε × dom Åb :

φa(−ε) = ψ(−1), φb(ε) = ψ(1), εφ′a(−ε) = ψ′(−1), εφ′b(ε) = ψ′(1)
}
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öåé îïåðàòîð íåñàìîñïðÿæåíèé. Ñïåêòðàëüíå ðiâíÿííÿ

(Aε− λε)Yε = 0 äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàäà÷i (8.4)�(8.8). Çàïèñàâøè âåêòîð Yε ó

âèãëÿäi (yεa, wε, y
ε
b), áà÷èìî, ùî y

ε
a � öå ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.4) íà óñüîìó iíòåð-

âàëi Ia, à íå ëèøå íà Iεa. Àíàëîãi÷íî, y
ε
b ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (8.6) íà iíòåðâàëi

Ib. Òàê ìè óíèêíóëè çàëåæíîñòi îïåðàòîðiâ Åa i Åb âiä ïàðàìåòðà ε, ÿêà òóò ¹

íåñóòò¹âîþ. Ðîçâ'ÿçêè yεa òà y
ε
b îäíîçíà÷íî ïðîäîâæóþòüñÿ íà iíòåðâàëè Ia òà Ib

âiäïîâiäíî, òîìó ïðîäîâæåííÿ íå âïëèâà¹ íà ñïåêòð îïåðàòîð Aε.

Ëåìà 8.1. Îïåðàòîðè Aε i Tε ìàþòü îäíàêîâi ñïåêòðè, σ(Aε) = σ(Tε).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîäàòíå ε i äîâåäåìî, ùî ðåçîëüâåíòíi ìíîæèíè ρ(Aε) òà
ρ(Tε) çáiãàþòüñÿ. Äëÿ ζ ∈ ρ(Tε) ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (Aε − ζ)Y = F ç ïðàâîþ

÷àñòèíîþ F ç ïðîñòîðó L. Çà âåêòîðîì F = (fa, f0, fb) ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ

f(x) =


fa(x), êîëè x ∈ Iεa,

f0(x/ε), êîëè x ∈ (−ε, ε),

fb(x), êîëè x ∈ Iεb ,

ÿêà íàëåæèòü äî L2(rε, I). Çà ïðèïóùåííÿì ðiâíÿííÿ (Tε − ζ)y = f ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî f ∈ L2(rε, I) i ¹ îïåðàòîðíèì çàïèñîì çàäà÷i

− y′′ + qy − ζry = rfa â Iεa, `ay = 0, (8.9)

− ε2y′′ + ε2qy − ζpy = pf0 â (−ε, ε), (8.10)

− y′′ + qy − ζry = rfb â Iεb , `by = 0, (8.11)

[y]−ε = 0, [y]ε = 0, [y′]−ε = 0, [y′]ε = 0. (8.12)
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×åðåç ya ïîçíà÷èìî ïðîäîâæåííÿ y ç Iεa íà Ia ÿê ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (8.9). Òàêå ïðîäîâæåííÿ ìîæëèâå, áî ïðàâà ÷àñòèíà fa âèçíà÷åíà íà óñüîìó

iíòåðâàëi Ia, i âîíî îäíîçíà÷íå. Ñõîæå ïðîäîâæèìî y ç Iεb äî ðîçâ'ÿçêó yb íà Ib. Òî-

äi âåêòîð Y (x) = (ya(x), y(x/ε), yb(x)) íàëåæèòü äî domAε i ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿí-

íÿ (Aε−ζ)Y = F . Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé, áî ïðèïóñòèâøè ïðîòèëåæíå, îòðèìà¹ìî

ñóïåðå÷íiñòü ç ¹äèíiñòþ ðîçâ'ÿçêó y çàäà÷i (8.9)� (8.12). Îòæå, ρ(Aε) ⊂ ρ(Tε).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ζ ∈ ρ(Aε). Äîâåäåìî, ùî ðiâíÿííÿ (Tε − ζ)y = f ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè f ∈ L2(rε, I). Äëÿ çàäàíîãî f ïîáó-

äó¹ìî âåêòîð F = (fa(x), f(εt), fb(x)) ç ïðîñòîðó L, äå fa òà fb � çâóæåííÿ f íà

Ia òà Ib âiäïîâiäíî. Òîäi çàäà÷à

− φ′′a + qφa − ζrφa = rfa â Ia, `aφa = 0,

− ψ′′ + ε2q(ε ·)ψ − ζpψ = hf(ε ·) â I,

− φ′′b + qφb − ζrφb = rfb â Ib, `bφb = 0,

φa(−ε) = ψ(−1), φb(ε) = ψ(1), εφ′a(−ε) = ψ′(−1), εφ′b(ε) = ψ′(1).

âîëîäi¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçîê Y = (Aε − ζ)−1F . ßêùî Y = (φa, ψ, φb), òî ôóíêöiÿ

y(x) =


φa(x), êîëè x ∈ Iεa,

ψ(x/ε), êîëè x ∈ (−ε, ε),

φb(x), êîëè x ∈ Iεb
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.9)�(8.12). Ñïåêòð îïåðàòîðà Tε äèñêðåòíèé, òîìó iñíóâàííÿ

¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (Tε − ζ)y = f äëÿ âñiõ f ∈ L2(rε, I) ãàðàíòó¹, ùî ζ ¹

òî÷êîþ ðåçîëüâåíòíî¨ ìíîæèíè ρ(Tε), à îòæå, ρ(Tε) ⊂ ρ(Aε). Ëåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåìî, ùî ñiì'ÿ ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ Aε çáiãà¹òüñÿ â ðiâíîìiðíié ðåçîëü-
âåíòíié òîïîëîãi¨. Äëÿ öüîãî ñïåðøó îïèøåìî îïåðàòîð, ÿêèé áóäå ãðàíèöåþ.

Íåõàé B � çâóæåííÿ îïåðàòîðà B̊ íà îáëàñòü

domB =
{
ψ ∈ dom B̊ : ψ′(−1) = 0, ψ′(1) = 0

}
.

Ââåäåìî ìàòðè÷íèé îïåðàòîð

A =


Åa 0 0

0 B 0

0 0 Åb
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â ïðîñòîði L, ÿêèé äi¹ íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

domA =
{

(φa, ψ, φb) ∈ dom Åa×domB×dom Åb : φa(0) = ψ(−1), φb(0) = ψ(1)
}
.

Âií ïîâ'ÿçàíèé çi ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ

− u′′ + q(x)u = λr(x)u, x ∈ Ia, `au = 0, (8.13)

− w′′ = λp(t)w, t ∈ I, w′(−1) = 0, w′(1) = 0, (8.14)

− v′′ + q(x)v = λr(x)v x ∈ Ib, `bv = 0, (8.15)

u(0) = w(−1), v(0) = w(1) (8.16)

ÿêó íàäàëi íàçèâàòèìåìî ãðàíè÷íîþ.

Òåîðåìà 8.1. Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Aε çáiãà¹òüñÿ äî A ïðè ε→ 0 â ñåíñi ðiâíîìið-

íî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi. Äëÿ êîæíîãî ζ ∈ C \ R âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Rζ(Aε)− Rζ(A)‖ 6 c
√
ε, (8.17)

ç íåçàëåæíîþ âiä ε ñòàëîþ c.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ, ÿêi äàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî â äîâåäåííi.

� Îïåðàòîðè T εa (ζ), T εb (ζ), Ta(ζ) i Tb(ζ). Îñíàñòèìî îáëàñòü dom B̊ íîðìîþ

ãðàôiêà, ÿêà â öüîìó ðàçi ¹ íîðìîþ â W 2
2 (I). Îïåðàòîð T εa (ζ) : dom B̊ →

L2(r, Ia) äi¹ çà ïðàâèëîì T εa (ζ)ψ = ua, äå ua � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

− u′′ + qu− ζru = 0, x ∈ Ia, `au = 0, u(−ε) = ψ(−1) (8.18)

äëÿ çàäàíèõ ζ ∈ C \R i ψ ∈ dom B̊. Àíàëîãi÷íî, îïåðàòîð T εb (ζ) : dom B̊ →
L2(r, Ib) ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

− v′′ + qv − ζrv = 0, x ∈ Ib, v(ε) = ψ(1), `bv = 0. (8.19)

×åðåç Ta(ζ) i Tb(ζ) ïîçíà÷àòèìåìî îïåðàòîðè T εa (ζ) i T εb (ζ) ïðè ε = 0.

� Îïåðàòîðè Sεa(ζ) i Sεb (ζ). Îáëàñòi dom Åa òà dom Åb îñíàñòèìî íîðìàìè

ãðàôiêiâ, ÿêi åêâiâàëåíòíi íîðìàì ó ïðîñòîðàõW 2
2 (Ia) òàW 2

2 (Ib) âiäïîâiäíî.
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Òîäi äëÿ φ ∈ dom Åb òà ζ ∈ C \ R îïåðàòîð Sεa(ζ) : dom Åa → L2(p, I)

âèçíà÷èìî òàê Sεa(ζ)φ = wa, äå wa ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

− w′′ + ε2q(ε ·)w = ζpw, t ∈ I, w′(−1) = φ′(−ε), w′(1) = 0. (8.20)

Àíàëîãi÷íî, îïåðàòîð Sεb (ζ) : dom Åb → L2(p, I) ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

− w′′ + ε2q(ε ·)w = ζpw, t ∈ I, w′(−1) = 0, w′(1) = φ′(ε) (8.21)

äëÿ çàäàíèõ φ ∈ dom Åa òà ζ ∈ C \ R.

� Îïåðàòîð Bε. Öåé îïåðàòîð ¹ çâóæåííÿì B̊ε íà îáëàñòü

domBε =
{
ψ ∈ dom B̊ε : ψ′(−1) = 0, ψ′(1) = 0

}
.

� Îïåðàòîðè Aε
a, A

ε
b, Aa i Ab. Îïåðàòîðè Aε

a òà A
ε
b ¹ çâóæåííÿìè Åa i Åb íà

domAε
a = {φ ∈ dom Åa : φ(−ε) = 0} i domAε

b = {φ ∈ dom Åb : φ(ε) = 0}
âiäïîâiäíî. ×åðåç Aa i Ab ïîçíà÷à¹ìî îïåðàòîðè Aε

a i A
ε
b ïðè ε = 0.

Ïîáóäó¹ìî ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðiâ Aε i A â ÿâíîìó âèãëÿäi. Íåõàé ζ ∈ C \R.
Îïåðàòîðè T εa (ζ), T εb (ζ), Sεa(ζ) i Sεb (ζ) êîðåêòíî âèçíà÷åíi äëÿ òàêèõ ζ i äî òîãî æ

¹ êîìïàêòíèìè. Ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ (Aε− ζ)Y = F äëÿ çàäàíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè

F = (fa, f0, fb) ∈ L. Êîìïîíåíòà φa âåêòîðà Y = (φa, ψ, φb) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−φ′′ + qφ− ζrφ = rfa, x ∈ Ia, `aφ = 0, φ(−ε) = ψ(−1).

Ïîäàìî öåé ðîçâ'ÿçîê ÿê ñóìó ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ç îäíîðiäíèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè òà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (8.18), òîáòî φa = Rζ(A
ε
a)fa + T εa (ζ)ψ.

Ñõîæèìè ìiðêóâàííÿìè äiñòà¹ìî φb = Rζ(A
ε
b)fb + T εb (ζ)ψ. Ñåðåäíÿ êîìïîíåíòà

ψ âåêòîðà Y � öå ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Íåéìàíà

−ψ′′ + ε2q(ε ·)ψ − ζpψ = hf0 â I, ψ′(−1) = εφ′a(−ε), ψ′(1) = εφ′b(ε),

ÿêèé ìà¹ çîáðàæåííÿ ψ = Rζ(Bε)f0 + εSεa(ζ)φa + εSεb (ζ)φb. Îòæå,

φa − T εa (ζ)ψ = Rζ(A
ε
a)fa,

−εSεa(ζ)φa + ψ − εSεb (ζ)φb = Rζ(Bε)f0,

−T εb (ζ)ψ + φb = Rζ(A
ε
b)fb.

260



Çâiäñè âiäðàçó äiñòà¹ìî Y = Hε(ζ)−1Rε(ζ)F , äå

Rε(ζ) =


Rζ(A

ε
a) 0 0

0 Rζ(Bε) 0

0 0 Rζ(A
ε
b)

 , (8.22)

Hε(ζ) =


E −T εa (ζ) 0

−εSεa(ζ) E −εSεb (ζ)

0 −T εb (ζ) E

 , (8.23)

à E � òîòîæíèé îïåðàòîð ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði. Îòæå,

Rζ(Aε) = Hε(ζ)−1Rε(ζ). (8.24)

Òå, ùî îïåðàòîð Hε(ζ) ¹ îáîðîòíèì, ìè äîâåäåìî äàëi.

Òåïåð ïîáóäó¹ìî ðåçîëüâåíòó ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà A. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿí-

íÿ (A − ζ)Y = F äëÿ F ∈ L. Íåõàé Y = (φa, ψ, φb) i F = (fa, f0, fb). Òîäi â

êîîðäèíàòíîìó çîáðàæåííi ìà¹ìî

(Åa − ζ)φa = fa, (B − ζ)ψ = f0, (Åb − ζ)φb = fb.

Çðîçóìiëî, ùî ψ = Rζ(B)f0. Ùîäî ôóíêöié φa i φb, òî âîíè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷

− φ′′ + qφ− ζrφ = rfa, x ∈ Ia, `aφ = 0, φ(0) = ψ(−1);

− φ′′ + qφ− ζrφ = rfb, x ∈ Ib, φ(0) = ψ(−1), `bφ = 0

âiäïîâiäíî. Ìiðêóþ÷è ÿê ïðè ïîáóäîâi ðåçîëüâåíòè Aε, çíàõîäèìî

φa = Rζ(Aa)fa + Ta(ζ)Rζ(B)f0, φb = Rζ(Ab)fb + Tb(ζ)Rζ(B)f0.

Îòæå, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A ìà¹ ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ

Rζ(A) =


Rζ(Aa) Ta(ζ)Rζ(B) 0

0 Rζ(B) 0

0 Tb(ζ)Rζ(B) Rζ(Ab)

 . (8.25)

Ùîá îöiíèòè íîðìó ðiçíèöi ðåçîëüâåíò, ñïåðøó äîâåäåìî äåÿêi òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 8.2. Îïåðàòîðè Aε
a, A

ε
b òà Bε çáiãàþòüñÿ ïðè ε→ 0 äî îïåðàòîðiâ to Aa,

Ab òà B âiäïîâiäíî â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨. Êðiì òîãî,

‖Rζ(A
ε
a)− Rζ(Aa)‖ 6 C1

√
ε, ‖Rζ(A

ε
b)− Rζ(Ab)‖ 6 C2

√
ε, (8.26)

‖Rζ(Bε)− Rζ(B)‖ 6 C3ε
2, (8.27)

äå ñòàëi Ck íå çàëåæàòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ζ ∈ C\R òà ïîðiâíÿ¹ìî L2-íîðìè ôóíêöié uε = Rζ(A
ε
b)f ,

u = Rζ(Ab)f äëÿ çàäàíîãî f ∈ L2(r, Ib). Ïîçàÿê uε òà u ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷i

− u′′ε + quε − ζruε = rf, x ∈ Ib, uε(ε) = 0, `buε = 0;

− u′′ + qu− ζru = rf, x ∈ Ib, u(0) = 0, `bu = 0,

òî âîíè ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ uε(x) = u(x)− u(ε)
z(ε) z(x) íà Ib, äå z � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

− z′′ + qz − ζrz = 0, x ∈ Ib, z(0) = 1, `bz = 0. (8.28)

À îñêiëüêè |u(ε)| =
∣∣∫ ε

0 u
′(x) dx

∣∣ 6 c3

√
ε ‖u‖W 1

2 (Ib) i z(ε)→ 1 ïðè ε→ 0, òî

‖uε − u‖L2(r,Ib) 6
|u(ε)|
|z(ε)|

‖z‖L2(r,Ib) 6 c1|u(ε)| 6 c2

√
ε ‖u‖W 1

2 (Ib).

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî Rζ(Ab) ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ç L2(r, Ib) â îáëàñòü âè-

çíà÷åííÿ Ab ç íîðìîþ ãðàôiêà. À îñêiëüêè öÿ îáëàñòü ¹ ïiäïðîñòîðîì â W 1
2 (Ib),

òî iñíó¹ íåçàëåæíà âiä f ñòàëà c4, ùî ‖u‖W 1
2 (Ib) 6 c4‖f‖L2(r,Ib). Îòæå,

‖uε − u‖L2(r,Ib) =
∥∥(Rζ(A

ε
b)− Rζ(Ab)

)
f
∥∥
L2(r,Ib)

6 C2

√
ε ‖f‖L2(r,Ib),

ùî i äîâîäèòü ðiâíîìiðíó ðåçîëüâåíòíó çáiæíiñòü Aε
b → Ab ïðè ε→ 0 i âiäïîâiäíó

îöiíêó â (8.26). Äîâåäåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ Aε
a ¹ ñõîæèì.

Çâåðíåìîñÿ äî îïåðàòîðiâ Bε i ñïåðøó âñòàíîâèìî íåðiâíiñòü ‖Rζ(Bε)‖ 6 c

äëÿ âñiõ ε äîñòàòíüî ìàëèõ. Ôóíêöiÿ wε = Rζ(Bε)g ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−w′′ε + ε2q(ε ·)wε − ζpwε = pg â I, w′ε(−1) = 0, w′ε(1) = 0

äëÿ çàäàíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè g ∈ L2(p, I). Íàãàäà¹ìî, ùî q òà p ¹ îáìåæåíèìè â I

òà I âiäïîâiäíî, à p ¹ ðiâíîìiðíî äîäàòíà íà I. Òîìó ìà¹ìî

‖Rζ(Bε)g‖L2(p,I) =
∥∥Rζ(B)

(
g − ε2q(ε ·)p−1wε

)∥∥
L2(p,I)

6 ‖Rζ(B)g‖L2(p,I)+

+ ε2‖q‖L∞(I) ‖p−1‖L∞(I) ‖wε‖L2(p,I) 6 c0‖g‖L2(p,I) + c1ε
2‖Rζ(Bε)g‖L2(p,I).
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Îòæå, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Rζ(Bε)g‖L2(p,I) 6
c0

1− c1ε2
‖g‖L2(p,I) 6 c‖g‖L2(p,I). (8.29)

Äàëi ïîêëàäåìî w = Rζ(B)g. Òîäi ðiçíèöÿ sε = wε − w ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−s′′ε − ζp(t)sε = −ε2q(εt)wε, t ∈ I, s′ε(−1) = 0, s′ε(1) = 0.

Ç îãëÿäó íà îöiíêó (8.29) äëÿ ðåçîëüâåíòè îïåðàòîðà Bε ìàòèìåìî

‖(Rζ(Bε)− Rζ(B))g‖L2(p,I) = ‖sε‖L2(p,I) 6 c2ε
2‖wε‖L2(p,I) =

= c2ε
2‖Rζ(Bε)g‖L2(p,I) 6 c3ε

2‖g‖L2(p,I),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ëåìà 8.3. (i) Äëÿ êîæíîãî ζ ∈ C \ R ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖T εa (ζ)− Ta(ζ)‖ 6 cε, ‖T εb (ζ)− Tb(ζ)‖ 6 cε

çi ñòàëîþ c, ÿêà íå çàëåæàòü âiä ε.

(ii) Iñíó¹ òàêà ñòàëà C, ùî ‖Sεa(ζ)‖+ ‖Sεb (ζ)‖ 6 C.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè T εb (ζ) çáiãàþòüñÿ çà íîðìîþ äî Tb(ζ)

ïðè ε → 0. Äîâåäåííÿ äëÿ T εa (ζ) ¹ ñõîæèì. Íåõàé uε = T εb (ζ)ψ � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (8.19) äëÿ çàäàíîãî ψ ∈ dom B̊. Òîäi uε(x) = ψ(1)
z(ε) z(x) íà Ia, äå ôóíêöiÿ z

âèçíà÷åíà çàäà÷åþ (8.28). ßêùî u = Tb(ζ)ψ, òî ìà¹ìî u = ψ(1)z. Îòæå,

‖(T εb (ζ)− Tb(ζ))ψ‖L2(r,Ib) =

∥∥∥∥ψ(1)

z(ε)
z − ψ(1)z

∥∥∥∥
L2(r,Ib)

6

6

∣∣∣∣z(ε)− 1

z(ε)

∣∣∣∣ |ψ(1)| ‖z‖L2(r,Ib) 6 c1ε ‖ψ‖W 2
2 (I),

áî z íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà òà z(0) = 1. Íàãàäà¹ìî, ùî dom B̊ = W 2
2 (I).

(ii) Äëÿ φ ∈ dom Åb ôóíêöiÿ wε = Sεb (ζ)φ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8.21), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü ‖wε‖L2(p,I) 6 c2 |φ′(ε)|. Ñïðàâäi, çãiäíî ç ëåìîþ 8.2 ðå-

çîëüâåíòè Rζ(Bε), à òàêîæ îïåðàòîð ñëiäó jε : dom Åb → C, jεφ = φ′(ε), ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíi âiäíîñíî ε. Òîìó ‖Sεb (ζ)φ‖L2(p,I) = ‖wε‖L2(p,I) 6 C‖φ‖W 2
2 (Ib). Òàêå

æ äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâå i äëÿ Sεa(ζ).
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Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó 8.1. Ç îãëÿäó íà ëåìó 8.3 ñiì'ÿ ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ

Hε(ζ), çàäàíà â (8.23), çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ äî îïåðàòîðà

H(ζ) =


E −Ta(ζ) 0

0 E 0

0 −Tb(ζ) E

 .

Äî òîãî æ ñïðàâåäëèâà îöiíêà ‖Hε(ζ) − H(ζ)‖ 6 c1ε. Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð

H(ζ) ¹ îáîðîòíèì. Ñïðàâäi,

H(ζ)−1 =


E Ta(ζ) 0

0 E 0

0 Tb(ζ) E

 .

Òîìó Hε(ζ) òåæ ¹ îáîðîòíèì ïðè ìàëèõ ε, à òàêîæ

‖Hε(ζ)−1 −H(ζ)−1‖ 6 c2ε. (8.30)

Çãàäàâøè çîáðàæåííÿ (8.24) òà çàñòîñóâàâøè ëåìó 8.2, ìè äiñòà¹ìî

Rζ(Aε) = Hε(ζ)−1Rε(ζ) =

=


E −T εa (ζ) 0

−εSεa(ζ) E −εSεb (ζ)

0 −T εb (ζ) E


−1

Rζ(A
ε
a) 0 0

0 Rζ(Bε) 0

0 0 Rζ(A
ε
b)

→

→


E Ta(ζ) 0

0 E 0

0 Tb(ζ) E




Rζ(Aa) 0 0

0 Rζ(B) 0

0 0 Rζ(Ab)

=


Rζ(Aa) Ta(ζ)Rζ(B) 0

0 Rζ(B) 0

0 Tb(ζ)Rζ(B) Rζ(Ab)


ïðè ε→ 0 â îïåðàòîðíié íîðìi. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (8.25) îòðèìàíà â ãðàíèöi ìà-

òðèöÿ ¹ ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A. Îòæå, Aε → A â ðiâíîìiðíié ðåçîëüâåíòíié

òîïîëîãi¨. Îöiíêó (8.17) ìîæíà îòðèìàòè ç ðiâíîñòi

Rζ(Aε)− Rζ(A) = Hε(ζ)−1(Rε(ζ)−R(ζ))− (Hε(ζ)−1 −H(ζ)−1)R(ζ)

òà íåðiâíîñòåé (8.26), (8.27) i (8.30). Òóò R(ζ) = diag
{

Rζ(Aa),Rζ(B),Rζ(Ab)
}
.

Òåîðåìó 8.1 äîâåäåíî.
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8.2 Ñïåêòð ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà

Ïîáóäîâàíèé âèùå ãðàíè÷íèé îïåðàòîð

A =


Åa 0 0

0 B 0

0 0 Åb

 ,
domA =

{
(φa, ψ, φb) ∈ dom Åa × domB × dom Åb :

φa(0) = ψ(−1), φb(0) = ψ(1)
}

¹ íåñàìîñïðÿæåíèì. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ñïðÿæåíèé â ïðîñòîði L
îïåðàòîð ìà¹ âèãëÿä

A∗ =


Aa 0 0

0 B̊ 0

0 0 Ab

 ,
domA∗ =

{
(φa, ψ, φb) ∈ domAa × dom B̊ × domAb :

φ′a(0) = ψ′(−1), φ′b(0) = ψ′(1)
}
.

×åðåç uλ, vλ òà wλ ïîçíà÷àòèìåìî âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ Aa, Ab òà B

äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ âiäïîâiäíî. Ââàæàòèìåìî, ùî âîíè íîðìîâàíi óìîâàìè

‖uλ‖L2(r,Ia) = ‖vλ‖L2(r,Ib) = ‖wλ‖L2(p,I) = 1. Íåõàé Xλ � êîðåíåâèé ïiäïðîñòið A,
ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ, òîáòî Xλ = span

{
ker(A− λ)k : k ∈ N

}
. Öåé

ïðîñòið ïîðîäæåíèé óñiìà âëàñíèìè òà êîðåíåâèìè (ïðè¹äíàíèìè) âåêòîðàìè

äëÿ λ. ßêùî íåíóëüîâèé âåêòîð h íàëåæèòü äî ïðîñòîðó ker(P−µ)j i íå íàëåæèòü

äî ker(P − µ)j−1, òî íàçèâà¹ìî éîãî êîðåíåâèì âåêòîðîì ïîðÿäêó j − 1.

Òåîðåìà 8.2. (i) Ñïåêòð îïåðàòîðà A äiéñíèé äèñêðåòíèé i ¹ îá'¹äíàííÿì

ñïåêòðiâ òðüîõ îïåðàòîðiâ, à ñàìå, σ(A) = σ(Aa) ∪ σ(Ab) ∪ σ(B).

(ii) ßêùî λ íàëåæèòü ëèøå äî îäíi¹¨ ç ìíîæèí σ(Aa), σ(B) ÷è σ(Ab), òî

λ ¹ ïðîñòèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A.
(iii) Êîëè λ ∈ σ(Aa) ∩ σ(Ab), àëå λ íå ¹ òî÷êîþ ñïåêòðó îïåðàòîðà B, òî λ

¹ äâîêðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì i Xλ = ker(A− λE).

(iv) Ïðèïóñòèìî, ùî λ íàëåæèòü äî ïåðåòèíó σ(Aa) ∩ σ(B) (âiäïîâiäíî

σ(Ab) ∩ σ(B)), àëå λ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì Ab (âiäïîâiäíî Aa), òîäi λ ¹ äâî-

êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A. Êîëè æ λ ∈ σ(Aa) ∩ σ(Ab) ∩ σ(B),

òî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì A êðàòíîñòi 3. Â óñiõ öèõ âèïàäêàõ, îêðiì âëàñíèõ,

ïðîñòið Xλ ìiñòèòü ùå êîðåíåâi âåêòîðè: Xλ = ker(A−λ)2 i Xλ 6= ker(A−λ).

Äîâåäåííÿ. (i) Òå, ùî ñïåêòð îïåðàòîðà A ¹ îá'¹äíàííÿì ñïåêòðiâ îïåðàòîðiâ Aa,

Ab i B, ìè îòðèìó¹ìî áåçïîñåðåäíüî iç çîáðàæåííÿ (8.25) äëÿ ðåçîëüâåíòè Rζ(A).
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Ñïðàâäi, êîæåí iç ñïåêòðiâ σ(Aa), σ(Ab) i σ(B) ìiñòèòü â ñïåêòði A. Êîëè æ ζ íå

íàëåæèòü äî ìíîæèíè σ(Aa)∪σ(Ab)∪σ(B), òî íå ëèøå îïåðàòîðè Rζ(Aa), Rζ(Ab),

Rζ(B), àëå é òàêîæ Ta(ζ) i Tb(ζ) ¹ îáìåæåíèìè. Â öüîìó ðàçi çàäà÷i (8.18) òà (8.19)

ïðè ε = 0 âîëîäiþòü ¹äèíèìè ðîçâ'ÿçêàìè äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ W 2
2 (I). Îòæå,

îïåðàòîð Rζ(A) òåæ ¹ îáìåæåíèì. Îïåðàòîðè Aa, Ab i B ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè i

ìàþòü êîìïàêòíi ðåçîëüâåíòè, òîìó ñïåêòð A äiéñíèé i äèñêðåòíèé.

(ii) Ñïåêòðè îïåðàòîðiâ Aa, Ab òà B ïðîñòi. Òîìó êîëè λ íàëåæèòü ëèøå

äî îäíi¹¨ ç ìíîæèí σ(Aa), σ(Ab) àáî σ(B), òî λ ¹ ïðîñòèì âëàñíèì çíà÷åííÿì

îïåðàòîðà A. Éîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíèé âåêòîð âèãëÿäó (uλ, 0, 0) äëÿ λ ∈ σ(Aa),

(0, 0, vλ) äëÿ λ ∈ σ(Ab) òà (Ta(λ)wλ, wλ, Tb(λ)wλ), êîëè λ ∈ σ(B).

(iii) ßêùî λ ∈ σ(Aa) ∩ σ(Ab) i λ 6∈ σ(B), òî iñíóþòü äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi

âëàñíi âåêòîðè U = (uλ, 0, 0) òà V = (0, 0, vλ) îïåðàòîðà A. Êðiì òîãî, ðiâíÿííÿ

(A−λ)Y = c1U+c2V äëÿ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, êîëè õî÷à á îäíà

çi ñòàëèõ c1 ÷è c2 âiäìiííà âiä íóëÿ. ßêùî, íàïðèêëàä, c1 6= 0, òî çàäà÷à

−u′′ + qu− λru = c1ruλ â Ia, `au = 0, u(0) = 0

ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹, áî óìîâîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ¹ ðiâíiñòü c1‖uλ‖2
L2(r,Ia) = 0.

Îòæå, Xλ = ker(A− λ) òà dimXλ = 2.

(iv) Ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ σ(Aa) ∩ σ(B) òà λ 6∈ σ(Ab). Â öüîìó ðàçi iñíó¹

âëàñíèé âåêòîð U = (uλ, 0, 0). Äî òîãî æ ðiâíÿííÿ (A− λ)U∗ = U äëÿ êîðåíåâèõ

âåêòîðiâ ¹ ñóìiñíèì. Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê U∗ = (u,w, v) çàäà÷i

− u′′ + qu− λru = ruλ â Ia, `au = 0, u(0) = w(−1); (8.31)

− w′′ − λpw = 0 â I, w′(−1) = 0, w′(1) = 0; (8.32)

− v′′ + qv − λrv = 0 â Ib, v(0) = w(1), `bv = 0. (8.33)

Çðîçóìiëî, ùî w = c0wλ, äå wλ � íîðìîâàíà âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà B. Äàëi,

çàäà÷à (8.33) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v∗ = c0 Tb(λ)wλ äëÿ êîæíîãî c0, áî λ ∈ %(Ab).

Ùîäî çàäà÷i (8.31) ç êðàéîâîþ óìîâîþ u(0) = c0wλ(−1), òî âîíà, âçàãàëi êàæó÷è,

íåñóìiñíà, îñêiëüêè λ ¹ òî÷êîþ ñïåêòðó îïåðàòîðà Aa. Ïðîòå äîñÿãòè ñóìiñíîñòi

çàäà÷i ìîæíà, ïîêëàâøè c0 = 1
wλ(−1)u′λ(0) . Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà wλ(−1) òà u′λ(0)

âiäìiííi âiä íóëÿ. Íåõàé u0 � ðîçâ'ÿçîê (8.31). Òîäi îïåðàòîð A ìà¹ êîðåíåâèé
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âåêòîð U∗ = (u0, c0wλ, c0 Tb(λ)wλ). Îòæå, ïðîñòið Xλ ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âëàñ-

íîãî âåêòîðà U òà êîðåíåâîãî âåêòîðà U∗. Êîðåíåâèõ âåêòîðiâ âèùîãî ïîðÿäêó

íåìà¹, áî ðiâíÿííÿ (A− λ)Y = U∗ ìiñòèòü â îäíié ç êîîðäèíàò íåñóìiñíó çàäà÷ó

− w′′ − λpw = cpwλ â I, w′(−1) = 0, w′(1) = 0. (8.34)

Ñõîæå àíàëiçó¹ìî âèïàäîê λ ∈ σ(Ab) ∩ σ(B) òà λ 6∈ σ(Aa).

Íàðåøòi ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ σ(Aa) ∩ σ(Ab) ∩ σ(B). Òîäi îïåðàòîð A âîëîäi¹

äâîìà ëiíiéíî íåçàëåæíèìè âåêòîðàìè U = (uλ, 0, 0) i V = (0, 0, vλ). Çàóâàæèìî,

ùî âëàñíèõ âåêòîðiâ Y = (u,w, v), â ÿêèõ êîìïîíåíòà w âiäìiííà âiä íóëÿ, íå

iñíó¹. Â öüîìó ðàçi ÷èñëà w(−1) i w(1) çàâæäè íåíóëüîâi, à òîìó çàäà÷i äëÿ u

i v ¹ íåñóìiñíèìè. Äîâåäåìî, ùî Xλ = ker(A − λ)2 òà dimXλ = 3. Ðîçãëÿíåìî

ðiâíÿííÿ (A− λ)Y = c1U + c2V ç äîâiëüíèìè ñòàëèìè c1 i c2, òîáòî

− u′′ + qu− λru = c1ruλ â Ia, `au = 0, u(0) = w(−1); (8.35)

− w′′ − λpw = 0 â I, w′(−1) = 0, w′(1) = 0; (8.36)

− v′′ + qv − λrv = c2rvλ â Ib, v(0) = w(1), `bv = 0. (8.37)

Ìiðêóþ÷è ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêîâi, äiñòà¹ìî, ùî w = c0wλ, à çàäà÷i (8.35) òà

(8.37) ìàòèìóòü îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

c1 = c0wλ(−1)u′λ(0), c2 = −c0wλ(1)v′λ(0).

Òîäi óìîâà c1 = −wλ(−1)u′λ(0)
wλ(1)v′λ(0) c2 ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ êîðåíåâîãî âåêòîðà Y∗. Iíøèõ

êîðåíåâèõ âåêòîðiâ íåìà¹. Îòæå, ïiäïðîñòiðXλ äëÿ ïîòðiéíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ

λ ïîðîäæåíèé âëàñíèìè âåêòîðàìè U , V òà êîðåíåâèì Y∗.

8.3 Çáiæíiñòü ñïåêòðiâ òà âëàñíèõ ïðîñòîðiâ

Íåõàé λε1 < λε2 < · · · < λεn < · · · � ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà

Aε àáî æ çàäà÷i (8.1)�(8.3). Çàóâàæèìî, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ λεn ¹ ïðîñòèìè.

Íåõàé òàêîæ λ1 6 λ2 6 · · · 6 λn 6 · · · � âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A àáî æ

çàäà÷i (8.13)�(8.16), ïåðåðàõîâàíi iç âðàõóâàííÿ ¨õíüî¨ êðàòíîñòi.

Òåîðåìà 8.3. Äëÿ óñiõ n ∈ N âëàñíå çíà÷åííÿ λεn çàäà÷i (8.1)�(8.3) çáiãà¹òüñÿ

ïðè ε → 0 äî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λn çàäà÷i (8.13)�(8.16). Çîêðåìà, ÿêùî λ �
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âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (8.13)�(8.16) ç àëãåáðà¨÷íîþ êðàòíiñòþm, òî ïðè ìàëèõ

ε â äåÿêîìó îêîëi λ iñíó¹ ðiâíî m âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (8.1)�(8.3).

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi îïå-

ðàòîðiâ Aε, ÿêà äîâåäåíà â òåîðåìi 8.1, òà äåÿêèõ çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñîâíî
çáóðåíü âëàñíèõ çíà÷åíü êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé K � êîìïàêòíèé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

H, à µ1, µ2, . . . � éîãî íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ, ïåðåíóìåðîâàíi çà ñïàäàííÿì

ìîäóëÿ i ç âðàõóâàííÿì àëãåáðà¨÷íî¨ êðàòíîñòi. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ

îïåðàòîðiâ {Kε}ε>0 â ïðîñòîði H çáiãà¹òüñÿ äî K ïðè ε → 0 çà íîðìîþ. Òîäi

äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå âïîðÿäêóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü µ1(ε), µ2(ε), . . .

îïåðàòîðà Kε, ùî limε→0 µn(ε) = µn äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n. Ïðèïóñòèìî, ùî µ

� íåíóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà K êðàòíîñòi m, à Γµ � êîëî ç öåíòðîì

â òî÷öi µ, ÿêå ëåæèòü â ðåçîëüâåíòíié ìíîæèíi ρ(K) i íå îõîïëþ¹ æîäíèõ iíøèõ

òî÷îê σ(K), îêðiì µ. Òîäi äëÿ ìàëèõ ε iñíó¹ ðiâíî m âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà

Kε (ç âðàõóâàííÿì ¨õíüî¨ êðàòíîñòi), ÿêi ëåæàòü âñåðåäèíi êîëà Γµ, à óñi ðåøòà

òî÷îê σ(Kε) ëåæàòü íà äîäàòíié âiäñòàíi âiä Γµ [229, Ch.1], [230, Ch.XI-9], [231].

Çàñòîñó¹ìî öåé ðåçóëüòàò äî K = Rζ(A) i Kε = Rζ(Aε). Òîäi

σp(Rζ(A)) =

{
1

λn − ζ
, n ∈ N

}
, σp(Rζ(Aε)) =

{
1

λεn − ζ
, n ∈ N

}
.

Îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü âïîðÿäêîâàíi çà ñïàäàííÿì àáñîëþòíî¨ âå-

ëè÷èíè. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 8.1 ðåçîëüâåíòè Rζ(Aε) çáiãàþòüñÿ â ðiâíîìiðíié íîðìi
äî Rζ(A), òîìó ìà¹ìî �ïîíîìåðíó� çáiæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü

1

λεn − ζ
→ 1

λn − ζ
ïðè ε→ 0,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çà ðàõóíîê êðàòíiñòü â ñïåêòði ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà A, áiôóðêàöi¨ âëàñíèõ
çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié ìîæóòü áóòè äîñèòü ñêëàäíèìè. Îïèñ óñiõ áiôóð-

êàöiéíèõ êàðòèí âèìàãà¹ áiëüø ïðèñêiïëèâîãî àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó, ÿêèé ìè

ïðîâåäåìî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi äëÿ çàäà÷i ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó. Òóò ìè îòðè-

ìà¹ìî ëèøå òi ðåçóëüòàòè äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié, ÿêi áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü

ç ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ Aε.
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Ïîâåðíåìîñÿ äî êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ K òà Kε i ââåäåìî ïðîåêòîðè Ðiñà

E(µ) =
1

2πi

∫
Γµ

Rz(K) dz, Eε(µ) =
1

2πi

∫
Γµ

Rz(Kε) dz,

äå êîíòóð Γµ îïèñàíî âèùå. Îáðàçîì ïðîåêòîðà E(µ) ¹ ïðîñòið, ïîðîäæåíèé âëàñ-

íèìè i êîðåíåâèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà K, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ

µ. Îáðàç R(Eε(µ)) � öå ïðÿìà ñóìà âñiõ êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç

òî÷êàìè ñïåêòðó Kε, ùî ëåæàòü âñåðåäèíi Γµ. Çi çáiæíîñòi Kε → K ïðè ε → 0

â ðiâíîìiðíié îïåðàòîðíié íîðìi âèïëèâà¹ òàêà æ çáiæíiñòü ïðîåêòîðiâ Eε(µ)→
E(µ). Òîìó dimR(Eε(µ)) = dimR(E(µ)) = m, äå m � àëãåáðà¨÷íà êðàòíiñòü µ.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.4. Íåõàé Xλ � êîðåíåâèé ïðîñòið îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñ-
íîìó çíà÷åííþ λ. Íåõàé òàêîæ Xε

λ � ïðîñòið, ïîðîäæåíèé óñiìà âëàñíèìè

âåêòîðàìè Aε, äëÿ ÿêèõ âëàñíi çíà÷åííÿ ïðÿìóþòü äî λ ïðè ε → 0. Òîäi äëÿ

äîñòàòíüî ìàëèõ ε ïðîñòîðè Xε
λ i Xλ ìàþòü îäíàêîâó âèìiðíiñòü, à ðîçõèë

ìiæ íèìè ¹ íåñêií÷åííî ìàëèì ïðè ε→ 0 â òîìó ñåíñi, ùî∫
Γλ

Rz(Aε) dz →
∫

Γλ

Rz(A) dz

äëÿ êîæíîãî çàìêíåíîãî êîíòóðó Γλ ⊂ %(A), ùî îõîïëþ¹ ëèøå ¹äèíó òî÷êó λ

çi ñïåêòðó A.

Â òîìó ðàçi, êîëè λ ¹ ïðîñòèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, áëèçüêiñòü ïiäïðîñòîðiâ

Xε
λ i Xλ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ çáiæíîñòi âëàñíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 8.5. Íåõàé yε � âëàñíà ôóíêöiÿ çàäà÷i (8.1)�(8.3), ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñ-

íîìó çíà÷åííþ λε i íîðìîâàíà óìîâîþ ‖yε‖L2(r,I) = 1.

(i) Ïðèïóñòèìî, ùî λε → λ ïðè ε→ 0, äå λ � ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ îïå-

ðàòîðà A, ÿêå íàëåæèòü äî ìíîæèíè σ(Aa). Òîäi âëàñíà ôóíêöiÿ yε çáiãà¹òüñÿ

â ïðîñòîði L2(I) äî ôóíêöi¨ y(x) = u(x) ïðè x ∈ Ia i y(x) = 0 ïðè x ∈ Ib, äå u �

íîðìîâàíà âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà Aa ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ, òîáòî

−u′′ + qu = λru â Ia, `au = 0, u(0) = 0, ‖u‖L2(r,Ia) = 1.

ßêùî λ � ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè σ(Ab), òî yε → y â L2(I), äå

y(x) = 0 ïðè x ∈ Ia òà y(x) = v(x) ïðè x ∈ Ib, à v � íîðìîâàíà âëàñíà ôóíêöiÿ
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îïåðàòîðà Ab ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λ, òîáòî

−v′′ + qv = λrv â Ib, v(0) = 0, `bv = 0, ‖v‖L2(r,Ib) = 1.

(ii) Íåõàé λε → λ, äå λ � ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A ç ìíîæèíè

σ(B). Òîäi âëàñíà ôóíêöiÿ yε çáiãà¹òüñÿ â L2(I) äî ðîçâ'ÿçêó y çàäà÷i

−y′′ + qy = λry â Ia ∪ Ib, `ay = 0, `by = 0, y(−0) = ϑw(−1), y(+0) = ϑw(1),

äå w � âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà B, ‖w‖L2(p,I) = 1. Íîðìiâíèé ìíîæ-

íèê ìà¹ âèãëÿä ϑ =
(
‖Ta(λ)w‖2

L2(r,Ia) + ‖Tb(λ)w‖2
L2(r,Ib)

)−1

.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîñòîìó

âëàñíîìó çíà÷åííþ λ. Öåé âåêòîð ïîðîäæó¹ îäíîâèìiðíèé ïðîñòið Xλ. Çãiäíî ç

òåîðåìîþ 8.4 ïðîñòið Xε
λ òåæ îäíîâèìiðíèé ïðè ìàëèõ ε i ïîðîäæåíèé âëàñíèì

âåêòîðîì Yε îïåðàòîðà Aε ç âëàñíèì çíà÷åííÿì λε. Äî òîãî æ Yε → Y â ïðîñòîði

L ïðè ε → 0, ÿêùî öi âåêòîðè áóëè çàçäàëåãiäü íîðìîâàíi ‖Yε‖L = ‖Y ‖L = 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ σ(Aa). Òîäi ïðîñòið Xλ ïîðîäæåíèé âåêòîðîì Y = (u, 0, 0).

ßêùî Yε = (uε, wε, vε), òî âëàñíà ôóíêöiÿ yε çàäà÷i (8.1)�(8.3) ìàòèìå âèãëÿä

yε(x) =


uε(x), êîëè x ∈ Iεa,

wε(x/ε), êîëè x ∈ (−ε, ε),

vε(x), êîëè x ∈ Iεb .

Ç òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè ìè ìà¹ìî

‖yε − y‖2
L2(I) =

∫ −ε
a

|uε(x)− u(x)|2 dx+

∫ 0

−ε
|wε(xε )− u(x)|2 dx+

+

∫ ε

0

|wε(xε )|
2 dx+

∫ b

ε

|vε(x)|2 dx 6 c1‖uε − u‖2
L2(r,Ia)+

+ c2‖vε‖2
L2(r,Ib)

+ c3ε‖wε‖2
L2(p,I) +

∫ 0

−ε
|u(x)|2 dx 6 c4‖Yε − Y ‖2

L + c5ε.

Ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0, áî Yε → Y â ïðîñòîði

L, à òàêîæ u ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ íà Ia ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó W 2
2 (Ia). Ñõîæi

äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâi äëÿ âèïàäêiâ λ ∈ σ(Ab) òà λ ∈ σ(B).
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Ðîçäië 9

ÌÅÌÁÐÀÍÈ Ç ÂÀÆÊÈÌÈ ÒÎÍÊÈÌÈ

ÂÊËÞ×ÅÍÍßÌÈ: ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒÐÓ

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî êîëèâíi ñèñòåìè, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì íà äâîâèìið-

íèé âèïàäîê ìîäåëi ç ðîçäiëó 8. Âèâ÷àòèìåìî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi îáìåæå-

íèõ ìåìáðàí ç òîíêèìè âàæêèìè âêëþ÷åííÿìè i ïîáóäó¹ìî àñèìïòîòèêó âëàñíèõ

çíà÷åíü êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðà −∆ + a ç âàãîâîþ ôóíêöi¹þ, çáóðåíîþ

â îêîëi ãëàäêî¨ êðèâî¨. Îñòàííiì ÷àñîì äâîâèìiðíi i òðèâèìiðíi ìîäåëi ñèñòåì ç

âàæêèìè âêëþ÷åííÿìè ðiçíîìàíiòíî¨ ãåîìåòði¨ çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ íå ëèøå

â ìåõàíiöi, àëå é ó ôiçèöi ðiäêèõ êðèñòàëiâ, ôiçè÷íié õiìi¨ ïîëiìåðiâ, ìiöåë i ìi-

êðîåìóëüñié, ìîëåêóëÿðíié òåîði¨, òåîði¨ êëiòèííèõ ìåìáðàí [232�234]. Êëiòèííà

ìåìáðàíà, íàïðèêëàä, ìiñòèòü ïðîòå¨íîâi âêëþ÷åííi ðiçíî¨ ôîðìè òà êîëî¨äíi ÷à-

ñòèíêè [235]. Îãëÿä ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñóþòüñÿ êîëèâíèõ ñèñòåì

ç êîíöåíòðîâàíèìè ìàñàìè, ìè çðîáèëè ó âñòóïi äî ðîçäiëó 8. Ïðîòå â êîíòåêñòi

ïðîáëåìè öüîãî ðîçäiëó âàðòî çãàäàòè ñåðiþ ðîáiò [212�218], ïðèñâÿ÷åíó äâî- i

òðèâèìiðíèì êîëèâíèì ñèñòåìàì ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ êîíöåíòðîâàíèõ ìàñ, ðîç-

òàøîâàíèõ â îêîëi ãðàíèöi. Çà ñâî¹þ ôiçè÷íîþ ñóòòþ òàêi ìîäåëi ñõîæi íà ìîäåëi,

â ÿêèõ ìàñà êîíöåíòðó¹òüñÿ â òîíêîìó îêîëi ãðàíèöi. Â ïðàöÿõ [236�239] îòðè-

ìàíî öiêàâi àñèìïòîòè÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ, ÿêi

îáìåæåíi òîíêîþ, æîðñòêîþ i âàæêîþ îáîëîíêîþ, êîëè îäíî÷àñíî çáóðþâàëèñÿ

âàãîâà ôóíêöiÿ òà êîåôiöi¹íò æîðñòêîñòi. Â [240] âèâ÷àëè ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

Íåéìàíà äëÿ ìåìáðàíè, ìàéæå âñÿ ìàñà ÿêî¨ êîíöåíòðóâàëàñÿ íàâêîëî ãðàíèöi.

Äåùî iíøèé ïiäõiä äî ìîäåëþâàííÿ âàæêèõ âêëþ÷åíü, ïðè ÿêîìó âîíè òðàêòó-

âàëèñÿ ÿê àáñîëþòíî æîðñòêi, çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòi [241]. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó

÷àñòêîâî îïóáëiêîâàíî â ïðàöÿõ [220,221].
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Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â R2 ç ãëàäêîþ ìåæåþ, à γ � ãëàäêà çàìêíåíà

êðèâà áåç òî÷îê ñàìîïåðåòèíó, ÿêà ðîçòàøîâàíà â Ω. ×åðåç ωε ïîçíà÷èìî ε-îêië

êðèâî¨ γ. Ïðè ìàëèõ ε öåé îêië ëåæèòü â Ω i ¹ îáëàñòþ ç ãëàäêîþ ìåæåþ. Ââåäåìî

â ωε ëîêàëüíi êîîðäèíàòè x = α(s)+rν(s), (s, r) ∈ S×(−ε, ε), îïèñàíi â ðîçäiëi 7
(äèâ. ðèñ. 7.1 íà ñòîð. 230). Íàãàäà¹ìî, ùî S � êîëî äîâæèíè |γ|. Íåõàé ρ �

ãëàäêà ñòðîãî äîäàòíà ôóíêöiÿ â îáëàñòi Ω, à q � ãëàäêà i äîäàòíà íà âiäðiçêó

[−1, 1]. Ââåäåìî âàãîâó ôóíêöiþ âèãëÿäó

ρε(x,m) =

ρ(x) â Ω \ ωε,

ε−mq(rε) â ωε.
(9.1)

Ìè âèâ÷àòèìåìî ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

−∆uε + a(x)uε = λερε(x,m)uε â Ω, `uε = 0 íà ∂Ω, (9.2)

äå a ∈ C∞(Ω), à `v = 0 � îäèí ç êëàñè÷íèõ òèïiâ êðàéîâèõ óìîâ íà ∂Ω, à ñàìå,

óìîâè Äiðiõëå, Íåéìàíà ÷è Ðîáåíà. Íàøîþ ìåòîþ ¹ ïîâíèé îïèñ àñèìïòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè âëàñíèõ çíà÷åíü λε çàäà÷i ïðè ε → 0. ßê i ó âèïàäêó ñòðóíè, òóò

òåæ ¹ ï'ÿòü ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ âèïàäêiâ: m < 1, m = 1, 1 < m < 2, m = 2

òà m > 2. Âèïàäêè âiäðiçíÿþòüñÿ ôîðìîþ âëàñíèõ êîëèâàíü òà ìiñöåì, äå íà

ìåìáðàíi êîíöåíòðó¹òüñÿ îñíîâíà ÷àñòêà ¨õ åíåðãi¨. Êîëè m < 1, òî ïðè¹äíàíà

ìàñà íåñêií÷åííî ìàëà ïðè ε→ 0 i â ãðàíèöi îòðèìó¹ìî ìåìáðàíó ç íåçáóðåíîþ

ãóñòèíîþ ρ. Êîëè æ m = 1, òî âåëè÷èíà äîäàòêîâî¨ ìàñè ¹ ñòàëîþ M = |γ|q0, äå

q0 =
∫ 1

−1 q(r) dr. Ãðàíè÷íà çàäà÷à

−∆u+ au = λ(ρ+ q0δγ)u â Ω, `u = 0 íà ∂Ω

ìîäåëþ¹ ìåìáðàíó ç ïðè¹äíàíîþ âçäîâæ êðèâî¨ ìàñîþ. Òóò δγ � ôóíêöiîíàë, ùî

äi¹ íà ïðîáíi ôóíêöi¨ φ ∈ C∞(Ω) çà ïðàâèëîì 〈δγ, φ〉 =
∫
γ φ dγ. Ïðèm > 1 çàäà÷à

ñòà¹ ñèíãóëÿðíîþ, à àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñïåêòðó äîâîëi ñêëàäíîþ. Ç ìàòåìà-

òè÷íîãî ïîãëÿäó âèïàäêè âiäðiçíÿþòüñÿ òèì, ùî â ãðàíè÷íié çàäà÷i ñïåêòðàëüíèé

ïàðàìåòð ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïî÷åðãîâî â ðiâíÿííi íà óñié îáëàñòi Ω, ðiâíÿííi íà öèëií-

äði S × (−1, 1), ÿêèé ¹ ðîçòÿãîì ωε, ÷è óìîâàõ ñïðÿæåííÿ íà êðèâié γ. Öiêàâèì

¹ ïîðîãîâèé âèïàäîê m = 2, êîëè ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð ìiñòÿòü îäíî÷àñíî äâà

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, à òîìó ìîæëèâèé ðåçîíàíñ ìiæ âàæêèì âêëþ÷åííÿì
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òà óñi¹þ ìåìáðàíîþ. Ñõîæå äî âèïàäêó ñòðóíè, çàäà÷ó (9.2) ìîæíà ðåàëiçóâà-

òè ÿê ñiì'þ ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ, ùî çáiãàþòüñÿ äî äåÿêîãî íåñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà. Ïðîòå ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü â òîìó, ùî ó âèïàäêó ìåìáðàíè íåìà¹

ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi öèõ îïåðàòîðiâ. ßêáè âîíà áóëà, òî ãðàíè÷-

íèé îïåðàòîð ìàâ áè êîìïàêòíó ðåçîëüâåíòó, áî òàêèìè ¹ ðåçîëüâåíòè äîãðàíè-

÷íèõ îïåðàòîðiâ [46, òåîðåìà 2.26, ñ.207]. Àëå ãðàíè÷íèé îïåðàòîð, îòðèìàíèé

â ñèëüíié ðåçîëüâåíòíié òîïîëîãi¨, òàêîþ âëàñòèâiñòþ íå âîëîäi¹, i çîêðåìà, éî-

ãî ñïåêòð ìiñòèòü âëàñíi çíà÷åííÿ íåñêií÷åíî¨ êðàòíîñòi. Âiäîìî, ùî iç ñèëüíî¨

çáiæíîñòi ðåçîëüâåíò, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ñïåêòðiâ âiäïîâiä-

íèõ îïåðàòîðiâ. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè ìè âèâ÷à¹ìî àñèìïòîòèêó ñïåêòðó i îáìèíà¹ìî

ïèòàííÿ çáiæíîñòi ñàìèõ îïåðàòîðiâ.

9.1 Ìåìáðàíè ç ∂νδγ-ïîäiáíèì çáóðåííÿì ãóñòèíè

Çàäà÷à (9.2) ïîâ'ÿçàíà iç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì ó âàãîâîìó ïðîñòîði Ëåáåãà

L2(ρε,Ω). Íåõàé Tε � îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì Tεφ = ρ−1
ε (−∆φ + aφ) íà

ôóíêöiÿõ φ ∈ W 2
2 (Ω), ïiäïîðÿäêîâàíèõ êðàéîâèì óìîâàì `φ = 0 íà ∂Ω. Î÷åâè-

äíî, éîãî ñïåêòð äiéñíèé i äèñêðåòíèé. Ñïåðøó âèâ÷èìî çàäà÷ó (9.2) ó âèïàäêó

m = 2, êîëè çáóðåííÿ âàãîâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ∂νδγ-ïîäiáíèé õàðàêòåð ÿê ó ðîçäiëi 7.

9.1.1 Ãðàíè÷íèé îïåðàòîð òà éîãî âëàñòèâîñòi

Êðèâà γ ðîçäiëÿ¹ Ω íà äâi ïiäîáëàñòi Ωout òà Ωin. Ïðèïóñòèìî, ùî ∂Ωout = ∂Ω∪γ−
i ∂Ωin = γ+, äå γ− i γ+ � äâà áåðåãè ðîçðiçó γ. Íåõàé ëîêàëüíà êîîðäèíàòà r

çðîñòà¹ â íàïðÿìêó âiä Ωout äî Ωin. Øóêàòèìåìî àñèìïòîòèêó âëàñíèõ çíà÷åíü

λε òà âëàñíèõ ôóíêöié uε çàäà÷i (9.2) ó âèãëÿäi

λε ∼ λ+ · · · , uε(x) ∼

v(x) + · · · , êîëè x ∈ Ω \ ωε,

w(s, rε) + · · · , êîëè x ∈ ωε.
(9.3)

Ïîçà ìíîæèíîþ ωε ôóíêöiÿ uε ðîçâ'ÿçó¹ íåçáóðåíå ðiâíÿííÿ, à îñêiëüêè ωε ñòÿ-

ãó¹òüñÿ ïðè ε→ 0 â êðèâó γ, òî −∆v + av = λρv â Ω \ γ, à òàêîæ `v = 0 íà ∂Ω.

Ùîá çíàéòè óìîâè ñïðÿæåííÿ äëÿ v íà êðèâié γ, ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (9.2) â

ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ â îêîëi êðèâî¨. Ïiäñòàâèìî ðîçâèíåííÿ (9.3) äî ðiâíÿííÿ
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(9.2), ñêîðèñòàâøèñü çîáðàæåííÿì (7.11) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Çãàäóþ÷è, ùî

ρε(x) = ε−2q(rε) â îáëàñòi ωε, äëÿ ôóíêöi¨ w äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ −∂2
nw = λqw â

öèëiíäði Q = S × (−1, 1), äå n = r/ε. Âëàñíà ôóíêöiÿ uε ÿê åëåìåíò îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tε çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

[uε]−ε = 0, [uε]ε = 0, [∂ruε]−ε = 0, [∂ruε]ε = 0, (9.4)

äå [ · ]t � ñòðèáîê ôóíêöi¨ íà êðèâié γt. Çâiäñè ìà¹ìî

v− = w( · ,−1), v+ = w( · , 1), ∂nw( · ,−1) = 0, ∂nw( · , 1) = 0,

äå v± � îäíîñòîðîííi ñëiäè ôóíêöi¨ v êðèâié γ, òîáòî v± = v|γ±. Òîìó ôîðìàëüíî
÷èñëî λ òà ïàðà ôóíêöié (v, w) çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷ó

−∆v + av = λρv â Ω \ γ, `v = 0 íà ∂Ω, (9.5)

−∂2
nw = λqw â Q, ∂nw(s,−1) = 0, ∂nw(s, 1) = 0, (9.6)

v− = w(s,−1), v+ = w(s, 1), s ∈ S, (9.7)

ÿêó äàëi íàçèâàòèìåìî ãðàíè÷íîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ.

Ââåäåìî îïåðàòîðè

Å = ρ−1(−∆ + a) â L2(ρ,Ω), dom Å = {f ∈ W 2
2 (Ω \ γ) : `f = 0 íà ∂Ω},

B = −q−1∂2
n â L2(q,Q), domB =

{
g ∈ W 2,0

2 (Q) : ∂ng( · ,−1) = ∂ng( · , 1) = 0
}
,

äå W 2,0
2 (Q) � àíiçîòðîïíèé ïðîñòið Ñîáîë¹âà

W 2,0
2 (Q) =

{
g ∈ L2(Q) : ∂kng ∈ L2(Q) äëÿ k = 1, 2

}
.

Â ïðîñòîði L = L2(ρ,Ω)× L2(q,Q) ìè ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé îïåðàòîð

P =

(
Å 0

0 B

)
, domP =

{
(f, g) ∈ dom Å× domB :

f− = g( · ,−1), f+ = g( · , 1)
}
.

Òåïåð çàäà÷ó (9.5)�(9.7) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi Pu = λu, äå ÷åðåç u ïîçíà-

÷åíî âåêòîð (v, w)>. Íàäàëi ïèñàòèìåìî (v, w), îïóñêàþ÷è çíàê òðàíñïîíóâàííÿ.
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Îïåðàòîð P íåñàìîñïðÿæåíèé, áî áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ äàþòü

P∗ =

(
A 0

0 B̊

)
, domP∗ =

{
(f, g) ∈ domA×W 2,0

2 (Q) :

∂rf
− = −∂ng( · ,−1), ∂rf

+ = ∂ng( · , 1)
}
.

Òóò A � çâóæåííÿ îïåðàòîðà Å íà îáëàñòü domA = {f ∈ dom Å : f = 0 íà γ}, à
B̊ � ðîçøèðåííÿ B íà âåñü ïðîñòið W 2,0

2 (Q). ×åðåç ∂rf± ïîçíà÷åíi îäíîñòîðîííi

ñëiäè íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f íà γ. Ãðàíè÷íà çàäà÷à íå ìà¹ ñàìîñïðÿæåíî¨

ðåàëiçàöi¨, áî, ÿê ìè ïîêàæåìî, îïåðàòîð P ìà¹ êîðåíåâi âåêòîðè, à îòæå, íå ¹

ïîäiáíèì äî ñàìîñïðÿæåíîãî.

Ñïåêòð ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà

Îïèøåìî ñïåêòð îïåðàòîðà P , ÿêèé áóäå ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ äëÿ âëàñíèõ çíà-

÷åíü çàäà÷i (9.2) ïðè m = 2.

Ëåìà 9.1. Ñïåêòð îïåðàòîðà B ¹ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ äiéñíèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü íåñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi. ×èñëî λ íàëåæèòü äî ñïåêòðó σ(B) òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

y′′ + λq(n)y = 0, n ∈ (−1, 1), y′(−1) = 0, y′(1) = 0. (9.8)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî îïåðàòîð B ¹ ñàìîñïðÿæåíèì. Ðiâíÿííÿ (B−λ)φ = g

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

−∂2
nφ+ λq(n)φ = q(n)g(s, n) â Q, ∂nφ(s,−1) = 0, ∂nφ(s, 1) = 0

ç ïàðàìåòðîì s ∈ S. Êîëè λ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì (9.8), òî çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê φ(s, · ) äëÿ âñiõ ôóíêöié g(s, · ) ∈ L2(−1, 1) i ìàéæå âñiõ s ∈ S. Äî òîãî
æ φ íàëåæèòü äî L2(q,Q), ùî âèïëèâà¹ iç çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ÷åðåç ôóíêöiþ

�ðiíà. Òîìó äëÿ òàêîãî λ iñíó¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð (B − λ)−1. ßêùî æ λ �

âëàñíå çíà÷åííÿ (9.8) ç âëàñíîþ ôóíêöi¹þ y, òî íàøà çàäà÷à, âçàãàëi êàæó÷è,

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíå ÿäðî âiäïîâiäíî¨ îäíîði-

äíî¨ çàäà÷i, ïîðîäæåíå ôóíêöiÿìè âèãëÿäó b(s)y(n), äå b ∈ L2(γ). Îòæå, ñïåêòð

îïåðàòîðà B ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (9.8), à âiäïîâiäíi âëàñíi

ïiäïðîñòîðè íåñêií÷åííîâèìiðíi.
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Òåîðåìà 9.1. Ñïåêòð P äiéñíèé, äèñêðåòíèé, à òàêîæ σ(P) = σ(A) ∪ σ(B).

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ðåçîëüâåíòó P â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

(Å − µ)v = f , (B − µ)w = g äëÿ çàäàíèõ µ ∈ C, f ∈ L2(ρ,Ω) òà g ∈ L2(q,Q).

Äðóãå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê w = Rµ(B)g, êîëè µ ∈ %(B). Òîäi v ¹

ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

−∆v + av − µρv = ρf â Ω \ γ, `v = 0 íà ∂Ω,

v− = w( · ,−1), v+ = w( · , 1).
(9.9)

Ââåäåìî îïåðàòîð T (µ) : W 2
2 (Q)→ L2(ρ,Ω), ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

−∆φ+ aφ− µρφ = 0 â Ω \ γ, `φ = 0 íà ∂Ω,

φ− = ψ( · ,−1), φ+ = ψ( · , 1)
(9.10)

äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈ W 2
2 (Q). Êîëè µ ∈ %(A), òî çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

φ = T (µ)ψ, à îòæå, îïåðàòîðè T (µ) îáìåæåíi íà %(A). Ïîäàìî v ÿê ñóìó ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ â (9.9), ïiäïîðÿäêîâàíîãî îäíîðiäíèì êðàéîâèì óìîâàì íà γ±, i ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (9.10) ç ψ = w. Òîìó, êîëè µ ∈ %(A) ∩ %(B), ìè äiñòà¹ìî

v = Rµ(A)f + T (µ)w = Rµ(A)f + T (µ)Rµ(B)g.

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ðåçîëüâåíòó P ó âèãëÿäi

Rµ(P) =

(
Rµ(A) T (µ)Rµ(B)

0 Rµ(B)

)
.

Ðiâíiñòü σ(P) = σ(A) ∪ σ(B) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç öüîãî çîáðàæåííÿ i òîãî,

ùî îïåðàòîðè T (µ) îáìåæåíi ïðè µ ∈ %(A). Ñïåêòð P äiéñíèé i äèñêðåòíèé, áî

îïåðàòîðè A i B ñàìîñïðÿæåíi ç êîìïàêòíèìè ðåçîëüâåíòàìè.

Íàñëiäîê 9.1. Ðåçîëüâåíòà P ¹ íåêîìïàêòíèì îïåðàòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà ëåìó 9.1 åëåìåíò Rµ(B) ìàòðèöi Rµ(P) ¹ íåêîìïàêòíèì

îïåðàòîðîì. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äðóãà ïîõiäíà ∂2
n íå ¹ åëiïòè÷íèì îïå-

ðàòîðîì íà äâîâèìiðíîìó ìíîãîâèäi Q.
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Ñòðóêòóðà âëàñíèõ i êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà

Âèâ÷èìî ñòðóêòóðó êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ Xµ îïåðàòîðà P . Íàãàäà¹ìî, ùî

Xµ = {h ∈ L : h ∈ ker(P − µ)k äëÿ äåÿêîãî k ∈ N},

òîáòî öå ïðîñòið, ïîðîäæåíèé óñiìà âëàñíèìè i êîðåíåâèìè âåêòîðàìè äëÿ âëàñ-

íîãî çíà÷åííÿ µ. ×åðåç X0
µ ïîçíà÷àòèìåìî âëàñíèé ïiäïðîñòið ker(P − µ).

Âèïàäîê λ ∈ σ(A) \ σ(B). Ñïåðøó øóêàòèìåìî âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà P ,
òîáòî íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè u = (v, w) ñèñòåìè

(Å− λ)v = 0, (B − λ)w = 0. (9.11)

Ïîçàÿê λ íå íàëåæèòü äî σ(B), òî ìà¹ìî w = 0. Òîäi ç îãëÿäó íà óìîâè (9.7)

âiäðàçó äiñòà¹ìî v|γ = 0. Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî v ìóñèòü áóòè âëàñíîþ

ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà A, ÿêà âiäïîâiäà¹ λ. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà

ìàþòü ñêií÷åííó êðàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî λ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì êðàòíîñòi

K, à V1,. . . ,VK � âëàñíi ôóíêöi¨ A òàêi, ùî∫
Ω

ρViVj dx = δij, i, j = 1, . . . , K. (9.12)

Òóò δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îòæå, âëàñíèé ïiäïðîñòið X0
λ ïîðîäæóþòü âåêòîðè

u1 = (V1, 0), u2 = (V2, 0), . . . , uK = (VK , 0). (9.13)

Êîðåíåâi âåêòîðè ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (P−λ)u∗ = u, äå u�

âëàñíèé âåêòîð P . Ïðîòå òàêèõ âåêòîðiâ u∗ = (v∗, w∗) íåìà¹, áî äðóãi êîìïîíåíòè

âëàñíèõ âåêòîðiâ uk ¹ íóëüîâèìè i ç ðiâíÿííÿ (B−λ)w∗ = 0 äiñòà¹ìî, ùî w∗ = 0.

Òîìó ôóíêöiÿ v∗ ìàëà á áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (A− λ)v∗ = v, äå v � âëàñíà

ôóíêöiÿ A. Ïðîòå îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íåñóìiñíå, áî îïåðàòîð A ñàìîñïðÿæåíèé.

Âèïàäîê λ ∈ σ(B)\σ(A). ßêùî λ íàëåæèòü äî ñïåêòðó îïåðàòîðà B, òî çãiäíî ç

ëåìîþ 9.1 öå ÷èñëî ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (9.8). Íåõàé y

� âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ öi¹¨ çàäà÷i, ÿêó íîðìó¹ìî óìîâîþ y(−1) = 1. Çàóâà-

æèìî, ùî âåëè÷èíè y(−1) i y(1) âiäìiííi âiä íóëÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ âëàñíî¨ ôóíêöi¨

çàäà÷i (9.8). Ââåäåìî òàêîæ ïîçíà÷åííÿ θ = y(1). Òîäi B ìà¹ çëi÷åííó ìíîæèíó
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ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ ôóíêöié
{
bj(s)y(n)

}∞
j=1

, äå {bj}∞j=1 � áàçà ïðîñòîðó

L2(γ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëàäêèõ ôóíêöié. Ïîêëàäåìî u = (v(x), b(s)y(n)). Òåïåð

ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9.11) ðàçîì ç óìîâàìè (9.7) ïîðîäæóþòü çàäà÷ó

−∆v + av = λρv â Ω \ γ, `v = 0 íà ∂Ω, v− = b, v+ = θb íà γ, (9.14)

ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ b ∈ C∞(γ), áî λ 6∈ σ(A). Çàóâàæèìî, ùî

ôóíêöiÿ b íåíóëüîâà, áî âåêòîð u ìà¹ áóòè íåíóëüîâèì. Çíàéøîâøè ðîçâ'ÿçêè vj

çàäà÷i (9.14) äëÿ åëåìåíòiâ b = bj ãëàäêî¨ áàçè â L2(γ), ìè ïîáóäó¹ìî çëi÷åííó

ìíîæèíó ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ

u1 = (v1, b1y), u2 = (v2, b2y), . . . , uj = (vj, bjy), . . . , (9.15)

îïåðàòîðà P äëÿ λ ∈ σ(B) \ σ(A). Êîðåíåâèõ âåêòîðiâ u∗ = (v∗, w∗) â öüîìó âè-

ïàäêó íåìà¹, áî äëÿ íåíóëüîâèõ ôóíêöié b ðiâíÿííÿ (B−λ)w∗ = by ¹ íåñóìiñíèì

÷åðåç ñàìîñïðÿæåíiñòü îïåðàòîðà B. Îòæå, Xλ = X0
λ i dimXλ =∞.

Âèïàäîê λ ∈ σ(A)∩σ(B). Êîëè λ íàëåæèòü äî σ(B), òî âëàñíi âåêòîðè îïåðàòî-

ðà P ìàþòü âèãëÿä (v(x), b(s)y(n)), äå v � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.14), à b � âiäìiííà

âiä íóëÿ äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ íà γ. Ïðîòå â öüîìó ðàçi âèíèêà¹ ïðîáëåìà ç

iñíóâàííÿì ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (9.14), áî λ ¹ òî÷êîþ ñïåêòðó σ(A).

Ëåìà 9.2. Íåõàé λ � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A êðàòíîñòi K, à âëàñíi

ôóíêöi¨ V1, . . . , VK çàäîâîëüíÿþòü óìîâó îðòîíîðìîâàíîñòi (9.12). Òîäi äëÿ êî-

æíî¨ ïàðè ôóíêöié f ∈ L2(Ω) i b± ∈ W 3/2
2 (γ) çàäà÷à

−∆v + av = λρv + f â Ω \ γ, `v = 0 íà ∂Ω, v− = b−, v+ = b+ (9.16)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç êëàñó W 2
2 (Ω \ γ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè∫

γ

(
b+∂rV

+
k − b−∂rV

−
k

)
dγ +

∫
Ω

fVk dx = 0 (9.17)

äëÿ âñiõ k = 1, . . . , K.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì àëüòåðíàòèâè Ôðåäãîëüìà äëÿ ñàìîñïðÿ-

æåíîãî îïåðàòîðà A ç êîìïàêòíîþ ðåçîëüâåíòîþ. Óìîâè (9.17) ìîæíà îòðèìàòè,

ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ â (9.16) ïî ÷åðçi íà ôóíêöi¨ V1, . . . , VK i ïðîiíòåãðóâàâøè

äâi÷i ÷àñòèíàìè ç âðàõóâàííÿì êðàéîâèõ óìîâ.
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Çàñòîñó¹ìî ëåìó 9.2 äî çàäà÷i (9.14). Öÿ çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè äëÿ óñiõ k = 1, . . . , K âèêîíóþòüñÿ óìîâè (b,Ψk)L2(γ) = 0, äå

Ψk = θ ∂rV
+
k − ∂rV

−
k . (9.18)

ßêùî ÷åðåçHλ ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið â L2(γ), ïîðîäæåíèé ôóíêöiÿìè Ψ1, . . . ,ΨK ,

òî óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (9.14) ¹ ôàêòè÷íî óìîâîþ îðòîãîíàëüíîñòi

ôóíêöi¨ b äî ïðîñòîðó Hλ. Òàêå ôîðìóëþâàííÿ óìîâè ñóìiñíîñòi ¹ íàâiòü òî÷íi-

øå, áî ñåðåä ôóíêöié Ψ1, . . . ,ΨK ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ëiíiéíî çàëåæíi i òîìó ñåðåä

K óìîâ (b,Ψk)L2(γ) = 0 ìîæóòü áóòè çàéâi ðiâíîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ÿê i ó âèïàäêó ñòðóíè, îïåðàòîð A ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ

îïåðàòîðiâ íà ïiäîáëàñòÿõ Ωout òà Ωin. À ñàìå, A = A− ⊕ A+, äå

A− = ρ−1(−∆ + a), domA− = {f ∈ W 2
2 (Ωout) : `f = 0 íà ∂Ω, f = 0 íà γ},

A+ = ρ−1(−∆ + a), domA+ = {f ∈ W 2
2 (Ωin) : f = 0 íà γ}.

Òîìó σ(P) = σ(A−) ∪ σ(A+) ∪ σ(B).

Ëåìà 9.3. Ïðèïóñòèìî, ùî λ � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A = A−⊕A+, à k±

� êðàòíîñòi λ â ñïåêòðàõ îïåðàòîðiâ A± âiäïîâiäíî. Òîäi dimHλ > max(k−, k+).

Äîâåäåííÿ. Áàçó ó âëàñíîìó ïðîñòîði A ìîæåìî âèáðàòè òàê, ùîá âëàñíi ôóíêöi¨

V1, . . . , Vk+ áóëè íåëüîâèìè â ïiäîáëàñòi Ωout, à ðåøòà k− = K − k+ âëàñíèõ

ôóíêöié Vk++1, . . . , VK � íóëüîâèìè â Ωin. Òîäi Hλ ¹ ëiíiéíî¨ îáîëîíêîþ ôóíêöié

∂rV
+

1 , . . . , ∂rV
+
k+
, ∂rV

−
k++1, . . . , ∂rV

−
K . (9.19)

Öi ïîõiäíi, âçàãàëi êàæó÷è, ìîæóòü áóòè ëiíiéíî çàëåæíèìè â L2(γ), àëå ïåðøi k+

ïîõiäíèõ çàâæäè ëiíiéíî íåçàëåæíi, ÿê i îñòàííi k−. Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî

∂rV
+

1 , . . . , ∂rV
+
k+

ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi á iñíóâàëà òàêà âëàñíà ôóíêöiÿ v çàäà÷i

−∆v + av = λρv â Ωin, v = 0 íà ∂Ωin, ùî ∂rv = 0 íà Ωin. À öå íåìîæëèâî. Òàêi

æ ìiðêóâàííÿ ìîæíà çàñòîñóâàòè äî äðóãî¨ ãðóïè âëàñíèõ ôóíêöié.

Íåõàé ïðîñòið Hλ ìà¹ âèìiðíiñòü d, à ãëàäêà áàçà {bj}∞j=1 â L2(γ) âèáðàíà òàê,

ùî b1, . . . , bd ¹ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Hλ. Íåõàé vj � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.14) ïðè

b = bj ∈ H⊥λ , ÿêèé îðòîãîíàëüíèé â L2(ρ,Ω) âëàñíèì ôóíêöiÿì V1, . . . , VK . Òîäi

(V1, 0), . . . , (VK , 0), (vd+1, bd+1y), (vd+2, bd+2y), . . . (9.20)
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� çëi÷åííà ìíîæèíà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà P . Îòæå,
ïðîñòið X0

λ íåñêií÷åííîâèìiðíèé.

Â öüîìó âèïàäêó iñíóþòü êîðåíåâi âåêòîðè u∗ = (v∗, w∗), ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (P − λ)u∗ = u ç âëàñíèì âåêòîðîì u = (v, w) â ïðàâié ÷àñòèíi. Ìà¹ìî

−∆v∗ + av∗ = λρv∗ + ρv â Ω \ γ, `v∗ = 0 íà ∂Ω, (9.21)

−∂2
nw∗ = λqw∗ + qw â Q, ∂nw∗( · ,−1) = 0, ∂nw∗( · , 1) = 0, (9.22)

v−∗ = w∗( · ,−1), v+
∗ = w∗( · , 1). (9.23)

Öÿ çàäà÷à íåñóìiñíà ïðè w 6= 0, áî îïåðàòîð B ñàìîñïðÿæåíèé. Òîìó êîðåíåâi

âåêòîðè ïîâ'ÿçàíi ëèøå ç âåêòîðàìè (V1, 0), . . . , (VK , 0). Ïîêëàäåìî w = 0 òà

v = c1V1 + · · ·+ cKVK . Òîäi w∗(s, n) = b∗(s)y(n), à òàêîæ

−∆v∗ + av∗ = λρv∗ + ρ

K∑
j=1

cjVj â Ω \ γ, `v∗ = 0 íà ∂Ω, (9.24)

v−∗ = b∗, v+
∗ = θb∗. (9.25)

Çãiäíî ç ëåìîþ 9.2, çàäà÷à ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

c1 = (b∗,Ψ1)L2(γ), . . . , cK = (b∗,ΨK)L2(γ).

Ôóíêöiÿ v íåíóëüîâà, òîìó b∗ ìà¹ íåíóëüîâó ïðîåêöiþ íà Hλ. Òàêèìè ¹ ôóíêöi¨

b1, . . . , bd. Ïîêëàäåìî b∗ = bj äëÿ j = 1, . . . , d â çàäà÷i (9.24), (9.25) i îòðèìà¹ìî

æîðäàíîâi ëàíöþãè (V (j), 0) 7→ (v
(j)
∗ , bjy), äå V (j) = −

∑K
k=1(bj,Ψk)L2(γ)Vk.

Êîðåíåâèõ âåêòîðiâ âèùîãî ïîðÿäêó íåìà¹, áî âñi êîðåíåâi âåêòîðè ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ìàþòü íåíóëüîâó äðóãó êîìïîíåíòó, à òîìó ðiâíÿííÿ (B − λ)y∗ = bjy ¹

íåñóìiñíèì äëÿ bj 6= 0. Îòæå, êîðåíåâèé ïðîñòið Xλ ìà¹ áàçó, ÿêó ôîðìóþòü:

◦ d ëàíöþãiâ Æîðäàíà äîâæèíè 2

(V (1), 0) 7−→ (v(1)
∗ , b1y), . . . , (V (d), 0) 7−→ (v(d)

∗ , bdy); (9.26)

◦ ïîñëiäîâíiñòü âëàñíèõ âåêòîðiâ âèãëÿäó

(vd+1, bd+1y), (vd+2, bd+2y), . . . , (vj, bjy), . . . ; (9.27)
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◦ K − d âëàñíèõ âåêòîðiâ âèãëÿäó

(V (d+1), 0), . . . , (V (K), 0). (9.28)

Òóò V (1), . . . , V (K) � ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü

âëàñíîìó çíà÷åííþ λ.

Ïiäñóìó¹ìî óñþ îòðèìàíó iíôîðìàöiþ ïðî ñïåêòð, âëàñíi òà êîðåíåâi âåêòîðè

ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà P .

Òåîðåìà 9.2. Íåõàé Xλ � êîðåíåâèé ïðîñòið, à X0
λ � âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî

âiäïîâiäàþòü λ ∈ σ(P).

(i) ßêùî λ ∈ σ(A) \ σ(B), òî Xλ ñêií÷åííîâèìiðíèé, Xλ = X0
λ. Áàçó â Xλ

îïèñàíî â (9.13).

(ii) ×àñòèíà σ(B) \ σ(A) ñïåêòðó îïåðàòîðà P ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ çíà-

÷åíü λ íåñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi, ÿêèì âiäïîâiäàþòü âëàñíi ïðîñòîðè Xλ = X0
λ,

ïîðîäæåíi âåêòîðàìè (9.15).

(iii) Ïiäìíîæèíà σ(A) ∩ σ(B) ñïåêòðó P òåæ ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ çíà-

÷åíü λ íåñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi, ïðîòå Xλ 6= X0
λ. Â öüîìó ðàçi, îêðiì âëàñíèõ

âåêòîðiâ, iñíóþòü êîðåíåâi âåêòîðè ïåðøîãî ïîðÿäêó, à áàçîþ â Xλ ¹ ñèñòåìà

âåêòîðàìè, çàäàíà â (9.26)�(9.28). Âèìiðíiñòü ôàêòîð-ïðîñòîðó Xλ/X
0
λ íå ïå-

ðåâèùó¹ êðàòíîñòi λ â ñïåêòði îïåðàòîðà A, à ñàìå, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

max(k−, k+) 6 dimXλ/X
0
λ 6 k− + k+,

äå k− i k+ � êðàòíîñòi λ â ñïåêòðàõ A− i A+ âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð P çàâæäè ìà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ λ = 0 íåñêií÷åííî¨

êðàòíîñòi, áî 0 ∈ σ(B). Öå íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ ¹ íàéìåíøèì íåñêií÷åííî-

êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, îñêiëüêè îïåðàòîð B ¹ íåâiä'¹ìíèì. Âñi âiä'¹ìíi

âëàñíi çíà÷åííÿ, êîëè âîíè iñíóþòü, ìàþòü ñêií÷åííó êðàòíiñòü.

Ç ïîãëÿäó àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó (àëå íå ç ôiçè÷íîãî ïîãëÿäó) òî÷êè ñïåêò-

ðó îïåðàòîðà B, ÿêi ïîðîäæóþòü íåñêií÷åííîâèìiðíi iíâàðiàíòíi ïðîñòîðè äëÿ

P , ñõîæi íà ðåçîíàíñè íóëüîâî¨ åíåðãi¨ äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïîïåðåäíiõ

ðîçäiëiâ. Âëàñíi æ ôóíêöi¨ y çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (9.8) â öié ìîäåëi âiäiãðà-

þòü ðîëü �íàïiâçâ'ÿçíèõ ñòàíiâ�.
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9.1.2 Àñèìïòîòèêà ñïåêòðó çáóðåíîãî îïåðàòîðà

Àñèìïòîòèêà âëàñíèõ çíà÷åíü â îêîëi ìíîæèíè σ(B) \ σ(A)

Ðîçïî÷íåìî äîñëiäæåííÿ ç âèïàäêiâ, êîëè çáóðåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç íåñêií÷åííîêðàò-

íèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè. Ïîáóäó¹ìî àñèìïòîòèêó çëi÷åííî¨ ìíîæèíè âëàñíèõ

çíà÷åíü çàäà÷i (9.2) ïðè m = 2, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî λ0 ∈ σ(B)\σ(A). Øóêàòèìåìî

àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ âëàñíèõ åëåìåíòiâ ó âèãëÿäi

λε ∼ λ0+λ1ε+· · · , uε(x) ∼

v0(x) + εv1(x) + · · · , êîëè x ∈ Ω \ ωε,

w0(s,
r
ε) + εw1(s,

r
ε) + · · · , êîëè x ∈ ωε,

(9.29)

äå (v0, w0) � íåíóëüîâèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó Xλ0. Ùîá óçãîäèòè ðîçâèíåííÿ íà

γ±ε, çàïèøåìî ôóíêöi¨ vk â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ (s, n). Òîäi ç (9.4) äiñòàíåìî

w0(s,±1) + εw1(s,±1)− v0(s,±ε)− εv1(s,±ε) + · · · ∼ 0,

ε−1∂nw0(s,±1) + ∂nw1(s,±1)− ∂rv0(s,±ε)− ε∂rv1(s,±ε) + · · · ∼ 0.

Ðîçâèíåìî vk(s,±ε) òà ¨õíi ïîõiäíi â ðÿä Òåéëîðà â îäíîñòîðîííiõ îêîëàõ òî÷êè
n = 0 ïðè çàôiêñîâàíîìó s. Çðîçóìiëî, ùî w0( · ,±1) = v±0 òà ∂nw0( · ,±1) = 0,

áî (v0, w0) ∈ domP . Êðiì òîãî, w1( · ,±1) = v±1 ± ∂rv±0 òà ∂nw1( · ,±1) = ∂rv
±
0 .

Ïiäñòàâèìî ðîçâèíåííÿ (9.29) äî çàäà÷i (9.2) ïðè m = 2, âðàõóâàâøè çîáðà-

æåííÿ (7.11) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Òîäi äëÿ ïàðè (v1, w1) îòðèìà¹ìî çàäà÷ó

−∆v1 + av1 = λ0ρv1 + λ1ρv0 â Ω \ γ, `v1 = 0 íà ∂Ω, (9.30)

− ∂2
nw1 = λ0qw1 − κ∂nw0 + λ1qw0 â Q, (9.31)

∂nw1( · ,−1) = ∂rv
−
0 , ∂nw1( · , 1) = ∂rv

+
0 , (9.32)

v−1 = w1( · ,−1) + ∂rv
−
0 , v+

1 = w1( · , 1)− ∂rv+
0 (9.33)

ç âiëüíèì ïàðàìåòðîì λ1. Çàäà÷à (9.31), (9.32), âçàãàëi êàæó÷è, ¹ íåñóìiñíîþ,

áî λ0 ∈ σ(B). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ àëüòåðíàòèâîþ Ôðåäãîëüìà äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà, ïîâ'ÿçàíîãî iç çàäà÷åþ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (9.8). Íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ

óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (9.31), (9.32) ìàòèìå âèãëÿä

∂rv
−
0 − θλ0∂rv+

0 + κ
∫ 1

−1

∂nw0 y dn = λ1

∫ 1

−1

qw0y dn íà γ, (9.34)
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äå κ � êðèâèíà êðèâî¨ γ, y = y(n, λ0) � âëàñíà ôóíêöiÿ (9.8), y(−1, λ0) = 1, à

òàêîæ θλ0 = y(1, λ0). Ñïiââiäíîøåííÿ (9.34) ¹ ñïåêòðàëüíèì ðiâíÿííÿì âiäíîñíî

λ1 äëÿ äåÿêîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íà γ. Ââåäåìî â ïðîñòîði L2(γ)

äâà âiäîáðàæåííÿ òèïó Äiðiõëå-Íåéìàí. Íåõàé z � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆z + az = λρz â Ωout, z = ϕ íà γ, `z = 0 íà ∂Ω (9.35)

äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ϕ. Òîäi ïîêëàäåìî N−λ ϕ = ∂rz|γ, äå

domN−λ =
{
ϕ ∈ L2(γ) : z ∈ W 1

2 (Ωout) i ∂rz|γ ∈ L2(γ)
}
.

Òàêå îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ Äiðiõëå-Íåéìàí ââåäåíå â ïðàöi [242], äå i äîñëi-

äæåíî éîãî âëàñòèâîñòi. Ñõîæå âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ N+
λ ϕ = −∂rz|γ ç îáëà-

ñòþ âèçíà÷åííÿ domN+
λ =

{
ϕ ∈ L2(γ) : z ∈ W 1

2 (Ωin) i ∂rz|γ ∈ L2(γ)
}
, äå z �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆z + az = λρz â Ωin, z = ϕ íà γ. (9.36)

Îïåðàòîðè N±λ ïåðåòâîðþþòü óìîâè Äiðiõëå íà γ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ â óìîâè Íåéìàíà. Îáèäâà îïåðàòîðè ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíi, êîëè

λ 6∈ σ(A). Çíàê ìiíóñ â îçíà÷åííi N+
λ âêàçó¹ íà òå, ùî íàïðÿìîê îñi r çáiãà¹òüñÿ

ç âíóòðiøíüîþ íîðìàëëþ íà γ = ∂Ωin. Ó âèïàäêó, ÿêèé ìè àíàëiçó¹ìî, áàçà â

Xλ0 çàäàíà ñèñòåìîþ âåêòîðiâ (9.15), òîìó w0(s, n) = b0(s)y(n), à v0 � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (9.14) ïðè b = b0. Òîäi ∂rv−0 = N−λ0b0 òà ∂rv+
0 = −θλ0N+

λ0
b0. Îòæå, óìîâà

(9.34) íàáóâà¹ âèãëÿäó

N−λ0b0 + θ2
λ0
N+
λ0
b0 + κb0

∫ 1

−1

yy′ dn = λ1b0

∫ 1

−1

qy2 dn.

Çàóâàæèìî, ùî
∫ 1

−1 yy
′ dn = 1

2

∫ 1

−1(y
2)′ dn = 1

2

(
θ2
λ0
− 1
)
. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿì

πλ0 =
∫ 1

−1 qy
2(n, λ0) dn. Òîäi ðiâíiñòü (9.34) îñòàòî÷íî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Nλ0b0 = λ1b0, (9.37)

äå Nλ = π−1
λ

(
N−λ +θ2

λN
+
λ + 1

2 (θ2
λ−1)κ

)
. Âåëè÷èíè πλ òà θλ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó

âëàñíî¨ ôóíêöi¨ y = y(n, λ), áî âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ïðîñòi.

Ëåìà 9.4. Äëÿ âñiõ λ 6∈ σ(A) îïåðàòîð Nλ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, îáìåæåíèì çíèçó

i âií ìà¹ êîìïàêòíó ðåçîëüâåíòó.
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Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîðè N−λ i N+
λ ñàìîñïðÿæåíi, îáìåæåíi çíèçó i ìàþòü êîìïà-

êòíó ðåçîëüâåíòó [242]. Òîäi îïåðàòîð π−1
λ

(
N−λ + θ2

λN
+
λ

)
ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi,

áî êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äîäàòíi. Íàðåøòi, Nλ ¹ çáóðåííÿì öüîãî îïåðà-

òîðà îïåðàòîðîì ìíîæåííÿ íà äiéñíîçíà÷íó îáìåæåíó ôóíêöiþ 1
2πλ

(θ2
λ− 1)κ(s),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (9.37) ¹ îïåðàòîðíèì çàïèñîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

−∆v0 + av0 = λ0ρv0 â Ω \ γ, `v0 = 0 íà ∂Ω, (9.38)

v+
0 − θλ0v−0 = 0 íà γ, (9.39)

θλ0∂rv
+
0 − ∂rv−0 −

(
1
2 (θ2

λ0
− 1)κ − λ1πλ0

)
v−0 = 0 íà γ (9.40)

ç ïàðàìåòðîì λ1 â óìîâàõ ñïðÿæåííÿ. Çàäà÷à ¹ ïî¹äíàííÿì ðiâíîñòåé (9.5), (9.7)

i (9.34) iç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî w0(s, n) = v−0 (s)y(n).

Íåõàé {λ(k)
1 }∞k=1 � ñïåêòð îïåðàòîðà Nλ0. Âëàñíi çíà÷åííÿ Nλ0 äàþòü íàì

ìíîæèíó êîðåêòîðiâ â àñèìïòîòèöi λεk ∼ λ0 + ελ
(k)
1 òèõ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i

(9.2), íà ÿêi �ðîçïàäà¹òüñÿ� íåñêií÷åííîêðàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ0 îïåðàòîðà P .
Ùîá íå óñêëàäíþâàòè i òàê íåïðîñòèé àñèìïòîòè÷íèé àíàëiç çàäà÷i, ïðèïóñòèìî,

ùî ñïåêòð îïåðàòîðà Nλ0 ¹ ïðîñòèì, òîáòî ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê, êîëè λ0

âíàñëiäîê çáóðåííÿ ðîçñèïà¹òüñÿ íà çëi÷åííó êiëüêiñòü ïðîñòèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Íåõàé {b(k)}∞k=1 � îðòîíîðìîâàíà áàçà â L2(γ), ñêëàäåíà ç âëàñíèõ ôóíêöié Nλ0.

Âèáåðåìî êîðåêòîð λ(k)
1 i ïîêëàäåìî w0 = w(k) = b(k)y. Òîäi ôóíêöiÿ v0 = v(k)

áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (9.14) ç λ0 òà b(k) çàìiñòü λ òà b. Çàâäÿêè òàêîìó âèáîðó

(v(k), w(k)) çàäà÷à (9.31), (9.32) ñòà¹ ñóìiñíîþ, áî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9.37). Âîíà

âîëîäi¹ ðîçâ'ÿçêàìè w1(s, n) = ŵ
(k)
1 (s, n)+b1(s)y(n), äå b1 ∈ L2(γ), à ŵ(k)

1 � òàêèé

÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê, ùî∫ 1

−1

qyŵ
(k)
1 dn = 0 äëÿ âñiõ s ∈ S. (9.41)

Òåïåð ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.30), (9.33) ìîæíà çàïèñàòè òàê v1 = v̂
(k)
1 + ṽ1, äå v̂

(k)
1

(âiäïîâiäíî ṽ1) ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó

−∆φ+aφ = λρφ+λ
(k)
1 ρv(k) â Ω\γ, `φ = 0 íà ∂Ω, φ− = g−, φ+ = g+ (9.42)

ç óìîâàìè g± = ŵ
(k)
1 ( · ,±1) ∓ ∂nv(k)|γ± (âiäïîâiäíî g± = y(±1)b1). Äîäàíîê v̂

(k)
1

îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé, òîäi ÿê ṽ1 ðàçîì ç b1 ìè âèáåðåìî íèæ÷å.
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Íåõàé a0(s) = a(s, 0). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ (v2, w2) â àñèìïòîòèöi uε:

−∆v2 + av2 = λ0ρv2 + λ1ρv1 + λ2ρv0 â Ω \ γ, `v2 = 0 íà ∂Ω, (9.43)

− ∂2
nw2 = λ0qw2 − (κ∂n − λ1q)w1 − (κ2n∂n − ∂2

s + a0 − λ2q)w0 â Q, (9.44)

∂nw2( · ,−1) = ∂rv
−
1 − ∂2

rv
−
0 , ∂nw2( · , 1) = ∂rv

+
1 + ∂2

rv
+
0 , (9.45)

v−2 = w2( · ,−1) + ∂rv
−
1 − ∂2

rv
−
0 , v+

2 = w2( · , 1)− ∂rv+
1 − ∂2

rv
+
0 . (9.46)

Ñõîæèìè ìiðêóâàííÿìè äiñòà¹ìî óìîâó ñóìiñíîñòi äëÿ çàäà÷i (9.44), (9.45)

(Nλ0 − λ
(k)
1 )b1 = λ2b

(k) + h
(k)
1 , (9.47)

äå ïðàâà ÷àñòèíà âèçíà÷åíà ÷åðåç óæå âiäîìi âåëè÷èíè

h
(k)
1 = θλ0

(
∂rv̂

(k)
1 |γ+ + ∂2

rv
(k)|γ+

)
− ∂rv̂(k)

1 |γ− + ∂2
rv

(k)|γ−−

−
∫ 1

−1

(κ∂n − λ(k)
1 q)yŵ

(k)
1 dn−

∫ 1

−1

(
κ2nyy′ b(k) − (∂2

sb
(k) − a0b

(k))y2
)
dn. (9.48)

Ïîçàÿê λ(k)
1 ¹ ïðîñòèì âëàñíèì çíà÷åííÿì Nλ0, òî íàñòóïíèé êîðåêòîð â àñèìïòî-

òèöi âëàñíîãî çíà÷åííÿ îá÷èñëþ¹ìî ç óìîâè ñóìiñíîñòi λ(k)
2 = −(h

(k)
1 , b(k))L2(γ) äëÿ

ðiâíÿííÿ (9.47). Äî òîãî æ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê b(k)
1 öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ïiä-

ïîðÿäêîâàíèé óìîâi (b
(k)
1 , b(k))L2(γ) = 0. Äàëi îñòàòî÷íî çíàõîäèìî v(k)

1 , âèáðàâøè

ṽ1 ÿê ðîçâ'ÿçîê (9.42) ç óìîâàìè g± = y(±1)b
(k)
1 . Âèêîíàííÿ óìîâè (9.47) äîçâî-

ëÿ¹ íàì ïî÷åðãîâî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i (9.44), (9.45) òà (9.43), (9.46) i çíàéòè w(k)
2

òà v(k)
2 . Çà òàêèì àëãîðèòìîì ìîæíà ïîñëiäîâíî ïîáóäóâàòè âñi ÷ëåíè àñèìï-

òîòè÷íèõ ðîçâèíåíü (9.29). Ìè æ îáìåæèìîñÿ ôîðìàëüíèìè àñèìïòîòè÷íèìè

ôîðìóëàìè

Λ(k)
ε = λ0 + λ

(k)
1 ε+ λ

(k)
2 ε2 + λ

(k)
3 ε3, (9.49)

û(k)
ε (x) =

v
(k)
0 (x) + εv

(k)
1 (x) + ε2v

(k)
2 (x) + ε3v

(k)
3 (x) â Ω \ ωε,

w
(k)
0 (s, rε) + εw

(k)
1 (s, rε) + ε2w

(k)
2 (s, rε) + ε3w

(k)
3 (s, rε) â ωε

(9.50)

äî ÷ëåíiâ ïîðÿäêó O(ε3), çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïîáóäó¹ìî êâàçiìîäè îïåðàòîðà Tε.

Ôóíêöi¨ v(k)
j i w(k)

j ¹ ãëàäêèìè çà ïîáóäîâîþ, áî ãëàäêèìè ¹ êîåôiöi¹íòè a, ρ

i q. Ïðîòå ôóíêöiÿ û(k)
ε , âçàãàëi êàæó÷è, íå íàëåæèòü äî domTε, áî ìà¹ ðîçðèâè
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íà ∂ωε. Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôóíêöi¹þ ζ, ÿêà îïèñàíà íà ñòîð. 240 i çîáðàæåíà

íà ðèñ. 7.4. Ïîêëàäåìî

η(k)
ε =

(
[û(k)
ε ]ε + [∂rû

(k)
ε ]ε (r − ε)

)
ζ(r − ε)+

+
(
[û(k)
ε ]−ε + [∂rû

(k)
ε ]−ε (r + ε)

)
ζ(−r − ε). (9.51)

Öÿ ôóíêöiÿ âiäìiííà âiä íóëÿ ëèøå â ωβ+ε\ωε i ðàçîì ç ïîõiäíîþ ∂rη(k)
ε ìàþòü òàêi

æ ðîçðèâè íà ìåæi ωε, ÿê ôóíêöi¨ û
(k)
ε òà ∂rû

(k)
ε âiäïîâiäíî. Òîìó U (k)

ε = û
(k)
ε −η(k)

ε

íàëåæèòü äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tε. Äî òîãî æ ìà¹ìî îöiíêó

sup
x∈Ω\ωε

(
|η(k)
ε (x)|+ |∆η(k)

ε (x)|
)
6 cε3, (9.52)

ÿêà âèïëèâà¹ ç ìàëîñòi ñòðèáêiâ û(k)
ε , ∂rû

(k)
ε âçäîâæ ∂ωε. Çà ïîáóäîâîþ àñèìïòî-

òèêè óñi ñòðèáêè ¹ ïîðÿäêó O(ε3) ïðè ε→ 0.

Ëåìà 9.5. Íåõàé m = 2. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k ïîáóäîâàíà âèùå ïàðà

(Λ
(k)
ε , ‖U (k)

ε ‖−1
L2(ρε,Ω)U

(k)
ε ) ¹ êâàçiìîäîþ îïåðàòîðà Tε ç ïîõèáêîþ O(ε2) ïðè ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ôîðìóë îïóñêàòèìåìî iíäåêñ k â òàêèõ ïîçíà÷åí-

íÿõ, ÿê (Λ
(k)
ε , U

(k)
ε ), v(k)

j , w(k)
j ÷è λ(k)

j . Íåõàé Fε = (Tε − Λε)Uε. Òîäi, âðàõóâàâøè

ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié vj, ïîçà çàìèêàííÿì ìíîæèíè ωε ìàòèìåìî

Fε = (−∆ + a− Λερ)Uε =
3∑
j=0

εj(−∆vj + avj − ρ
j∑
i=0

λivj−i)+

+ ∆ηε − aηε + Λερηε = ∆ηε − aηε + Λερηε.

Òîìó supx∈Ω\ωε |Fε(x)| 6 c1ε
3 çãiäíî ç (9.52). Ç îãëÿäó íà çîáðàæåííÿ (7.11) ìà¹ìî

∆ − a + ε−2Λεq =
∑3

j=0 ε
j−2pj + ε2Pε − aε, äå p0 = ∂2

n + λ0q, p1 = −κ∂n + λ1q,

p2 = −nκ2∂n + ∂2
s − a(s, 0) +λ2q, p3 = 2nκ∂2

s +nκ′∂s−n2κ3∂n−na(s, 0)∂n +λ3q,

à òàêîæ aε(s, n) = a(s, εn)− a(s, 0)− εn∂na(s, 0). Òîäi â îáëàñòi ωε äiñòà¹ìî

Fε = (−∆ + a− ε−2Λεq)Uε =
3∑
j=0

εj−2

j−i∑
i=0

piwj−i − ε2PεUε + aε = −ε2PεUε + aε,

áî ôóíêöi¨ w0, . . . , w3 ðîçâ'ÿçóþòü ðiâíÿííÿ
j−i∑
i=0

piwj−i = 0. Òåïåð ìà¹ìî

sup
x∈ωε
|Fε(x)| = ε2 sup

x∈ωε
|PεUε(x)|+ sup

x∈ωε
|aε(x)| 6 c2ε

2.
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Îòæå, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖Fε‖2
L2(ρε,Ω) 6

∫
Ω\ωε

ρ|Fε|2 dx+ ε−2

∫
ωε

q|Fε|2 dx 6 c3ε
6 + c4|ωε|ε2 6 c5ε

3.

Îñíîâíèé âíåñîê â L2(ρε,Ω)-íîðìó ôóíêöi¨ Uε äà¹ iíòåãðàë ε−2
∫
ωε
q|w0|2 dx, ÿêèé

¹ ïîðÿäêó O(ε−1) ïðè ε → 0. Òîìó ‖Uε‖L2(ρε,Ω) > c6ε
−1/2 äëÿ ìàëèõ ε, òîáòî

‖Uε‖−1
L2(ρε,Ω) 6 c7ε

1/2. Îñòàííÿ íåðiâíiñòü òà îöiíêà ‖Fε‖L2(ρε,Ω) 6 c8ε
3/2 äàþòü

‖Uε‖−1
L2(ρε,Ω)‖(Tε − Λε)Uε‖L2(ρε,Ω) = ‖Uε‖−1

L2(ρε,Ω)‖Fε‖L2(ρε,Ω) 6 c9ε
2, (9.53)

ùî äîâîäèòü ëåìó.

l0

le,1

e

l

le,2

le,k

Ðèñ. 9.1: Áiôóðêàöiÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ0 ∈ σ(B) \ σ(A).

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé λ0 � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà P ç ìíîæèíè σ(B)\σ(A).

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòð {λ(k)
1 }k∈N îïåðàòîðà Nλ0 ¹ ïðîñòèì. Òîäi â ñïåêòði

îïåðàòîðà Tε ïðè m = 2 iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü λεk, k ∈ N,
ÿêi çáiãàþòüñÿ äî λ0 i âîëîäiþòü àñèìïòîòèêîþ

λεk = λ0 + ελ
(k)
1 +O(ε2) ïðè ε→ 0. (9.54)

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî I ∈ N. Ç îãëÿäó íà ëåìè 5.2 i 9.5 iñíóþòü òàêi

âëàñíi çíà÷åííÿ λε,1, . . . , λε,I îïåðàòîðà Tε, ùî

|λεk − Λ(k)
ε | = |λεk − (λ0 + λ

(k)
1 ε+ λ

(k)
2 ε2 + λ

(k)
3 ε3)| 6 ckε

2

äëÿ k = 1, 2, . . . , I òà ìàëèõ ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|λεk − λ0 − ελ(k)
1 | 6 CIε

2 (9.55)

287



äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ CI , çàëåæíî¨ ëèøå âiä I. Óñi öi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ ïîïàðíî

ðiçíèìè. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê i ÿêåñü âëàñíå çíà÷åííÿ λε îïåðàòîðà Tε

çàäîâîëüíÿ¹ îäíî÷àñíî äâi íåðiâíîñòi, íàïðèêëàä, êîëè k = 1 i k = 2. Òîäi λε −
λ0 − ελ

(1)
1 6 CIε

2 i λ0 + ελ
(2)
1 − λε 6 CIε

2. Äîäàâøè öi íåðiâíîñòi, äiñòàíåìî

λ
(2)
1 −λ

(1)
1 6 2CIε äëÿ âñiõ ε äîñòàòíüî ìàëèõ. Ïðîòå öå íåìîæëèâî, áî ñïåêòð Nλ0

ïðîñòèé, à òîìó λ(1)
1 < λ

(2)
1 . Íåõàé δεI = εmaxk=1,...,I |λ(k)

1 | + CIε
2. Òîäi iíòåðâàë

[λ0 − δεI , λ0 + δεI ] ìiñòèòü ïðèíàéìíi I ðiçíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Tε ç

àñèìïòîòèêîþ (9.54). Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî ÷èñëî I äîâiëüíå.

Àñèìïòîòèêà âëàñíèõ çíà÷åíü â îêîëi ìíîæèíè σ(A) ∩ σ(B)

ßêùî ïåðåòèí σ(A) ∩ σ(B) íåïîðîæíié, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 9.2 îïåðàòîð P
âîëîäi¹ êîðåíåâèìè âåêòîðàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Â ñòðóêòóði îïåðàòîðà ïðèñóòíi

æîðäàíîâi êëiòêè ðîçìiðó 2, òîìó àñèìïòîòèêà âëàñíèõ åëåìåíòiâ ìàòèìå âèãëÿä

λε ∼ λ0 + λ1/2ε
1/2 + λ1ε+ · · · , (9.56)

uε(x) ∼

v0(x) + ε1/2v1/2(x) + εv1(x) + · · · , êîëè x ∈ Ω \ ωε,

w0(s,
r
ε) + ε1/2w1/2(s,

r
ε) + εw1(s,

r
ε) + · · · , êîëè x ∈ ωε.

(9.57)

Ãîëîâíèìè ÷ëåíàìè àñèìïòîòèêè ¹ âëàñíå çíà÷åííÿ λ0 ∈ σ(A)∩σ(B) òà íåíóëüî-

âèé åëåìåíò (v0, w0) âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó X0
λ0
, ïîðîäæåíîãî âåêòîðàìè (9.20).

Çîêðåìà, w0(s, n) = b0(s)y(n), äå y � âëàñíà ôóíêöiÿ çàäà÷i (9.8), ùî âiäïîâi-

äà¹ λ0 i ïiäïîðÿäêîâàíà óìîâi y(−1) = 1, à b0 � äåÿêà ôóíêöiÿ ç L2(γ). Íåõàé

θλ0 = y(1). Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâèíåííÿ â çàäà÷ó (9.2) ïðè m = 2, äiñòàíåìî

−∆v1/2 + av1/2 = λ0ρv1/2 + λ1/2ρv0 â Ω \ γ, `v1/2 = 0 íà ∂Ω, (9.58)

− ∂2
sw1/2 = λ0qw1/2 + λ1/2qw0 â Q, (9.59)

∂nw1/2( · ,−1) = 0, ∂nw1/2( · , 1) = 0, (9.60)

v−1/2 = w1/2( · ,−1), v+
1/2 = w1/2( · , 1). (9.61)

Ðiâíÿííÿ (9.59) â öèëiíäði Q ðàçîì ç êðàéîâèìè óìîâàìè (9.60) ìîæíà çàïèñàòè

òàê (B − λ0)w1/2 = λ1/2b0y. Ïîçàÿê B ñàìîñïðÿæåíèé, òî ðîçâ'ÿçîê w1/2 iñíó¹

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

λ1/2b0 = 0. (9.62)
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Öÿ óìîâà ¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ â íàøîìó àñèìïòîòè÷íîìó àëãîðèòìi.

Àñèìïòîòèêè çà öiëèìè ñòåïåíÿìè: âèïàäîê w0 6= 0. Ïðèïóñòèìî ñïåð-

øó, ùî ôóíêöiÿ b0 âiäìiííà âiä íóëÿ, i òîäi λ1/2 = 0. Â öüîìó ðàçi çàäà÷à (9.58)�

(9.61) çáiãà¹òüñÿ iç çàäà÷åþ (9.5)�(9.7), à (v1/2, w1/2) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó X0
λ0
.

Ïîêëàäåìî (v1/2, w1/2) = 0, ââàæàþ÷è, ùî öåé âåêòîð óâiéøîâ â ãîëîâíèé ÷ëåí

àñèìïòîòèêè. Äî òîãî æ ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ó ðîçâèíåííÿõ (9.56), (9.57)

âñi êîåôiöi¹íòè λj/2, (vj/2, wj/2) ç ïiâöiëèìè iíäåêñàìè íóëüîâi. Òîáòî ó âèïàä-

êó λ1/2 = 0 ìè ïîâåðòà¹ìî äî öiëîñòåïåíåâî¨ àñèìïòîòèêè (9.29), õî÷à àëãîðèòì

¨¨ ïîáóäîâè ìàòèìå äåÿêi çìiíè. Ði÷ ó òiì, ùî íàñòóïíi ÷ëåíè λ1, (v1, w1) ìîæíà

îòðèìàòè iç çàäà÷i (9.30)�(9.33), êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ¨¨ ñóìiñíîñòi (9.34). Ïðî-

òå òåïåð öþ óìîâó íå âäàñòüñÿ çàïèñàòè ÿê ñïåêòðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ îïåðàòîðà

Nλ0, áî âií íå âèçíà÷åíèé äëÿ λ0 çi ñïåêòðó îïåðàòîð A.

Ìè �ïðîäîâæèìî� ñiì'þ îïåðàòîðiâ Nλ íà ìíîæèíó σ(A), çâóçèâøè ïðîñòið,

íà ÿêîìó âîíè äiþòü. Çàóâàæèìî, ùî îáèäâi çàäà÷i (9.35) òà (9.36) ìàþòü ðîçâ'ÿçêè

i êîëè λ ∈ σ(A). Ôóíêöiÿ ϕ ìà¹ áóòè îðòîãîíàëüíîþ äî ïiäïðîñòîðó Hλ ⊂ L2(γ),

ÿêèé ïîðîäæåíèé ôóíêöiÿìè (9.18), ùî âèïëèâà¹ ç ëåìè 9.2. Â öüîìó âèïàäêó

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê z çàäà÷i (9.35) (÷è çàäà÷i (9.36)), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∂rz|γ ⊥ Hλ. Òîìó âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ òèïó Äiðiõëå-Íåéìàí M−
λ ϕ = ∂rz|γ

íà ïðîñòîði H⊥λ , äå z � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.35), ùî íàëåæèòü äî H⊥λ . Àíàëîãi÷íî,

ìè ââåäåìî âiäîáðàæåííÿ M+
λ ϕ = −∂rz|γ, äå z ∈ H⊥λ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.36).

Îáèäâà îïåðàòîðè êîðåêòíî âèçíà÷åíi äëÿ óñiõ λ ∈ C. Ôàêòè÷íî, ìè ìà¹ìî

M±
λ = (I − Pλ)N±λ (I − Pλ),

äå Pλ � îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà Hλ. Äî òîãî æ M±
λ = N±λ äëÿ λ ∈ C \ σ(A),

îñêiëüêè â öüîìó ðàçi Hλ = {0}. Óìîâà (9.34) íàáóâà¹ âèãëÿäó Mλ0b0 = λ1b0, äå

Mλ = π−1
λ

(
M−

λ + θ2
λM

+
λ + 1

2 (θ2
λ − 1)κ

)
.

Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Mλ ìà¹ òàêi æ âëàñòèâîñòi, ÿê Nλ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòð Mλ0 ïðîñòèé, à λ(k)
1 � k-òå âëàñíå çíà÷åííÿ Mλ ç

íîðìîâàíîþ â L2(γ) âëàñíîþ ôóíêöi¹þ b(k). Ïîêëàäåìî w0 = b(k)(s)y(n). Òàêîæ

íåõàé λ0 áóäå K-êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A ç âëàñíèì ïiäïðî-

ñòîðîì Vλ0. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ äåÿêèõ ôîðìóë ââåäåìî âåêòîð V = (V1, . . . , VK) ç
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âëàñíèõ ôóíêöié Vk, ïiäïîðÿäêîâàíèõ óìîâàì (9.12). Òîäi ãîëîâíèé ÷ëåí v0 = v
(k)
0

â ðîçâèíåííi (9.57) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (9.14) ïðè λ = λ0 òà b = b(k) i ìà¹ âèãëÿä

v
(k)
0 (x) = v̂

(k)
0 (x) + α0 ·V(x),

äå α0 � äîâiëüíèé âåêòîð ç RK , à v̂(k)
0 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (9.14) òàêèé, ùî

v̂
(k)
0 ⊥ Vλ0. Êðàïêà îçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â RK . Íèæ÷å ìè îäíîçíà÷íî âè-

çíà÷èìî v(k)
0 , îá÷èñëèâøè α0. Äàëi,

w1(s, n) = ŵ
(k)
1 (s, n) + b1(s)y(n), (9.63)

äå ŵ(k)
1 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (9.31), (9.32), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9.41), à b1

� äîâiëüíà L2(γ)-ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî b1 = g0 + g, äå g0 ∈ Hλ0 òà g ∈ H⊥λ0.
Òîäi çàäà÷à (9.30), (9.33) ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê

v1 = φ+ ψ + α1 ·V, α1 ∈ RK , (9.64)

äå φ òà ψ îá÷èñëþ¹ìî iç çàäà÷

−∆φ+ aφ = λ0ρφ â Ω \ γ, `φ = 0 íà ∂Ω, φ = y(±1) g íà γ±;

−∆ψ + aψ = λ0ρψ + λ
(k)
1 ρ

(
v̂

(k)
0 + α0 ·V

)
â Ω \ γ, `ψ = 0 íà ∂Ω,

ψ± = ŵ
(k)
1 ( · ,±1)∓ ∂rv̂(k)

0 + y(±1) g0 ∓ α0 · ∂rV íà γ

âiäïîâiäíî. À îñêiëüêè ôóíêöiÿ g îðòîãîíàëüíà äî Hλ0, òî ïåðøà çàäà÷à ñóìiñíà

i ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç V⊥λ0. Ùîäî äðóãî¨, òî óìîâó ¨¨ ñóìiñíîñòi ìîæíà çàïèñàòè òàê(
Cλ0 − λ

(k)
1

)
α0 = f , äå Cλ0 � êâàäðàòíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

cij =

∫
γ+

∂rVi ∂rVj dγ +

∫
γ−

∂rVi ∂rVj dγ, i, j = 1, . . . , K,

à f � âåêòîð ïðàâèõ ÷àñòèí ç êîìïîíåíòàìè

fi = λ
(k)
1

∫
Ω

ρv̂
(k)
0 Vi dx+

∫
γ+

(
ŵ

(k)
1 − ∂rv̂

(k)
0 + θλ0g0

)
∂rVi dγ−

−
∫
γ−

(
ŵ

(k)
1 + ∂rv̂

(k)
0 + g0

)
∂rVi dγ, i = 1, . . . , K.

Êîëè λ
(k)
1 íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì Cλ0, òî ïîêëàäåìî α0 =

(
Cλ0 − λ

(k)
1

)−1
f , ó

òàêèé ñïîñiá âèêîíàâøè óìîâó ñóìiñíîñòi çàäà÷i äëÿ ψ. Îòæå, äðóãà çàäà÷à òåæ
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âîëîäi¹ ðîçâ'ÿçêîì φ ∈ V⊥λ0. Çàóâàæèìî, ùî âåêòîð α0 ùå íå âèçíà÷åíèé, áî f

çàëåæèòü âiä íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ g0. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ çîáðàæåííÿìè (9.63), (9.64), à

òàêîæ òèì, ùî g ∈ H⊥λ0, i çàïèøåìî óìîâó ñóìiñíîñòi äëÿ (9.44), (9.45) ó âèãëÿäi

(Mλ0 − λ
(k)
1 )g = λ

(k)
2 b(k) + λ

(k)
1 g0 + h

(k)
1 , (9.65)

äå ôóíêöiÿ h(k)
1 çàäàíà â (9.48). Ùîá ðiâíÿííÿ (9.65) ìàëî ñåíñ, òðåáà çàáåçïå÷èòè

îðòîãîíàëüíiñòü éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè äî ïðîñòîðó Hλ0. Î÷åâèäíî, ùî b
(k) íàëå-

æèòü äî H⊥λ0. Äàëi, êîëè λ
(k)
1 âiäìiííå âiä íóëÿ, òî iñíó¹ ¹äèíèé âåêòîð g0 ∈ Hλ0

òàêèé, ùî λ(k)
1 g0 + h

(k)
1 ∈ H⊥λ0. Òåïåð, ìàþ÷è g0, ìîæåìî îäíîçíà÷íî çíàéòè f ,

α0 i ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè (v
(k)
0 , w

(k)
0 ). Óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

(9.65) ìà¹ âèãëÿä λ(k)
2 = −(h

(k)
1 + λ

(k)
1 g0, b

(k))L2(γ). Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê g, ïiäïî-

ðÿäêîâàíèé óìîâi (g, b(k))L2(γ) = 0. I íàðåøòi, ìè ìîæåìî çíàéòè w(k)
1 òà v(k)

1 (ç

òî÷íiñòþ äî âåêòîðà α1). Òàêèé àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ êðîê çà êðîêîì ïîáóäóâàòè

óñi ÷ëåíè λ(k)
j , v(k)

j i w(k)
j â íàáëèæåííÿõ Λ

(k)
ε , û(k)

ε âèãëÿäó (9.49), (9.50). ßê i ó

ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, û(k)
ε ìîæíà ïiäïðàâèòè äî åëåìåíòó U (k)

ε = û
(k)
ε − η

(k)
ε ç

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tε, äå êîðåêòîð η
(k)
ε çàäàíèé ôîðìóëîþ (9.52).

Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè íàáëèæåíü ìè çðîáèëè ïðèïóùåííÿ, ùî λ(k)
1 âiäìiííå âiä íó-

ëÿ i íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi Cλ0. Íåõàé {λ
(k)
1 }k∈N � öÿ ÷àñòèíà ñïåêòðó

îïåðàòîðà Mλ0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíi óìîâè. Âiä ïîâíîãî ñïåêòðó âîíà âiäði-

çíÿ¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ (K+1)-þ òî÷êîþ. Òîìó ìè ïîáóäóâàëè çëi÷åííó êiëüêiñòü

àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë (9.49), (9.50). Ïiäñóìó¹ìî ðåçóëüòàò íàøèõ îá÷èñëåíü.

Ëåìà 9.6. Íåõàé m = 2. Ïàðè (Λ
(k)
ε , ‖U (k)

ε ‖−1
L2(ρε,Ω)U

(k)
ε ), k ∈ N, ¹ êâàçiìîäàìè

îïåðàòîðà Tε ç ïîõèáêîþ O(ε2) ïðè ε→ 0, ÿêi àïðîêñèìóþòü ñïåêòð îïåðàòîðà

Tε â îêîëi òî÷êè λ0 ∈ σ(A) ∩ σ(B).

Äîâåäåííÿ ëåìè ñõîæå íà äîâåäåííÿ ëåìè 9.5.

Àñèìïòîòèêè çà öiëèìè ñòåïåíÿìè: âèïàäîê w0 = 0. Àñèìïòîòèêà âè-

ãëÿäó (9.29) âèíèêà¹ i ó âèïàäêó, êîëè îäíî÷àñíî λ1/2 = 0 i b0 = 0. À îñêiëüêè
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òåïåð w0 = 0, òî çàäà÷à (9.30)�(9.33) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−∆v1 + av1 = λ0ρv1 + λ1ρv0 in Ω \ γ, `v1 = 0 on ∂Ω, (9.66)

− ∂2
nw1 = λ0qw1 in ω, ∂nw1( · ,−1) = ∂rv

−
0 , ∂nw1( · , 1) = ∂rv

+
0 , (9.67)

v−1 = w1( · ,−1) + ∂rv
−
0 , v+

1 = w1( · , 1)− ∂rv+
0 . (9.68)

Óìîâà ñóìiñíîñòi (9.34) äëÿ çàäà÷i (9.67) ñïðîùó¹òüñÿ

θλ0 ∂rv
+
0 − ∂rv−0 = 0. (9.69)

Âîíà íàáóâà¹ ùå ïðîñòiøîãî âèãëÿäó α · Ψ = 0, ÿêùî ïîêëàñòè v0 = α · V.

Òóò α ∈ RK \ {0}, Ψ = (Ψ1, . . . ,ΨK), à Ψk çàäàíi ôîðìóëîþ (9.18). Íåõàé y∗

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi −y′′∗ = λ0qy∗ â (−1, 1), y∗(−1) = 0, y′∗(−1) = θλ0. Òîäi

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.67) ¹ òàêèì w1(s, n) = θ−1
λ0
y∗(n)α ·∂rV−(s)+y(n)b1(s), äå b1 �

äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó L2(γ). Î÷åâèäíî, ùî ∂nw1( · ,−1) = ∂rv
−
0 . Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ â (9.8) ìà¹ìî ðiâíiñòü (yy′∗ − y′y∗)|1−1 = 0, ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî y′∗(1) = 1.

Òîìó i äðóãà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ: ∂nw1( · , 1) = θ−1
λ0
α · ∂rV− = α · ∂rV+ = ∂rv

+
0 , áî

θλ0 α · ∂rV+ = α · ∂rV− çãiäíî ç (9.69). Çàäà÷à (9.66), (9.68) íàáóâà¹ âèãëÿäó

−∆v1 + av1 = λ0ρv1 + λ1ρα ·V in Ω \ γ, `v1 = 0 on ∂Ω, (9.70)

v−1 = α · ∂rV− + b1, v+
1 = θ−1

λ0
(y∗(1)− 1)α · ∂rV− + θλ0b1. (9.71)

Äîñÿãòè ñóìiñíîñòi öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà ïðàâèëüíèì âèáîðîì ÷èñëà λ1 òà âåêòîðà α.

Ïîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (9.70) ïî÷åðãîâî íà V1, . . . , VK i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè

ç âðàõóâàííÿì óìîâ (9.71). Ìè îòðèìà¹ìî ñïåêòðàëüíå ðiâíÿííÿ Lα = λ1α äëÿ

ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi L = (lij)
K
i,j=1 ç åëåìåíòàìè

lij = (θ−2
λ0

(1− y∗(1)) + 1)

∫
γ

∂rV
−
i ∂rV

−
j dγ. (9.72)

Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ L íå çàëåæèòü âiä b1, ç îãëÿäó íà óìîâó (9.69).

Îòæå, ïàðà (λ1, α) çàäîâîëüíÿ¹ äâi óìîâè Lα = λ1α, α · Ψ = 0. Çàäà÷à ïî-

ëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi L, ÿêi �îðòîãîíàëüíi� äî Ψ.

Ïðîñòið hλ0 = {α ∈ CK : α ·Ψ = 0} ìà¹ âèìiðíiñòü K−d, áî dimHλ0 = d. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ìàòðèöÿ L ìà¹ ïðîñòi âëàñíi çíà÷åííÿ ν1, . . . , νp ç âëàñíèìè âåêòîðàìè

α1, . . . , αp, ÿêi íàëåæàòü äî hλ0. Çðîçóìiëî, ùî p 6 K−d. Òåïåð äëÿ êîæíî¨ ïàðè
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(νk, αk) ìîæåìî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (9.70), (9.71), çíàéøîâøè v
(k)
1 = v̂

(k)
1 +α

(k)
1 ·V ç

òî÷íiñòþ äî âåêòîðà α(k)
1 ∈ RK . Ç ïåðøî¨ óìîâè â (9.71) òàêîæ çíàõîäèìî ôóíê-

öiþ b
(k)
1 (s) = v̂

(k)
1 (s,−1)−αk ·∂rV(s,−1), à îòæå, w(k)

1 = y∗ αk ·∂rV−+y b
(k)
1 òåïåð

âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî.

Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ λ0 íà ïðîñòi âëàñíi çíà÷åííÿ çáóðåíî¨ çàäà÷i ìîæåìî îá÷è-

ñëèòè ðåøòó ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè i îòðèìàòè íîâi êâàçiìîäè îïåðàòîðà Tε âèãëÿäó

Λ(k)
ε = λ0 + νkε+ λ2,kε

2 + λ3,kε
3, k = 1, . . . , p,

W (k)
ε (x) =

αk ·V(x) + εv
(k)
1 (x) + ε2v

(k)
2 (x) + ε3v

(k)
3 (x)− η(k)

ε (x), x ∈ Ω \ ωε,

εw
(k)
1 (s, rε) + ε2w

(k)
2 (s, rε) + ε3w

(k)
3 (s, rε), x ∈ ωε.

Ëåìà 9.7. Ïàðè (Λ
(k)
ε , ‖W (k)

ε ‖−1
L2(ρε,Ω)W

(k)
ε ), k = 1, . . . , p, � êâàçiìîäè îïåðàòîðà

Tε ç òî÷íiñòþ O(ε2) ïðè ε→ 0, ÿêi àïðîêñèìóþòü ñïåêòð îïåðàòîðà Tε â îêîëi

òî÷êè λ0 ∈ σ(A) ∩ σ(B).

Àñèìïòîòèêè çà ïiâöiëèìè ñòåïåíÿìè Íåõàé ÷èñëî λ1/2 â (9.57) âiäìiííå

âiä íóëÿ, i òîäi b0 = 0 çãiäíî ç óìîâîþ (9.62). Òåïåð, çãàäóþ÷è (9.20), ìà¹ìî

v0 = β0 · V, äå β0 � äîâiëüíèé îäèíè÷íèé âåêòîð â RK . Çàäà÷à (9.58)-(9.61)

âîëîäi¹ ðîçâ'ÿçêîì w1/2(s, n) = b1/2(s)y(n), v1/2 = v̂1/2 + β1/2 ·V äå β1/2 ∈ RK , à

v̂1/2 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆v1/2 + av1/2 = λ0ρv1/2 + λ1/2ρv0 â Ω \ γ, `v1/2 = 0 íà ∂Ω, (9.73)

v−1/2 = b1/2, v+
1/2 = θλ0b1/2, (9.74)

ÿêèé îðòîãîíàëüíèé â L2(ρ,Ω) äî Vλ0. Íàãàäà¹ìî, ùî y(−1) = 1 i y(1) = θλ0.

Çãiäíî ç ëåìîþ 9.2 óìîâà ñóìiñíîñòi çàäà÷i (9.73), (9.74) ¹ òàêîþ∫
γ

b1/2Ψ dγ + λ1/2β0 = 0. (9.75)

Íàñòóïíi ÷ëåíè àñèìïòîòèêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−∆v1 + av1 = ρ(λ0v1 + λ1/2v1/2 + λ1v0) â Ω \ γ, `v1 = 0 íà ∂Ω, (9.76)

− ∂2
nw1 = λ0qw1 + λ1/2qw1/2 â Q, (9.77)

∂nw1( · ,−1) = ∂rv
−
0 , ∂nw1( · , 1) = ∂rv

+
0 , (9.78)

v−1 = w1( · ,−1) + ∂rv
−
0 , v+

1 = w1( · , 1)− ∂rv+
0 . (9.79)
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Çàäà÷à (9.77), (9.78) ñóìiñíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè θλ0∂rv
+
0 − ∂rv−0 + λ1/2b1/2 = 0.

Àëå îñêiëüêè ∂rv±0 = β0 · ∂rV±, òî ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

β0 ·
(
θλ0∂rV

+ − ∂rV−
)

+ λ1/2b1/2 = 0,

àáî æ ç ïîçíà÷åííÿìè (9.18) òàê

β0 ·Ψ + λ1/2b1/2 = 0. (9.80)

Ïîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà Ψ>, ïðîiíòåãðó¹ìî âçäîâæ γ. Òîäi, âðàõóâàâøè (9.75),

îòðèìà¹ìî
(
Gλ0 − λ2

1/2

)
β0 = 0, äå Gλ0 � ìàòðèöÿ �ðàìà ôóíêöié Ψ1,. . . ,ΨK . Öÿ

ìàòðèöÿ íåâiä'¹ìíà i ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ âèìiðíîñòi ïðîñòîðó Hλ0.

Íåõàé ω2 � äîäàòíå ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi Gλ0 ç âëàñíèì âåêòîðîì

β0. Òîäi iñíóþòü äâà ðiçíi êîðåêòîðè λ1/2 = ω i λ1/2 = −ω â ðîçâèíåííi (9.56) ç

òèì ñàìèì ãîëîâíèì ÷ëåíîì v0 = β0 · V â àñèìïòîòèöi âëàñíî¨ ôóíêöi¨ (9.57).

Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî λ1/2 = ω. Òîäi ç (9.80) ìà¹ìî b1/2 = −ω−1β0 · Ψ. Äàëi
ìîæåìî çíàéòè w1(s, n) = ŵ1(s, n) + b1(s)y(n) ç òî÷íiñòþ äî ôóíêöi¨ b1, äå ŵ1

� ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê (9.77), (9.78), ïiäïîðÿäêîâàíèé óìîâi (ŵ1, y)L2(q,(−1,1)) = 0.

Çàäà÷à (9.76), (9.79) ñóìiñíà, êîëè
∫
γ b1Ψ dγ + ωβ1/2 + λ1β0 = h, äå

h =

∫
γ+

(
ŵ1 − ∂rv0

)
∂rVk dγ −

∫
γ−

(
ŵ1 + ∂rv0

)
∂rV dγ − ω

∫
Ω

ρv̂1/2Vk dx,

à ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∂2
nw3/2 = q(λ0w3/2 + ωw1 + λ1w1/2) â ω, ∂nw3/2( · ,±1) = ∂nv

±
1/2

iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

∂rv
−
1/2 − θλ0∂rv

+
1/2 = ωb1 + λ1b1/2. (9.81)

Ìiðêóþ÷è, ÿê íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi àëãîðèòìó, óìîâó ìîæíà çàïèñàòè òàê(
Gλ0 − ω2

)
β1/2 = 2ωλ1β0 − ωh+ f,

äå f =
∫
γ−
∂rv̂1/2Ψ dγ−θλ0

∫
γ+
∂rv̂1/2Ψ dγ. À îñêiëüêè ω2 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì Gλ0,

òî ñèñòåìè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê β1/2 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

λ1 = 1
2ω β0 · (ωh− f). (9.82)
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Õî÷à îäèíè÷íèé âåêòîð β0 âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî çíàêó, âåëè÷èíà λ1 âèçíà-

÷åíà îäíîçíà÷íî, áî ïåðåòâîðåííÿ β0 7→ −β0 ïðèâîäèòü äî çìiíè çíàêó â h òà f .

Íåõàé ðîçâ'ÿçîê β1/2 ïiäïîðÿäêîâàíèé óìîâi β1/2 · β0 = 0. Òîäi ç (9.81) ìà¹ìî

b1 = 1
ω

(
∂rv̂

−
1/2 − θλ0 ∂rv̂

+
1/2 − β1/2 ·Ψ− λ1b1/2

)
.

Îòæå, äëÿ λ+
1/2 = ω ìè îá÷èñëèëè λ+

1 , w
(+)
1/2 , w

(+)
1 i v(+)

1/2 â àñèìïòîòèöi (9.56), (9.57).

Çà òàêèì àëãîðèòìîì ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi ÷ëåíè àïðîêñèìàöi¨. Ïîêëàâøè

λ−1/2 = −ω ìè ñõîæèì ÷èíîì îá÷èñëèìî êîåôiöi¹íòè λ−k , w
(−)
k i v(−)

k â àñèìïòîòèöi

iíøî¨ ïàðè âëàñíîãî çíà÷åííÿ òà âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Äî òîãî æ ïðîñòèé àíàëiç öèõ

ôîðìóë äà¹ ðiâíîñòi w(−)
1/2 = −w(+)

1/2 i v(−)
1/2 = −v(+)

1/2 . Ñïðàâäi, çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî

w
(±)
1/2(s, n) = ∓ω−1 y(n) β0 ·Ψ(s) i v(±)

1/2(x) = ±v∗(x), äå v∗ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∆v + av = λ0ρv + ωρ β0 ·V â Ω \ γ, `v = 0 íà ∂Ω,

v− = −ω−1β0 ·Ψ, v+ = −ω−1θλ0β0 ·Ψ,

ÿêèé îðòîãîíàëüíèé äî Vλ0.

Ëåìà 9.8. Íåõàé m = 2, λ0 ∈ σ(A) ∩ σ(B) i dimHλ0 = d. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi

íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ ω2
1, . . . , ω

2
d ìàòðèöi Gλ0 ¹ ïðîñòèìè, à β0,1, . . . , β0,d

� âiäïîâiäíi íîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè. Òîäi îïåðàòîð Tε ìà¹ d ïàð êâàçiìîä

(µ̂±ε,j, n
±
ε,jV

(±)
ε,j ) ç ïîõèáêîþ O(ε3/2) ïðè ε→ 0, äå n±ε,j = ‖Vε,j‖−1

L2(ρε,Ω) òà

µ̂±ε,j = λ0 ± ε1/2ωj +
6∑

k=2

εk/2λ±k/2,j, j = 1, . . . , d,

V
(±)
ε,j = β0,j ·V ± ε1/2v∗,j +

6∑
k=2

εk/2v
(±)
k/2,j − η

(±)
ε,j â Ω \ ωε,

V
(±)
ε,j = ∓ε1/2ω−1

j y(rε) β0,j ·Ψ(s) +
6∑

k=2

εk/2w
(±)
k/2,j(s,

r
ε) â ωε.

Ìàëèé êîðåêòîð η(±)
ε,j ¹ òàêèì, ÿê â (9.51), i ç íèì V

(±)
ε,j íàëåæèòü äî îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Tε.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ðiçíèòüñÿ âiä äîâåäåííÿ ëåìè 9.5 ëèøå îöiíêîþ (9.53).

Íàáëèæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié ïîáóäîâàíi ç òî÷íiñòþ äî ÷ëå-

íiâ ïîðÿäêó O(ε3), à òîìó çàëèøîê Fε (â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 9.5) îöiíþ¹òüñÿ òàê
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‖Fε‖L2(ρε,Ω) 6 c1ε
3/2. Àëå ãîëîâíèé ÷ëåí w0 â öié àñèìïòîòèöi äîðiâíþ¹ íóëþ, à

òîìó L2(ρε,Ω)-íîðìà V (±)
ε,j ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ñòîñîâíî ε. Òîäi íîðìiâíèé

ìíîæíèê n±ε,j ìà¹ äîäàòíó ãðàíèöþ ïðè ε→ 0 i

‖(Tε − µ̂±ε,j)(n±ε,jV
(±)
ε,j )‖L2(ρε,Ω) = n±ε,j‖Fε‖L2(ρε,Ω) 6 c2ε

3/2,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

l0

le,1

e

l

le,2

le,k
+me,1

–me,1

–me,2
+me,2

Ðèñ. 9.2: Áiôóðêàöiÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ0 ∈ σ(A) ∩ σ(B).

Òåîðåìà 9.4. Íåõàé ìíîæèíà σ(A)∩ σ(B) íåïîðîæíÿ i λ0 � âëàñíå çíà÷åííÿ

ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà P, ÿêå íàëåæèòü äî öüîãî ïåðåòèíó.

(i) Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòð {λ(k)
1 }k∈N îïåðàòîðà Mλ0 ïðîñòèé. Òîäi iñíó¹ çëi-

÷åííà ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü λεk, k ∈ N, â ñïåêòði îïåðàòîðà Tε ïðè

m = 2, ÿêi âîëîäiþòü àñèìïòîòèêîþ λεk = λ0 + ελ
(k)
1 +O(ε2) ïðè ε→ 0.

(ii) Íåõàé dimHλ0 = d i âñi íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ ω2
j ìàòðèöi Gλ0 ¹ ïðî-

ñòèìè. Òîäi îïåðàòîð Tε òàêîæ ìà¹ 2d âëàñíèõ çíà÷åíü ç àñèìïòîòèêîþ

µ−ε,j = λ0 − ε1/2ωj + ελ−1,j +O(ε3/2),

µ+
ε,j = λ0 + ε1/2ωj + ελ+

1,j +O(ε3/2), j = 1, . . . , d,

ïðè ε→ 0, äå λ±1,j ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ (9.82).

(iii) Òàêîæ îïåðàòîð Tε ìîæå ìàòè íå áiëüøå K − d âëàñíèõ çíà÷åííÿ ç

àñèìïòîòèêîþ λεi = λ0 + νiε + O(ε2), äå νi � ïðîñòi âëàñíi çíà÷åííÿ

ìàòðèöi (9.72) ç òàêèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè αi, ùî α ·Ψ = 0.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî I ∈ N. Ç îãëÿäó íà ëåìó 9.6 iñíóþòü òàêi âëàñíi çíà÷å-

ííÿ λε,1, . . . , λε,I îïåðàòîðà Tε, ùî |λεk − λ0 − ελ
(k)
1 | 6 cIε

2 äëÿ k = 1, 2, . . . , I

òà ìàëèõ ε, ïðè÷îìó âîíè ïîïàðíî ðiçíi. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó òàêå æ, ÿê

äîâåäåííÿ â òåîðåìi 9.3. Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî ïóíêò (iii), ñêîðèñòàâøèñü ëå-

ìîþ 9.7. Äàëi çãiäíî ç ëåìîþ 9.8 iñíóþòü 2d âëàñíèõ çíà÷åíü µ±ε,1, . . . , µ
±
ε,d òàêèõ,

ùî |µ±ε,j − λ0∓ ε1/2ωj − ελ±1,j| 6 cIε
3/2. Ç äîäàòíîñòi ÷èñåë ωj âèïëèâà¹, ùî âëàñíi

çíà÷åííÿ {µ±ε,j}j=1,...,d ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âëàñíèõ çíà÷åíü

ç ïóíêòó (iii) òà âëàñíèõ çíà÷åíü {λ(k)
1 }k=1,...,I . Äî òîãî æ, çíîâó ìiðêóþ÷è ÿê â

äîâåäåííi òåîðåìè 9.3, ç ïðîñòîòè âëàñíèõ çíà÷åíü ω2
j ìàòðèöi Gλ0 âèâîäèìî, ùî

óñi ÷èñëà µ±ε,j ïîïàðíî ðiçíi. Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî ïðè ìàëèõ ε â cε1/2-îêîëi

λ0 iñíó¹ ïðèíàéìíi I + 2d ðiçíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Tε, ïðè÷îìó 2d ç

íèõ ðîçòàøîâàíi âiä λ0 íà âiäñòàíi ïîðÿäêó O(ε1/2), à ðåøòà íà âiäñòàíi ïîðÿäêó

O(ε). Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî I äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

ßêà æ ðîëü æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ äîâæèíè 2 òà êîðåíåâèõ âåêòîðiâ ç öèõ

ëàíöþãiâ ó ïîáóäîâàíié àñèìïòîòèöi? Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (9.58)�(9.61)

äëÿ (v1/2, w1/2) ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà λ1/2 â ïðàâié ÷àñòèíi äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü çáiãà¹òüñÿ iç çàäà÷åþ (9.21)�(9.23) äëÿ êîðåíåâèõ âåêòîðiâ. ßêùî óâàæíî

ïðèäèâèòèñÿ äî ñòðóêòóðè íàáëèæåíü V (±)
ε,j â ëåìi 9.8, òî áà÷èìî, ùî

V
(±)
ε,j = Uj ± ε1/2U ∗j +O(ε) ïðè ε→ 0,

äå âåêòîðè Uj = (β0,j ·V(x), 0) òà U ∗j =
(
v∗,j(x),−ω−1

j y(n) β0,j ·Ψ(s)
)
óòâîðþþòü

æîðäàíîâèé ëàíöþã, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ0. Öå ñïîñòåðåæåííÿ ìà¹

öiêàâó ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Îïåðàòîð Tε âîëîäi¹ ïàðàìè âëàñíèõ çíà÷åíü

ç àñèìïòîòèêîþ µ±ε,j = λ0 ± ωjε1/2 + O(ε) ïðè ε → 0, âiäïîâiäíi íîðìîâàíi âëà-

ñíi ôóíêöi¨ u(−)
ε,j òà u(+)

ε,j ÿêèõ çáiãàþòüñÿ â L2(Ω) äî îäíi¹¨ ôóíêöi¨ v0,j = β0,j ·V.

Õî÷à u(−)
ε,j òà u(+)

ε,j çàëèøàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè äëÿ óñiõ ε ó ëåáåãîâîìó ïðîñòîði

L2(ρε,Ω) iç ñèíãóëÿðíîþ âàãîâîþ ôóíêöi¹þ, êóò ìiæ íèìè ñòà¹ íåñêií÷åííî ìà-

ëèì ïðè ε → 0 â ïðîñòîði L2(Ω) çi ñòàíäàðòíîþ ìåòðèêîþ. Â ãðàíèöi öi âëàñíi

ôóíêöi¨ çëèïàþòüñÿ â îäíó i âòðà÷à¹òüñÿ ïîâíîòà ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ âëàñíèõ

ôóíêöié â L2(Ω). Ïðîòå ïëîùèíà, ïîðîäæåíà âåêòîðàìè u(−)
ε,j i u(+)

ε,j , ìà¹ ðåãóëÿð-

íó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè ε → 0, à ¨¨ ãðàíè÷íå ïîëîæåííÿ � öå ëiíiéíà

îáîëîíêà ôóíêöié β0,j ·V òà v∗,j, ÿêi ïðèñóòíi â æîðäàíîâîìó ëàíöþãó.
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Íàñïðàâäi, ìè ìà¹ìî ïðèêëàä ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïå-

ðàòîðiâ â çìiííèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ, êîëè ïîâíîòà ñèñòåìè çáóðåíèõ âëàñ-

íèõ ôóíêöié ïåðåõîäèòü â ãðàíèöi ó ïåâíîìó ñåíñi â ïîâíîòó ñèñòåìè âëàñíèõ i

êîðåíåâèõ âåêòîðiâ ãðàíè÷íîãî íåñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Íåñàìîñïðÿæåíèé

îïåðàòîð P ìiñòèòü óñþ iíôîðìàöiþ, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó

ñïåêòðiâ ñiì'¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Tε: (i) ñïåêòð P � öå ãðàíè÷íà ìíîæè-

íà ïðè ε→ 0 äëÿ ñïåêòðiâ σ(Tε); (ii) çà êðàòíîñòÿìè âëàñíèõ çíà÷åíü P ìîæåìî

ðîçáèòè çáóðåíèé ñïåêòð íà ñêií÷åííi i íåñêií÷åííi ìíîæèíè âëàñíèõ çíà÷åíü

ç îäíàêîâèìè ãðàíèöÿìè; (iii) ó âèïàäêó λ ∈ σ(A) ∩ σ(B) âèìiðíiñòü ïðîñòîðó

Hλ àáî æ êiëüêiñòü ëàíöþãiâ Æîðäàíà âèçíà÷àþòü êiëüêiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü

ç àñèìïòîòèêîþ çà ïiâöiëèìè ñòåïåíÿìè; (iv) åëåìåíòè æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ

ç'ÿâëÿþòüñÿ ó êâàçiìîäàõ � ôîðìàëüíié àñèìïòîòèöi âëàñíèõ ôóíêöié îïåðà-

òîðà Tε.

Àñèìïòîòèêà âëàñíèõ çíà÷åíü â îêîëi ìíîæèíè σ(A) \ σ(B)

Ìè òàêîæ êîðîòêî îïèøåìî çáóðåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λ0 îïåðàòîðà P , ÿêi íå
íàëåæàòü äî ñïåêòðó îïåðàòîðà B. Â öüîìó ðàçi çãiäíî ç òåîðåìîþ 9.2(i) âëàñíå

çíà÷åííÿ λ0 ìà¹ ñêií÷åííó êðàòíiñòü. Â àñèìïòîòèöi (9.29) ìà¹ìî v0 = α0 ·V òà

w0 = 0, äå α0 ∈ RK \ {0}. Òîäi ç (9.31) òà (9.32) îòðèìó¹ìî

−∂2
nw1 = λ0qw1 â Q, ∂nw1( · ,−1) = α0 · ∂rV−, ∂nw1( · , 1) = α0 · ∂rV+.

Öÿ çàäà÷à çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, áî λ0 6∈ σ(B). ÍåõàéW = (W1, . . . ,WK),

äå Wk � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

−∂2
nw = λ0qw â Q, ∂nw( · ,−1) = ∂rV

−
k , ∂nw1( · , 1) = ∂rV

+
k .

Òîäi ìà¹ìî w1 = α0 ·W. Äàëi, ïåðåïèøåìî (9.30), (9.33) ó âèãëÿäi

−∆v1 + av1 = λ0ρv1 + λ1ρα0 ·V â Ω \ γ, `v1 = 0 íà ∂Ω, (9.83)

v−1 = α0 · (W( · ,−1) + ∂rV
−), v+

1 = α0 · (W( · , 1)− ∂rV+). (9.84)

Öÿ çàäà÷à, âçàãàëi êàæó÷è, íåñóìiñíà, áî λ0 ∈ σ(A). Ïðîòå ¨¨ ñóìiñíiñòü ìîæíà

äîñÿãòè âèáîðîì âåêòîðà α0 òà ÷èñëà λ1. Ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ (9.83) ïî÷åðãî-

âî íà V1, . . . , VK i ïðîiíòåãðóâàâøè äâi÷i ÷àñòèíàìè ç âðàõóâàííÿì óìîâ (9.84),
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îòðèìà¹ìî óìîâó ñóìiñíîñòi Rα0 = λ1α0. Ìàòðèöÿ R = (rij) ìà¹ åëåìåíòè

rij =

∫
γ

(
(Wi( · , 1)− ∂rV +

i )∂rV
+
j + (Wi( · ,−1) + ∂rV

−
i )∂rV

−
j

)
dγ,

ïðè÷îìó âîíà ñèìåòðè÷íà, áî ëåãêî ïåðåâiðèòè ðiâíîñòi∫
γ

Wi( · ,±1)∂rV
±
j dγ =

∫
γ

Wj( · ,±1)∂rV
±
i dγ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ R ìà¹ K ïðîñòèõ âëàñíèõ çíà÷åííÿ λ(1)
1 , . . . , λ

(K)
1 ç âëà-

ñíèìè âåêòîðàìè α(1)
0 , . . . , α

(K)
0 âiäïîâiäíî. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè (λ

(k)
1 , α

(k)
0 ) ìîæåìî

ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (9.83), (9.84) i çíàéòè v(k)
1 = v̂

(k)
1 + α

(k)
1 · V ç òî÷íiñòþ äî äî-

âiëüíîãî âåêòîðà α(k)
1 ∈ RK . Îòæå, ìè çíàéøëè ïåðøi êîðåêòîðè â àñèìïòîòèöi

âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié. Ïðîäîâæóþ÷è êðîê çà êðîêîì öåé àëãî-

ðèòì, äiñòàíåìî K ðiçíèõ êâàçiìîä ç äîñòàòíüî âèñîêîþ òî÷íiñòþ äëÿ îïåðàòîðà

Tε, ÿêi àïðîêñèìóþòü öþ ÷àñòèíó ñïåêòðó, ÿêà ëåæèòü â îêîëi λ0.

Òåîðåìà 9.5. Ïðèïóñòèìî, ùî λ0 � âëàñíå çíà÷åííÿ ãðàíè÷íîãî îïåðàòîðà P
òàêå, ùî λ0 ∈ σ(A) \ σ(B). Íåõàé λ0 ìà¹ êðàòíiñòü K, à âëàñíi çíà÷åííÿ

λ
(1)
1 , . . . , λ

(K)
1 ìàòðèöi R ¹ ïðîñòèìè. Òîäi â ñïåêòði îïåðàòîðà Tε ïðè m = 2

iñíó¹ K âëàñíèõ çíà÷åíü ç àñèìïòîòèêîþ λεk = λ0 + ελ
(k)
1 +O(ε2) ïðè ε→ 0.

9.2 Ëîêàëüíi âëàñíi êîëèâàííÿ â îêîëi çáóðåííÿì ãóñòèíè

Ó âèïàäêó m = 3 ãðàíè÷íà ñïåêòðàëüíà çàäà÷à âèíèêà¹ â îêîëi êðèâî¨ γ, à

òî÷íiøå íà öèëiíäði Q. Â öüîìó ðàçi óñi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (9.2) ïðÿìóþòü

äî íóëÿ ïðè ε → 0, àëå ôîðìóþòü çëi÷åííó êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé ç ðiçíîþ

øâèäêiñòþ çáiæíîñòi. Âëàñíi êîëèâàííÿ ìåìáðàíè â ïåâíîìó ñåíñi êîíöåíòðóþñÿ

íàâêîëî êðèâî¨.

Øóêàòèìåìî àñèìïòîòèêó âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi

λε ∼ εµ0 +ε2µ1 + · · · , uε(x) ∼

v0(x) + εv1(x) + · · · , x ∈ Ω \ ωε,

w0(s,
r
ε) + εw1(s,

r
ε) + · · · , x ∈ ωε.

(9.85)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öi ðîçâèíåííÿ äî çàäà÷i (9.2) ïðè m = 3, äëÿ ãîëîâíèõ ÷ëåíiâ
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äiñòàíåìî ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

−∆v0 + av0 = 0 â Ω \ γ, `v0 = 0 íà ∂Ω, (9.86)

−∂2
nw0 = µ0qw0 â Q, ∂nw0(s,−1) = 0, ∂nw0(s, 1) = 0, (9.87)

v−0 = w0(s,−1), v+
0 = w0(s, 1), s ∈ S. (9.88)

Âiäñóòíiñòü ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â ðiâíÿííi (9.86) äëÿ v0 ñóòò¹âî çìiíþ¹

ïðèðîäó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i. Çáåðiãàþ÷è óñi ïîçíà÷åííÿ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó

(äèâ. ñòîð. 274), çàäà÷ó (9.86)�(9.88) ìîæåìî òðàêòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó çàäà÷ó

íà âëàñíi çíà÷åííÿ Pu0 = µ0Qu0 ç âèðîäæåíîþ ìàòðèöåþ Q êîëî ñïåêòðàëüíîãî

ïàðàìåòðà, à ñàìå(
Å 0

0 B

)(
v0

w0

)
= µ0

(
0 0

0 q

)(
v0

w0

)
, u0 =

(
v0

w0

)
∈ domP . (9.89)

Òåîðåìà 9.6. ßêùî îïåðàòîð A, âèçíà÷åíèé íà ñ.275, ¹ îáîðîòíèì, òî ìíîæè-

íà âëàñíèõ çíà÷åíü óçàãàëüíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i (9.89) çáiãà¹òüñÿ çi ñïåêò-

ðîì îïåðàòîðà B. Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i ìàþòü íåñêií÷åííó êðàòíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 9.1 ñïåêòð îïåðàòîðà B çáiãà¹òüñÿ çi ñïåêòðîì îïå-

ðàòîðà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ iç çàäà÷i (9.8). Íåõàé µ0 ∈ σ(B). Òîäi iñíó¹ íåíóëüî-

âèé ðîçâ'ÿçîê y çàäà÷i (9.8) ç λ = µ0. Çàäà÷à (9.87) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó

w0(s, n) = b(s)y(n), äå b � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó L2(γ). Íîðìó¹ìî âëàñíó

ôóíêöiþ y óìîâîþ y(−1) = 1 i íåõàé θµ0
= y(1). Òîäi v0 çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó

−∆v0 + av0 = 0 â Ω \ γ, `v0 = 0 íà ∂Ω, v−0 = b, v+
0 = θµ0

b, (9.90)

ÿêà çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, áî îïåðàòîð A îáîðîòíèé. Îòæå, (v0, by) �

âëàñíi âåêòîðè çàäà÷i (9.89) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ b ∈ L2(γ). Çðîçóìiëî, ùî âîíè

ïîðîäæóþòü íåñêií÷åííîâèìiðíèé âëàñíèé ïiäïðîñòið. ßêùî æ µ0 íå ¹ òî÷êîþ

ñïåêòðó B, òî w0 = 0. Òîäi ç (9.90) ìà¹ìî Av0 = 0, à ç îáîðîòíîñòi A äiñòà¹ìî,

ùî i ôóíêöiÿ v0 ¹ íóëüîâîþ.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè îïåðàòîð A ìà¹ íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ, òî �ñïåêòð�

çàäà÷i (9.89) � ìíîæèíà óñiõ µ0, ïðè ÿêèõ iñíóþòü íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè �

çáiãà¹òüñÿ ç óñi¹þ êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ. Ñïðàâäi, íàâiòü êîëè µ0 ëåæèòü ïîçà
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ñïåêòðîì B, òî iñíóþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå,

(v0, 0), äå v0 ∈ kerA. Òîìó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî îïåðàòîð A îáîðîòíèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî µ0 � âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (9.89) ç âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì

Xµ0
, ÿêèé ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè (v0, by), äå b � äîâiëüíà ôóíêöiÿ L2(γ), à v0

� ðîçâ'ÿçîê (9.90). Íåõàé (v0, w0) � íåíóëüîâèé åëåìåíò Xµ0
, äå w0 = b0(s)y(n).

Íàñòóïíi ÷ëåíè àñèìïòîòèêè òðåáà øóêàòè iç çàäà÷i

−∆v1 + av1 = µ0ρv0 â Ω \ γ, `v1 = 0 íà ∂Ω, (9.91)

− ∂2
nw1 = µ0qw1 − κ∂nw0 + µ1qw0 â Q, (9.92)

∂nw1( · ,−1) = ∂rv
−
0 , ∂nw1( · , 1) = ∂rv

+
0 , (9.93)

v−1 = w1( · ,−1) + ∂rv
−
0 , v+

1 = w1( · , 1)− ∂rv+
0 . (9.94)

À îñêiëüêè µ0 ∈ σ(B), òî çàäà÷à (9.92), (9.93) ñóìiñíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

Kµ0
b0 = µ1b0, b0 6= 0, (9.95)

äå îïåðàòîð Kµ ìà¹ âèãëÿä Kµ = π−1
µ

(
N−0 + θ2

µN
+
0 + 1

2 (θ2
µ − 1)κ

)
. Òóò N±0 �

âiäîáðàæåííÿ Äiðiõëå-Íåéìàí N±λ , âçÿòi ïðè λ = 0, πµ =
∫ 1

−1 qy
2(n, µ) dn, θµ =

y(1, µ), à κ � êðèâèíà êðèâî¨ γ. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè N±0 êîðåêòíî

âèçíà÷åíi, áî A îáîðîòíèé. Îïåðàòîð Kµ ¹ ñàìîñïðÿæåíèì, îáìåæåíèì çíèçó

i ç êîìïàêòíîþ ðåçîëüâåíòîþ, ùî äîâîäèòüñÿ äîñëiâíî ÿê â ëåìi 9.4 äëÿ Nλ.

Îòæå, çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðàKµ0
íåñêií÷åííîêðàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ µ0 ìîæíà

ðîçùåïèòè íà ñåðiþ âëàñíèõ çíà÷åíü λεk îïåðàòîðà Tε ñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi. Âëàñíi

çíà÷åííÿ µ(k)
1 ¹ ïåðøèìè êîðåêòîðàìè â àñèìïòîòèêàõ λεk ∼ ε(µ0 + εµ

(k)
1 ).

Íåõàé ñïåêòð {µ(k)
1 }∞k=1 îïåðàòîðà Kµ0

¹ ïðîñòèì, à {b(k)}∞k=1 � îðòîíîðìîâàíà

áàçà â L2(γ), ñêëàäåíà ç âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ôóíêöié. Âèáðàâøè êîðåêòîð µ(k)
1 ,

ïîêëàäåìî w0 = w(k) = b(k)y. Ôóíêöiÿ v0 = v(k) áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (9.90) ïðè

b = b(k). Òåïåð çàäà÷à (9.92), (9.93) ¹ ñóìiñíîþ i ìà¹ ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ

w1(s, n) = ŵ
(k)
1 (s, n) + b1(s)y(n),

äå ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ŵ(k)
1 , ïiäïîðÿäêîâàíèé óìîâi (9.41), à b1 � äîâiëüíà L2(γ)-

ôóíêöiÿ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9.91), (9.94) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ äîäàíêiâ v1 = v̂
(k)
1 + ṽ1.

Ïåðøèé ç íèõ âiäîìèé i éîãî çíàõîäèìî iç çàäà÷i

−∆φ+ aφ = µ0ρv
(k) â Ω \ γ, `φ = 0 íà ∂Ω, φ− = g−, φ+ = g+ (9.96)
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ç óìîâàìè g± = ŵ
(k)
1 ( · ,±1) ∓ ∂nv(k)|γ±. Äðóãèé äîäàíîê ṽ1 çàëåæèòü âiä ùå íå

âèçíà÷åíî¨ ôóíêöi¨ b1 i ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ æ çàäà÷i, àëå ç óìîâàìè g± = y(±1)b1.

Íà íàñòóïíîìó êðîöi àëãîðèòìó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ µ2 òà (v2, w2):

−∆v2 + av2 = µ0ρv1 + µ1ρv0 â Ω \ γ, `v2 = 0 íà ∂Ω, (9.97)

− ∂2
nw2 = µ0qw2 − (κ∂n − µ1q)w1 − (κ2n∂n − ∂2

s + a0 − µ2q)w0 â Q, (9.98)

∂nw2( · ,−1) = ∂rv
−
1 − ∂2

rv
−
0 , ∂nw2( · , 1) = ∂rv

+
1 + ∂2

rv
+
0 , (9.99)

v−2 = w2( · ,−1) + ∂rv
−
1 − ∂2

rv
−
0 , v+

2 = w2( · , 1)− ∂rv+
1 − ∂2

rv
+
0 , (9.100)

äå a0 = a(s, 0) � çâóæåííÿ ïîòåíöiàëó a íà êðèâó γ. Ñõîæèìè ìiðêóâàííÿìè

äiñòà¹ìî óìîâó ñóìiñíîñòi äëÿ çàäà÷i (9.98), (9.99)

(Kµ0
− µ(k)

1 )b1 = µ2b
(k) + h

(k)
1 , (9.101)

äå ïðàâà ÷àñòèíà âèçíà÷åíà ÷åðåç âiäîìi âåëè÷èíè

h
(k)
1 = ∂rv̂

(k)
1 |γ− − ∂2

rv
(k)|γ− − θµ0

(
∂rv̂

(k)
1 |γ+ + ∂2

rv
(k)|γ+

)
+

+

∫ 1

−1

(
κ2nyy′ b(k) − (∂2

sb
(k) − a0b

(k))y2
)
dn−

∫ 1

−1

(κ∂n − µ(k)
1 q)yŵ

(k)
1 dn. (9.102)

Ðiâíÿííÿ (9.101) ìàòèìå ðîçâ'ÿçîê ïðè óìîâi µ(k)
2 = −(h

(k)
1 , b(k))L2(γ), ùî äà¹

íàì íàñòóïíèé ÷ëåí â àñèìïòîòèöi âëàñíîãî çíà÷åííÿ. Äî òîãî æ iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê b(k)
1 , ïiäïîðÿäêîâàíèé óìîâi (b

(k)
1 , b(k))L2(γ) = 0. Òåïåð çíàõîäèìî v(k)

1 ,

âèáðàâøè ṽ1 ÿê ðîçâ'ÿçîê (9.96) ç óìîâàìè g± = y(±1)b
(k)
1 . Ðiâíÿííÿ (9.101) çà-

áåçïå÷ó¹ ñóìiñíiñòü çàäà÷i (9.98), (9.99), òîìó çíàéõîäèìî w(k)
2 i v(k)

2 ç òî÷íiñòþ äî

äåÿêî¨ ôóíêöi¨ b2 ∈ L2(γ) â ñòðóêòóði w(k)
2 . Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿì âëàñíîãî çíà÷å-

ííÿ µ0 íà ïåðøîìó êðîöi àëãîðèòìó äàëi âií ñòà¹ äîñèòü ïðîñòèì i éîãî ìîæíà

ïðîäîâæèòè, ïîñëiäîâíî îá÷èñëèâøè ÷ëåíè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü (9.29). Ìè

æ îáìåæèìîñÿ ôîðìàëüíèìè àñèìïòîòè÷íèìè ôîðìóëàìè

Λ(k)
ε = εµ0 +

4∑
i=1

µ
(k)
i εi+1, û(k)

ε (x) =


4∑
i=0

εiv
(k)
i (x) â Ω \ ωε,

4∑
i=0

εiw
(k)
i (s, rε) â ωε,

(9.103)

k ∈ N, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ïîáóäó¹ìî çëi÷åííó ìíîæèíó êâàçiìîä Tε ïðè m = 3.
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Òåïåð âèáåðåìî ïàðó (Λ
(k)
ε , û

(k)
ε ) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîðåêòîðîì η

(k)
ε , âèçíà÷åíèì

ÿê ó (9.51). Òîäi ôóíêöiÿ U (k)
ε = û

(k)
ε − η

(k)
ε íàëåæàòèìå äî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

îïåðàòîðà Tε, áî ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà êðèâié γ.

Ëåìà 9.9. Íåõàém = 3. Ïîáóäîâàíi âèùå ïàðè (Λ
(k)
ε , ‖U (k)

ε ‖−1
L2(ρε,Ω)U

(k)
ε ) äëÿ êîæ-

íîãî íàòóðàëüíîãî k ¹ êâàçiìîäàìè îïåðàòîðà Tε ç ïîõèáêîþ O(ε3) ïðè ε → 0,

ÿêi àïðîêñèìóþòü ñïåêòð öüîãî îïåðàòîðà â îêîëi òî÷êè µ0 ∈ σ(B).

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ñõîæå íà äîâåäåííÿ ëåìè 9.5.

Òåîðåìà 9.7. Íåõàé â çàäà÷i (9.2) êðàéîâi óìîâè `uε = 0 i ïîòåíöiàë a âèáðàíi

òàê, ùî çàäà÷à −∆u + au = 0 â Ω \ γ, `u = 0 íà ∂Ω, u = 0 íà γ ìà¹ ëèøå

òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi ñïåêòð çàäà÷i (9.2), à òî÷íiøå ñïåêòð îïåðàòîðà

Tε ïðè m = 3, ìiñòèòü çëi÷åííó êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé âëàñíèõ çíà÷åíü,

ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè ε → 0, ïðîòå ìàþòü ðiçíó øâèäêiñòü ïðÿìóâàííÿ

çàëåæíî âiä ïîñëiäîâíîñòi.

Íåõàé µ0 � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà B, à ñïåêòð {µ(k)
1 }k∈N îïåðàòîðà Kµ0

¹ ïðîñòèì. Òîäi iñíó¹ çëi÷åííà ñåðiÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λεk, k ∈ N, â ñïåêòði Tε

ïðè m = 3, ÿêi âîëîäiþòü àñèìïòîòèêîþ

λεk = εµ0 + ε2µ
(k)
1 +O(ε3) ïðè ε→ 0. (9.104)

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà ëåìè 5.2 i 9.9 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà I iñíóþòü

âëàñíi çíà÷åííÿ λε,1, . . . , λε,I îïåðàòîðà Tε òàêi, ùî∣∣∣∣∣λεk − ε
4∑
i=0

µ
(k)
i εi

∣∣∣∣∣ 6 ckε
3.

äëÿ k = 1, 2, . . . , I òà ìàëèõ ε. Çâiäñè âiäðàçó âèïëèâà¹, ùî

|λεk − εµ0 − ε2µ
(k)
1 | 6 CIε

3. (9.105)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ CI , íåçàëåæíîþ âiä k i ε. Ç öi¹¨ îöiíêè òà ïðîñòîòè ñïåêòðó Kµ0

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âñi ÷èñëà λε,1, . . . , λε,I ïîïàðíî ðiçíi ïðè ìàëèõ ε. Äåòàëi

äîâåäåííÿ ìiñòÿòü â äîâåäåííi òåîðåìè 9.3. Îòæå, ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε â îêîëi

ïîðÿäêó O(ε2) ÷èñëà εµ0 ìiñòèòüñÿ äîâiëüíà íàïåðåä çàäàíà êiëüêiñòü âëàñíèõ

çíà÷åíü îïåðàòîðà Tε ç àñèìïòîòèêîþ (9.104).
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Â ïðàöi [221] ìè âèâ÷àëè ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

−∆uε = λερεuε â Ω, uε = 0 íà ∂Ω

ç óìîâàìè Äiðiõëå òà âàãîâîþ ôóíêöi¹þ ρε, çàäàíîþ â (9.1). ßêùî âëàñíi çíà÷å-

ííÿ öi¹¨ çàäà÷i çàíóìåðóâàòè çà çðîñòàííÿì iç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi

0 < λε,1 < λε,2 6 λε,3 6 . . . 6 λε,k 6 . . . , (9.106)

òî ïðè m > 1 äëÿ êîæíîãî ç íèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü cεm−1 6 λε,k 6 ckε
m−1.

Öå âèïëèâà¹ ç âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó Êóðàíòà. Òàêi âëàñíi çíà÷åííÿ âîëîäiþòü

àñèìïòîòèêîþ λε,k = εm−1(ηk + o(1)) ïðè ε→ 0, äå ηk � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i

−∆u = 0 â Ω \ γ, u = 0 íà ∂Ω, [u]γ = 0, [∂ru]γ + ηq0u = 0

òà q0 =
∫ 1

−1 q(t) dt. Ó âèïàäêó m = 3 âëàñíi çíà÷åííÿ ìàëè á áóòè ïîðÿäêó O(ε2)

ïðè ε → 0, à íå O(ε), ÿê ìè äîâåëè âèùå. Ïðîòå öåé ðåçóëüòàò íå ñóïåðå÷èòü

òåîðåìi 9.7, ÿê çðåøòîþ i òåîðåìàì 9.3 i 9.4 äëÿ m = 2. Ði÷ ó òiì, ùî íóìåðà-

öiÿ (9.106) îõîïëþ¹ ëèøå ïåðøó ñåðiþ âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêà âiäïîâiäà¹ µ0 = 0.

Çàóâàæèìî, ùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïåêòðó îïåðàòîðà B.

Íàñëiäîê 9.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 9.7. Òîäi çàäà÷i (9.2) ïðè

m = 3 ìà¹ ñåðiþ âëàñíèõ çíà÷åíü ç àñèìïòîòèêîþ λε,k = ηkε
2 + O(ε3) ïðè

ε→ 0, äå ηk � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i

−∆v+av = 0 â Ω\γ, `v = 0 íà ∂Ω, [v]γ = 0, [∂rv]γ+ηq0v = 0 íà γ (9.107)

çi ñïåêòðàëüíèì ïàðàìåòðîì η â óìîâàõ ñïðÿæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çâiñíî, ñåðiÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ïîðÿäêóO(ε2) iñíó¹. Äîñòàòíüî â àñèìï-

òîòè÷íèõ ôîðìóëàõ (9.104) ïîêëàñòè µ0 = 0. Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó ðàçi ñïåêò-

ðàëüíå ðiâíÿííÿ (9.95) ðiâíîñèëüíå çàäà÷i (9.107). Ðiâíÿííÿ Kµ0
b0 = µ1b0 íà-

ñïðàâäi âèíèêëî iç êðàéîâî¨ çàäà÷i

−∆v0 + av0 = 0 â Ω \ γ, `v0 = 0 íà ∂Ω, (9.108)

v+ − θµ0
v− = 0 íà γ, (9.109)

θµ0
∂rv

+
0 − ∂rv−0 −

(
1
2 (θ2

µ0
− 1)κ − µ1πµ0

)
v−0 = 0 íà γ, (9.110)
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ÿêùî ïðèéíÿòè b0 = v−0 (ïîðiâíÿéòå iç çàäà÷åþ (9.38)�(9.40)). Äëÿ µ0 = 0 ìà¹ìî,

ùî y = 1, à òîìó θ0 = 1 òà π0 = q0. Çàìiíèâøè µ1 íà η, iç çàäà÷i (9.108)�(9.110)

äiñòà¹ìî çàäà÷ó (9.107).

Íàñëiäîê 9.3. Çàäà÷à (9.2) ïðè m = 2 ìà¹ ïîñëiäîâíiñòü íåñêií÷åííî ìàëèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü ç àñèìïòîòèêîþ λε,k = ενk + O(ε2) ïðè ε→ 0, äå νk � âëàñíi

çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i (9.107). Êðiì òîãî, ÿêùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïåêòðó

îïåðàòîð A, òî çàäà÷à (9.2) òàêîæ ìà¹ ñêií÷åííèé íàáið ìàëèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü ç àñèìïòîòèêîþ µ±ε,j = ±ωj
√
ε+O(ε) ïðè ε→ 0, j = 1, . . . , d, äå âåëè÷èíè

ωj òà d âèçíà÷åíi â òåîðåìi 9.4.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ïðè m = 2 âèïëèâà¹

áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåì 9.3 i 9.4 ðàçîì çi ñïîñòåðåæåííÿì, ùî λ0 = 0 çàâæäè

íàëåæèòü äî ñïåêòðó îïåðàòîðà P . À òàêîæ çàäà÷à (9.38), (9.40) â öüîìó ðàçi

òðàíñôîðìó¹òüñÿ â çàäà÷ó (9.107).
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ¹ äîñëiäæåííÿì â òåîði¨ ñàìîñïðÿæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

òà ñïåêòðàëüíié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Âîíà ìiñòèòü íîâi ðåçóëüòàòè

ç òåîði¨ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà òà Øòóðìà-Ëióâiëëÿ, òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ìàþòü áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ó ñó÷àñíié ôiçè÷íié

íàóöi, çîêðåìà, íåðåëÿòèâiñòñüêié êâàíòîâié ìåõàíiöi, òåîði¨ ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ

ñåðåäîâèù, à òàêîæ íàíîòåõíîëîãiÿõ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ

ðiâíîìiðíî¨ i ñèëüíî¨ ðåçîëüâåíòíèõ çáiæíîñòåé ñiìåé ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðà-

òîðiâ, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà àñèìïòîòè÷íîìó àíàëiçi ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Øëÿõîì âñòàíîâëåííÿ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ

Øðåäèí åðà iç ëîêàëüíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ ïîáóäîâàíî âàæëèâi ó ôiçè-

öi òî÷íi ìîäåëi, ÿêi ¹ íàéêðàùèìè àïðîêñèìàöiÿìè öèõ ñiìåé îïåðàòîðiâ â êëàñi

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ÷è âçà¹ìîäiÿìè íà êðèâèõ. Â

ðàçi, êîëè íåìà¹ ðiâíîìiðíî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ çáiæíîñòi, òî÷íi ìîäåëi îòðèìàíî ÿê

ðåçóëüòàò àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó ñïåêòðiâ òàêèõ îïåðàòîðiâ. Ïîáóäîâàíî òåîðiþ

îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç (aδ′+ bδ)-ïîäiáíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ òà òåîðiþ

îäíîâèìiðíîãî àòîìà âîäíþ. Îáèäâi ôiçè÷íi ïðîáëåìè áóëè ïðåäìåòîì áàãàòîði-

÷íèõ íàóêîâèõ äèñêóñié.

Çàïðîïîíîâàíå ïðàâèëüíå ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè δ′-ïîòåíöià-

ëó, çà ÿêîþ õîâàëîñÿ áàãàòî íåðîçâ'ÿçàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷. Äîâåäåíà ðiâíî-

ìiðíà ðåçîëüâåíòíà çáiæíiñòü îïåðàòîðiâØðåäèí åðà ç ðiçíîìàíiòíèìè (aδ′+bδ)-

ïîäiáíèìè çáóðåííÿìè ïîòåíöiàëiâ i çáóðåííÿìè ðàíãó äâà. Îïèñàíî êëàñ ïîðî-

äæåíèõ òî÷êîâèìè âçà¹ìîäiÿìè ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âèíèêàþòü ÿê

îïåðàòîðè åíåðãi¨ ó êâàíòîâèõ ñèñòåìàõ ç ëîêàëiçîâàíèìè äèïîëÿìè. Ðåçóëüòà-

òè óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê äâîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà çi çáóðåííÿìè
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ïîòåíöiàëiâ äèïîëüíîãî õàðàêòåðó â îêîëi çàìêíåíèõ êðèâèõ.

Çíàéäåíî âiäïîâiäü íà îñíîâíå ïèòàííÿ â îäíîâèìiðíié ìîäåëi àòîìà âîäíþ,

à ñàìå, ÷è ïîòåíöiàëè Êóëîíà � ïîòåíöiàëè çi ñòåïåíåâîþ îñîáëèâiñòþ � ¹ ïðî-

íèêíèì äëÿ ÷àñòèíîê. Äëÿ êëàñó îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç ïðèðîäíèìè ðåãóëÿ-

ðèçàöiÿìè ïîòåíöiàëiâ òèïó Êóëîíà äîâåäåíà ðiâíîìiðíà ðåçîëüâåíòíà çáiæíiñòü

òà çíàéäåíi òî÷íi ìîäåëi. Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî êîæåí ïîòåíöiàë

òèïó Êóëîíà çàëåæíî âiä ñïîñîáó ðåãóëÿðèçàöi¨ ìîæå áóòè ÿê ïðîíèêíèì, òàê i

âiäáèâíèì. Òàêîæ âñòàíîâëåíî êðèòåðié ïðîíèêíîñòi.

Äëÿ îïåðàòîðiâ Øðåäèí åðà ç íåëiíiéíîþ çàëåæíiñòþ ïîòåíöiàëiâ âiä ñòàëî¨

âçà¹ìîäi¨ çíàéäåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ iñíóþòü âiä'¹ìíi âëàñíi çíà÷åííÿ ç ïîðîãî-

âîþ ïîâåäiíêîþ, à ñàìå, êîëè ¨õ ïîãëèíà¹ íèæíÿ ìåæà íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó.

Ïîáóäîâàíi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ ïîðîãîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Äîñëiäæåíî

òàêîæ âïëèâ δ′-ïîäiáíèõ çáóðåíü âàãîâèõ ôóíêöié íà ñïåêòð îïåðàòîðiâ Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ òà åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ â äâîâèìiðíèõ îáìåæåíèõ

îáëàñòÿõ.
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