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Комп’ютерне моделювання, зокрема проведення обчислювальних екс-

периментiв, є важливим пiдходом до вивчення складних процесiв та явищ.

Такi дослiдження, з одного боку, потребують розробки нових та вдоскона-

лення вже вiдомих математичних моделей, а також вимагають ефективних

методiв для чисельного розв’язування прикладних задач. З iншого боку,

щоб отримати якiснi результати необхiдно реалiзувати вiдповiдне обчислю-

вальне середовище. При цьому складнiсть математичних моделей зумовлює

оперування значними обчислювальними ресурсами, вимагаючи розробки

нових пiдходiв до побудови програмного забезпечення.

Еволюцiйнi процеси характеризуються неперервною змiною станiв си-

стеми з бiгом часу. У багатьох випадках їхнiми математичними моделями

є мiшанi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку зi

сталими коефiцiєнтами. У дисертацiї для побудови розв’язкiв таких задач

застосовано комбiнацiю методу крайових iнтегральних рiвнянь (КIР) iз пе-

ретворенням Лаґерра за часовою змiнною.

Перший етап зазначеного пiдходу полягає у зведеннi мiшаних задач до

еволюцiйних крайових iнтегральних рiвнянь (ЕКIР), для чого розв’язок
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таких задач подано поверхневими потенцiалами, якi також залежать вiд

часової змiнної. У випадку хвильового рiвняння з цiєю метою використано

формулу Кiрхгофа (прямий пiдхiд) чи один iз хвильових потенцiалiв про-

стого або подвiйного шару (непрямий пiдхiд). Аналогiчнi пiдходи можна

застосувати для зведення задач теплопровiдностi до подiбних ЕКIР, але

вже за допомогою вiдповiдних теплових потенцiалiв.

Результатом переходу до ЕКIР є зменшення на одиницю розмiрностi

дослiджуваної задачi, оскiльки треба вiдшукати невiдомi густини поверх-

невих потенцiалiв. Ця властивiсть є актуальною для тривимiрних за про-

сторовими координатами задач, особливо при розглядi необмежених обла-

стей.

На наступному етапi усi ранiше отриманi ЕКIР за допомогою перетво-

рення Лаґерра за часовою змiнною зведено до послiдовностей КIР, якi зав-

дяки своїй спецiальнiй структурi допускають покрокове розв’язування. А

саме, на кожному кроцi в таких послiдовностях iнтегральний оператор лi-

вої частини є один i той самий для усiх рiвнянь, а права частина рекурентно

залежить вiд розв’язкiв КIР, знайдених на попереднiх кроках. Крiм того,

оскiльки результати перетворення Лаґерра теплових i хвильових потенцi-

алiв є подiбними, то i отриманi КIР також є однотипними.

Розглянутий процес зведення мiшаних задач до послiдовностей вiдпо-

вiдних КIР є подiбним для еволюцiйних задач рiзних типiв. У дисертацiї

основнi моменти, якi пов’язанi зi знаходженням чисельних розв’язкiв таких

задач, продемонстровано на прикладi мiшаної задачi для хвильового рiвня-

ння з динамiчною крайовою умовою. Зокрема подано конкретний вигляд

КIР, виведено розрахунковi формули для чисельних розв’язкiв та виконано

обґрунтування вiдповiдних математичних аспектiв.

Для чисельного розв’язування усiх отриманих КIР застосовано метод
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Гальоркiна, а саме його реалiзацiю у виглядi методу крайових елементiв

(МКЕ). Комбiнацiя перетворення Лаґерра i МКЕ дає змогу узагальнити

обчислювальнi схеми для усiх розглянутих у дисертацiї еволюцiйних за-

дач i сформулювати функцiональнi вимоги до розробки спецiалiзованого

програмного комплексу MultiMathFramework (MMF), придатного до ви-

конання обчислювальних експериментiв стосовно нестацiонарних процесiв

рiзної природи.

На основi отриманих вимог у дисертацiї спроєктовано архiтектуру

фреймворку, яка, з одного боку, враховує спiльнi властивостi

обчислювальних схем для рiзних задач iз предметної областi, а з iншого –

передбачає розширення програмного забезпечення за рахунок нових

модулiв, якi модифiкують ранiше визначенi алгоритми чи реалiзують

обчислювальнi схеми для нових задач.

Для досягнення максимальної гнучкостi системи застосовано розподiл

програмних модулiв на чотири рiвнi. Кожен iз рiвнiв утворюють програмнi

модулi, якi логiчно пов’язанi мiж собою спiльним видом функцiональностi.

Разом iз тим, залежнiсть мiж модулями рiзних рiвнiв є обмеженою i слаб-

кою. Запропонована архiтектура дає змогу модифiкувати окремi модулi

незалежно вiд iнших частин програми, розширюючи фреймворк на iншi

класи еволюцiйних задач.

Перший рiвень фреймворку утворюють компоненти, якi формують iн-

терфейси користувача. Зокрема визначено способи введення вхiдних даних

задачi як iз використанням графiчного iнтерфейсу, так i командного рядка.

Їх взаємодiю iз iншими частинами системи спроєктовано максимально не-

залежно iз використанням промiжного рiвня ядра. Користувач застосовує

цi компоненти також для запуску процесу обчислень iз вибраними параме-

трами, що зберiгаються в окремому конфiгурацiйному файлi задачi.
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Крiм того, компонентами першого рiвня є вiдповiднi iнтерфейси для

модулiв обробки даних. Це, зокрема, iнтерфейс для генерування множини

крайових елементiв, якi використовують для наближення межi областi i

при дискретизацiї iнтегральних операторiв у програмнiй реалiзацiї МКЕ.

Також користувачу надано iнтерфейси модулiв, якi дають змогу аналiзу-

вати отриманi чисельнi результати i архiвувати їх для подальшого вико-

ристання. Зазначенi iнтерфейси передбачають просте внесення змiн при

розширеннi фреймворку на новi задачi.

Рiвень ядра є центральною частиною фреймворку. Ядро складається iз

завантажувача модулiв розв’язування задач та бiблiотеки базових класiв.

Головну частину класiв становлять абстрактнi типи, що визначають базо-

вi сутностi та основнi алгоритми обчислювальних схем, якi вiдповiдають

задачам iз предметної областi.

Класи ядра побудовано з дотриманням принципу iнверсiї залежностей

мiж вiдповiдними програмними абстракцiями. Для утворення потрiбних

залежностей мiж типами розроблено спецiальний механiзм на основi ша-

блону iн’єкцiї залежностей. Його налаштування виконують за допомогою

конфiгурацiйного файлу. Внаслiдок такого пiдходу ядро не залежить вiд

iнших рiвнiв i є компонентом фреймворку, який не потребує модифiкацiї

при розширеннi.

У бiблiотецi ядра також визначено iнфраструктурнi елементи фрейм-

ворку. З метою забезпечення гнучкостi та роздiлення функцiональностi ти-

пiв вiдповiднi базовi класи побудовано з використанням шаблонiв проєкту-

вання Template method, Strategy, Factory method, Bridge.

У фреймворку також окремий рiвень обробки даних утворюють ком-

поненти, якi задають спiльнi для усiх задач допомiжнi алгоритми, а саме

генерування крайових елементiв, вiзуалiзацiю розв’язкiв, обчислення їхнiх
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апостерiорних похибок та конвертування результатiв у рiзнi формати да-

них для взаємодiї iз зовнiшнiми системами.

Програмне забезпечення рiвня розв’язування задач мiстить модулi для

отримання розв’язкiв задач, якi зареєстрованi у фреймворку. Цей програм-

ний код є реалiзацiєю конкретних алгоритмiв i чисельних методiв, якi за-

стосовуються на рiзних етапах обчислювальної схеми конкретної задачi з

предметної областi фреймворку. На цьому рiвнi також впроваджують новi

модулi при розширеннi фреймворку новими задачами i чисельними мето-

дами.

Попри виявленi для задач iз предметної областi фреймворку загальнi

закономiрностi обчислювальних схем, кожна з них має вiдмiнностi, якi ви-

пливають iз подання розв’язку задач та вигляду залежних вiд часової змiн-

ної потенцiалiв. У дисертацiї детально проаналiзовано властивостi поверх-

невих потенцiалiв та асоцiйованих iз ними крайових операторiв, отриманих

пiсля застосування перетворення Лаґерра. Також розглянуто апроксима-

цiйнi скiнченновимiрнi простори, в яких вiдповiдно до методу Гальоркiна-

МКЕ виконано дискретизацiю крайових операторiв.

Завдяки спроєктованiй архiтектурi, програмний код, в якому локалiзо-

ванi вiдмiнностi окремих задач, є вiдносно невеликим за обсягом. В основ-

ному це модулi, якi вiдповiдають за обчислення матриць отриманих си-

стем алгебраїчних рiвнянь (СЛАР). Оскiльки для усiх задач iз предметної

областi ядра поверхневих потенцiалiв мають особливостi при спiвпадiннi

аргументiв, то для обчислення вiдповiдних елементiв матриць СЛАР роз-

роблено алгоритми, основанi на адитивному видiленнi таких особливостей,

та виведено вiдповiднi розрахунковi формули.

Пiсля висвiтлення основних архiтектурних та алгоритмiчних аспектiв

фреймворку розглянуто реалiзацiю запропонованих пiдходiв на прикладi
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побудови модуля розв’язування згаданої ранiше задачi для хвильового рiв-

няння з динамiчною крайовою умовою. Послiдовно показано використання

iнфраструктурних елементiв, реєстрацiю задачi та її активацiю контейне-

ром залежностей у ядрi фреймворку. Далi продемонстровано застосування

базових класiв та iнтерфейсiв ядра з метою конкретизацiї функцiональ-

ностей для знаходження наближеного розв’язку, якi є специфiчними для

цiєї задачi. Додатково запропоновано допомiжнi механiзми фреймворку,

що доступнi при дослiдженнi рiзних типiв задач.

Окрема увага придiлена математичному обґрунтуванню ключових

аспектiв запропонованих пiдходiв. Для цього введено основнi функцiйнi

простори, сформульовано задачу у вагових просторах Лебега та визначено

поняття сильного розв’язку мiшаної задачi для хвильового рiвняння з

динамiчною крайовою умовою. Доведено теореми про iснування i єдинiсть

її розв’язку, а також його неперервну залежнiсть вiд вхiдних даних.

З метою демонстрацiї прикладного застосування розглянутого матема-

тичного i програмного забезпечення у завершальнiй частинi дисертацiї по-

дано результати серiї чисельних експериментiв для еволюцiйних задач. Во-

ни пiдтверджують коректнiсть побудованої теорiї та показують ефектив-

нiсть розробленої архiтектури фреймворку та його програмної реалiзацiї.

Ключовi слова: мiшана задача для еволюцiйного рiвняння, перетво-

рення Лаґерра, крайовi iнтегральнi рiвняння, метод крайових елементiв,

архiтектура програмного забезпечення, фреймворк, програмний модуль,

шаблон проєктування, бiблiотека класiв, абстракцiя, iнверсiя залежностей,

iн’єкцiя залежностей, рефлексiя, iнтерфейс, об’єктно-орiєнтоване програ-

мування.



7

ABSTRACT

Hlova A.R. Development of the software and mathematical instruments for

modelling of evolutionary processes. - Qualifying scientific work on the rights

of the manuscript.

Dissertation for obtaining a scientific degree of a Ph.D. in specialty 122

“Computer science”. - Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2022.

Computer modeling, in particular conducting computational experiments, is

an important approach for studying complex processes and phenomena. On the

one hand, such research needs the development of new mathematical models

and improvement of already known ones and requires efficient methods for

numerical solution of applied problems. On the other hand, it is necessary to

implement an appropriate computing environment to obtain quality results. At

the same time, the complexity of mathematical models determines the need to

operate with significant computing resources and requires new approaches for

software development.

Evolutionary processes are characterized by continuous system state

changes over time. In many cases, their mathematical models are mixed

problems for second order differential equations with constant coefficients. In

the dissertation, a combination of boundary integral equations (BIE) method

with the Laguerre transform over the time variable is applied to obtain

solutions to such problems.

The first stage of this approach consists in reducing mixed problems to

evolutionary boundary integral equations (EBIE). The solution to such

problems is represented with surface potentials, which also depend on the
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time variable. In the case of a wave equation, the Kirchhoff formula (direct

approach) or one of the single or double layer wave potentials (indirect

approach) is used for this purpose. Analogous approaches can be used to

reduce heat problems to similar EBIE but with the help of the corresponding

heat potentials.

The result of the transition to EBIE is a reduction of the studied problem

by a one-dimensional unit since it is required to find unknown densities of the

surface potentials. This property is relevant for three-dimensional problems in

spatial coordinates, especially when considering unbounded domains.

At the next stage, with the Laguerre transform over the time variable, all

previously obtained EBIE are reduced to the sequences of BIE, which allow

step-by-step solution due to their special structure. Namely, at each step in this

sequence, the integral operator of the left part is the same for all equations, and

the right part recurrently depends on the solutions of BIE, which are found in

the previous steps. Furthermore, since the results of the Laguerre transform of

heat and wave potentials are similar, the obtained BIE are also of the same

type.

The considered process of reduction of mixed problems to sequences of

corresponding BIE is similar for evolutionary problems of different types. In

the dissertation, the main points, which relate to finding numerical solutions

to such problems, are demonstrated in the example of a mixed problem for

the wave equation with dynamic boundary condition. In particular, a speci-

fic representation of BIE is demonstrated, calculation formulae for numeri-

cal solutions are derived and justification of relevant mathematical aspects is

performed.

Galerkin method is used to find solutions of all obtained BIE, namely

its implementation in the form of boundary element method (BEM). Such
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a combination of the Laguerre transform and BEM allows the generalizati-

on of computational schemes for all evolutionary problems considered in the

dissertation and formulation of functional requirements for the development of

specialized software, called MultiMathFramework (MMF), which is suitable

for conducting computational experiments regarding various non-stationary

processes.

Based on the requirements obtained in the dissertation, the architecture

of the framework is designed. On the one hand, it takes into account the

common properties of computational schemes for different domain problems,

and on the other hand – anticipates the expansion of the software through new

modules, which modify previously defined algorithms or implement computati-

onal schemes for new problems.

To ensure the maximum flexibility of the system, the division of software

modules into four levels is applied. Each of these levels is formed by program

modules, which are logically coupled by a common type of functionality.

However, the dependency between modules at different levels is limited and

weak. The proposed architecture allows the modification of individual

modules independently from other parts of the program, extending the

framework with other classes of evolutionary problems.

The first level of the framework is constructed from components, which form

user interfaces. In particular, methods for entering problem input data using

both graphical interface and command line are defined. Their interaction with

other parts of the system is designed with a high degree of independence using

the intermediate kernel level. The user also applies these components to run the

calculation process with the selected parameters, which are stored in a separate

problem configuration file.

Furthermore, corresponding interfaces for the data processing modules are
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components of the first level. In particular, one of them is an interface for

generating a set of boundary elements, which are used to generate a surface

approximation and discretize integrated operators in the software implementati-

on of BEM. Also, the user is provided with module interfaces, which allow

the analysis of obtained numerical results and their archiving for future use.

These interfaces provide the ability to simply apply changes when extending

the framework with new problems.

The kernel level is the central part of the framework. It consists of a loader

of problem solver modules and a base class library. Abstract types are the

main part of classes, which define base entities and the main algorithms of

computational schemes, which correspond to the domain problems.

Kernel classes are constructed in compliance with the dependency inversion

principle between corresponding program abstractions. A special mechanism is

designed to create required dependencies between types, which is based on the

dependency injection pattern. Its setup is performed using the configuration

file. As a result of this approach, the kernel doesn’t depend on other levels and

it is a component of the framework, which doesn’t require modifications during

expansion.

The infrastructure elements of the framework are also defined in the base

class library. In order to provide flexibility and separation of functionality for

types, the corresponding base classes are built with patterns, such as Template

method, Strategy, Factory method, Bridge.

In the framework, a separate data processing level is formed by

components, which for all problems define common auxiliary algorithms,

namely the generation of boundary elements, visualization of solutions,

calculation of their a posteriori errors and conversion of results into different

data formats for interaction with external systems.
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The software of the problem solver level contains modules for obtaining

solutions to the problems, which are registered in the framework. This program

code is the implementation of specific algorithms and numerical methods, which

are applied at different stages of a computational scheme for a specific domain

problem. New modules are also composed at this level when extending the

framework with new problems and numerical methods.

Despite the detected general regularities of computational schemes for

problems of the framework domain, each of them has differences, which follow

from the representation of the solution to problems and the form of

time-dependent potentials. The properties of surface potential and associated

boundary operators obtained after the application of the Laguerre transform

are analyzed in the dissertation in detail. Also, approximation finite spaces

are considered, in which the discretization of the obtained boundary operators

is performed, according to Galerkin-BEM method.

Due to the designed architecture, the amount of program code, where the

differences in individual problems are localized, is relatively small. In particular,

these are modules, which are responsible for the calculation of the matrices of

the obtained systems of algebraic equations (SLAE). Since the kernels of the

surface potentials have singularities when arguments coincide for all domain

problems, algorithms based on the additive solving of such singularities are

developed to calculate the corresponding elements of the matrices of SLAE and

corresponding calculation formulae are derived.

After highlighting the main architectural and algorithmic aspects of the

framework, the implementation of the proposed approaches is considered in the

example of building a module for solving the previously mentioned problem for

the wave equation with dynamic boundary condition. The use of infrastructure

elements, registration of the problem and its activation by the dependency
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injection container in the framework kernel are consistently shown. Next, the

application of base classes and kernel interfaces is demonstrated in order to

specify the functionalities for finding an approximate solution, which are speci-

fic to this problem. Additionally, auxiliary mechanisms of the framework are

proposed, which are available for exploring different types of problems.

Particular attention is paid to the mathematical justification of key

aspects of the proposed approaches. For this purpose, the basic functional

spaces are introduced, the problem is formulated in Lebesgue weight spaces

and the concept of a strong solution to a mixed problem for the wave equation

with dynamic boundary condition is defined. The theorems on the existence

and uniqueness of its solution, as well as its continuous dependence on the

input data, are proved.

In order to demonstrate the application of the considered mathematical

instruments and software in the final part of the dissertation, the results of a

series of numerical experiments for evolutionary problems are presented. They

confirm the correctness of the constructed theory and show the effectiveness of

the developed architecture of the framework and its software implementation.

Keywords: mixed problem for evolutionary equation, Laguerre

transform, boundary integral equations, boundary element method,

software architecture, framework, program module, pattern, class library,

abstraction, dependency inversion, dependency injection, reflection, interface,

object-oriented programming.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розглянуто математичнi моделi еволюцiйних

процесiв на основi мiшаних задач для диференцiальних рiвнянь в частин-

них похiдних другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, розроблено ком-

бiнований метод крайових елементiв (МКЕ) i перетворення Лаґерра для

їхнього чисельного розв’язування та побудовано вiдповiдне програмне за-

безпечення. В рамках цих дослiджень отримано такi основнi результати.

1. Узагальнено обчислювальнi схеми математичних моделей, якi

основанi на поєднаннi перетворення Лаґерра i МКЕ для чисельного

розв’язування мiшаних еволюцiйних задач у тривимiрних областях зi

складною геометрiєю.

2. Дотримуючись пiдходу iн’єкцiї залежностей з використанням абстра-

ктних типiв, розроблено чотирирiвневу архiтектуру програмного ком-

плексу, яка забезпечує його розширення новими задачами i чисельни-

ми методами без переробки iснуючого програмного коду.

3. Вiдповiдно до концепцiї, закладеної в основу архiтектури комплексу,

для усiх дослiджуваних математичних моделей розроблено

модулi розв’язування вiдповiдних мiшаних задач i, крiм того,

продемонстровано модифiкацiю вiдповiдних модулiв для

розв’язування нових класiв задач.

4. Обґрунтовано математичну модель мiшаної задачi для однорiдного

хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою, а також дослi-

джено розв’язки вiдповiдних КIР методом Гальоркiна-МКЕ.

5. Отриманими результатами чисельних експериментiв пiдтверджено ко-
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ректнiсть проведених теоретичних дослiджень та ефективнiсть запро-

понованих пiдходiв до побудови спецiалiзованого програмного компле-

ксу.

Отриманi теоретичнi результати та побудований програмний комплекс

можуть бути використанi для моделювання еволюцiйних процесiв рiзної

природи.
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