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АНОТАЦIЯ

Глова А.Р. Розробка програмного та математичного забезпечення для

моделювання еволюцiйних процесiв. - Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 122 «Комп’ютернi науки». - Львiвський нацiональний унiверситет

iменi Iвана Франка, Львiв, 2022.

Комп’ютерне моделювання, зокрема проведення обчислювальних екс-

периментiв, є важливим пiдходом до вивчення складних процесiв та явищ.

Такi дослiдження, з одного боку, потребують розробки нових та вдоскона-

лення вже вiдомих математичних моделей, а також вимагають ефективних

методiв для чисельного розв’язування прикладних задач. З iншого боку,

щоб отримати якiснi результати необхiдно реалiзувати вiдповiдне обчислю-

вальне середовище. При цьому складнiсть математичних моделей зумовлює

оперування значними обчислювальними ресурсами, вимагаючи розробки

нових пiдходiв до побудови програмного забезпечення.

Еволюцiйнi процеси характеризуються неперервною змiною станiв си-

стеми з бiгом часу. У багатьох випадках їхнiми математичними моделями

є мiшанi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку зi

сталими коефiцiєнтами. У дисертацiї для побудови розв’язкiв таких задач

застосовано комбiнацiю методу крайових iнтегральних рiвнянь (КIР) iз пе-

ретворенням Лаґерра за часовою змiнною.

Перший етап зазначеного пiдходу полягає у зведеннi мiшаних задач до

еволюцiйних крайових iнтегральних рiвнянь (ЕКIР), для чого розв’язок
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таких задач подано поверхневими потенцiалами, якi також залежать вiд

часової змiнної. У випадку хвильового рiвняння з цiєю метою використано

формулу Кiрхгофа (прямий пiдхiд) чи один iз хвильових потенцiалiв про-

стого або подвiйного шару (непрямий пiдхiд). Аналогiчнi пiдходи можна

застосувати для зведення задач теплопровiдностi до подiбних ЕКIР, але

вже за допомогою вiдповiдних теплових потенцiалiв.

Результатом переходу до ЕКIР є зменшення на одиницю розмiрностi

дослiджуваної задачi, оскiльки треба вiдшукати невiдомi густини поверх-

невих потенцiалiв. Ця властивiсть є актуальною для тривимiрних за про-

сторовими координатами задач, особливо при розглядi необмежених обла-

стей.

На наступному етапi усi ранiше отриманi ЕКIР за допомогою перетво-

рення Лаґерра за часовою змiнною зведено до послiдовностей КIР, якi зав-

дяки своїй спецiальнiй структурi допускають покрокове розв’язування. А

саме, на кожному кроцi в таких послiдовностях iнтегральний оператор лi-

вої частини є один i той самий для усiх рiвнянь, а права частина рекурентно

залежить вiд розв’язкiв КIР, знайдених на попереднiх кроках. Крiм того,

оскiльки результати перетворення Лаґерра теплових i хвильових потенцi-

алiв є подiбними, то i отриманi КIР також є однотипними.

Розглянутий процес зведення мiшаних задач до послiдовностей вiдпо-

вiдних КIР є подiбним для еволюцiйних задач рiзних типiв. У дисертацiї

основнi моменти, якi пов’язанi зi знаходженням чисельних розв’язкiв таких

задач, продемонстровано на прикладi мiшаної задачi для хвильового рiвня-

ння з динамiчною крайовою умовою. Зокрема подано конкретний вигляд

КIР, виведено розрахунковi формули для чисельних розв’язкiв та виконано

обґрунтування вiдповiдних математичних аспектiв.

Для чисельного розв’язування усiх отриманих КIР застосовано метод
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Гальоркiна, а саме його реалiзацiю у виглядi методу крайових елементiв

(МКЕ). Комбiнацiя перетворення Лаґерра i МКЕ дає змогу узагальнити

обчислювальнi схеми для усiх розглянутих у дисертацiї еволюцiйних за-

дач i сформулювати функцiональнi вимоги до розробки спецiалiзованого

програмного комплексу MultiMathFramework (MMF), придатного до ви-

конання обчислювальних експериментiв стосовно нестацiонарних процесiв

рiзної природи.

На основi отриманих вимог у дисертацiї спроєктовано архiтектуру

фреймворку, яка, з одного боку, враховує спiльнi властивостi

обчислювальних схем для рiзних задач iз предметної областi, а з iншого –

передбачає розширення програмного забезпечення за рахунок нових

модулiв, якi модифiкують ранiше визначенi алгоритми чи реалiзують

обчислювальнi схеми для нових задач.

Для досягнення максимальної гнучкостi системи застосовано розподiл

програмних модулiв на чотири рiвнi. Кожен iз рiвнiв утворюють програмнi

модулi, якi логiчно пов’язанi мiж собою спiльним видом функцiональностi.

Разом iз тим, залежнiсть мiж модулями рiзних рiвнiв є обмеженою i слаб-

кою. Запропонована архiтектура дає змогу модифiкувати окремi модулi

незалежно вiд iнших частин програми, розширюючи фреймворк на iншi

класи еволюцiйних задач.

Перший рiвень фреймворку утворюють компоненти, якi формують iн-

терфейси користувача. Зокрема визначено способи введення вхiдних даних

задачi як iз використанням графiчного iнтерфейсу, так i командного рядка.

Їх взаємодiю iз iншими частинами системи спроєктовано максимально не-

залежно iз використанням промiжного рiвня ядра. Користувач застосовує

цi компоненти також для запуску процесу обчислень iз вибраними параме-

трами, що зберiгаються в окремому конфiгурацiйному файлi задачi.



5

Крiм того, компонентами першого рiвня є вiдповiднi iнтерфейси для

модулiв обробки даних. Це, зокрема, iнтерфейс для генерування множини

крайових елементiв, якi використовують для наближення межi областi i

при дискретизацiї iнтегральних операторiв у програмнiй реалiзацiї МКЕ.

Також користувачу надано iнтерфейси модулiв, якi дають змогу аналiзу-

вати отриманi чисельнi результати i архiвувати їх для подальшого вико-

ристання. Зазначенi iнтерфейси передбачають просте внесення змiн при

розширеннi фреймворку на новi задачi.

Рiвень ядра є центральною частиною фреймворку. Ядро складається iз

завантажувача модулiв розв’язування задач та бiблiотеки базових класiв.

Головну частину класiв становлять абстрактнi типи, що визначають базо-

вi сутностi та основнi алгоритми обчислювальних схем, якi вiдповiдають

задачам iз предметної областi.

Класи ядра побудовано з дотриманням принципу iнверсiї залежностей

мiж вiдповiдними програмними абстракцiями. Для утворення потрiбних

залежностей мiж типами розроблено спецiальний механiзм на основi ша-

блону iн’єкцiї залежностей. Його налаштування виконують за допомогою

конфiгурацiйного файлу. Внаслiдок такого пiдходу ядро не залежить вiд

iнших рiвнiв i є компонентом фреймворку, який не потребує модифiкацiї

при розширеннi.

У бiблiотецi ядра також визначено iнфраструктурнi елементи фрейм-

ворку. З метою забезпечення гнучкостi та роздiлення функцiональностi ти-

пiв вiдповiднi базовi класи побудовано з використанням шаблонiв проєкту-

вання Template method, Strategy, Factory method, Bridge.

У фреймворку також окремий рiвень обробки даних утворюють ком-

поненти, якi задають спiльнi для усiх задач допомiжнi алгоритми, а саме

генерування крайових елементiв, вiзуалiзацiю розв’язкiв, обчислення їхнiх
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апостерiорних похибок та конвертування результатiв у рiзнi формати да-

них для взаємодiї iз зовнiшнiми системами.

Програмне забезпечення рiвня розв’язування задач мiстить модулi для

отримання розв’язкiв задач, якi зареєстрованi у фреймворку. Цей програм-

ний код є реалiзацiєю конкретних алгоритмiв i чисельних методiв, якi за-

стосовуються на рiзних етапах обчислювальної схеми конкретної задачi з

предметної областi фреймворку. На цьому рiвнi також впроваджують новi

модулi при розширеннi фреймворку новими задачами i чисельними мето-

дами.

Попри виявленi для задач iз предметної областi фреймворку загальнi

закономiрностi обчислювальних схем, кожна з них має вiдмiнностi, якi ви-

пливають iз подання розв’язку задач та вигляду залежних вiд часової змiн-

ної потенцiалiв. У дисертацiї детально проаналiзовано властивостi поверх-

невих потенцiалiв та асоцiйованих iз ними крайових операторiв, отриманих

пiсля застосування перетворення Лаґерра. Також розглянуто апроксима-

цiйнi скiнченновимiрнi простори, в яких вiдповiдно до методу Гальоркiна-

МКЕ виконано дискретизацiю крайових операторiв.

Завдяки спроєктованiй архiтектурi, програмний код, в якому локалiзо-

ванi вiдмiнностi окремих задач, є вiдносно невеликим за обсягом. В основ-

ному це модулi, якi вiдповiдають за обчислення матриць отриманих си-

стем алгебраїчних рiвнянь (СЛАР). Оскiльки для усiх задач iз предметної

областi ядра поверхневих потенцiалiв мають особливостi при спiвпадiннi

аргументiв, то для обчислення вiдповiдних елементiв матриць СЛАР роз-

роблено алгоритми, основанi на адитивному видiленнi таких особливостей,

та виведено вiдповiднi розрахунковi формули.

Пiсля висвiтлення основних архiтектурних та алгоритмiчних аспектiв

фреймворку розглянуто реалiзацiю запропонованих пiдходiв на прикладi
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побудови модуля розв’язування згаданої ранiше задачi для хвильового рiв-

няння з динамiчною крайовою умовою. Послiдовно показано використання

iнфраструктурних елементiв, реєстрацiю задачi та її активацiю контейне-

ром залежностей у ядрi фреймворку. Далi продемонстровано застосування

базових класiв та iнтерфейсiв ядра з метою конкретизацiї функцiональ-

ностей для знаходження наближеного розв’язку, якi є специфiчними для

цiєї задачi. Додатково запропоновано допомiжнi механiзми фреймворку,

що доступнi при дослiдженнi рiзних типiв задач.

Окрема увага придiлена математичному обґрунтуванню ключових

аспектiв запропонованих пiдходiв. Для цього введено основнi функцiйнi

простори, сформульовано задачу у вагових просторах Лебега та визначено

поняття сильного розв’язку мiшаної задачi для хвильового рiвняння з

динамiчною крайовою умовою. Доведено теореми про iснування i єдинiсть

її розв’язку, а також його неперервну залежнiсть вiд вхiдних даних.

З метою демонстрацiї прикладного застосування розглянутого матема-

тичного i програмного забезпечення у завершальнiй частинi дисертацiї по-

дано результати серiї чисельних експериментiв для еволюцiйних задач. Во-

ни пiдтверджують коректнiсть побудованої теорiї та показують ефектив-

нiсть розробленої архiтектури фреймворку та його програмної реалiзацiї.

Ключовi слова: мiшана задача для еволюцiйного рiвняння, перетво-

рення Лаґерра, крайовi iнтегральнi рiвняння, метод крайових елементiв,

архiтектура програмного забезпечення, фреймворк, програмний модуль,

шаблон проєктування, бiблiотека класiв, абстракцiя, iнверсiя залежностей,

iн’єкцiя залежностей, рефлексiя, iнтерфейс, об’єктно-орiєнтоване програ-

мування.
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ABSTRACT

Hlova A.R. Development of the software and mathematical instruments for

modelling of evolutionary processes. - Qualifying scientific work on the rights

of the manuscript.

Dissertation for obtaining a scientific degree of a Ph.D. in specialty 122

“Computer science”. - Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2022.

Computer modeling, in particular conducting computational experiments, is

an important approach for studying complex processes and phenomena. On the

one hand, such research needs the development of new mathematical models

and improvement of already known ones and requires efficient methods for

numerical solution of applied problems. On the other hand, it is necessary to

implement an appropriate computing environment to obtain quality results. At

the same time, the complexity of mathematical models determines the need to

operate with significant computing resources and requires new approaches for

software development.

Evolutionary processes are characterized by continuous system state

changes over time. In many cases, their mathematical models are mixed

problems for second order differential equations with constant coefficients. In

the dissertation, a combination of boundary integral equations (BIE) method

with the Laguerre transform over the time variable is applied to obtain

solutions to such problems.

The first stage of this approach consists in reducing mixed problems to

evolutionary boundary integral equations (EBIE). The solution to such

problems is represented with surface potentials, which also depend on the
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time variable. In the case of a wave equation, the Kirchhoff formula (direct

approach) or one of the single or double layer wave potentials (indirect

approach) is used for this purpose. Analogous approaches can be used to

reduce heat problems to similar EBIE but with the help of the corresponding

heat potentials.

The result of the transition to EBIE is a reduction of the studied problem

by a one-dimensional unit since it is required to find unknown densities of the

surface potentials. This property is relevant for three-dimensional problems in

spatial coordinates, especially when considering unbounded domains.

At the next stage, with the Laguerre transform over the time variable, all

previously obtained EBIE are reduced to the sequences of BIE, which allow

step-by-step solution due to their special structure. Namely, at each step in this

sequence, the integral operator of the left part is the same for all equations, and

the right part recurrently depends on the solutions of BIE, which are found in

the previous steps. Furthermore, since the results of the Laguerre transform of

heat and wave potentials are similar, the obtained BIE are also of the same

type.

The considered process of reduction of mixed problems to sequences of

corresponding BIE is similar for evolutionary problems of different types. In

the dissertation, the main points, which relate to finding numerical solutions

to such problems, are demonstrated in the example of a mixed problem for

the wave equation with dynamic boundary condition. In particular, a speci-

fic representation of BIE is demonstrated, calculation formulae for numeri-

cal solutions are derived and justification of relevant mathematical aspects is

performed.

Galerkin method is used to find solutions of all obtained BIE, namely

its implementation in the form of boundary element method (BEM). Such



10

a combination of the Laguerre transform and BEM allows the generalizati-

on of computational schemes for all evolutionary problems considered in the

dissertation and formulation of functional requirements for the development of

specialized software, called MultiMathFramework (MMF), which is suitable

for conducting computational experiments regarding various non-stationary

processes.

Based on the requirements obtained in the dissertation, the architecture

of the framework is designed. On the one hand, it takes into account the

common properties of computational schemes for different domain problems,

and on the other hand – anticipates the expansion of the software through new

modules, which modify previously defined algorithms or implement computati-

onal schemes for new problems.

To ensure the maximum flexibility of the system, the division of software

modules into four levels is applied. Each of these levels is formed by program

modules, which are logically coupled by a common type of functionality.

However, the dependency between modules at different levels is limited and

weak. The proposed architecture allows the modification of individual

modules independently from other parts of the program, extending the

framework with other classes of evolutionary problems.

The first level of the framework is constructed from components, which form

user interfaces. In particular, methods for entering problem input data using

both graphical interface and command line are defined. Their interaction with

other parts of the system is designed with a high degree of independence using

the intermediate kernel level. The user also applies these components to run the

calculation process with the selected parameters, which are stored in a separate

problem configuration file.

Furthermore, corresponding interfaces for the data processing modules are
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components of the first level. In particular, one of them is an interface for

generating a set of boundary elements, which are used to generate a surface

approximation and discretize integrated operators in the software implementati-

on of BEM. Also, the user is provided with module interfaces, which allow

the analysis of obtained numerical results and their archiving for future use.

These interfaces provide the ability to simply apply changes when extending

the framework with new problems.

The kernel level is the central part of the framework. It consists of a loader

of problem solver modules and a base class library. Abstract types are the

main part of classes, which define base entities and the main algorithms of

computational schemes, which correspond to the domain problems.

Kernel classes are constructed in compliance with the dependency inversion

principle between corresponding program abstractions. A special mechanism is

designed to create required dependencies between types, which is based on the

dependency injection pattern. Its setup is performed using the configuration

file. As a result of this approach, the kernel doesn’t depend on other levels and

it is a component of the framework, which doesn’t require modifications during

expansion.

The infrastructure elements of the framework are also defined in the base

class library. In order to provide flexibility and separation of functionality for

types, the corresponding base classes are built with patterns, such as Template

method, Strategy, Factory method, Bridge.

In the framework, a separate data processing level is formed by

components, which for all problems define common auxiliary algorithms,

namely the generation of boundary elements, visualization of solutions,

calculation of their a posteriori errors and conversion of results into different

data formats for interaction with external systems.
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The software of the problem solver level contains modules for obtaining

solutions to the problems, which are registered in the framework. This program

code is the implementation of specific algorithms and numerical methods, which

are applied at different stages of a computational scheme for a specific domain

problem. New modules are also composed at this level when extending the

framework with new problems and numerical methods.

Despite the detected general regularities of computational schemes for

problems of the framework domain, each of them has differences, which follow

from the representation of the solution to problems and the form of

time-dependent potentials. The properties of surface potential and associated

boundary operators obtained after the application of the Laguerre transform

are analyzed in the dissertation in detail. Also, approximation finite spaces

are considered, in which the discretization of the obtained boundary operators

is performed, according to Galerkin-BEM method.

Due to the designed architecture, the amount of program code, where the

differences in individual problems are localized, is relatively small. In particular,

these are modules, which are responsible for the calculation of the matrices of

the obtained systems of algebraic equations (SLAE). Since the kernels of the

surface potentials have singularities when arguments coincide for all domain

problems, algorithms based on the additive solving of such singularities are

developed to calculate the corresponding elements of the matrices of SLAE and

corresponding calculation formulae are derived.

After highlighting the main architectural and algorithmic aspects of the

framework, the implementation of the proposed approaches is considered in the

example of building a module for solving the previously mentioned problem for

the wave equation with dynamic boundary condition. The use of infrastructure

elements, registration of the problem and its activation by the dependency
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injection container in the framework kernel are consistently shown. Next, the

application of base classes and kernel interfaces is demonstrated in order to

specify the functionalities for finding an approximate solution, which are speci-

fic to this problem. Additionally, auxiliary mechanisms of the framework are

proposed, which are available for exploring different types of problems.

Particular attention is paid to the mathematical justification of key

aspects of the proposed approaches. For this purpose, the basic functional

spaces are introduced, the problem is formulated in Lebesgue weight spaces

and the concept of a strong solution to a mixed problem for the wave equation

with dynamic boundary condition is defined. The theorems on the existence

and uniqueness of its solution, as well as its continuous dependence on the

input data, are proved.

In order to demonstrate the application of the considered mathematical

instruments and software in the final part of the dissertation, the results of a

series of numerical experiments for evolutionary problems are presented. They

confirm the correctness of the constructed theory and show the effectiveness of

the developed architecture of the framework and its software implementation.

Keywords: mixed problem for evolutionary equation, Laguerre

transform, boundary integral equations, boundary element method,

software architecture, framework, program module, pattern, class library,

abstraction, dependency inversion, dependency injection, reflection, interface,

object-oriented programming.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Комп’ютерне моделювання, зокрема

проведення обчислювальних експериментiв є важливим пiдходом до

вивчення складних процесiв та явищ. З одного боку, такi дослiдження

потребують розробки нових та вдосконалення вже вiдомих математичних

моделей та вимагають ефективних чисельних методiв для прикладних

задач. З iншого боку, щоб отримати якiснi результати необхiдно

реалiзувати вiдповiдне обчислювальне середовище. При цьому складнiсть

математичних моделей зумовлює потребу в оперуваннi значними

обчислювальними ресурсами, що вимагає розробки нових пiдходiв до

побудови програмного забезпечення.

Еволюцiйнi процеси характеризуються неперервною змiною станiв си-

стеми з бiгом часу. В данiй роботi розглядаємо в основному такi процеси,

якi можна описати за допомогою рiвнянь в частинних похiдних другого по-

рядку зi сталими коефiцiєнтами. Їхнiми математичними моделями є мiшанi

задачi для телеграфного та хвильового рiвнянь. Для побудови розв’язкiв

таких задач застосовано комбiнацiю методу крайових iнтегральних рiвнянь

(КIР) з перетворенням Лаґерра за часовою змiнною. Такий пiдхiд також

застосовний i до мiшаних задач для iнших нестацiонарних рiвнянь, зокрема

теплопровiдностi, термо-еластодинамiки тощо.

Вiдомо, що метод КIР дає змогу зменшити на одиницю розмiрнiсть до-

слiджуваної задачi, оскiльки вона зводиться до вiдшукання невiдомих ве-

личин лише на межi областi. Ця властивiсть є актуальною для тривимiрних

за просторовими координатами задач, особливо при розглядi необмежених
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областей. При розв’язуваннi еволюцiйних задач перехiд до еволюцiйних

крайових iнтегральних рiвнянь (ЕКIР) здiйснюють за допомогою залежних

вiд часу вiдповiдних поверхневих чи об’ємних потенцiалiв. У випадку задач

для хвильового рiвняння це хвильовi потенцiали. Їх прикладне використан-

ня бере початок у працях [25, 26], де обґрунтовано мiшанi задачi Дiрiхле та

Неймана для хвильового рiвняння та розглянуто знаходження вiдповiдних

чисельних розв’язкiв. З цiєю метою автори дослiдили теоретичнi аспекти

методу Гальоркiна i зокрема його реалiзацiї у виглядi методу крайових еле-

ментiв(МКЕ). Причому цей метод був застосований як за часовою, так i за

просторовими змiнними.

Зазначимо, що безпосереднє використання методу Гальоркiна-МКЕ за

усiма змiнними вимагає значних обчислювальних ресурсiв, оскiльки ма-

трицi алгебричних систем, якi виникають при дискретизацiї крайових опе-

раторiв, є повнiстю заповненими. Також у такому пiдходi для областей зi

складною геометрiєю потрiбно використовувати спецiальнi ресурсозатратнi

алгоритми обчислення поверхневих iнтегралiв з врахуванням так званого

ефекту запiзнення [46, 82]. Тому сучаснi методи базуються на спецiальних

пiдходах щодо врахування залежностi розв’язкiв еволюцiйних задач вiд

часової змiнної.

Один з таких пiдходiв полягає у дискретизацiї ЕКIР лише за

просторовою змiнною з наступним застосуванням вiдомих чисельних

методiв розв’язування задач Кошi. Це зокрема так званий метод

квадратури згортки [70, 83], якому знайдено широке застосування у

прикладних дослiдженнях еволюцiйних процесiв рiзної природи

J. Ballani, L. Banjai, M. Schanz i H. Antes [24], W. L. Kielhorn i M. Schanz

[64], A. R. Laliena, F.-J. Sayas [66], M. Messner [73], G. C. Hsiao i

T. Sánchez-Vizuet [59].
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Iнший пiдхiд полягає у застосуваннi iнтегрального перетворення Фур’є

або Лапласа до вiдповiдних еволюцiйних задач або ЕКIР [44, 47]. Резуль-

татом таких перетворень є крайовi задачi для елiптичних рiвнянь, якi на

даний час є добре дослiдженими. Такий пiдхiд добре пiдходить для теоре-

тичних дослiджень розв’язку задач, однак складнiсть реалiзацiї обернених

перетворень обмежує його практичне використання.

Перетворення Лаґерра має конструктивне (у порiвняннi з перетворен-

нями Фур’є i Лапласа) обернене перетворення. Воно полягає в обчисленнi

ряду за функцiями Лаґерра, якi утворюють ортонормований базис у цi-

лiй шкалi вагових просторiв Лебега. Внаслiдок такого перетворення неста-

цiонарна задача зводиться до нескiнченної трикутної системи елiптичних

задач, а вiдповiдне ЕКIР – до послiдовностi КIР. Ефективнiсть застосу-

вання такого пiдходу у поєднаннi з МКЕ для розв’язування еволюцiйних

задач продемонстровано у працях Й. В. Людкевича, А. О. Музичука [13],

Р. М. Пасiчника [18], R. Chapko i B. Johansson [35], Р. Б. Скаскiва [14],

А. О. Музичука i С. В. Лiтинського [12].

З iншого боку, використання комбiнованого МКЕ i перетворення Ла-

ґерра потребує додаткових дослiджень у випадку розв’язування мiшаних

задач зi складними крайовими умовами, зокрема динамiчними [57], а також

в областях зi складною геометрiєю [38].

Наслiдком складностi математичних моделей та чисельних методiв є

зростання вимог до реалiзацiї вiдповiдного програмного забезпечення (ПЗ).

Зазначимо, що вiдомi спецiалiзованi ПЗ для математичних дослiджень, такi

як пакет MatLab [72] чи база знань та набiр алгоритмiв WolframAlpha [86],

складно безпосередньо використати для реалiзацiї розглянутих пiдходiв.

Вони бiльше пiдходять для опрацювання та аналiзу результатiв, отрима-

них в iнших обчислювальних середовищах. Як приклад таких спецiалiзо-
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ваних середовищ можна навести пакет програм для розв’язування задач

електростатики [20], системи для розв’язування задач акустики Acousti-

cBEM [23] та OpenBEM [78]. Iснують також бiльш загальнi комплекси для

розв’язування задач з використанням МКЕ, такi як Beasy [41], BEM++

[30] та PyBEM2D [79], проте вони мають обмеження в планi гнучкого роз-

ширення своїх можливостей.

Разом з тим вiдзначимо, що обчислювальнi схеми комбiнованого МКЕ

i перетворення Лаґерра в рiзних мiшаних задачах мають спiльнi характе-

ристики та алгоритми. Тому при застосуваннi вiдповiдних технологiй про-

грамної iнженерiї їхня реалiзацiя може утворити основу для розробки спе-

цiалiзованого обчислювального середовища для моделювання вiдповiдних

еволюцiйних процесiв iз можливiстю легкого розширення його предметної

областi.

Отож, з огляду на сказане вище, залишився вiдкритим перелiк питань.

По-перше, визначення множини еволюцiйних задач, до яких є застосов-

ним комбiнований МКЕ i перетворення Лаґерра, i виявлення характери-

стик та алгоритмiв, якi є спiльними для рiзних задач з предметної областi.

По-друге, формулювання вимог до розробки обчислювального середовища

для проведення чисельних експериментiв стосовно еволюцiйних процесiв

на основi згаданого методу. По-третє, розробка такого програмного ком-

плексу, який був би придатний до розширення на новi еволюцiйнi задачi за

рахунок визначення невеликого обсягу додаткового програмного коду без

змiни ранiше розроленого. По-четверте обґрунтування розв’язкiв нових мi-

шаних задач, зокрема з динамiчною умовою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дану дисертацiйну роботу виконано у Львiвському нацiональному унiвер-

ситетi iменi Iвана Франка на кафедрi програмування в рамках науково-
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дослiдних тем в межах робочого часу «Розроблення iнформацiйних систем

для онлайн навчання. Чисельне моделювання процесiв i явищ» та «Чисель-

не моделювання процесiв i явищ. Розроблення програмних засобiв для на-

вчання» (номери держреєстрацiї: 0118U000609, 2018–2020 рр.; 0121U110716,

2021–2023 рр.).

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є розробка про-

грамного комплексу для чисельного моделювання еволюцiйних процесiв,

основаного на перетвореннi Лаґерра та методi крайових елементiв. Дося-

гнення зазначеної мети передбачає виконання таких завдань.

1. Розробити та обґрунтувати обчислювальнi схеми математичних моде-

лей деяких еволюцiйних процесiв, зокрема поширення хвиль у триви-

мiрних областях зi складною геометрiєю.

2. Узагальнюючи обчислювальнi схеми математичних моделей, сформу-

вати предметну область програмного комплексу та розробити його ар-

хiтектуру, орiєнтовану на розширення комплексу новими задачами та

новими пiдходами до знаходження чисельних розв’язкiв еволюцiйних

задач.

3. Розробити бiблiотеку базових типiв для реалiзацiї обчислювальних

схем, основаних на комбiнацiї перетворення Лаґерра i методу крайо-

вих елементiв, а також розробити бiблiотеку типiв обчислювального

середовища.

4. Розробити (на основi ПЗ комплексу) новий модуль розв’язування мi-

шаної задачi для хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою.

5. Продемонструвати закладенi в основу програмного комплексу пiдходи

до його розширення на новi класи задач.

6. Використовуючи розроблене програмне i математичне забезпечення,

провести обчислювальнi експерименти для дослiдження чисельних
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розв’язкiв модельних задач з предметної областi комплексу.

Об’єкт дослiдження — еволюцiйнi мiшанi задачi та спецiалiзованi про-

грамнi комплекси для проведення обчислювальних експериментiв.

Предмет дослiдження — математичнi моделi еволюцiйних процесiв, чи-

сельнi методи розв’язування, архiтектура та програмне забезпечення спе-

цiалiзованих комплексiв.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi застосовано сучаснi пiд-

ходи до розробки архiтектури та програмного забезпечення спецiалiзова-

них програмних комплексiв, а також методи математичного та функцiо-

нального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. Дослiджено математи-

чнi моделi еволюцiйних процесiв та розроблено пiдходи до побудови спецi-

алiзованих програмних комплексiв, основаних на поєднаннi перетворення

Лаґерра та методу крайових елементiв (МКЕ) для знаходження чисельних

розв’язкiв вiдповiдних мiшаних задач. У цьому контекстi вперше отримано

такi результати:

— узагальнено обчислювальнi схеми математичних моделей, якi

основанi на поєднаннi перетворення Лаґерра i МКЕ для чисельного

розв’язування мiшаних еволюцiйних задач у тривимiрних областях зi

складною геометрiєю;

— дотримуючись пiдходу iн’єкцiї залежностей з використанням абстра-

ктних типiв, розроблено чотирирiвневу архiтектуру програмного ком-

плексу, яка забезпечує його розширення новими задачами i чисельни-

ми методами без переробки iснуючого програмного коду;

— вiдповiдно до концепцiї, закладеної в основу архiтектури комплексу,

для усiх дослiджуваних математичних моделей розроблено модулi

розв’язування вiдповiдних мiшаних задач i, крiм того, побудовано
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модифiкованi модулi для розв’язування нових класiв задач;

— обґрунтовано математичну модель мiшаної задачi для однорiдного

хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою, а також

дослiджено розв’язки вiдповiдних КIР методом Гальоркiна-МКЕ;

— результатами серiї обчислювальних експериментiв пiдтверджено до-

стовiрнiсть отриманих теоретичних результатiв, а також продемон-

стровано ефективнiсть розроблених чисельних методiв та пiдходiв до

розробки програмного забезпечення.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiї є внеском у розробку пiдходiв до побудови спецiалiзованих програм-

них комплексiв та чисельних методiв для розв’язування мiшаних задач

для рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами. Розро-

блене програмне забезпечення може бути використане при моделюваннi

еволюцiйних процесiв рiзної природи, зокрема дифракцiї акустичних та

електромагнiтних хвиль, поширення тепла. Фреймворк MMF є основою

для подальшого розширення обчислювального середовища на новi задачi.

Отриманi результати мiстяться у звiтах науково-дослiдної частини Львiв-

ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка (2019-2021 рр.).

Особистий внесок здобувача. Результати роботи, наведенi в дисер-

тацiї, отримано автором особисто. Усi публiкацiї видано у спiвавторствi. В

рамках роботи над публiкацiями здобувачевi належать такi результати: у

працi [7] – розробка архiтектури фреймворку для розв’язування мiшаних

задач; у працi [8] – отримання за допомогою програмного забезпечення

чисельного розв’язку задачi з динамiчною крайовою умовою та задачi ди-

фракцiї сферичного акустичного iмпульсу, а також часу обчислень блокiв

матрицi СЛАР з використанням методу АСА; у працi [38] – побудова про-
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грамного модуля для знаходження розв’язкiв i дослiдження задачi Кошi; у

працi [54] – отримання чисельного розв’язку задачi Дiрiхле для пiвпросто-

ру з використанням можливостей програмного фреймворку; у працi [57] –

обґрунтування розв’язку задачi з динамiчною крайовою умовою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї

апробовано на мiжнародних конференцiях: «Ukrainian Conference on

Applied Mathematics» (м. Львiв – 2017 р.), СНКПМКН–2018 (м. Львiв –

2018р.), «Сучаснi проблеми прикладної математики та iнформатики» (м.

Львiв – 2018р., 2019р.), «Сучаснi проблеми прикладної математики та

комп’ютерних наук» (м. Львiв – 2021р.) та мiжнародному семiнарi IEEE

26th International Seminar/Workshop on Direct and Inverse Problems of

Electromagnetic and Acoustic Wave Theory (DIPED) (м. Тбiлiсi – 2021 р.).

Публiкацiї. Загалом опублiковано 5 статей [7, 8, 38, 54, 57] у журна-

лах, що входять до перелiку фахових видань, затверджених МОН України.

Стаття [38] включена до мiжнародної наукометричної бази Scopus, статтi

[54, 57] – до Web of Science. Також видано 5 тез i матерiалiв всеукраїнських

та мiжнародних наукових конференцiй [4, 5, 6, 9, 55, 56] ([55] включено до

мiжнародної наукометричної бази Scopus).

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається iз анотацiї, вступу,

шести роздiлiв iз висновками, списку використаних джерел (86 позицiй) та

додатку iз публiкацiями здобувача. Загальний обсяг становить 198 сторi-

нок. Робота мiстить 40 рисункiв та 20 таблиць.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ТА

ФОРМУЛЮВАННЯ ВИМОГ ДО ПРОГРАМНОГО

ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ

У цьому роздiлi схематично розглянемо пiдхiд до розв’язування еволю-

цiйних задач, який полягає у комбiнацiї перетворення Лаґерра за часовою

змiнною i методу крайових елементiв для наближення функцiй вiд про-

сторових змiнних. Для прикладу вiзьмемо мiшану задачу для однорiдного

хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою. На кожному ета-

пi зазначеного пiдходу охарактеризуємо основнi математичнi сутностi та

пов’язанi з ними обчислювальнi аспекти, якi зустрiчатимуться також i при

розв’язуваннi iнших задач.

Пiсля розгляду конкретного прикладу опишемо предметну область для

ПЗ, а саме математичнi моделi еволюцiйних задач, якi допускають засто-

сування окресленого пiдходу для знаходження чисельних розв’язкiв. Як

наслiдок, сформулюємо загальнi вимоги до вiдповiдного ПЗ.

1.1. Огляд лiтератури

Мiшанi задачi для хвильового рiвняння займають важливе мiсце в пе-

релiку математичних моделей при дослiдженнi динамiчних процесiв рiзної

природи. Тому, з одного боку, є актуальною розробка ефективних методiв

для знаходження чисельних розв’язкiв таких задач. З iншого боку, успiх

дослiджень iз використанням таких чисельних методiв у значнiй мiрi зале-

жить вiд наявностi вiдповiдного обчислювального середовища, яке в силу
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складностi методiв можна вiднести до рангу складних систем. Отож роз-

робка вiдповiдних принципiв побудови таких середовищ, зокрема архiте-

ктури та високопродуктивних алгоритмiв, також є актуальною проблемою

комп’ютерних наук.

Теоретичне дослiдження мiшаних задач для хвильового рiвняння має

давню iсторiю. Рiзним пiдходам до формулювання та теоретичного обґрун-

тування таких задач присвячено монографiї [2, 10, 17, 19, 44]. Рiст потужно-

стей обчислювальної технiки забезпечив бурхливий розвиток варiацiйно-

рiзницевих i проекцiйно-сiткових методiв стосовно нестацiонарних задач в

обмежених областях невисокої розмiрностi [10, 15, 22]. Зазначимо, що для

задач у необмежених просторових областях застосування таких пiдходiв

було проблематичним. Вiдповiдно тут розвивалися методи, базованi на те-

орiї хвильових потенцiалiв, якi дають змогу перейти вiд диференцiйних за-

дач до еволюцiйних крайових iнтегральних рiвнянь (ЕКIР), для яких хара-

ктерне так зване “запiзнення в часi”. Зокрема у працях [25, 26] вперше було

обґрунтовано метод Гальоркiна, а саме метод крайових елементiв (МКЕ)

для задач Дiрiхле та Неймана для хвильового рiвняння у загальному 4-

вимiрному формулюваннi. Однак дотепер його застосування обмежується

задачами для специфiчних випадкiв, коли вдається понизити обчислюваль-

ну складнiсть алгоритму розв’язування за рахунок зменшення розмiрностi

задачi [51].

На даний час можна простежити кiлька загальних пiдходiв до чисель-

ного розв’язування мiшаних задач для хвильового рiвняння, в основi яких

є використання ЕКIР. Використання iнтегральних рiвнянь надає усiм та-

ким пiдходам вiдомi переваги. В першу чергу, це зменшення на одиницю

розмiрностi задачi шляхом переходу до пошуку невiдомих величин лише на

межi областi. Другою перевагою є унiверсальнiсть щодо геометрiї областi,
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оскiльки достатньо, щоб її межа була лiпшицевою поверхнею.

Згаданi пiдходи рiзняться врахуванням залежностi розв’язку вiд часо-

вої змiнної. Зокрема, випадок гармонiйних коливань є окремою сферою

дослiдження, оскiльки безпосередньо приводить до крайових задач для

елiптичних рiвнянь i вiдповiдних КIР [39, 58, 80, 84]. У цьому випадку

невiдомi величини заданi лише на межi областi, для їхнього знаходжен-

ня широко застосовується МКЕ, зокрема у комбiнацiї з асимптотичними

методами [33, 60, 62].

Iншим загальним пiдходом до розв’язування зазначених нестацiонар-

них задач є застосування до них iнтегрального перетворення (IП) Фур’є

чи Лапласа на рiзних етапах знаходження чисельного розв’язку (див., на-

приклад, [44, Chapter XVI], [47] та наведенi там посилання). Основною пе-

ревагою такого пiдходу є, знову ж таки, зведення вихiдної задачi чи зале-

жних вiд часу ЕКIР до елiптичних крайових задач та вiдповiдних їм КIР

[25, 26, 51, 65]. Крiм того, образи при таких перетвореннях є аналiтичними

функцiями параметра перетворення, що є основою для проведення тео-

ретичних дослiджень рiзних властивостей вiдповiдних функцiй-оригiналiв

[25, 26, 51, 65]. Зокрема, в такий спосiб вдається обґрунтувати iснування

та єдинiсть розв’язку мiшаних задач та iнтегральних рiвнянь у вiдповiд-

них функцiйних просторах. Однак зазначимо, що прикладне застосування

такого пiдходу до чисельного розв’язування задач у загальнiй постановцi

ускладнене через проблеми реалiзацiї вiдповiдних обернених iнтегральних

перетворень.

Один iз сучасних пiдходiв до знаходження чисельних розв’язкiв

еволюцiйних задач пов’язаний iз методом квадратури згортки (convolution

quadrature, CQ) [70], в основi якого є застосування чисельних методiв

розв’язування специфiчних задач Кошi, якi виникають в просторi
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зображень перетворення Лапласа. Теоретичнi аспекти цього методу i

пов’язаний iз ним математичний апарат розглянуто в монографiї

[83]. Метод CQ виявився ефективним для чисельного розв’язування

еволюцiйних задач рiзної природи [24, 52, 53, 59, 64].

Iнший пiдхiд також пов’язаний iз iнтегральним перетворенням за часом,

але в якого ядром служать елементи послiдовностi, утвореної з полiномiв

Лаґерра, за що його називають перетворенням Лаґерра (ПЛ). Якщо з та-

ких елементiв утворити ортонормований базис у деяких вагових просторах

Лебега, то результатом застосування ПЛ до еволюцiйної задачi буде кра-

йова задача для нескiнченної трикутної системи елiптичних рiвнянь, якi

можна розв’язувати послiдовно. Вперше такий пiдхiд до розв’язування за-

дач у деяких канонiчних областях був застосований в працi [3]. У працi

[13] для задач Дiрiхле i Неймана для хвильового рiвняння було розроблено

комбiнований метод ПЛ i крайових iнтегральних рiвнянь. Отриманi ре-

зультати обчислювальних експериментiв продемонстрували ефективнiсть

цього методу для дослiдження хвильових процесiв у тривимiрних областях

зi складною геометрiєю.

Комбiнований метод ПЛ та КIР у працi [18] був застосований безпосе-

редньо до ЕКIР, а у працях [14, 36, 21] також був розроблений для iнших

типiв еволюцiйних рiвнянь. Зазначимо, що результати обчислювальних екс-

периментiв [37, 38] свiдчать, що цей пiдхiд також дає змогу розв’язувати

оберненi еволюцiйнi задачi, а також дослiджувати поширення хвиль, коли

вiдповiднi данi Кошi вiдомi лише на частинi межi областi.

До зазначених вище переваг iнтегральних рiвнянь в комбiнованому ме-

тодi додається ще одна. Вона зумовлена тим, що крайовий оператор є той

самий для усiх рiвнянь послiдовностi, а права частина кожного з рiвнянь

рекурентно залежить вiд розв’язкiв попереднiх рiвнянь. В комплексi така
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властивiсть комбiнованого методу сприяє його ефективнiй iмплементацiї.

Зазначимо, що для чисельного розв’язування одновимiрних КIР успiшним

виявився метод механiчних квадратур (див., наприклад, [34, 37]), викори-

стання якого дає змогу ефективно враховувати сингулярностi ядер iнте-

гральних операторiв.

Задачi у тривимiрному просторi у наведених прикладах були розв’язанi

з використанням методу крайових елементiв, детальний розгляд питань,

пов’язаних з дискретизацiєю крайових iнтегральних операторiв див., на-

приклад, [68, 12, 11, 69]. В [54] комбiнований метод IП та КIР було пошире-

но на випадок моделювання коливань у пiвпросторi з включенням, а також

запроваджено оптимiзацiю алгоритмiв обчислення матриць, якi виникають

при дискретизацiї крайових операторiв. Теоретичнi аспекти, якi стосуються

послiдовностей КIР, що виникають у крайових задачах Дiрiхле, Неймана

та Робiна для згаданої нескiнченної трикутної системи розглянуто в [76].

Програмна реалiзацiя у кожному з випадкiв застосування комбiновано-

го методу IП та КIР, а також практика чисельного моделювання виявила

низку спiльних характеристик та закономiрностей. Вони утворюють осно-

ву специфiкацiй для розробки спецiалiзованого програмного середовища

(фреймворку) для ефективного моделювання динамiчних процесiв. Побу-

дова такого середовища має враховувати особливостi наявних програмних

рiшень.

Сьогоднi одним iз ефективних способiв чисельного розв’язування КIР

є МКЕ. Для його застосування на практицi необхiдно передбачити вiд-

повiдну програмну реалiзацiю з урахуванням обчислювальної складностi

методу. В загальному вiдомi програми для розв’язування задач з викори-

станням МКЕ можна подiлити на двi категорiї: спецiалiзованi програмнi

комплекси (призначенi для дослiдження вузького кола мiшаних задач) та
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бiблiотеки i фреймворки (застосовнi до широкої множину задач з можли-

вiстю подальшого розширення).

Серед вузькоспецiалiзованого програмного забезпечення вiдзначимо

системи для розв’язування акустичних задач для рiвняння Гельмгольца.

Однiєю з таких є AcousticBEM [23], яка мiстить набiр функцiй та

демонстрацiйних чисельних експериментiв для моделювання усталених

коливань з рiзними крайовими умовами. Пакет програм OpenBEM

[78], написаних з використанням середовища MatLab [72], дає змогу

розв’язувати внутрiшнi та зовнiшнi акустичнi задачi, а також

осесиметричнi задачi та задачi для пiвпростору.

Подiбнi спецiалiзованi комплекси iснують також i для iнших видiв

мiшаних задач. Наприклад, програма Ulambator [85] призначена для

розв’язування рiвнянь Нав’є-Стокса з використанням МКЕ. BESLE

[31] – для аналiзу механiчної поведiнки гетерогенних матерiалiв з

використанням МКЕ для задач еластостатики та еластодинамiки. Ширшу

множину задач охоплює Bempp [32] – обчислювальна платформа мовою

Python на основi МКЕ для розв’язування задач електростатики, акустики

та електромагнетизму (пiдтримує розбиття поверхнi на трикутнi

крайовi елементи, iмпорт та експорт у рiзнi формати, алгоритми

розпаралелювання завдань). Також можна врахувати досвiд розробки

обчислювального середовища для розв’язування задач електростатики

[20].

Разом iз розробкою спецiалiзованих програмних комплексiв виникла

iдея побудови загальних бiблiотек класiв та фреймворкiв, якi можна було

б використовувати незалежно вiд вибраного типу задачi. Однiєю iз

перших таких систем стала Beasy [41], що використовується для

розв’язування задач для рiвняння Лапласа, дифузiї, хвильового рiвняння,
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задач лiнiйної еластостатики та задач еластопластичностi. З розвитком

об’єктно-орiєнтованих мов програмування було запропоновано загальну

систему BEM++ [30] для задач акустики, електромагнетизму та iнших,

серед особливостей якої варто вiдзначити високу продуктивнiсть

внутрiшнiх алгоритмiв. Вiдомо також про PyBEM2D [79] – бiблiотеку

класiв та iнтерфейсiв мовою Python з модульною структурою для

розв’язування задач з використанням методу крайових елементiв для

двовимiрних геометрiй.

Водночас вищезазначене програмне забезпечення має ряд обмежень.

Зокрема спецiалiзованi системи, такi як AcousticBEM, OpenBEM,

Ulambator, BESLE, Bempp, фокусуються в основному на розв’язуваннi

чiтко окреслених задач або ряду подiбних, що моделюють лише

визначений тип фiзичних явищ. Крiм того, в основному вони працюють зi

сталими коефiцiєнтами як у випадку рiвняння Гельмгольца. З iншого

боку, бiльш загальнi системи, такi як BEM++, Beasy надають ряд

базових алгоритмiв, проте мають недолiки в сенсi розширення предметної

областi, а PyBEM2D розв’язує задачi лише для двовимiрних геометрiй.

Таким чином, важливою є побудова програмного комплексу, який

ефективно враховуватиме особливостi сучасних методiв розв’язування

мiшаних задач, зокрема використання комбiнацiї перетворення Лаґерра

та МКЕ, а також надаватиме гнучкi програмнi конструкцiї для

розширення множини можливих дослiджень еволюцiйних процесiв.
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1.2. Мiшана задача для хвильового рiвняння з динамiчною

крайовою умовою

Нехай Ω ∈ R3 — обмежена область з лiпшицевою поверхнею Γ, R+ :=

(0,∞), R0 = [0,+∞), Σ := Γ× R+, Q := Ω× R+, Q = Ω× R0.

Розглянемо мiшану задачу: для заданих g(x, t), (x, t) ∈ Σ, i b(x), x ∈

Γ, знайти функцiю u(x, t), (x, t) ∈ Q, яка задовольняє (в певному сенсi)

хвильове рiвняння

∂2t u−∆u = 0 в Q, (1.1)

разом з початковими умовами

u(·, 0) = 0, ∂tu(·, 0) = 0 в Ω, (1.2)

i динамiчною крайовою умовою

∂νu|Σ + b ∂tu|Σ = g на Σ, (1.3)

де ∂t i ∂ν означають похiдну за часовою змiнною i нормальну похiдну вiд-

повiдно, ∆ – оператор Лапласа.

Далi цю задачу називатимемо задачею (HD).

1.3. Схема комбiнованого методу перетворення Лаґерра та

крайових iнтегральних рiвнянь

1.3.1. Iнтегральне зображення розв’язку мiшаної задачi. Вi-

домо (див., наприклад, [1, 19, 66]), що за умови достатньо гладкої межi Γ

довiльний класичний розв’язок u ∈ C2(Q) ∩ C1(Q)) хвильового рiвняння

(1.1), який задовольняє однорiднi початковi умови (1.2) i продовжений ну-

лем на множину {(x, t) |x ∈ Ω, t ∈ (−∞, 0)}, можна виразити формулою

Кiрхгофа

u(x, t) = Sµ(x, t)−Dλ(x, t), (x, t) ∈ Q, (1.4)
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де λ := u|Σ i µ := ∂νu|Σ,

Sµ(x, t) = 1

4π

∫︂
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy, (x, t) ∈ Q, (1.5)

Dλ(x, t) = 1

4π

∫︂
Γ

(︃
∂νy

λ(z, t− |x− y|)
|x− y|

)︃⃓⃓⃓⃓
z=y

dΓy, (x, t) ∈ Q. (1.6)

Пару функцiй (λ, µ) називають даними Кошi розв’язку u, а вирази Sµ i

Dλ — хвильовими потенцiалами, вiдповiдно, простого i подвiйного шару.

Зазначимо, що у формулi (1.4) розумiємо Sµ(x, t) := (Sµ)(x, t), (x, t) ∈

Q, таке саме спрощення використовуємо скрiзь у подiбних виразах з опе-

раторами.

Отож, щоб отримати розв’язок задачi (HD), залишається визначити

густини потенцiалiв так, щоб функцiя u задовольняла крайову умову (1.3).

1.3.2. Зведення мiшаної задачi до крайових iнтегральних рiв-

нянь. Введемо позначення:

v+(x, t) := lim
Ω∋y→x∈Γ

v(y, t), (x, t) ∈ Σ, — граничне значення функцiї v ∈

C(Q);

∂+νx
v(x, t) := lim

Ω∋y→x∈Γ
∂νx

v(y, t), (x, t) ∈ Σ, вважаючи, що точка y наближа-

ється до межi областi вздовж прямої, для якої νx є напрямним вектором,

— правильна нормальна похiдна функцiї v ∈ C1(Q).

Для граничних значень та нормальних похiдних хвильових потенцiалiв

на цилiндричнiй поверхнi Σ виконуються спiввiдношення [66, Chapt.1] :

S+µ := (Sµ)+ = Vµ, D+λ := (Dλ)+ = −1

2
λ+Kλ,

∂+ν Sµ =
1

2
µ+K⊤µ, ∂+ν Dλ = −Wλ на Σ,

(1.7)
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де

Vµ(x, t) = 1

4π

∫︂
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy, (x, t) ∈ Σ, (1.8)

K⊤µ(x, t) =
1

4π

∫︂
Γ

∂νx

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy, (x, t) ∈ Σ, (1.9)

Kλ(x, t) = 1

4π

∫︂
Γ

(︃
∂νy

λ(z, t− |x− y|)
|x− y|

)︃⃓⃓⃓⃓
z=y

dΓy, (x, t) ∈ Σ, (1.10)

Wλ(x, t) =
1

4π
∂νx

∫︂
Γ

(︃
∂νy

λ(z, t− |x− y|)
|x− y|

)︃⃓⃓⃓⃓
z=y

dΓy, (x, t) ∈ Σ. (1.11)

Запишемо граничне значення вiд лiвої i правої частин рiвностi (1.4) на

Σ, беручи до уваги формули (1.7):

λ = S+µ−D+λ ⇔ λ = Vµ+
1

2
λ−Kλ на Σ.

Останню з отриманих рiвностей можна переписати так

Vµ− 1

2
λ−Kλ = 0 на Σ. (1.12)

Зауважимо, що функцiї λ i µ є взаємно пов’язаними, оскiльки вони є

даними Кошi тiєї самої функцiї u. Тому для цих функцiй можна отримати

еквiвалентну (1.12) рiвнiсть, якщо вiзьмемо правильну нормальну похiдну

вiд лiвої i правої частин рiвностi (1.4):

µ = ∂+ν Sµ− ∂+ν Dλ ⇔ µ =
1

2
µ+K⊤µ+Wλ на Σ. (1.13)

Перепишемо крайову умову (1.3), враховуючи введенi вище позначення:

µ+ b ∂tλ = g на Σ, (1.14)

i замiсть функцiї µ пiдставимо сюди її вираз iз другої рiвностi в (1.13). Тодi

отримаємо
1

2
µ+K⊤µ+Wλ+ b ∂tλ = g на Σ. (1.15)
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Рiвняння (1.12) i (1.15) разом складають таку систему ЕКIР для знахо-

дження функцiй λ i µ:⎧⎪⎨⎪⎩
Vµ− 1

2
λ−Kλ = 0,

1

2
µ+K⊤µ+ b ∂tλ+Wλ = g

на Σ. (1.16)

1.3.3. Зведення еволюцiйних крайових iнтегральних рiвнянь

перетворенням Лаґерра у послiдовнiсть крайових iнтегральних.

Надалi з метою застосування перетворення Лаґерра (ПЛ) вважаємо, що

маємо справу з функцiями дiйсного аргументу (часу), якi набувають зна-

чення у певних гiльбертових просторах.

НехайX - гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)X i вiдповiдною

нормою ∥ · ∥X . Введемо простiр Лебега L2
α(R+;X), який мiстить функцiї

f : R+ → X такi, що ∫︂
R+

||v(t)||2X e−αtdt <∞,

де α > 0. Також визначимо простiр послiдовностей

l2(X) :=
{︁
v ∈ X∞ |

∞∑︂
j=0

∥vj∥2X < +∞
}︁
.

Розглянемо функцiї Лаґерра

ln(t) =
√
σLn(σt)e

−β
2 t, t ∈ R+, n ∈ N0, (1.17)

де Ln – полiноми Лаґерра[63], σ > 0 i β ⩾ 0 – параметри такi, що σ =

α + β. Зазначимо, що функцiї Лаґерра утворюють ортонормований базис

простору L2
α(R+;R).

Тодi перетворенням Лаґерра є вiдображення L : L2
α(R+;X) → l2(X),

що довiльнiй функцiї f ∈ L2
α(R+;X) ставить у вiдповiднiсть послiдовнiсть
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f := (f0, f1, ..., fk, ... )
⊤ ∈ l2(X), елементи якої визначенi формулою

fk :=
(︁
Lf

)︁
k
:=

∫︂
R+

f(t) lk(t) e
−αtdt, k ∈ N0. (1.18)

Обернене перетворення Лаґерра полягає в знаходження функцiї з простору

L2
α(R+;X) як суми ряду

(L−1h)(t) :=
∞∑︂
k=0

hk lk(t), t ∈ R+, (1.19)

де h := (h0, h1, ..., hk, ... )
⊤ ∈ l2(X).

Нехай довiльна векторна функцiя f є такою, що f ′ ∈ L2
α(R+;X) i f(0) =

0. Тодi (︁
Lf ′

)︁
k
= γfk + σ

k−1∑︂
i=0

fi, k ∈ N0, (1.20)

де γ := α + β/2.

Введемо позначення послiдовностей µ := Lµ =
(︁
µ0, µ1, ...

)︁⊤ i λ :=

Lλ =
(︁
λ0, λ1, ...

)︁⊤, якi є зображеннями густин хвильових потенцiалiв (1.5)

i (1.6) вiдповiдно. Вiдомо [12, 68], що тодi цих потенцiалiв є правильними

розвинення :

Sµ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

Sj−iµi

)︃
lj(t) в Ω, t ∈ R+; (1.21)

Dλ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

Dj−iµi

)︃
lj(t) в Ω, t ∈ R+, (1.22)

де величини

Skµi(x) :=

∫︂
Γ

µi(y)ek(x− y) dΓy,

Dkλi(x) :=

∫︂
Γ

λi(y)νy · ∇yek(x− y) dΓy, x ∈ Ω, i, k ∈ N0.

(1.23)
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визначенi через функцiї

e0(z) :=
e−α|z|

4π
√
σ|z|

l0(|z|),

ek(z) :=
e−α|z|

4π
√
σ|z|

(lk(|z|)− lk−1(|z|)), k ∈ N, z ∈ R3 \ {0}.
(1.24)

Позначимо

uk(x) =
k∑︂
i=0

(︁
Sk−iµi

)︁
(x)−

k∑︂
i=0

(︁
Dk−iλi

)︁
(x), x ∈ Ω, k ∈ N0. (1.25)

Тодi формула Кiрхгофа (1.4) набуде вигляду

u(x, t) :=
∞∑︂
k=0

uk(x)lk(t), (x, t) ∈ Q. (1.26)

Подiбнi розвинення матимемо для виразiв заданих формулами (1.8)-

(1.11):

Vµ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

Vj−iµi

)︃
lj(t) на Γ, t ∈ R+; (1.27)

Kλ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

Kj−iλi

)︃
lj(t) на Γ, t ∈ R+; (1.28)

K⊤µ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

K⊤
j−iµi

)︃
lj(t) на Γ, t ∈ R+; (1.29)

Wλ(t) =
∞∑︂
j=0

(︃ j∑︂
i=0

Wj−iµi

)︃
lj(t) на Γ, t ∈ R+, (1.30)

де

Kkλi(x) :=

∫︂
Γ

λi(y)νy · ∇yek(x− y) dΓy,

K⊤
k µi(x) :=

∫︂
Γ

µi(y)νx · ∇xek(x− y) dΓy, x ∈ Ω, i, k ∈ N0,
(1.31)
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Vkµi(x) :=

∫︂
Γ

µi(y)ek(x− y) dΓy,

Wkλi(x) := νx · lim
x′→x

∇x′

∫︂
Γ

λi(y)νy · ∇yek(x− y) dΓy, x ∈ Γ, i, k ∈ N0.

(1.32)

Застосуємо ПЛ до системи ЕКIР (1.16), враховуючи розвинення виразiв

з крайовими операторами та формулу (1.20). Тодi отримаємо таку послi-

довнiсть систем, якi складаються з двох КIР

A0ϕk = ψk −
k−1∑︂
i=0

Ak−iϕi на Γ, k ∈ N0, (1.33)

де ϕk := (µk, λk)
⊤, ψk := (0, gk)

⊤,

A0 :=

⎛⎜⎝ V0 −1

2
I1 −K0

1

2
I2 +K⊤

0 bγI1 +W0

⎞⎟⎠ , Aj :=

⎛⎝ Vj −Kj

K⊤
j bσI1 +Wj

⎞⎠ , j ∈ N.

(1.34)

Тут i далi пiд I1 i I2 розумiємо оператори iдентичностi у функцiйних про-

сторах, де заданi функцiї µk i λk вiдповiдно, а також вважаємо, що вираз

iз пiдсумовуванням рiвний нулевi, якщо значення його верхнього iндексу

менше значення нижнього, тобто з (1.33) при k = 0 маємо

A0ϕ0 = ψ0 на Γ. (1.35)

Розв’язуючи покроково для послiдовних значень k ∈ N0 систему (1.33),

матимемо змогу використовувати знайденi функцiї µk та λk для наближен-

ня хвильових потенцiалiв Sµ i Dλ за формулами (1.21) i (1.22) вiдповiдно,

а також обчислювати за формулою (1.25) вирази uk(x), x ∈ Ω, якi є коефi-

цiєнтами розвинення (1.26) шуканого розв’язку задачi (HD). Вибираючи
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(з певних мiркувань) деяке натуральне число N , скiнчену суму

˜︁uN(x, t) := N∑︂
k=0

uk(x)lk(t), (x, t) ∈ Q. (1.36)

вважатимемо наближеним розв’язок задачi (HD).

1.3.4. Чисельна схема у скiнченновимiрних просторах. На

кожному кроцi систему КIР (1.33) розв’язуємо методом Гальоркiна-МКЕ,

використовуючи скiнченновимiрнi простори S0
h(Γ) i S1

h(Γ) з базовими фун-

кцiями
{︁
φ0
l

}︁M
l=1

i
{︁
φ1
l

}︁M∗

l=1
вiдповiдно, де h – параметр дискретизацiї, пара-

метри M i M ∗ означають вимiр вiдповiдного простору (побудова базисних

функцiй описана у роздiлi 3).

Апроксимуємо невiдомi функцiї µk i λk у вiдповiдних скiнченновимiрних

просторах такими функцiями

µhk :=
M∑︂
l=1

µkl φ
0
l ∈ S0

h(Γ), k ∈ N0, (1.37)

λhk :=
M∗∑︂
l=1

λkl φ
1
l ∈ S1

h(Γ), k ∈ N0, (1.38)

де невiдомi коефiцiєнти апроксимацiї розглядаємо як елементи векторiв

µk ∈ RM i λk ∈ RM∗. Тодi пiсля пiдстановки наближень (1.37) i (1.38) у

послiдовнiсть КIР (1.33) чисельна схема методу Гальоркiна-МКЕ матиме

такий вигляд:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Vh
0µ

k +
(︁
− 1

2
Mh − Kh

0

)︁
λk = −

k−1∑︂
i=0

Vh
k−iµ

i +
k−1∑︂
i=0

Kh
k−iλ

i, (1.39а)

(︁1
2
(M⊤)h + (K⊤

0 )
h
)︁
µk +

(︁
bγQh + Wh

0

)︁
λk =

= (M⊤)hgk −
k−1∑︂
i=0

(K⊤
k−i)

hµi −
k−1∑︂
i=0

(︁
bσQh + Wh

k−i
)︁
λi, k ∈ N0,

(1.39б)
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де gk ∈ RM – вектор коефiцiєнтiв апроксимацiї функцiї g у просторi S0
h(Γ),

а великi лiтери з позначкою h означають дискретний аналог (матрицю вiд-

повiдного розмiру) крайового iнтегрального оператора. Наприклад, Vh
0 i

Vh
i позначають блоки матрицi СЛАР, якi виникають пiсля застосування

до k-ої системи КIР у послiдовностi (1.33) методу Гальоркiна-МКЕ з вра-

хуванням наближення (1.37) для густин µk, k ∈ N0. Розрахунковi формули

для елементiв таких матриць подано у роздiлi 3.

Отож, отримали послiдовнiсть СЛАР для знаходження пар векторiв

(µk,λk) ∈ RM ×RM∗ для наближень пар функцiй (µk, λk), якi розглядаємо

для послiдовних значень k ∈ N0.

1.4. Математичнi моделi з iншими крайовими умовами

Покажемо, що поєднання перетворення Лаґерра за часовою змiнною

з методом Гальоркiна-МКЕ при розв’язуваннi мiшаних задач для хвильо-

вого рiвняння з iншими крайовими умовами приводить до послiдовностей

СЛАР, подiбних до (1.39).

У випадку задачi з крайовою умовою Дiрiхле

u|Σ = g на Σ, (1.40)

де g — задана функцiя, безпосередньо з вiдношення (1.12) матимемо ЕКIР

Vµ =
1

2
g +Kg на Σ, (1.41)

вiдносно невiдомої густини µ. Результатом ПЛ для такого рiвняння буде

послiдовнiсть КIР

V0µk =
1

2
gk +

k−1∑︂
i=0

Kk−igi −
k−1∑︂
i=0

Vk−iµi на Γ, k ∈ N0. (1.42)
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Пiсля дискретизацiї крайових операторiв згiдно методу Гальоркiна-МКЕ

матимемо, враховуючи наближення (1.37), таку СЛАР

Vh
0µ

k =
1

2
Mhgk +

k−1∑︂
i=0

Kh
k−ig

i −
k−1∑︂
i=0

Vh
k−iµ

i, k ∈ N0. (1.43)

Для задачi з умовою Неймана

∂νu|Σ = g на Σ, (1.44)

де g — задана функцiя, з вiдношення (1.13) прийдемо до ЕКIР

Wλ =
1

2
g −K⊤g на Σ, (1.45)

вiдносно невiдомої густини λ. Аналогiчно до попереднього випадку пiсля

застосування ПЛ прийдемо до послiдовностi КIР

W0λk =
1

2
gk −

k−1∑︂
i=0

K⊤
k−igi −

k−1∑︂
i=0

Wk−iλi на Γ, k ∈ N0, (1.46)

яка у скiнченновимiрному просторi матиме вигляд

Wh
0λ

k =
1

2
(M⊤)hgk −

k−1∑︂
i=0

(K⊤
k−i)

hgi −
k−1∑︂
i=0

Wh
k−iλ

i, k ∈ N0. (1.47)

Зазначимо, що оператори V0 i W0, як i A0, є елiптичним в спецiальних

функцiйних просторах, тобто можемо застосувати метод Гальоркiна-МКЕ

для послiдовного знаходження невiдомих коефiцiєнтiв розвинення густин

хвильових потенцiалiв у кожному з випадкiв.

За аналогiєю з елiптичними крайовими задачами (див., наприклад,

[58]), перехiд до ЕКIР шляхом подання розв’язку формулою Кiрхгофа

називають прямим. Назва зумовлена тим, що густини потенцiалiв мають

сенс даних Кошi для цього розв’язку. Альтернативний пiдхiд полягає у

використаннi лише одного з хвильових потенцiалiв для зображення
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розв’язку задачi. Такий пiдхiд називають непрямим, оскiльки в цьому

випадку невiдомi функцiї не мають зазначеного сенсу.

Щоб пiсля перетворення Лаґерра отримувати послiдовностi КIР, якi

асоцiйованi з елiптичними операторами, для зображення розв’язку задачi

Дiрiхле використовують хвильовий потенцiал простого шару

u = Sµ в Q, (1.48)

а для Неймана – подвiйного

u = Dλ в Q. (1.49)

Тодi для задачi Дiрiхле матимемо таке ЕКIР

Vµ = g на Σ, (1.50)

i вiдповiдну послiдовнiсть КIР у просторi зображень ПЛ

V0µk = gk −
k−1∑︂
i=0

Vk−iµi на Γ, k ∈ N0. (1.51)

Її дискретний аналог матиме вигляд

Vh
0µ

k = Mhgk −
k−1∑︂
i=0

Vh
k−iµ

i, k ∈ N0. (1.52)

Для задачi Неймана отримаємо

Wλ = g на Σ, (1.53)

звiдки пiсля ПЛ матимемо послiдовнiсть КIР

W0λk = gk −
k−1∑︂
i=0

Wk−iλi на Γ, k ∈ N0, (1.54)
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яка пiсля дискретизацiї крайових операторiв породжує таку послiдовнiсть

СЛАР

Wh
0λ

k = (M⊤)hgk −
k−1∑︂
i=0

Wh
k−iλ

i, k ∈ N0, (1.55)

Розглянемо ще одну мiшану задачу, яку називатимемо задачею Кошi

[38], коли на частинi Γ1 ⊂ Γ межової поверхнi данi Кошi невiдомi, натомiсть

на iншiй частинi Γ2 := Γ \ Γ1 є вiдомими як слiд, так i нормальна похiдна

розв’язку

u|Σ2
= f2, ∂νu|Σ2

= g2 на Σ2 := Γ2 × R+, (1.56)

де g2 i f2(x, t) – заданi функцiї. Приклад такої геометрiї див. на рис. 6.9.

Подамо розв’язок у виглядi хвильового потенцiалу простого шару

u(x, t) = Sµ(x, t) := 1

4π

∫︂
Γ1

µ1(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy+
1

4π

∫︂
Γ2

µ2(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy,

(1.57)

Розглядаючи на Σ2 слiд та нормальну похiдну

S+µ = Vµ, ∂+ν Sµ =
1

2
µ+K⊤µ,

з крайових умов (1.56) отримаємо такi ЕКIР⎧⎨⎩ Vµ = f2,

1
2µ+K⊤µ = g2

на Σ2. (1.58)

Внаслiдок застосування ПЛ матимемо послiдовнiсть систем КIР

A0µk = ψk −
k−1∑︂
i=0

Ak−iµi на Γ2, k ∈ N0, (1.59)

де

A0 :=

⎛⎝ V0
1

2
I2 +K⊤

0

⎞⎠ , Aj :=

⎛⎝ Vj

K⊤
j

⎞⎠ , j ∈ N. (1.60)
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ψk := (fk,2, gk,2)
⊤, µk =

⎧⎨⎩ µk,1 на Γ1

µk,2 на Γ2

k ∈ N0, (1.61)

Vkµi(x) = Vk,1µi,1(x) + Vk,2µi,2(x), x ∈ Γ2, i, k ∈ N0, (1.62)

Vk,mµi,m(x) :=

∫︂
Γm

µi,m(y)ek(x− y) dΓm,y, x ∈ Γ2, i, k ∈ N0, m = 1, 2, (1.63)

K⊤
k µi(x) = K⊤

k,1µi,1(x) +K⊤
k,2µi,2(x), x ∈ Γ2, i, k ∈ N0, (1.64)

K⊤
k,mµi,m(x) :=

∫︂
Γm

µi,m(y)νx · ∇xek(x− y) dΓm,y x ∈ Γ2, i, k ∈ N0, m = 1, 2.

(1.65)

Будуючи, як ранiше, апроксимацiйнi простори i використовуючи наближе-

ння густин

µhk,m :=
M∑︂
l=1

µm,kl φ0
l ∈ S0

hm
(Γm), k ∈ N0, m = 1, 2, (1.66)

отримаємо з (1.59) такi спiввiдношення Гальоркiна-МКЕ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Vh
0,1µ

k
1 + Vh

0,2µ
k
2 = Mhfk2 −

k−1∑︂
i=0

Vh
k−i,1µ

k
1 −

k−1∑︂
i=0

Vh
k−i,2µ

k
2, (1.67а)

(K⊤
0,1)

hµk
1 + (

1

2
(M⊤)h + (K⊤

0,2)
h)µk

2 =

= (M⊤)hgk2 −
k−1∑︂
i=0

(K⊤
k−i,1)

hµk
1 −

k−1∑︂
i=0

(K⊤
k−i,2)

hµk
2, k ∈ N0,

(1.67б)

де µk
m := {µkm,l}

Mm

l=1 , m = 1, 2, fk2 ∈ RM
2 , gk2 ∈ RM

2 – вектори коефiцiєнтiв

апроксимацiї функцiй f2 та g2 у просторi S0
h2
(Γ2) вiдповiдно, а елементи

матричних блокiв обчислюють за тими ж формулами, що i в (1.39), але по

поверхнях Γm, m = 1, 2.



50

1.5. Узагальненi специфiкацiї предметної областi

Розглянутi у цьому роздiлi математичнi моделi, якi основанi на мiшаних

задачах для однорiдного хвильового рiвняння з однорiдними початковими

умовами, дають змогу з’ясувати загальнi характеристики вiдповiдних чи-

сельних схем та алгоритмiв, що лежатимуть в основi ПЗ для розв’язування

кожної iз цих задач. Зазначимо, що комбiнацiю ПЛ з методом Гальоркiна-

МКЕ також можна застосувати i до еволюцiйних задач для iнших неста-

цiонарних рiвнянь, зокрема телеграфного рiвняння та рiвняння теплопро-

вiдностi(див., наприклад, [14, 21, 36, 37]).

Множину усiх еволюцiйних задач, що складають предметну область

для нашого спецiалiзованого програмного комплексу, будемо формально

задавати у виглядi задачi для однорiдного диференцiального рiвняння в

частинних похiдних 2-го порядку

a1∂
2
t u+ a2∂tu+ a3u−∆u = 0 в Q, (1.68)

з однорiдними початковими умовами (1.2) i крайовою умовою

b1∂νu|Σ + b2∂tu|Σ + b3u|Σ = g на Σ, (1.69)

де ai, bi, i = 1, 3 — сталi. Тодi розглянутi ранiше моделi можна отримати

з цiєї абстрактної задачi при вiдповiдних значеннях параметрiв. Зокрема

задачу (HD) трактуємо як один з варiантiв при a1 = 1, a2 = a3 = 0, b1 =

1, b2 = 1, b3 = 0. Для цiєї задачi у роздiлi 5 доведено iснування та єдинiсть

розв’язку, а в роздiлi 3 отримано усi розрахунковi формули чисельної схе-

ми.

Зауважимо, що ПЛ зводить еволюцiйне рiвняння (1.68) до рiвняння елi-

птичного типу з невiдомими, залежними лише вiд просторових координат.

Iз задачами для такого типу рiвнянь будемо пов’язувати також випадок,
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коли рiвняння (1.68) при a1 = a2 = 0 є елiптичним i невiдома функцiя не

залежить вiд часової змiнної.

Отож, використовуючи прямий та непрямий пiдходи комбiнованого ме-

тоду ПЛ i КIР для чисельного розв’язування усiх зазначених мiшаних за-

дач, завжди приходимо до подiбних за структурою послiдовностей КIР, якi

володiють такими спiльними властивостями:

— усi рiвняння послiдовностi мають той самий iнтегральний оператор у

лiвiй частинi;

— цей iнтегральний оператор елiптичний у вiдповiдних просторах[58],

що є передумовою для розробки ефективних чисельних методiв для

розв’язування еволюцiйних задач;

— усi рiвняння послiдовностi мають рекурентно залежнi правi частини.

Зазначенi характеристики мають важливе значення для побудови ефектив-

них алгоритмiв чисельного розв’язування мiшаних задач у тривимiрних за

просторовими змiнними областях.

1.6. Вимоги до програмного забезпечення, якi випливають з

математичних моделей

Усе ПЗ, яке реалiзує алгоритми розглянутих обчислювальних схем у

вiдповiдному обчислювальному середовищi, називатимемо “фреймворком”.

Будемо використовувати для нього також назву MultiMathFramework (ско-

рочено MMF) як назву програмного продукту.

Покладемо в основу концепцiї фреймворку двi властивостi. По-перше,

з огляду на обчислювальну складнiсть математичних моделей, цей фрейм-

ворк має бути ефективним засобом для проведення обчислювальних експе-

риментiв в рамках моделювання еволюцiйних процесiв. По-друге – архiте-
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ктура фреймворку має забезпечувати його просту розширюванiсть на новi

еволюцiйнi задачi без переробки ранiше розроблених пiдсистем.

Розглянутi математичнi моделi еволюцiйних процесiв визначають мно-

жину вимог до фреймворку. Вiдповiдно до загальноприйнятої класифiкацiї

[61], розглядаємо три категорiї вимог: функцiональнi, нефункцiональнi та

обмеження.

1.6.1. Функцiональнi вимоги. Функцiональнi вимоги визначають

обчислення вiдповiдних атрибутiв чисельного розв’язку:

1. Вибiр конкретної задачi (iз заданого перелiку типiв еволюцiйних чи

стацiонарних задач) i введення її вхiдних даних. В iнтерфейсi користу-

вача (графiчному чи командного рядка) передбачити зберiгання вхiдних

та обчислених даних з метою повторного використання.

2. Знаходження чисельного розв’язку конкретної задачi. Це є основною

функцiєю системи.

3. Систематизоване зберiгання результатiв обчислень. Данi, якi отри-

манi на визначених етапах обчислення розв’язку, зберiгаються у спецi-

альних репозиторiях. Формати даних мають забезпечувати можливiсть

їхнього подальшого використання у фреймворку, або поза ним пiсля екс-

порту.

4. Аналiз чисельного розв’язку шляхом обчислення апостерiорних похибок,

зокрема абсолютної та вiдносної похибок, порядку збiжностi.

5. Вiзуалiзацiя отриманих розв’язкiв за допомогою графiкiв та таблиць.

6. Генерування геометрiї областi та дискретизацiя межової поверхнi кра-

йовими елементами з вiдповiдними режимами зберiгання геометричних

даних та вiзуалiзацiї.
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1.6.2. Нефункцiональнi вимоги. Нефункцiональнi вимоги

стосуються атрибутiв, якi характеризують архiтектуру фреймворку та

якiсть чисельних розв’язкiв: похибки розв’язкiв на рiзних етапах

обчислень, швидкiсть обчислень, зручнiсть використання ПЗ.

1. Архiтектура фреймворку має забезпечувати його розширення на новi

задачi та новi чисельнi методи без змiни ранiше розробленого коду.

2. Мiнiмiзацiя часу розв’язування задачi за рахунок технiчних прийомiв,

що сприяють покращенню швидкостi обчислення задачi, наприклад, ке-

шування промiжних результатiв для зберiгання просторових компонент

чисельного розв’язку задачi, використання багатопотоковостi для пара-

лельного обчислення елементiв матриць.

3. Обробка виняткових ситуацiй в процесi виконання задачi для взаємодiї

iз користувачем та уникнення пошкодження стану програми.

4. Зручнiсть у використаннi. Взаємодiя користувача iз системою має бути

простою та зрозумiлою на усiх етапах використання.

1.6.3. Обмеження. Обмеження визначають рамки для прийняття

рiшень пiд час проведення чисельних експериментiв. Зокрема вони стосую-

ться використання певних технологiй, бiблiотек чи системних компонентiв

для реалiзацiї ПЗ. На даний момент основними технологiями i бiблiоте-

ками, використаними у фреймворку MMF, є .NET Framework, Windows

Forms, WPF, Python, Qt framework, Matplotlib

1.7. Висновки до роздiлу 1

Чисельнi схеми розв’язування розглянутих еволюцiйних задач, якi

отриманi шляхом поєднання перетворення Лаґерра та МКЕ, мають

подiбну структуру та оперують аналогiчними наборами даних. Цi
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обставини є пiдставою для формального узагальнення математичних

моделей з метою побудови iєрархiй вiдповiдних абстрактних типiв

(класiв та iнтерфейсiв). Вони разом iз програмними засобами, що

забезпечуватимуть обчислювальне середовище фреймворку, будуть

утворювати основу (ядро) MMF. Тодi для реалiзацiї конкретної

обчислювальної схеми залишатиметься лише розробка програмного коду,

який характерний лише вiдповiднiй задачi.
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РОЗДIЛ 2

АРХIТЕКТУРА ТА БАЗОВI ТИПИ ПРОГРАМНОГО

КОМПЛЕКСУ

У цьому роздiлi розглянемо архiтектурнi, алгоритмiчнi та програмнi

рiшення, якi випливають iз сформульованих ранiше вимог до розробки

фреймворку, який давав би змогу проводити чисельне моделювання ево-

люцiйних процесiв рiзної природи у тривимiрних просторових областях.

2.1. Загальна характеристика архiтектури фреймворку

Проєктуючи архiтектуру фреймворку MMF, дотримуємося таких двох

ключових положень:

1. Кожна задача є окремою сутнiстю, яка володiє власним набором зна-

чень параметрiв обчислювальної схеми та середовища, використовує

характернi для цiєї задачi алгоритми та їхню реалiзацiю.

2. Усi задачi iз предметної областi мають подiбнi характеристики та

алгоритми. Це стосується дискретизацiї крайових операторiв,

алгоритмiв чисельного iнтегрування, знаходження елементiв СЛАР,

обчислення функцiй Лаґерра та iн.

Згiдно з першим положенням задачу розглядаємо як окремий компо-

нент системи, що динамiчно пiдвантажується на етапi виконання. Друге

положення зумовлює розробку бiблiотеки загальних алгоритмiв, яка буде

спiльно використовуватись рiзними компонентами обчислювальної схеми.

Фреймворк розглядаємо як спецiалiзовану систему, програмний код

якої розподiлено по таких рiвнях (рис. 2.1):



56

Рис. 2.1. Архiтектура MultiMathFramework
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— рiвень iнтерфейсу користувача;

— рiвень ядра;

— рiвень розв’язування задачi;

— рiвень обробки даних.

Рiвнi групують пов’язанi мiж собою модулi програмного коду, якi мають

спiльне призначення, на рис. 2.1 вони вiддiленi пунктирними лiнiями. Така

архiтектура забезпечує, з одного боку, логiчну зв’язнiсть модулiв в межах

кожного рiвня, з iншого – належне роздiлення сутностей фреймворку.

Мiнiмальна взаємозалежнiсть ПЗ iз рiзних рiвнiв забезпечує незале-

жний подальший розвиток конкретних компонентiв фреймворку. Напри-

клад, iнтерфейс користувача комунiкує лише iз модулями ядра фреймвор-

ку та не залежить вiд компонентiв розв’язування окремих еволюцiйних

задач. Це дає змогу розробляти як графiчний iнтерфейс користувача без

внесення змiн до компонентiв, що вiдповiдають за отримання результатiв

задачi, так i навпаки – модифiкувати чи додавати новi компоненти, якi

безпосередньо реалiзують конкретнi обчислювальнi схеми чи алгоритми.

2.2. Iнтерфейс користувача

Для керування обчисленнями в MMF передбачено два компоненти:

1) GUI Manager здiйснює вибiр потрiбної реалiзацiї задачi та запускає її

на виконання пiсля налаштування потрiбних параметрiв;

2) Task Calculator виконує запуск iз командного рядка обчислення

розв’язку конкретної задачi у фоновому режимi.

Оскiльки усi характеристики задачi, яку розв’язує модуль Problem

Solver, знаходяться у конфiгурацiйному файлi, користувач фреймворку

може в довiльний спосiб змiнювати i пiдбирати потрiбнi iнтерфейси без
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внесення змiн до iнших компонентiв.

2.2.1. Модуль GUI Manager. GUI Manager – це окремий модуль,

який надає користувачевi графiчний iнтерфейс для взаємодiї з фреймвор-

ком. На дiаграмi послiдовностей 2.2 зображено покрокову взаємодiю з ло-

кальними модулями та ядром для виконання рiзних етапiв розв’язування

конкретної задачi:

— вибiр конкретної задачi iз перелiку зареєстрованих у MMF задач;

— задання значень вiдповiдних параметрiв вибраної задачi;

— запуск обчислень розв’язкiв задачi;

— перегляд та збереження отриманого чисельного розв’язку.

Першим кроком є зчитування перелiку зареєстрованих у MMF задач,

якi є доступними для розв’язування. Цей перелiк разом з основними атри-

бутами задач зберiгається у конфiгурацiйному файлi TaskConfig.xml, шлях

до якого мiститься в GUI Manager. Перевагами такого пiдходу є перетво-

рення даних з використанням механiзму десерiалiзацiї та гнучкiсть нала-

штування фреймворку.

Кожнiй задачi у конфiгурацiйному файлi TaskConfig.xml вiдповiдає еле-

мент <task> (див. табл. 2.1). GUI Manager передає його атрибути модулям

ядра. Реєстрацiя модуля Problem Solver зводиться до додавання у файл

TaskConfig.xml нового елемента <task>, а для вилучення задачi з перелiку

достатньо видалити вiдповiдний елемент <task>.

Наступним кроком є задання значень параметрiв задачi. У рамках

фреймворку кожна задача характеризується трьома множинами:

— вхiднi данi, якi конкретизують математичне формулювання задачi;

— параметри усiх чисельних методiв;

— параметри алгоритмiв опрацювання чисельних розв’язкiв.
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Рис. 2.2. Дiаграма послiдовностей при використаннi GUI Manager.

Для введення значень параметрiв задачi GUI Manager iнiцiює виклик

форми, асоцiйованої з конкретною задачею. Оскiльки задачi вiдрiзняються

вхiдними даними, то вiдповiдна форма введення даних визначена для кон-

кретного модуля Problem Solver. Вона наслiдує базову форму, задану в

ядрi, саме її iнтерфейс використовує GUI Manager. На етапi виконання, GUI

Manager зчитує назву класу форми та збiрку згiдно з атрибутами елемента

<form> (табл. 2.1) i за допомогою механiзму рефлексiї вiдповiдна форма

завантажується iз модуля Problem Solver. Такий пiдхiд дає змогу уникнути
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Таблиця 2.1

Основнi елементи конфiгурацiйного файлу системи

Елемент
Елемент вищо-

го рiвня
Атрибути Опис

<tasks> - -
кореневий елемент xml-

файлу

<task> <tasks>

name

description

filename

мiстить назву, опис задачi

та посилання на її конфi-

гурацiйний файл вiдповiд-

но

<form> <task>
classname

assembly

мiстить назву класу та

збiрки, де розташована

форма введення вхiдних

параметрiв задачi

прямої залежностi користувацького iнтерфейсу вiд модуля Problem Solver.

GUI Manager також взаємодiє з компонентом Boundary Generator, що

вiдповiдає за генерування та вiзуалiзацiю розбиття геометричних повер-

хонь на крайовi елементи. Результатом роботи цього компонента є xml-

файл (див. табл. 2.2). Problem Solver працює напряму iз файлом розбиття

поверхнi. Детальнiше розглянемо Boundary Generator у пiдроздiлi 2.2.3.

Пiсля введення параметрiв задачi користувач через GUI Manager

запускає обчислення розв’язку. Результати задачi повертаються до GUI

Manager, пiсля чого їх можна зберегти у xml та MS Excel форматах, а

також зберегти в Archive Manager для подальшого аналiзу.

2.2.2. Модуль Task Calculator. Це альтернативний спосiб для

запуску через iнтерфейс командного рядка однiєї програми, що реалiзує



61

розв’язування конкретної задачi. Task Calculator використовують для

обчислень у фоновому режимi розв’язкiв кiлькох задач, послiдовнiсть дiй

зображено на рис. 2.3.

Рис. 2.3. Дiаграма послiдовностей при використаннi Task Calculator

При запуску Task Calculator необхiдно вказати три параметри:

— шлях до конфiгурацiйного файлу задачi;

— шлях до файлу iз результатами, що створиться пiсля завершення про-

цесу обчислень;

— шлях до файлу, що мiститиме промiжнi записи про процес

розв’язування задачi (логи).

Згiдно таких налаштувань програма напряму звертається до ядра MMF,

яке вибирає потрiбний модуль розв’язування задачi.

2.2.3. Модуль генерування крайових елементiв. Boundary

Generator виконує апроксимацiю трикутними крайовими елементами
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(див. роздiл 3) межi областi, яка може бути комбiнацiєю кiлькох базових

поверхонь. Першим етапом є задання параметрiв геометричних фiгур за

допомогою вiдповiдної форми з iєрархiї SurfaceLayout (рис. 2.4). Тут

застосовано шаблон проєктування Strategy [48] для пiдтримки нових типiв

поверхонь. Генерування поверхнi виконується за допомогою класiв,

похiдних вiд SurfaceGenerator (рис. 2.5).

Рис. 2.4. Дiаграма класiв UI-компонент модуля BoundaryGenerator

Рис. 2.5. Дiаграма класiв-генераторiв поверхонь

З метою iнтероперабельностi з iншими модулями для зберiгання згене-

рованих геометричних даних використано xml-формат. Структура набору

точок, що формують крайовi елементи та їх нормалi, подана в табл. 2.2.

У ядрi цi данi десерiалiзуються в об’єкт типу BoundarySurface. Окрiм ге-

нерування xml-файлу Boundary Generator пiдтримує tex-формат i експорт

розбиття у виглядi зображення засобами Python.
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Таблиця 2.2

Основнi елементи xml-файлу розбиття поверхнi

Елементи
Елемент вищого

рiвня
Опис

<Root> -
кореневий елемент xml-

файлу

<Points> <Root>
визначає множину вузлiв

трiангуляцiї

<Point3D> <Points>
визначає окрему точку у

тривимiрному просторi

<X1>, <X2>, <X3> <Point3D>

визначає одну iз координат

точки в тривимiрному про-

сторi

<Elements> <Root>
визначає множину крайових

елементiв

<Element> <Elements> визначає крайовий елемент

<IndicesOfPoints> <Element>
визначає множину iндексiв

точок зi списку <Points>

<int> <IndicesOfPoints>
визначає iндекс точки зi спи-

ску <Points>

<Normal> <Element>
визначає вектор нормалi до

крайового елемента

<X1>, <X2>, <X3> <Normal>
визначає одну iз координат

вектора нормалi
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2.3. Ядро фреймворку

Ядро є фундаментальною частиною MMF, яка охоплює таке ПЗ:

— бiблiотека базових класiв та iнтерфейсiв (Base Class Library), необ-

хiдних для побудови модуля розвязування задачi;

— компонент Action Manager, що вiдповiдає за iнiцiалiзацiю та запуск

обчислення розв’язку на основi даних з iнтерфейсу користувача.

2.3.1. Бiблiотека базових класiв та iнтерфейсiв. Вiдповiдно до

призначення, класи утворюють кiлька множин:

— класи для знаходження поверхневих iнтегралiв та елементiв матриць,

що виникають внаслiдок застосування МКЕ;

— класи для обчислення значень ядер потенцiалiв для рiзних типiв задач,

наприклад, хвильового рiвняння чи рiвняння теплопровiдностi;

— класи для визначення геометрiї поверхонь ( робота з точками, норма-

лями, векторами, трикутними i прямокутними крайовими елементами

та розбиттям поверхнi в цiлому);

— класи для знаходження полiномiв i функцiй Лаґерра;

— класи кусково-сталих i кусково-лiнiйних базисних функцiй;

— класи для обчислення рядiв функцiй;

— класи для застосування алгоритму АСА при обчисленнi СЛАР;

— iнфраструктурнi елементи – базовi класи та iнтерфейси, якi задають

структуру модуля розв’язування задачi;

— допомiжнi компоненти, необхiднi для реалiзацiї алгоритмiв у вищеза-

значених сутностях.

Детальний опис основних класiв ядра див. у пiдроздiлi 2.4.

Архiтектура бiблiотеки подана на рис. 2.6, а в табл. 2.3 перелiчено її

пiдмодулi. Бiблiотека побудована за принципом DRY [49], уникаючи ду-
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Рис. 2.6. Архiтектура бiблiотеки базових класiв MMF

блювання коду i, разом з тим, надаючи змогу повторно використовувати

базовi класи ядра в реалiзацiях алгоритмiв розв’язування рiзних еволю-

цiйних та елiптичних задач. Проєктування ядра виконано iз дотриманням

принципiв ациклiчностi стабiльних залежностей та стабiльностi абстракцiй

[16].

Архiтектура бiблiотеки характеризується невеликою кiлькiстю зв’язкiв

мiж її пiдмодулями. Найвищому рiвню абстрагування вiдповiдають базовi

модулi BaseElements, Geometry та Numerics, вони мають найменшу

кiлькiсть вихiдних зв’язкiв. Натомiсть класи у пiдмодулях GalerkinKernel,

ACAAlgorithm, BaseTasks або самi визначають конкретизованi сутностi

предметної областi, або служать основою полiморфного кластера.
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Таблиця 2.3

Пiдмодулi бiблiотеки базових класiв ядра MMF

Пiдмодуль Опис

BaseElements

мiстить базовi iнфраструктурнi елементи, необхiднi

для побудови модуля розв’язування задачi, а також

базовi сутностi для реалiзацiї основних алгоритмiв у

iнших пiдмодулях

BaseTasks
мiстить початковi реалiзацiї класiв iз пiдмодуля

BaseElements для побудови модуля розв’язування

BaseSeries
мiстить класи для знаходження рядiв та обчислення

полiномiв Лаґерра

GalerkinKernel

мiстить класи для обчислення ядер потенцiалiв, ба-

зисних функцiй, поверхневих iнтегралiв та елементiв

матриць для МКЕ

Geometry мiстить елементи для визначення розбиття поверхнi

ACAAlgorithm
мiстить реалiзацiю алгоритму АСА для обчислення

матрицi СЛАР

Numerics
мiстить допомiжнi алгоритми для проведення мате-

матичних обчислень

2.3.2. Компонент Action Manager. Action Manager виконує роль

посередника мiж iнтерфейсом користувача i рiвнем розв’язування задачi

(див рис. 2.7). Його основнi вiдкритi методи подано у табл. 2.4.

Як видно з дiаграм послiдовностей 2.2 i 2.3, користувач звертається до

Action Manager для завантаження задачi. При цьому метод LoadTask отри-

мує її назву та шлях до конфiгурацiйного файлу iз TaskConfig.xml та за до-

помогою додаткових класiв створює вiдповiдний об’єкт для розв’язування
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Рис. 2.7. Залежностi мiж модулями системи MMF

задачi. З метою економiї обчислювальних ресурсiв використано механiзм

кешування даних у внутрiшнiй хеш-таблицi. Пiд час повторного запуску об-

числень фреймворк знову передає назву задачi i здiйснює пошук уже ство-

реного об’єкта у хеш-таблицi. Складнiсть такого процесу становить O(1),

оскiльки назва є ключем у вищезазначенiй структурi даних.

Щоб забезпечити незалежнiсть ядра вiд окремих модулiв

розв’язування, розроблено механiзм утворення об’єкта задачi без прямого

посилання на неї (див. пiдроздiлi 2.5). Вiн реалiзує шаблон iн’єкцiї

залежностей, згiдно якого пiд час завантаження задачi Action Manager

отримує з конфiгурацiйного файлу задачi назви потрiбного типу i збiрки

та створює об’єкт задачi засобами рефлексiї платформи .NET. Структура
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Таблиця 2.4

Вiдкритi методи класу Action Manager

Метод Опис

LoadTask(taskName: string, taskFileName:

string): void

створює об’єкт класу для

розв’язування задачi на

основi конфiгурацiйного

файлу задачi та додає його

у хеш-таблицю

UnloadTask(taskName: string): void
видаляє об’єкт класу задачi

iз хеш-таблицi

RunTask(taskName: string): void
запускає основний алгоритм

розв’язування задачi

CancelTask(): void
зупиняє задачу, що

розв’язується

ClearTasks(): void

очищує хеш-таблицю

об’єктiв розв’язування

задачi

GetTaskProgress(): double
повертає прогрес виконання

обчислень

GetTaskInputData(taskName: string): void
повертає параметри задачi iз

її конфiгурацiйного файлу

SaveTaskResults(taskName: string): void зберiгає результати задачi

GetTaskResultData(taskName: string):

ResultData

повертає результати задачi у

виглядi об’єкта Result

конфiгурацiйного файлу основана на схемi (табл. 2.5).

Зазначимо, що рефлексiя в .NET не є найшвидшим рiшенням для ство-
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Таблиця 2.5

Основнi елементи конфiгурацiйного файлу задачi

Елемент
Елемент вищо-

го рiвня
Атрибути Опис

<task> -

name

description

assembly

classname

кореневий елемент xml-

файлу, мiстить назву та

опис задачi, назву класу

та збiрки для алгоритму

розв’язування задачi

<input_data> <task>
assembly

classname

мiстить список параметрiв

задачi, а також вказує на

назву класу та збiрки для

об’єкту, що зберiгає пара-

метри

<param> <input_data>
name

value

мiстить назву та значення

окремого параметра зада-

чi

<result_data> <task>
assembly

classname

мiстить назву класу та

збiрки для об’єкту, що збе-

рiгає результати задачi

рення об’єктiв певного типу, проте в такому випадку усувається пряма за-

лежнiсть мiж ядром фреймворку та iншими рiвнями пiд час компiляцiї

(рис. 2.7). Крiм того, такий пiдхiд дає змогу динамiчно пiд’єднувати новi

задачi до системи MMF на етапi її виконання.
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2.4. Опис базових класiв та iнтерфейсiв ядра фреймворку

2.4.1. Визначення загального шаблону розв’язування задачi.

Усi обчислювальнi схеми задач iз предметної областi MMF вiдповiдають

такому загальному алгоритму:

1) iнiцiалiзацiя параметрiв задачi;

2) формування матричних блокiв СЛАР, її розв’язування i обчислення

наближеного розв’язку;

3) обробка результатiв задачi.

Тому унiфiкований алгоритм знаходження чисельних розв’язкiв можна за-

дати за вiдомим шаблоном проєктування Template method [48]. Для цьо-

го в ядрi MMF визначено iєрархiю класiв Task (рис. 2.8), якi вiдповiда-

ють за запуск обчислень. Вони реалiзовують iнтерфейс ITask, який надає

чотири методи (табл. 2.6), що формують структуру основного алгоритму

розв’язування задачi. Усi класи-реалiзацiї цього iнтерфейсу надають реа-

лiзацiї вiдповiдних методiв, якi притаманнi конкретнiй задачi.

Рис. 2.8. Iєрархiя класiв Task для основного алгоритму розв’язування



71

Таблиця 2.6

Методи iнтерфейсу ITask

Метод Опис

Run(): void
призначений для запуску процесу

розв’язування задачi

Initialize(): void
призначений для iнiцiалiзацiї параме-

трiв задачi iз конфiгурацiйного файлу

Solve(): void
призначений для знаходження чисель-

ного розв’язку задачi

ProcessResults(): void
призначений для збереження та оброб-

ки результатiв задачi

Початковою реалiзацiєю iнтерфейсу ITask є абстрактний клас Task, що

мiстить поля inputData та resultData, необхiднi для збереження параметрiв

задачi та її результатiв вiдповiдно. Тут в рамках Template Method iмпле-

ментовано метод Run, що складається iз послiдовностi викликiв Initialize,

Solve та ProcessResults (рис. 2.9). Цi методи є вiртуальними, завдяки чо-

му використовуються можливостi полiморфiзму для виконання специфi-

чних програмних iнструкцiй у похiдних класах. З iншого боку, якщо для

розв’язування задачi необхiдно опустити певнi кроки, достатньо перевизна-

чити лише потрiбнi методи.

2.4.2. Базовi класи для задання схеми розв’язування задачi.

Класи Task, SingleSeriesTask та DoubleSeriesTask розроблено як базовi для

реалiзацiй основного алгоритму розв’язування в модулi Problem Solver.

Похiднi вiд Task класи SingleSeriesTask та DoubleSeriesTask вiдрiзняються

структурою ряду, що виникає при отриманнi чисельного розв’язку задачi,

а також фактичним типом вхiдних параметрiв та результатiв задачi.
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Рис. 2.9. Базова реалiзацiя методiв класу Task

У класi DoubleSeriesTask використано об’єкт класу DoubleSeries (рис.

2.10), що визначає частинну суму деякого розвинення, зокрема в ряд Ла-

ґерра (див., наприклад, формулу (1.36)). У цьому випадку кожен доданок

обчислюють як добуток значень двох функцiй з вiдповiдними значеннями

аргументiв. Натомiсть, клас SingleSeriesTask використовує об’єкт класу Si-

ngleSeries (рис. 2.10) для обчислення частинної суми ряду, елементами яко-

го є значення деякої функцiї. Зокрема, з використанням SingleSeriesTask

знайдено чисельнi розв’язки елiптичних задач.

Рис. 2.10. Порiвняння класiв SingleSeries i DoubleSeries

2.4.3. Обчислення функцiй в класах ядра. З метою забезпечен-

ня високого рiвня абстрагування, обчислення функцiй у ядрi органiзовано

згiдно шаблону проєктування Factory method [48]. Для цього у фреймвор-
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ку передбачено абстрактний клас ElemFactory (рис. 2.11). Вiн вiдповiдає

за створення об’єкта типу Elem, що зберiгає значення функцiї для певного

типу аргументу. Такий пiдхiд дає змогу

— винести обчислення функцiй за межi класу, який її використовує;

— пiдставляти рiзнi функцiї в залежнi вiд абстракцiй компоненти.

Рис. 2.11. Структура класiв ElemFactory та Elem

В класi ElemFactory задано вiртуальний метод Generate. Вiн повертає

значення функцiї, задане шаблонним типом ValueClass, для аргументу, тип

якого заданий параметром ArgumentClass. Крiм того, клас ElemFactory ви-

значає обчислення послiдовностi функцiй, наприклад, функцiй Лаґерра, за

значенням їхнього iндексу в аргументi seriesIndex (рис. 2.11). Також у класi

ElemFactory передбачено вiдкритий метод GetElem, який є обгорткою нав-

коло захищеного методу Generate. Цей пiдхiд використано для доповнення

обчислення функцiї додатковим кодом, наприклад, для логування часу.

2.4.4. Обчислення компонентiв розв’язку, залежних вiд про-

сторових координат. Класи ядра, якi обчислюють компоненти ui, i ∈

0, N, для розвинення наближеного розв’язку, розроблено максимально гну-

чко з метою незалежностi їхнiх алгоритмiв вiд конкретних чисельних ме-

тодiв. З цiєю метою ядро MMF мiстить допомiжний клас UnFactory (рис.

2.12) з двома полями-посиланнями на об’єкт параметрiв задачi, якi збере-
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женi у її конфiгурацiйному файлi, а також на об’єкт iнтерфейсу ISolver для

отримання розв’язкiв СЛАР.

Рис. 2.12. Дiаграма класiв для отримання просторових компонент

розв’язку.

Клас UnFactory – це загальна абстракцiя згiдно шаблону проєктуван-

ня Strategy [48]. Конкретну стратегiю, що реалiзує iнтерфейс ISolver, клас

UnFactory використовує на етапi виконання програми.

В ядрi iмплементацiєю iнтерфейсу ISolver є клас MatrixSolver (рис.

2.12). Вiн визначає алгоритм розв’язування СЛАР при застосуваннi

методу Гальоркiна-МКЕ. Зазначимо, що способи заповнення лiвої

та правої частин матрицi СЛАР можуть бути рiзними залежно

вiд вибраного чисельного методу. Для врахування цiєї обставини в

MatrixSolver знову застосовано шаблон проєктування Strategy та
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визначено типи ILeftPartStrategy та IRightPartStrategy (рис. 2.12).

Реалiзацiї зазначених iнтерфейсiв можна динамiчно змiнювати залежно

вiд способу обчислення елементiв матриць.

2.4.5. Задання параметрiв задачi та збереження результатiв.

Загальний алгоритм методу Run передбачає також iнiцiалiзацiю

параметрiв задачi у кроцi Initialize (рис. 2.9) за допомогою типу

InputData (рис. 2.13). Ядро зчитує данi iз конфiгурацiйного файлу

задачi i десерiалiзує їх в об’єкт похiдного вiд InputData класу, який є

частиною Problem Solver. Додатково в ядрi також задано похiднi класи

SingleSeriesInputData i DoubleSeriesInputData, якi визначають iнтервали

спостереження i кроки для просторових та часової координат вiдповiдно.

Рис. 2.13. Дiаграма класiв для зберiгання параметрiв задачi

Пiд час завантаження даних в методi Initialize ядро десерiалiзує
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структуровану iнформацiю про поверхню (табл. 2.2) в об’єкт класу

BoundarySurface (рис. 2.14). Щоб задати загальний спосiб подання рiзних

типiв крайових елементiв, в ядрi визначено iнтерфейс IBoundaryElement.

Вiн надає список властивостей i методiв, якi потрiбно реалiзувати,

щоб тип крайового елемента був сумiсним iз BoundarySurface. На

даний момент в ядрi визначено двi реалiзацiї IBoundaryElement –

BoundaryElementTriangle i BoundaryElementRectangle для трикутних i

прямокутних елементiв вiдповiдно.

Рис. 2.14. Класи ядра для визначення розбиття поверхнi

Для зберiгання розв’язкiв задачi в ядрi визначено iєрархiю типiв

ResultData (рис. 2.15). ResultSingleData, ResultDataData, ResultTripleData

i ResultQuadrupleData призначенi для роботи iз результатами, якi

залежать вiд рiзної кiлькостi координат – вiд однiєї до чотирьох

вiдповiдно.

Виконання кроку Solve в методi Run передбачає додавання поточко-

вих значень розв’язку у виглядi об’єктiв типу ResultElem (рис. 2.16) за
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Рис. 2.15. Класи ядра для збереження результатiв

Рис. 2.16. Класи ядра для подання значень розв’язку

допомогою методу AddElem. Оскiльки даний метод працює iз базовим ти-

пом ResultElem, то в кодi методу AddElem кожного iз похiдних класiв

ResultData визначено додаткову валiдацiю на допустимий тип вхiдного па-

раметра.

2.4.6. Допомiжнi iнфраструктурнi можливостi. Для контролю

за часом виконання окремих алгоритмiв в ядрi передбачено допомiжнi iн-
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фраструктурнi можливостi. Оскiльки технологiя обчислення часу може

змiнюватись незалежно вiд способу запису отриманої iнформацiї у потiк

даних, то ця обставина врахована вiдповiдно до шаблон проєктування Bri-

dge [48]. В рамках цього шаблону визначено клас TimeLogger (2.17), що

реалiзує iнтерфейс ITimeLogger i використовує об’єкт типу ITimeLogWriter

для запису даних у заданий потiк.

Рис. 2.17. Класи ядра для логування часу виконання програмного коду

2.5. Реалiзацiя шаблону iн’єкцiї залежностей

Щоб розширення MMF на новi задачi не вимагали внесення змiн у

програмний код компонента Action Manager, використано принцип

iнверсiї залежностей [71], згiдно з яким зв’язки мiж компонентами

встановлюються так, щоб абстракцiї не залежали вiд реалiзацiй.

Наслiдком такого пiдходу є розроблена архiтектура MMF, в якiй
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абстракцiї ITask, ElemFactory, UnFactory, ISolver, ILeftPartStrategy,

IRightPartStrategy, InputData та ResultData визначенi на рiвнi ядра. Усi

вони не залежать вiд конкретних реалiзацiй, що мiстяться безпосередньо

у модулi Problem Solver (див. рис. 2.7).

У MMF реалiзацiя принципу iнверсiї залежностей виконана вiдповiдно

до шаблону iн’єкцiї залежностей (Dependency Injection) [42], що дає змогу

забезпечити компоненти їх залежностями та вiдокремити процес створення

об’єктiв вiд використання. Розглянемо складовi даного шаблону:

— контейнер залежностей (зберiгає список визначених залежностей i вбу-

довує їх);

— залежнiсть (сервiс);

— клiєнт.

Рис. 2.18. Iн’єкцiя залежностей в системi MMF

Роль контейнера залежностей фреймворку виконує клас TaskCreator

(рис. 2.18). На етапi виконання програми вiн отримує посилання на конфi-

гурацiйний файл зi списку або з параметра командного рядка та засобами

рефлексiї створює клас-реалiзацiю iнтерфейсу ITask вiдповiдно до вибра-

ної задачi. Клiєнтським компонентом в даному випадку є Action Manager.
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Вiн використовує абстракцiю ITask (залежнiсть), яку клас TaskCreator пiд

час виконання замiнює на конкретну реалiзацiю з модуля Problem Solver.

Зазначимо, що вiдомi технологiчнi рiшення, зокрема стандартний DI

фреймворк у .NET, виконують налаштування контейнера згiдно з пропи-

саними залежностями безпосередньо у програмному кодi. Це забезпечує

безпеку типiв i перевiрку їх на етапi компiляцiї. В контекстi системи MMF

отримання залежностей iз xml-файлу налаштувань надає певнi переваги,

зокрема усуває залежнiсть на етапi компiляцiї мiж ядром системи та кла-

сами модуля розв’язування, а також забезпечує пiзнє зв’язування.

Оскiльки завантаження об’єкта задачi є ресурсозатратним процесом, то

з метою повторного використання його заносять у внутрiшню хеш-таблицю

TaskCreator. Вона iснує впродовж усього часу виконання фреймворку, а от-

же всi залежностi, якi там збережено, формально мають тривалiсть життя

Singleton. Задачу можна також вiд’єднати i наново завантажити з новими

параметрами, що видалить її iз хеш-таблицi та створить новий об’єкт.

Зазначимо, що абстракцiї ITask вiдповiдають рiзнi iмплементацiї з одна-

ковим шаблонним методом Run, тому застосування iн’єкцiї залежностей

можна трактувати також в сенсi шаблону проєктування it Strategy, де

окремi стратегiї для розв’язування задачi вбудовуються в Action Manager

контейнером залежностей.

2.6. Рiвень розв’язування задачi

Нагадаємо, що в MMF кожна еволюцiйна чи елiптична задача є окре-

мою програмною сутнiстю, яка iнкапсулює специфiчнi алгоритми обчисле-

ння розв’язкiв у вiдповiдному модулi Problem Solver (див. рис. 2.1). Оскiль-

ки модулi Problem Solver мають спiльне функцiональне призначення, то їх
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локалiзуємо на одному рiвнi.

Отож, рiвень розв’язування задачi є окремою частиною системи MMF,

де на основi бiблiотеки базових класiв та iнтерфейсiв ядра виконується по-

будова та iнтегрування в конкретнi модулi Problem Solve алгоритмiв отри-

мання чисельного розв’язку конкретної задачi. Вiдкритi iнтерфейси фор-

мують загальний шаблон, який визначає структуру цього модуля. Реалiза-

цiя цих iнтерфейсiв може бути виконана довiльним способом вiдповiдно до

схеми розв’язування задачi i передбачає:

— створення конфiгурацiйного файлу задачi;

— створення форми введення параметрiв задачi та алгоритмiв їх обробки;

— формування лiвої та правої частин СЛАР;

— розв’язування СЛАР;

— обчислення наближених значень розв’язку в точках спостереження;

— реєстрацiю задачi у конфiгурацiйному файлi TaskConfig.xml.

Покрокову розробку модуля Problem Solve розглянемо у роздiлi 4.

2.7. Рiвень обробки даних

Аналiз результатiв є окремим етапом загального процесу розв’язування

задачi i виконується за допомогою модулiв рiвня обробки даних:

— Boundary Generator – генерування крайових елементiв;

— Archive Manager – архiвування результатiв;

— Results Analyzer – аналiз результатiв.

Функцiї модуля Boundary Generator описано у пiдроздiлi 2.2.3, тому зараз

розглянемо модулi Archive Manager i Results Analyzer.

Архiв результатiв призначений для обробки даних, отриманих внаслi-

док роботи модуля Problem Solve. Основними завданнями компонента є:
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— вiдображення списку доступних результатiв задач;

— перегляд параметрiв задачi;

— побудова графiкiв чисельного розв’язку в 2D та 3D режимах;

— експорт у MS Excel та HTML формати;

— генерування програмного коду для використання в системах MatLab

та Mathematica.

— отримання скриптiв для запуску анiмацiї розв’язку в часi у MatLab;

— виклик аналiзатора результатiв.

Цей модуль є незалежним вiд iнших складових MMF, його спроєктовано

як цiлком автономний компонент фреймворку, з яким можна працювати

через GUI Manager або запустити окремим процесом.

Рис. 2.19. Дiаграма класiв-команд для обробки дiй архiву

Архiв пiдвантажує список отриманих розв’язкiв задач зi спецiальної

папки на машинi користувача, яка подiлена на окремi каталоги для ко-

жної iз розв’язаних задач. Всерединi цих каталогiв мiстяться xml-файли

результатiв, згенерованi об’єктом класу ResultData за допомогою методу
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Рис. 2.20. Приклад взаємодiї користувача iз архiвом результатiв

SaveToArchive. Основнi внутрiшнi елементи цих файлiв подано в табл. 2.7.

Оскiльки функцiї Archive Manager передбачають специфiчнi алгори-

тми, то дiю над конкретним результатом задачi iнкапсульовано у об’єктi

класу-команди згiдно шаблону проєктування Command [48]. Далi, на етапi

виконання програми, архiв за допомогою класу ActionInvoker (рис. 2.19)

викликає вiдповiдний обробник для опрацювання вихiдних даних задачi.

Приклад взаємодiї користувача iз Archive Manager подано на рис. 2.20.

Results Analyzer є спецiальним модулем MMF, який призначений для

знаходження апостерiорних похибок чисельного розв’язку (6.3), (6.5) та
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Таблиця 2.7

Основнi елементи файлу результатiв задачi

Елемент
Елемент вищо-

го рiвня
Атрибути Опис

<root> - host_date

кореневий елемент xml-

файлу, мiстить дату i час

отримання розв’язку за-

дачi

<input_data> <root> -

мiстить список параметрiв

задачi iз її конфiгурацiй-

ного файлу

<param> <input_data>
name

value

мiстить назву та значення

окремого параметра зада-

чi

<output_data> <root>
task_name

class_name

мiстить назви задачi та

класу об’єкту, що зберiгає

результати

<elem> <output_data>

value

argument1

argument2

argument3

мiстить значення

розв’язку (value) в то-

чцi, що сформована з

координат argument1,

argument2, argument3

(вiдсутня у випадку елiп-

тичної задачi)

передбачуваного порядку збiжностi (6.4), (6.6).

Для аналiзу спочатку завантажують xml-файли iз чисельними
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розв’язками задачi та файл з аналiтичним розв’язком. Тодi аналiзатор

виконує обчислення похибок та порядку збiжностi i зберiгає результати у

внутрiшньому об’єктi компонента. Зазначимо, що файли чисельного i

аналiтичного розв’язкiв мають вiдповiдати структурi, наведенiй у табл.

2.7. Отриманi похибки можна експортувати до MS Excel та tex файлiв у

виглядi таблицi. Крiм того, можна вiзуалiзувати чисельнi результати у

виглядi рiзних графiкiв.

2.8. Висновки до роздiлу 2

Аналiз сутностей предметної областi фреймворку дає змогу визначи-

ти для нього чотирирiвневу архiтектуру. Кожен рiвень формують логiчно

пов’язанi мiж собою одиницi програмного коду – модулi. Для їх органiзацiї

i вирiшення типових конфiгурацiй застосовано вiдповiднi шаблони проє-

ктування. Разом з тим, зв’язки мiж модулями рiзних рiвнiв є мiнiмiзованi.

Такий пiдхiд забезпечує MMF необхiдною гнучкiстю з чiтко встановленими

залежностями.

Ядро – центральний компонент системи – надає множину готових ал-

горитмiв, а також визначає iнтерфейси, що формують програмний каркас

для побудови модулiв розв’язування еволюцiйних задач. Такий пiдхiд дає

змогу легко модифiкувати вже реалiзованi алгоритми та методи, а також

розширювати фреймворк на розв’язування нових задач.
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РОЗДIЛ 3

АНАЛIЗ ТА ДЕТАЛIЗАЦIЯ АЛГОРИТМУ

КОМБIНОВАНОГО МЕТОДУ КРАЙОВИХ ЕЛЕМЕНТIВ ТА

ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАҐЕРРА

Розроблена у роздiлi 2 архiтектура фреймворку є результатом унiфi-

кацiї обчислювальних схем, якi виникають при застосуваннi розглянуто-

го пiдходу до розв’язування еволюцiйних задач. Цей роздiл присвячений

алгоритмам i розрахунковим формулам, якi задають обчислення матриць

систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь при застосуваннi методу крайових

елементiв до конкретних крайових задач.

3.1. Крайовi iнтегральнi рiвняння у скiнченновимiрних

просторах

Зупинимося детальнiше на процесi дискретизацiї крайових операторiв,

якi фiгурують в загальних обчислювальних схем комбiнованого методу.

Розглянемо послiдовнiсть КIР (1.33). У роздiлi 5 буде показано (див.

доведення леми 5.3), що матричний оператор A0 є коерцитивним в деякому

функцiйному просторi. Це дає змогу чисельно розв’язувати кожну їз систем

КIР у послiдовностi (1.33), використовуючи метод Гальоркiна. Згiдно цього

методу, рiвняння системи (1.33) для знаходження невiдомих µk та λk при
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довiльному k ∈ N0 мають вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⟨v, V0µk⟩1/2 + ⟨v, (−1

2
I1 −K0)λk⟩1/2 =

= −
⟨︁
v,

k−1∑︂
i=0

Vk−iµi
⟩︁
1/2

+
⟨︁
v,

k−1∑︂
i=1

Kk−iλi
⟩︁
1/2
,

(3.1а)

⟨(1
2
I2 +K0

⊤)µk, w⟩1/2 + ⟨(bγI1 +W0)λk, w⟩1/2 =

= ⟨gk, w⟩1/2 −
⟨︁ k−1∑︂
i=0

Kk−i
⊤µi, w

⟩︁
1/2

−
⟨︁ k−1∑︂
i=0

(bσI1 +Wk−i)λi, w
⟩︁
1/2
,

(3.1б)

де (v, w) — пари пробних функцiй. Тут, як i в подiбних послiдовностях

рiвнянь, вважаємо, що пари функцiй (µj, λj) з номерами j = 0, k − 1 вже

знайдено на попереднiх кроках.

Для безпосередньої реалiзацiї методу Гальоркiна використаємо метод

крайових елементiв (МКЕ). Введемо для цього скiнченновимiрнi простори,

дотримуючись позначень [45, 84]. Будемо розглядати деяке наближення

поверхнi Γ багатогранником Γ˜︂M =
⋃︁˜︂M
l=1 τ l, утвореним за допомогою трику-

тних крайових елементiв {τl}
˜︂M
l=1, заданих вершинами {x[l1], x[l2], x[l3]} ∈ Γ,˜︂M — кiлькiсть крайових елементiв. Вважаємо, що поверхня Γ˜︂M замкне-

на, а M ∗ — загальна кiлькiсть її вершин, якi мають глобальну нумерацiю

{xk}M
∗

k=1.

З трикутниками кожною точкою xk пов’язуємо множину I(k) номе-

рiв усiх трикутникiв, якi мають вершину у цiй точцi. Також кожен кра-

йовий елемент τl асоцiйований з множиною J(l), яка складена з номе-

рiв усiх його вершин xk. Вiдповiдно до прийнятої термiнологiї, величина

h := max
l=1,˜︂M

[︁ ∫︁
τl
ds

]︁1/2 є параметром апроксимацiї.

Розглянемо множину
{︁
φ0
l

}︁M
l=1

, складену з лiнiйно незалежних на Γ˜︂M
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кусково-сталих функцiй

φ0
l (x) =

⎧⎨⎩ 1, x ∈ τl,

0, x /∈ τl.

Їхня лiнiйна оболонка S0
h(Γ) := span

{︁
φ0
l

}︁M
l=1

утворює скiнченновимiрний

простiр, вимiрнiсть якого дорiвнює кiлькостi граничних елементiв:M = ˜︂M .

Для побудови базису з кусково-лiнiйних функцiй будемо використову-

вати функцiї ϕ11(ξ) = 1−ξ1−ξ2, ϕ12(ξ) = ξ1 i ϕ13(ξ) = ξ2, заданi на трикутнику

τ := {ξ := (ξ1, ξ2) ∈ R2 : 0 < ξ1 < 1, 0 < ξ2 < 1 − ξ1}. Зазначимо, що

кожен крайовий елемент можна вiдобразити лiнiйним перетворенням на

трикутник τ .

Утворимо множину функцiй
{︁
φ1
i

}︁M∗

i=1
[45], об’єднуючи локальнi функцiї

ϕ1k (k ∈ {1, 2, 3}), якi визначенi на трикутних елементах зi спiльною вер-

шиною xi i мають у цiй вершинi значення 1. Позначимо об’єднання таких

трикутникiв τ ∗i := suppφ1
i =

⋃︁
l∈I(i) τ l, i = 1,M∗. Лiнiйну оболонку та-

ких функцiй позначимо S1
h(Γ) := span

{︁
φ1
l

}︁M∗

l=1
. Зазначимо, що вимiрнiсть

такого побудованого простору дорiвнює кiлькостi вершин M ∗.

У побудованих скiнченновимiрних просторах невiдомi функцiї µk i λk

апроксимуємо вiдповiдними базисними функцiями

µhk =
M∑︂
l=1

µkl φ
0
l ∈ S0

h(Γ), k ∈ N0, (3.2)

λhk =
M∗∑︂
l=1

λkl φ
1
l ∈ S1

h(Γ), k ∈ N0, (3.3)

де коефiцiєнти апроксимацiї розглядаємо як елементи векторiв µk ∈ RM

i λk ∈ RM∗. Тодi, використовуючи у рiвностях (3.1а) i (3.1б) в ролi про-

бних функцiй елементи базису у вiдповiдному скiнченновимiрному просто-

рi, отримаємо СЛАР (1.39).
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Беручи до уваги вигляд базисних функцiй у скiнченновимiрних просто-

рах, отримаємо такi формули для елементiв матричних блокiв у рiвняннi

(1.39а):

V h
i [m, l] =

∫︂
τm

∫︂
τl

ei(x− y) dsy dsx, i = 0, k, m, l = 1,M, (3.4)

Mh[m, j] =

∫︂
τm

φ1
j(x) dsx, m = 1,M, j = 1,M∗, (3.5)

Kh
i [m, j] =

∫︂
τm

∫︂
τ∗j

∂ei(x− y)

∂ν
φ1
j(y) dsy dsx, i = 0, k, m = 1,M, j = 1,M∗.

(3.6)

де ei визначенi за формулою (1.24). Зауважимо, що елементи V h
0 [m,m],

Kh
0 [m,m] i Kh

1 [m,m] мають iнтегровну особливiсть, пiдхiд до обчислення

таких iнтегралiв описано у пiдроздiлi 3.2.

Для елементiв Wh
0 використовують технiку, яка полягає в замiнi похi-

дних вздовж нормалi на похiднi в дотичних до Γ площинах (див.[45, 80]).

Тодi з рiвняння (1.39б) отримаємо такi формули

W h
0 [r, j] =

∫︂
τ∗r

∫︂
τ∗j

e0(x− y)
(︂
rotΓφ

1
j(y), rotΓφ

1
r(x)

)︂
dsy dsx+

+ γ2
∫︂
τ∗r

∫︂
τ∗j

e0(x− y)φ1
j(y)φ

1
r(x)

(︂
ν(x),ν(y)

)︂
dsy dsx, r, j = 1,M∗,

(3.7)
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W h
i [r, j] =

∫︂
τ∗r

∫︂
τ∗j

ei(x− y)
(︂
rotΓφ

1
j(y), rotΓφ

1
r(x)

)︂
dsy dsx+

+ γ2
∫︂
τ∗r

∫︂
τ∗j

ei(x− y)φ1
j(y)φ

1
r(x)

(︂
ν(x),ν(y)

)︂
dsy dsx+

+ σ
i−1∑︂
l=0

(2γ + σ(i− l − 1))

∫︂
τ∗r ∩τ∗j

ei(x− y)φ1
j(y)φ

1
r(x)

(︂
ν(x),ν(y)

)︂
dsy dsx

i = 1, k, r, j = 1,M∗,

(3.8)

де

rotΓφ
1
j(y) = νy ×∇yφj̃

1(y), y ∈ Γ, (3.9)

вектор, якi лежить у дотичнiй до Γ площинi (див.[80]).

Для iнших блокiв з рiвняння (1.39б) матимемо ще такi формули:

(K⊤
i )

h[r, l] =

∫︂
τ∗r

φ1
r(x)

∫︂
τl

∂ei(x− y)

∂ν
dsy dsx = (Kh

i )
⊤[r, l] = Kh

i [l, r],

i = 0, k, r = 1,M∗, l = 1,M

(3.10)

(M⊤)h[r, l] =

∫︂
τl

φ1
r(x) dsx =Mh[l, r], r = 1,M∗, l = 1,M (3.11)

Qh[r, j] =

∫︂
τ∗r ∩τ∗j

φ1
r(x)φ

1
j(x) dsx, r, j = 1,M∗. (3.12)

Зауважимо, що для мiшаних задач з iншими крайовими умовами дис-

кретизацiю крайових операторiв можна виконати з допомогою аналогiчної

процедури. У випадку задач Дiрiхле i Неймана лише одна з густин є не-

вiдомою – µ або λ вiдповiдно. Тому у прямому пiдходi пiсля апроксимацiї

густин у вiдповiдному базисi МКЕ для знаходження невiдомих коефiцiєн-

тiв апроксимацiї знову приводить до СЛАР, яка за структурою подiбна до

системи (1.39). Зокрема пiсля дискретизацiї рiвняння (1.42), яке вiдповiдає
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задачi Дiрiхле, СЛАР матиме вигляд

Vh
0µ

k =
1

2
Mhλk +

k∑︂
i=0

Kh
k−iλi −

k−1∑︂
i=0

Vh
k−iµ

i, k ∈ N0. (3.13)

У випадку задачi Неймана в результатi застосування МКЕ до рiвняння

(1.46) отримаємо таку СЛАР :

Wh
0λ

k =
1

2
M⊤hµk −

k∑︂
i=0

K⊤h
k−iµ

i −
k−1∑︂
i=0

Wh
k−iλ

i, k ∈ N0. (3.14)

Легко бачити, що реалiзацiя за допомогою МКЕ непрямого пiдходу для

задач Дiрiхле i Неймана даватиме СЛАР, якi подiбнi до вiдповiдних ана-

логiв у прямому пiдходi. Вiдзначимо також, що в усiх випадках отриманi

однаковi матричнi блоки обчислюють за однiєю формулою.

Зауважимо, що характерною рисою послiдовностей СЛАР, отриманих

комбiнованим методом ПЛ i МКЕ, є можливiсть ефективно органiзува-

ти процес обчислення коефiцiєнтiв апроксимацiї густин. У кожнiй обчи-

слювальнiй схемi пiсля дискретизацiї крайових операторiв приходимо до

послiдовностi СЛАР, в яких змiнюється лише права частина. Тому саму

матрицю пiсля обчислення її блокiв зберiгають i використовують на усiх

iтерацiйних кроках. Цей прийом суттєво зменшує час розв’язування задачi.

Зазначимо також, що обчислення елементiв матрицi СЛАР є достатньо

ресурсозатратним процесом, оскiльки згiдно методу Гальоркiна обчислення

бiлiнiйних форм зводиться до 4-кратних iнтегралiв. Як продемонстрували

результати обчислень [54], при великiй кiлькостi невiдомих можна досяг-

ти суттєвого виграшу часу обчислень за рахунок використання алгоритму

адаптивної перехресної апроксимацiї (АСА) [29, 50].



92

3.2. Алгоритми обчислення елементiв матрицi СЛАР

Розглянемо обчислення елементiв матрицi СЛАР на прикладi системи

(1.39), оскiльки її блоки зустрiчаються також i в iнших обчислювальних

схемах.

Розглянемо елемент матрицi СЛАР (3.4) при i = 0. Коли m = l, то

точки x та y знаходяться на одному крайовому елементi. Тому в цьому

випадку ядро матиме iнтегровну особливiсть, яку враховуємо за допомогою

так званої процедури адитивного видiлення особливостi [13]. Для цього

запишемо елемент матрицi у виглядi

V h
0 [m, l] =

1

4π

∫︂
τm

⎛⎝∫︂
τl

1

|x− y|
dsy +

∫︂
τl

e−γ|x−y| − 1

|x− y|
dsy

⎞⎠ dsx, m, l = 1,M.

(3.15)

Перший доданок пiдiнтегрального виразу (3.15) можна знайти аналiтично

за допомогою вiдомих формул [13, 80]. У другому доданку можемо дови-

значити по неперервностi значення пiдiнтегральної функцiї в нулi, тому

для його обчислення застосуємо квадратурну формулу Гауса [80].

Оскiльки елементи блоку Mh не мають особливостей, використовува-

тимемо квадратурну формулу Гауса для їх знаходження [80].

Розглянемо елемент (3.6) при i = 0. Згiдно з формулою (3.6), ядро

має iнтегровну особливiсть при m = j [13]. Аналогiчно до знаходження

елементiв блоку Vh
0 розiб’ємо пiдiнтегральний вираз зовнiшнього iнтегралу

на два доданки у виглядi

Kh
0 [m, j] =

1

4π

∫︂
τm

(︂∫︂
τ∗j

(x− y,ν(y))

|x− y|3
φ1
j(y) dsy+ (3.16)

+

∫︂
τ∗j

(︂
(1 + γ|x− y|)e−γ|x−y| − 1

)︂ (x− y,ν(y))

|x− y|3
φ1
j(y) dsy

)︂
dsx
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m = 1,M, j = 1,M∗.

Перший доданок обчислимо аналiтично [13, 80]. Оскiльки в другому до-

данку можна доповнити пiдiнтегральну функцiю по неперервностi в нулi,

знайдемо iнтеграл iз використанням квадратурної формули Гауса [80].

Перейдемо до знаходження елементiв блоку Wh
0 . Перший доданок у

формулi (3.7) обчислимо за тим самим алгоритмом, що i при знаходженнi

елементiв блоку Vh
0 , врахувавши наявнiсть iнтегровної особливостi та мо-

жливостi винесення скалярного добутку
(︂
rotτmφ

1
j , rotτkφ

1
r

)︂
з-пiд iнтегралу.

Для другого доданку маємо iнтегровну особливiсть у ядрi при r = j,

тому знову застосуємо адитивне видiлення особливостi [13] i запишемо

Ch
0 [r, j] = γ2

∫︂
τ∗r

(︂∫︂
τ∗j

1

|x− y|
φ1
j(y)φ

1
r(x)

(︂
ν(x),ν(y)

)︂
dsy+

+

∫︂
τ∗j

e−γ|x−y| − 1

|x− y|
φ1
j(y)φ

1
r(x)

(︂
ν(x),ν(y)

)︂
dsy

)︂
dsx, r, j = 1,M∗.

(3.17)

У першому доданку iз формули (3.17) винесемо скалярний добуток векто-

рiв нормалей з-пiд iнтегралiв з урахуванням того, що нормалi є сталими в

межах одного крайового елемента. В результатi його обчислення зведеться

до знаходження iнтегралу

C(τm, x) =

∫︂
τm

1

|x− y|
φ1
j(y) dsy, (3.18)

Вiдомо, що такий iнтеграл можна обчислити аналiтично (див. [80]). Для

другого доданку використаємо квадратурну формулу Гауса.

Знаходження елементiв блоку Qh виконуватимемо за допомогою ква-

дратурної формули Гауса, враховуючи iнтеграли по тих елементах, на яких

одночасно визначенi кусково-лiнiйнi функцiї φ1
r та φ1

j вiдповiдно.
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3.3. Висновки до роздiлу 3

Обчислювальна схема для задачi (HD) мiстить усi математичнi об’єкти,

якi зустрiчаються у схемах iнших задач предметної областi фреймворку.

Отож, розглянутi в цьому роздiлi розрахунковi формули доповнюють усi

схеми з першого роздiлу, тобто вже можна приступати до розробки модулiв

розв’язування вiдповiдних задач.
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РОЗДIЛ 4

ПРОГРАМНА РЕАЛIЗАЦIЯ АРХIТЕКТУРНИХ РIШЕНЬ

ДЛЯ ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Отриманi у попередньому роздiлi розрахунковi формули дають змогу

реалiзувати методи iнтерфейсiв MMF з рiвня розв’язування задачi (див.

рис. 2.1), щоб завершити побудову модуля Problem Solver для знаходження

розв’язку конкретної задачi. Очевидно, що для кожної iз задач предметної

областi така реалiзацiя матиме свої особливостi, в той час як послiдовнiсть

етапiв цiєї реалiзацiї буде однаковою для усiх задач.

Продемонструємо основнi етапи створення зазначених програм на при-

кладi модуля розв’язування задачi (HD). Зазначимо, що розробка таких

модулiв для iнших задач виконується у такий самий спосiб.

4.1. Загальнi властивостi модулiв розв’язування задач

Problem Solver

Фреймворк MMF мiстить набiр готових модулiв, якi реалiзують обчи-

слювальнi схеми двох категорiй:

— з використанням формули Кiрхгофа для хвильового рiвняння або ана-

логу третьої формули Грiна для елiптичного рiвняння (прямий пiдхiд);

— з використанням вiдповiдного потенцiалу простого або подвiйного ша-

ру (непрямий пiдхiд).

Обираючи для конкретної задачi потрiбне зображення розв’язку, отримає-

мо вiдповiднi iнтегральнi рiвняння, якi пiсля дискретизацiї стають основою

для подальшої реалiзацiї модуля розв’язування задачi Problem Solver.
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У табл. 4.1 подано множину задач фреймворку згiдно iз зазначеною

класифiкацiєю. Тут позначення iнтегральних операторiв взято з роздiлу 1.

У другiй колонцi подано iнтегральнi рiвняння, причому у виразах iз по-

двiйними знаками ± i ∓ верхнiй стосується внутрiшньої задачi, нижнiй —

зовнiшньої. Для еволюцiйних задач наведено ЕКIР, оскiльки вони моделю-

ють нестацiонарнi процеси, для елiптичних – КIР. У третiй колонцi вказано

тип та вiдповiднi значення параметрiв формальної задачi (1.68) – (1.69).

Як було зазначено ранiше, пiдхiд до розробки ПЗ, який базується на

iнтерфейсах, має такi переваги:

— унiфiкацiя взаємодiї ядра та модуля розв’язування задачi;

— встановлення додаткового рiвня контролю за вiдповiднiстю програм-

ного коду заданiй архiтектурi.

Разом з тим, iнтерфейснi обмеження накладаються лише на базову кон-

струкцiю модуля. Далi реалiзацiя iнтерфейсiв ядра вiдбувається вiдповiдно

до обчислювальних формул конкретної задачi. В основному це стосується

алгоритмiв обчислення матрицi СЛАР та компонування її розв’язкiв для

отримання кiнцевого чисельного результату. Зауважимо, що зазначену ре-

алiзацiю можна виконувати з використанням iнших мов програмування

платформи .NET. У такому випадку обробка низькорiвневих виняткових

ситуацiй, що виникають у кодi реалiзацiї iнтерфейсiв, є частиною технiчних

рiшень розробника.

Вiдзначимо, що бiблiотека базових класiв ядра визначає також набiр

готових рiшень для обчислення матриць вiдповiдних СЛАР. Причому про-

грамнi компоненти обчислення потенцiалiв спроєктовано максимально не-

залежно вiд компонентiв, якi задають їхнi ядра. Це спрощує процес дода-

вання до системи нових класiв подiбних задач, наприклад, для рiвняння

теплопровiдностi або телеграфного рiвняння.
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Таблиця 4.1

Множина реалiзованих задач

a1∂
2
t u+ a2∂tu+ a3u−∆u = 0 в Q

b1∂νu|Σ + b2∂tu|Σ + b3u|Σ = g на Σ

Еволюцiйнi задачi a1 = 1, a2 = a3 = 0

Подання розв’язку ЕКIР Тип задачi

Формула Кiрхгофа,

u = Sµ−Dλ

Vµ = ± 1
2g +Kg задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

Wλ = ± 1
2g −K⊤g задача Неймана, b2 = b3 = 0⎧⎪⎨⎪⎩

Vµ∓ 1

2
λ−Kλ = 0

±1

2
µ+K⊤µ+ b ∂tλ+Wλ = g

задача з динамiчною крайо-

вою умовою, b3 = 0

Хвильовий потенцiал

простого шару, u = S(µ)

Vµ = g задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

± 1
2µ+K⊤µ = g задача Неймана, b2 = b3 = 0⎧⎪⎨⎪⎩ Vµ = f

∓ 1
2µ+K⊤µ = g

задача Кошi, u|Σ = f, ∂νu|Σ =

g

Хвильовий потенцiал

подвiйного шару, u = D(λ)

∓ 1
2λ+Kλ = g задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

Wλ = g задача Неймана, b2 = b3 = 0

Елiптичнi задачi a1 = a2 = 0

Подання розв’язку КIР Тип задачi

3-я формула Грiна,

u0 = S0µ0 −D0λ0

V0µ0 = ± 1
2g0 +K0g0 задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

W0λ0 = ± 1
2g0 −K⊤

0 g0 задача Неймана, b2 = b3 = 0⎧⎪⎨⎪⎩ V0µ0 ∓ 1
2λ0 −K0λ0 = 0

± 1
2µ0 +K⊤

0 µ0 + bγλ0 +W0λ0 = g0

задача з динамiчною крайо-

вою умовою, b3 = 0

Потенцiал простого шару,

u0 = S0µ0

V0µ0 = g0 задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

± 1
2µ0 +K⊤

0 µ0 = g0 задача Неймана, b2 = b3 = 0⎧⎪⎨⎪⎩ V0µ0 = f0

∓ 1
2µ0 +K⊤

0 µ0 = g0

задача Кошi, u|Γ = f0, ∂νu|Γ =

g0

Потенцiал подвiйного

шару, u0 = D0λ0

∓ 1
2λ0 +K0λ0 = g0 задача Дiрiхле, b1 = b2 = 0

W0λ0 = g0 задача Неймана, b2 = b3 = 0

Далi опишемо процес побудови модуля розв’язування задачi (HD).
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4.2. Реалiзацiя iнфраструктурних елементiв модуля

розв’язування задачi

4.2.1. Визначення класу для запуску обчислень задачi. Пер-

шим етапом побудови модуля Problem Solver є визначення його iнфра-

структурних компонентiв. Нагадаємо (див. табл. 2.6 у роздiлi 2), що ядро

MMF використовує iнтерфейс ITask як абстракцiю для запуску алгори-

тму обчислення розв’язку задачi, а також надає три базовi класи Task,

SingleSeriesTask i DoubleSeriesTask, якi реалiзують iнтерфейс ITask. Клас

DoubleSeriesTask визначає обчислення розв’язку за формулою (1.36) як ча-

стинну сумою ряду, складеного iз попарних добуткiв значень просторових

компонент у заданiй точцi x ∈ Ω та значень функцiй Лаґерра в момент

часу t ∈ R+. Тому для задачi (HD) утворюємо похiдний клас Dynami-

cConditionsTask (рис. 4.1).

Рис. 4.1. Дiаграма класiв для запуску розв’язування задачi
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4.2.2. Зберiгання параметрiв та результатiв задачi. Поле

inputData класу DynamicConditionsTask iнкапсулює параметри задачi

(HD). Очевидно, що його тип InputData не мiстить усiх необхiдних

параметрiв, тому треба створити новий клас DynamicConditionsInputData

(див. рис. 4.2), похiдний вiд DoubleSeriesInputData (рис. 2.13), для

зберiгання специфiчних параметрiв. Визначимо в цьому класi новi поля

для параметрiв перетворення Лаґерра σ та α, а також параметр b з

крайової умови (1.3) i перевизначимо алгоритм заповнення цих полiв в

методi LoadFromXml, що передбачає зчитування даних iз елементiв

<param> конфiгурацiйного файлу задачi (див. табл. 2.5).

Рис. 4.2. Дiаграма класiв для збереження параметрiв задачi
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Такий самий пiдхiд використаємо i для зберiгання iнформацiї про

результати задачi у внутрiшньому полi resultData, використовуючи клас

ResultDoubleData (рис. 2.15) з ядра.

4.2.3. Реєстрацiя модуля в контейнерi залежностей.

Налаштуємо контейнер залежностей ядра MMF для правильної побудови

об’єкта класу DynamicConditionsTask i отримання значень полiв

inputData i resultData пiд час виконання програми. З цiєю метою у

конфiгурацiйному файлi задачi визначимо згiдно схеми, наведеної в табл.

2.5, такi данi:

— атрибути assembly i classname для елементiв <task>, <input_data> та

<result_data>.

— новi вкладенi елементи <param>, де визначимо назви полiв i початковi

значення параметрiв iз класу DynamicConditionsInputData

Внаслiдок цього, модуль розв’язування стане сумiсним iз вбудованим кон-

тейнером залежностей системи MMF.

4.2.4. Налаштування модуля розв’язування для виконання ко-

манд користувача. Взаємодiючи з GUI Manager, користувач задає зна-

чення параметрiв задачi за допомогою вiдповiдної форми. Оскiльки GUI

Manager не мiстить посилань на конкретнi модулi розв’язування, а ядро

працює лише з абстракцiями, то щоб отримувати конкретну форму, треба

виконати послiдовнiсть налаштувань.

1. Визначимо новий клас DynamicConditionsTaskForm, похiдний вiд

DoubleSeriesTaskForm.

Вибiр DoubleSeriesTaskForm зумовлений попереднiм використанням

класiв DoubleSeriesTask i DoubleSeriesInputData. Вiн мiстить числовi

поля для задання цих iнтервалiв за часовою та просторовою
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змiнними, а також логiку завантаження файлу розбиття поверхнi

DoubleSeriesTaskForm є розширеною версiєю базового класу TaskForm,

який ядро застосовує для отримання екземпляру форми iз модуля

розв’язування.

2. Перевизначимо методи ReadFromXml та WriteToXml для зчитування

початкових параметрiв задачi iз її конфiгурацiйного файлу та запису

значень, введених користувачем у формi, вiдповiдно.

В результатi, отримаємо повнiстю налаштованi алгоритми обробки па-

раметрiв задачi через компонент GUI Manager.

3. Додамо задачу у конфiгурацiйний файл системи TaskConfig.xml (див.

табл. 2.1). Для цього вставимо новий елемент <task>, задамо шлях до

файлу налаштувань задачi у атрибутi filename елемента <task>, зада-

мо назву типу i збiрки для завантаження форми засобами рефлексiї у

атрибутах classname i assembly елемента <form>.

4.3. Обчислення наближеного розв’язку мiшаної задачi

Модуль задачi мiстить, в основному, реалiзацiю чисельної схеми комбi-

нованого методу у виглядi програмного коду конкретних алгоритмiв зна-

ходження її наближеного розв’язку.

4.3.1. Визначення класiв для обчислення наближеного

розв’язку. При створеннi об’єкту задачi DynamicConditionsTask

(рис. 4.1) контейнер залежностей MMF iнiцiалiзує об’єкти типу

DynamicConditionsInputData i ResultDoubleData та передає їх як

параметри конструктора. Отож, у класi DynamicConditionsTask

залишається визначити алгоритми побудови об’єкта типу DoubleSeries, що

задає вiдповiдну множину елементiв ряду для обчислення наближеного
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розв’язку за формулою (1.36).

Як видно з дiаграми класiв на рис. 2.10, DoubleSeries мiстить всерединi

два поля типу ElemFactory. Вони задають алгоритми знаходження фун-

кцiй, якi можуть мати рiзнi типи аргументiв, але однаковi типи значень.

Завдяки цiй особливостi, метод Calculate класу DoubleSeries безпечно ви-

конує множення значень i обчислює суму отриманих значень.

Вiдповiдно до формули (1.36), задамо обчислення функцiй Лаґерра li(t)

та просторових компонент ui(x) за допомогою двох окремих об’єктiв фа-

брик, що наслiдують тип ElemFactory.

1. Для функцiй Лаґерра застосуємо стандартний клас LaguerreFactory,

який є частиною бiблiотеки базових класiв ядра фреймворку.

2. Знаходження просторових компонент задаємо новим класом Dynami-

cConditionsUnFactory.

Вiн наслiдує базовий клас ядра UnFactory (рис. 2.12), який передбачає

визначення стратегiй ILeftPartStrategy та IRightPartStrategy для

заповнення лiвої i правої частин СЛАР вiдповiдно. Зазначимо, що

для побудови матрицi СЛАР необхiдно розширити клас

DynamicConditionsUnFactory додатковими об’єктами, що обчислюють

окремi елементи її блокiв. Можливостi фреймворку для визначення

таких об’єктiв детальнiше розглянемо в наступному пiдроздiлi.

Отож, отримаємо iєрархiю класiв, зображену на рис. 4.3.

4.3.2. Визначення загальної схеми обчислення розв’язку зада-

чi. Нагадаємо, що для обчислення розв’язку задачi треба виконати метод

Run (див. рис. 2.9), який заданий iнтерфейсом ITask. Цей метод запрогра-

мований згiдно шаблону проєктування Template Method, i задає послiдов-

нiсть викликiв таких методiв (див. табл. 2.6) Initialize, Solve i ProcessResults.
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Рис. 4.3. Дiаграма класiв для обчислення наближеного розв’язку задачi

У даному випадку крок Initialize мiститиме програмний код для:

1) створення об’єкта LaguerreFactory iз бiблiотеки класiв ядра;

2) iнiцiалiзацiї стратегiй заповнення лiвої i правої частин СЛАР та пере-

дачi їх класу MatrixSolver iз бiблiотеки ядра;

3) створення об’єкта DynamicConditionsUnFactory для знаходження ком-

понентiв (1.36);

4) створення об’єкта DoubleSeries iз передачею в конструктор об’єктiв

типу LaguerreFactory i DynamicConditionsUnFactory.

Зазначимо, що модулi розв’язування для iнших задач визначають власнi

алгоритми заповнення внутрiшнiх полiв.

Для побудови алгоритму знаходження чисельного розв’язку задачi в

кроцi Solve передбачимо такi дiї:

1) iтерування за часовою змiнною i за кожною з просторових координат



104

точок iнтервалу, визначеного в об’єктi inputData;

2) обчислення наближеного розв’язку з використанням об’єкту типу

DoubleSeries пiд час кожної iтерацiї;

3) збереження значення розв’язку для певної точки часу-простору в

об’єктi resultData.

На завершальному етапi в кроцi ProcessResults використаємо механiзм

базового класу DoubleSeriesTask для збереження поточкових значень

розв’язку у xml-файл. Тут також можна додатково задати специфiчнi

алгоритми для обробки результатiв i виведення даних.

4.4. Обчислення просторових компонентiв розв’язку та

матрицi СЛАР

На цьому кроцi ядро надає лише програмний каркас для задання ко-

ду знаходження компонент ui. Зокрема треба розробити власнi алгоритми

формування матрицi СЛАР, враховуючи особливостi задачi. Далi роздiли-

мо цей процес на декiлька етапiв.

4.4.1. Розширення класу для отримання просторових компо-

нент. Вiдповiдно до формули (1.25), розширимо клас DynamicConditi-

onsUnFactory додатковими полями (рис. 4.4)

— vIntegral типу VIntegral для компонент Si;

— kIntegral типу KIntegral для компонент Di.

Оскiльки вони є тiсно пов’язаними з алгоритмом обчислення ui, задамо

вiдношення композицiї мiж ними i класом DynamicConditionsUnFactory.

Класи VIntegral та KIntegral є частиною ядра. При їх проєктуваннi не-

обхiдно не лише задати обчислення за певними формулами, а й визначи-

ти спосiб використання цих класiв для iнших задач iз предметної обла-
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Рис. 4.4. Клас DynamicConditionsUnFactory для знаходження компонент ui

стi. Для вирiшення цiєї проблеми ядра потенцiалiв задано базовим класом

ElemFactory у класах VIntegral та KIntegral. Таким чином, данi класи за-

лежать вiд абстракцiй, що спрощує їх повторне застосування.

Класи VIntegral та KIntegral мiстять додатково посилання на розбиття

поверхнi та об’єкти analyticIntegral i numericalIntegral. Останнi дають змо-

гу отримати значення iнтегралу iз використанням алгоритмiв адитивно-

го видiлення особливостей [80]. Враховуючи можливiсть застосування цих

класiв для iнших задач, аналiтичну частину analyticIntegral спроєктовано

як зовнiшнiй параметр конструктора. На рис. 4.5 зображено внутрiшню

будову класу VIntegral. Клас KIntegral має аналогiчну структуру.

Рис. 4.5. Клас VIntegral
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4.4.2. Визначення класу для розв’язування СЛАР. Основним

кроком iнiцiалiзацiї класу DynamicConditionsUnFactory є визначення алго-

ритму розв’язування СЛАР. Для цього в базовому класi UnFactory перед-

бачено об’єкт типу ISolver. Використаємо клас MatrixSolver (див. рис. 2.12)

iз бiблiотеки ядра фреймворку як початкову реалiзацiю ISolver. Вiн при-

ймає об’єкти типу ILeftPartStrategy та IRightPartStrategy для заповнення

СЛАР i надає можливiсть отримання розв’язку СЛАР у виглядi вектора

для певного iндексу i послiдовностi компонентiв ui.

Щоб врахувати специфiку СЛАР (1.39), створимо похiдний клас

DynamicConditionsMatrixSolver. Для оптимiзацiї обчислень, видiлимо двi

ключовi властивостi.

1. Оскiльки матриця СЛАР у лiвiй частинi СЛАР не змiнюється при

обчисленнi всiх компонентiв ui, будемо зберiгати її у внутрiшньому

полi типу Matrix.

2. Отриманi на кожному кроцi розв’язки СЛАР зберiгатимемо у списку

векторiв.

В результатi отримаємо iєрархiю класiв, зображену на рис. 4.6.

4.4.3. Задання стратегiй заповнення матрицi СЛАР. Головним

етапом iнiцiалiзацiї в класi DynamicConditionsMatrixSolver є визначення

стратегiй для обчислення лiвої i правої частин СЛАР. Ядро надає лише

iнтерфейси ILeftPartStrategy та IRightPartStrategy, якi необхiднi для отри-

мання вiдповiдних об’єктiв на конкретному кроцi обчислювальної схеми.

Реалiзуємо цi iнтерфейси новими класами DynamicConditionsLeftStrategy i

DynamicConditionsRightStrategy.

Займемося органiзацiєю СЛАР (1.39). Її матриця складена iз чотирьох

блокiв, кожен з яких має власнi алгоритми обчислення елементiв. У стра-
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Рис. 4.6. Клас DynamicConditionsMatrixSolver для обчислення СЛАР

тегiях заповнення лiвої i правої частин СЛАР для них передбачимо окремi

поля, асоцiйованi зi спецiальними класами-фабриками (рис. 4.7). Кожна

така фабрика визначена в ядрi фреймворку i задає алгоритми обчислення

елементiв вiдповiдного блоку (див. табл. 4.2).

Необхiднiсть побудови окремих класiв-фабрик слiдує з вигляду фор-

мул знаходження елементiв матрицi та специфiчних методiв видiлення осо-

бливостей для обчислення поверхневих iнтегралiв. Разом з тим, з метою

подальшого розширення системи та введення нових сутностей унiфiкуємо

iнтерфейс таких класiв. Спiльним рисами фабрик для знаходження матри-

чних елементiв є:
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Рис. 4.7. Клас DynamicConditionsLeftStrategy та DynamicConditionsRi-

ghtStrategy для формування лiвої i правої частин СЛАР вiдповiдно

Таблиця 4.2

Вiдповiднiсть класiв-фабрик i елементiв матрицi СЛАР

Клас Елемент матрицi СЛАР

VFactory V h
i [m, l]

KFactory Kh
i [m, j], (K⊤

i )
h[r, l]

MFactory Mh[m, j], (M⊤)h[r, l]

QFactory Qh[r, j]

WFactory W h
i [r, j]]

— обчислення значень для певного рядка i стовпця;

— використання розбиття поверхнi при iнтегруваннi;

— обчислення iнтегралiв вiдповiдно до заданого ядра потенцiалу.

Зважаючи на це, у ядрi визначено спецiальний базовий клас

MatrixElementFactory, похiдний вiд ElemFactory, який повертає значення
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елемента матрицi для певного iндексу рядка i стовпця. Вiн мiстить

посилання на розбиття поверхнi та на фабрику для обчислення

ядра. Далi конкретнi класи, наприклад тип VFactory, наслiдують

MatrixElementFactory та iнкапсулюють власнi алгоритми отримання

значень iнтегралiв (рис. 4.8).

Рис. 4.8. Приклад iєрархiї класiв для знаходження матричного елементи Vi

Пiсля визначення основних полiв, що задають елементи матрицi

СЛАР, у стратегiї для формування її правої частини додатково введемо

поле gFactory для обчислення апроксимованих функцiй g iз крайової

умови (1.3) та поле solutions, що мiстить розв’язки СЛАР iз попереднiх

iтерацiй алгоритму для забезпечення рекурентного процесу обчислень.

Отож, маємо всi необхiднi програмнi структури для розв’язування СЛАР.
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4.4.4. Реалiзацiя основних алгоритмiв розв’язування задачi.

В методах Get зi стратегiй для отримання правої i лiвої частин СЛАР зада-

мо алгоритми формування матрицi. Зазначимо, що з метою забезпечення їх

варiативностi в модулi розв’язування можна також передбачити додатковi

стратегiї, що вiдрiзнятимуться способом формування СЛАР. Наприклад,

для наявних задач iз предметної областi системи визначено стратегiї iз мо-

жливiстю

— багатопотокового обчислення елементiв;

— додатковим кешуванням у файл;

— застосуванням методу АСА;

Оскiльки розв’язування задачi з динамiчною крайовою умовою (1.1) – (1.3)

вимагає значних обчислювальних ресурсiв, використаємо клас Parallel в

.NET для багатопотокового знаходження елементiв матрицi СЛАР.

Тепер перейдемо до реалiзацiї методу Solve класу

DynamicConditionsMatrixSolver. В рамках нього виконаємо такi дiї:

1) перевiрку об’єкта leftPart на наявнiсть матрицi лiвої частини СЛАР;

2) виклик методу Get iз DynamicConditionsLeftStrategy у випадку неiнi-

цiалiзованого об’єкту leftPart та збереження матрицi лiвої частини у

полi leftPart;

3) виклик методу Get iз DynamicConditionsRightStrategy;

4) використання чисельного методу розв’язування СЛАР на основi отри-

маних лiвих i правих частин;

5) збереження розв’язку СЛАР у списку векторiв solutions;

6) повернення вектора розв’язку для поточної iтерацiї.

Зазначимо, що для розв’язування СЛАР використовуватимемо iтерацiйний

метод узагальнених мiнiмальних нев’язок з перезапусками GMRES [81],

який є частиною бiблiотеки базових класiв ядра фреймворку.
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Завершальним етапом програмної реалiзацiї алгоритмiв

модуля Problem Solver є визначення методу Generate у класi

DynamicConditionsUnFactory. Для цього

— згiдно з формулою (1.36) пiдставимо дискретизованi значення густин

потенцiалiв iз розв’язаної СЛАР та використаємо об’єкти типу VI-

ntegral та KIntegral;

— врахуємо спiввiдношення стрибка потенцiалу подвiйного шару у тих

точках, що належать межi поверхнi.

Додатково у класi DynamicConditionsUnFactory передбачено поле для збе-

рiгання отриманих компонент ui з метою проведення подальших дослi-

джень їх апостерiорних похибок та порядку збiжностi.

Отриманий модуль Problem Solver повнiстю готовий для виконання ко-

манд користувача, якi можуть надходити як з графiчного iнтерфейсу, так

i з командного рядка. Розробка модулiв розв’язування для iнших мiшаних

задач для хвильового рiвняння вiдповiдно до розглянутих у роздiлi 1 мо-

делей була виконана за такою самою послiдовнiстю крокiв. У такий самий

спосiб можна розширювати фреймворк MMF для розв’язування аналогi-

чних мiшаних задач для iнших еволюцiйних рiвнянь.

4.5. Додатковi можливостi фреймворку при дослiдженнi

задач предметної областi

У попереднiх пiдроздiлах наведено базовi принципи та структурнi еле-

менти, що використовуються при побудовi модуля розв’язування задачi

(HD). Розглянемо можливостi фреймворку для розширення дослiджень,

якi успiшно реалiзованi для iнших класiв задач.
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4.5.1. Замiна ядер потенцiалiв. Фреймворк MMF визначає ядро

потенцiалу як зовнiшнiй параметр типу ElemFactory, який передається в

клас для обчислення поверхневих потенцiалiв. Це дає змогу абстрагуватись

вiд конкретного виду ядра i динамiчно змiнювати його на етапi виконан-

ня програми. Зокрема, так можна зробити у випадку задачi Дiрiхле для

пiвпростору з включенням (див. приклад 6.8 роздiлу 6). Тут компоненти

поверхневих потенцiалiв використовують в ролi ядер елементи спецiальної

функцiйної послiдовностi [77], яку можна розглядати як аналог функцiї

Грiна для деякої нескiнченної системи елiптичних рiвнянь у пiвпросторi.

Побудова модуля Problem Solver для такої задачi вимагає ще такої пiд-

готовки:

— задання у похiдному вiд InputData класi площини, що обмежує пiв-

простiр (з метою спрощення передбачено лише один параметр z, що

вказує на розташування площини xy вiдносно осi OZ);

— визначення функцiї Грiна за допомогою класу, похiдного вiд

ElemFactory i передача її через параметр вiдповiдних класiв для

обчислення елементiв матрицi СЛАР.

Зазначимо, що такий пiдхiд можна використовувати i для iнших задач, що

мають схожi за структурою КIР та вiдрiзняються типом ядер потенцiалiв,

наприклад для рiвняння теплопровiдностi.

4.5.2. Варiативнiсть стратегiй заповнення матриць. У модулi

Problem Solver можна змiнювати спосiб заповнення матрицi СЛАР завдяки

iмплементацiї шаблону проєктування Strategy [48].

Використання такого пiдходу дає змогу зручно розширювати систему

за допомогою

1) додавання нових стратегiй для рiзних КIР;
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2) додавання нових стратегiй для рiзних алгоритмiв формування матрицi

СЛАР.

Розглянемо реалiзацiю зазначених рiшень для наявних задач системи.

4.5.2.1. Додавання нових стратегiй для КIР рiзної структури.

Вiдповiдно до табл. 4.1 усi модулi системи побудовано на основi певних

КIР. Очевидно, що не iснує загального алгоритму формування матриць

для рiзних типiв задач. Звiдси випливає необхiднiсть його iнкапсуляцiї в

окремих класах-стратегiях. Кожен модуль розв’язування має власнi реа-

лiзацiї iнтерфейсiв ILeftPartStrategy i IRightPartStrategy, якi фактично є

головною вiдмiннiстю програмної моделi задачi.

Описану особливiсть можемо побачити, зокрема, в iмплементацiях мо-

дулiв розв’язування для задач Неймана iз використанням прямого та не-

прямого пiдходiв (рис. 4.9). Тут класи-стратегiї вiдрiзняються кiлькiстю i

типом внутрiшнiх полiв, що впливає на спосiб формування матрицi СЛАР

та її розмiрнiсть.

4.5.2.2. Додавання нових стратегiй для рiзних алгоритмiв

формування матрицi СЛАР. Iншим варiантом розширення системи

є введення нових стратегiй заповнення матрицi СЛАР в межах одного

модуля. Це зручно використовувати у випадках, коли для фiксованої

структури КIР необхiдно передбачити рiзнi алгоритми її формування.

Класичним прикладом цього в системi MMF є застосування методу АСА.

Для його реалiзацiї в модулях виконано такi кроки:

— додано новi параметри useLeftACA, useRightACA, що вiдповiдають за

вибiр стратегiї для методу АСА, у форму введення параметрiв задачi

та похiдний клас вiд InputData;

— додано параметр accuracy для задання точностi методу;



114

Рис. 4.9. Модулi розв’язування для задач Неймана iз вiдповiдними класами

стратегiй

— визначено новi стратегiї, що використовують клас ACA ядра фрейм-

ворку та вищезазначенi параметри для формування матрицi.

Метод АСА в межах системи MMF використано в модулях розв’язування

задач Дiрiхле та Неймана з використанням непрямого пiдходу. Дiаграму

класiв-стратегiй для задачi Неймана iз прикладу 6.4 наведено на рис. 4.10.

Зазначимо, що стратегiї заповнення матрицi СЛАР можуть також ви-

значати певну додаткову логiку. Наприклад, для чисельних експериментiв

задачi з динамiчною крайовою умовою (1.1) – (1.3) передбачено можливiсть

обчислення окремих блокiв матрицi та порiвняння швидкостi їх отримання

з послiдовним знаходженням елементiв та використанням методу АСА.

4.5.3. Робота з кiлькома поверхнями. Нагадаємо, що базовi ре-

алiзацiї класiв для обчислення поверхневих потенцiалiв та матрицi СЛАР

мiстять посилання на розбиття поверхнi, визначене за допомогою класу
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Рис. 4.10. Дiаграма класiв-стратегiй модуля задачi Неймана з використан-

ням потенцiалу подвiйного шару

BoundarySurface (рис. 2.14). Для розширення можливостей базових класiв

ядра створено окремий модуль в системi MMF, в якому

— додано логiку завантаження поверхнi iз файлу розбиття з використа-

нням класу MultiSurfaceLoader ядра на етапi iнiцiалiзацiї основного

алгоритму задачi;

— перевизначено класи для обчислення елементiв матрицi СЛАР з ура-

хуванням другої поверхнi (рис. 4.11).

На етапi iнiцiалiзацiї модуля Problem Solver фреймворк зчитує данi з

файлу поверхнi та заповнює вiдповiдне поле у об’єктi параметрiв задачi.

Зазначимо, що в модулi BoundaryGenerator можна згенерувати розбиття

межi областi, складеної з довiльної кiлькостi поверхонь (див., наприклад,

задачу Кошi iз прикладу 6.11).

Далi, на етапi виконання фреймворк

1) зчитує поверхнi iз файлу за допомогою класу MultiSurfaceLoader, який
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Рис. 4.11. Приклад iєрархiї класiв для знаходження матричного елемента

Vi з урахуванням другої поверхнi

повертає список iз двох об’єктiв BoundarySurface;

2) використовує перший об’єкт для обчислення зовнiшнього iнтегралу у

власному методi Generate;

3) передає другий об’єкт у базовий клас ядра для отримання значення

внутрiшнього iнтегралу.

Таку схему роботи з декiлькома поверхнями можна використовувати i для

iнших задач системи MMF.

4.5.4. Вимiрювання часу обчислень. Важливою проблемою

розв’язування задач є розробка ефективних чисельних методiв,

якi дають змогу отримати коректнi результати при оптимальному

використаннi обчислювальних ресурсiв. Для цього необхiдно передбачити

спосiб знаходження кiлькiсних характеристик ефективностi процесу

розв’язування задачi.

Ядро фреймворку надає iнтерфейс ITimeLogger (рис. 2.17), який зручно

використовувати для логування тривалостi виконання програмної функцiї.

Його базова реалiзацiя TimeLogger передбачає виконання таких крокiв:
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1) обчислення процесорного часу перед входженням у функцiю;

2) отримання процесорного часу пiсля виходу з функцiї;

3) запис знайденої рiзницi у вибраний потiк даних.

Важливо, що метод LogTime класу TimeLogger знаходить час на основi

властивостi UserProcessorTime в .NET. Це дає змогу отримати тривалiсть

виконання лише програмного коду фреймворку без врахування специфi-

чних функцiй операцiйної системи.

З iншого боку, величина UserProcessorTime не є точним показником ча-

су i залежить вiд кiлькостi ядер процесора та можливостей розпаралелення

задач. Тому значення, отриманi класом TimeLogger варто використовувати

для вiдносного порiвняння тривалостi функцiй.

Можливостi класу TimeLogger застосовано при розв’язуваннi задачi Дi-

рiхле та дослiдженнi часу обчислення лiвої та правої частин СЛАР у ви-

падку використання прямого i непрямого пiдходiв. Для цього у вiдповiдних

стратегiях

— винесено формування частин СЛАР в окремi функцiї;

— в основному методi Get використано клас TimeLogger, що викликає

функцiї, створенi на попередньому кроцi.

Таким чином, для серiї чисельних експериментiв, наведених у прикладi 6.1

роздiлу 6, отримано час формування матрицi СЛАР.

4.5.5. Експорт та вiзуалiзацiя даних. Для вiзуалiзацiї розв’язкiв

в системi MMF реалiзовано окремий компонент Archive Manager на рiвнi

обробки даних. Однiєю з його особливостей є експорт даних для вiдобра-

ження анiмацiї результатiв за допомогою середовища MATLAB. В цьому

випадку використання зовнiшньої системи зумовлено

— наявнiстю стабiльних i вiдтестованих бiблiотек для створення анiмацiї
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у форматi вiдео;

— необхiднiстю уникнути зайвих помилок, враховуючи складнiсть реалi-

зацiї власного механiзму вiзуалiзацiї.

Таким чином, завданням Archive Manager є побудова скриптiв, готових для

запуску в середовищi MATLAB.

В рамках процесу генерування скриптiв компонент Archive Manager ви-

конує таку послiдовнiсть крокiв:

1) створює нову папку для збереження результатiв обробки вихiдних да-

них задачi;

2) розбиває файл iз поточковими значеннями розв’язку на окремi файли

для кожного моменту часу t та розмiщує їх у пiдкаталозi data;

3) створює файли, що мiстять iнформацiю про iнтервали точок спосте-

реження та кiлькiсть кадрiв;

4) копiює основний скрипт для виконання у MATLAB iз ядра системи до

створеної папки.

Пiсля цього достатньо лише встановити MATLAB i запустити згенерований

скрипт у даному середовищi. В результатi отримаємо анiмацiю розв’язку

в кожен момент часу t з можливiстю подальшого збереження у вiдео-

форматi.

4.6. Висновки до роздiлу 4

Отже, розроблена архiтектура фреймворку, а також базовi класи та

iнтерфейси ядра разом формують зручний iнструментарiй для введення

нових задач в систему.

Аналогiчно розробцi модуля Problem Solver для мiшаної задачi для хви-

льового рiвняння з динамiчною крайовою умовою у фреймворку реалiзова-
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но такi ж модулi для iнших задач предметної областi. Вони вiдрiзняються

типом вхiдних параметрiв та програмною моделлю КIР. Пiдключення ново-

го модуля до системи є результатом чiткого визначення iнфраструктурних

елементiв, що наслiдують загальнi абстракцiї ядра фреймворку. Це забез-

печує стабiльну роботу системи та перевiрку її модулiв на вiдповiднiсть

правилам, заданим на рiвнi ядра.
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РОЗДIЛ 5

ОБҐРУНТУВАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ

У цьому роздiлi обґрунтуємо деякi математичнi аспекти обчислюваль-

них схем, якi розробленi у попереднiх роздiлах для знаходження наближе-

них розв’язкiв дослiджуваних задач комбiнованим МКЕ i ПЛ. Зазначимо,

що задачi з крайовими умовами Дiрiхле чи Неймана обґрунтовано у працях

[12, 68, 75].

5.1. Функцiйнi простори

Введемо вiдповiднi функцiйнi простори для математичних моделей до-

слiджуваних задач.

НехайX – комплексний гiльбертiв простiр зi скалярним добутком (·, ·)X
i породженою ним нормою ∥ · ∥X . Позначимо через D(R) лiнiйний про-

стiр, що складається з фiнiтних нескiнченно диференцiйовних функцiй

φ : R → C i визначимо D′(R;X) – простiр лiнiйних неперервних вiдобра-

жень F : D(R) → Xw, де Xw – лiнiйний простiр X зi слабкою топологiєю,

якi називатимемо узагальненими векторними функцiями. Для цього про-

стору позначимо дiю F ∈ D′(R;X) на φ ∈ D(R) у виглядi ⟨F, φ⟩D(R). Для

будь-якої F ∈ D′(R;X) та довiльного m ∈ N похiдну F (m) визначимо як

⟨F (m), φ⟩D(R) = (−1)m⟨F, φ(m)⟩D(R) ∀φ ∈ D(R).

Звiдси легко бачити, що узагальненi векторнi функцiї є нескiнченно дифе-

ренцiйовнi.

Розглянемо лiнiйний простiр L1
loc(R;X), елементами якого є вимiрнi
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функцiї f : R → X такi, що для довiльного обмеженого iнтервалу I ⊂ R їх

звуження на I належить L1(I;X), тобто
∫︁
I ∥f(t)∥X dt < ∞. Для довiльної

функцiї f ∈ L1
loc(R;X) визначимо вiдображення

⟨Ff , φ⟩D(R) =

∫︂
R

f(t)φ(t) dt, φ ∈ D(R), (5.1)

що є елементом простору D′(R;X). Вiдображення (5.1) є iн’єктивним, що

дає змогу ототожнити L1
loc(R;X) з його образом в D′(R;X). Звiдси випли-

ває, що L1
loc(R;X) ⊂ D′(R;X).

Введемо D′(R+;X) як пiдпростiр простору D′(R;X), що мiстить тi еле-

менти F ∈ D′(R;X), для яких suppF ⊂ [0,+∞). Звiдси можемо побачити,

що для функцiй f ∈ L1
loc(R;X) виконується f ∈ D′(R+;X) тодi i лише

тодi, коли f(t) = 0 для t ∈ (−∞, 0). Простiр функцiй f ∈ L1
loc(R;X), якi

належать D′(R+;X), тобто f(t) = 0 для t ∈ (−∞, 0), позначатимемо через

L1
loc(R+;X).

Нехай α > 0 – довiльне фiксоване число. Розглянемо лiнiйний простiр

L2
α(R+;X), елементами якого є функцiї f ∈ L1

loc(R+;X) такi, що∫︁
R+

∥f(t)∥2X e−αt dt < ∞. Даний простiр є гiльбертовим зi скалярним

добутком i породженою ним нормою:

(f, g)L2
α(R+;X) =

∫︂
R+

(︁
f(t), g(t)

)︁
X
e−αt dt, ∥f∥L2

α(R+;X) =
[︁
(f, f)L2

α(R+;X)

]︁1/2
.

(5.2)

Оскiльки L2
α(R+;X) як пiдпростiр простору L1

loc(R+;X) можна ототожни-

ти з вiдповiдним пiдпростором простору D′(R+;X), то похiднi f (k) функцiй

f з простору L2
α(R+;X) розглядатимемо в сенсi простору D′(R;X), де k –

будь-яке натуральне число.

Нехай N – множина натуральних чисел, N0 := N∪ {0}. Для довiльного
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m ∈ N введемо ваговий простiр Соболєва

Hm
α (R+;X) :={f ∈ L2

α(R+;X)| f (k) ∈ L2
α(R+;X), k = 1,m}, (5.3)

та визначимо скалярний добуток

(f, g)Hm
α (R+;X) =

m∑︂
k=0

∫︂
R+

(︁
f (k)(t), g(k)(t)

)︁
X
e−αtdt,

i стандартну норму

∥f∥Hm
α (R+;X) =

[︄
m∑︂
k=0

||f (k)||2L2
α(R+;X)

]︄1/2

. (5.4)

Вiдомо, що для будь-якої функцiї f ∈ Hm
α (R+;X) та довiльної точки

t0 ∈ [0,+∞) iснують слiди f(t0) ∈ X, ..., f (m−1)(t0) ∈ X, причому

f(0) = 0, ..., f (m−1)(0) = 0.

Тепер розглянемо простори функцiй, визначених в областi Ω. Нехай

D(Ω) – лiнiйний простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй φ : Ω → C

i D′(Ω) – простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв F : D(Ω) → C. Еле-

менти цього простору називатимемо узагальненими функцiями, заданими

на Ω. Аналогiчно до простору D′(R;X) визначимо дiю F ∈ D′(Ω) на еле-

мент φ ∈ D(Ω) як ⟨F, φ⟩D(Ω).

Для довiльного β = (β1, ..., βn) ∈ Nn
0 i узагальненої функцiї F ∈ D′(Ω)

отримаємо спiввiдношення для похiдної DβF ∈ D′(Ω) у виглядi

⟨DβF, φ⟩D(Ω) = (−1)|β|⟨F,Dβφ⟩D(Ω), φ ∈ D(Ω). (5.5)

Далi визначимо L1
loc(Ω) як простiр функцiй, таких що для будь-якого

компакту K ⊂ Ω їх звуження f |K на K належить простору L1(K). Легко

бачити, що функцiонал Ff : D(Ω) → C, визначений за формулою

⟨Ff , φ⟩D(Ω) :=

∫︂
Ω

f(x)φ(x) dx, φ ∈ D(Ω), (5.6)
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належить простору D′(Ω).

Згiдно з лемою Дюбуа-Раймона вiдображення (5.6) простору L1
loc(Ω) в

простiр D′(Ω) є iн’єктивним. Таким чином простiр L1
loc(Ω) можна отото-

жнити з його образом, що є лiнiйним пiдпростором простору D′(Ω). Звiдси

маємо, що L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω).

Нехай L2(Ω) – лiнiйний простiр, елементами якого є функцiї v ∈ L1
loc(Ω),

такi що
∫︁
Ω |v(x)|

2 dx < ∞. В цьому просторi введемо скалярний добуток з

вiдповiдною нормою

(v, w)0 :=

∫︂
Ω

v(x)w(x) dx, ∥v∥0 :=
[︁
(v, v)L2(Ω)

]︁1/2
.

Далi пiд похiдною функцiї з простору L2(Ω) розумiтимемо похiдну цiєї

функцiї як елемента простору D′(Ω), визначену за правилом (5.5).

Розглянемо простiр Соболєва

H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω), i = 1, n}.

Цей простiр є гiльбертовим зi скалярним добутком

(v, w)1 := (v, w)0 + [v, w] ≡
∫︂
Ω

(︁
v(x)w(x) +∇v(x)∇w(x)

)︁
dx,

де

[v, w] :=

∫︂
Ω

∇v(x)∇w(x)dx ≡
n∑︂
j=1

∫︂
Ω

vxj(x)wxj(x) dx,

i вiдповiдною нормою

∥v∥1 =
[︁
∥v∥20 + [v, v]

]︁1/2
.

Введемо ще один простiр

H1(Ω,∆) := {v ∈ H1(Ω) | ∆v ∈ L2(Ω)}.
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Вiн також є гiльбетовим зi скалярним добутком

(v, w)2 := (v, w)1+(∆v,∆w)0 ≡
∫︂
Ω

[︁
v(x)w(x)+∇v(x)∇w(x)+∆v(x)∆w(x)

]︁
dx

i вiдповiдною нормою

∥v∥2 :=
[︁
∥v∥21 + ∥∆v∥20

]︁1/2
, v ∈ H1(Ω,∆). (5.7)

Розглянемо оператор A : H1(Ω,∆) → L2(Ω), який визначений за пра-

вилом Av = ∆v, v ∈ H1(Ω,∆). Цей оператор є лiнiйним i замкненим. Далi

його позначатимемо через ∆.

Позначимо через H1/2(Γ) простiр Соболєва, складений з функцiй про-

стору L2(Γ), що мають похiднi порядку 1/2 (детальнiше див., напр. [67, §7.3

в Роздiлi 1]), а через H−1/2(Γ) – спряжений до нього простiр. Позначати-

мемо норму в просторi H1/2(Γ) через ∥ · ∥1/2, норму в просторi H−1/2(Γ) —

через ∥·∥−1/2, а через ⟨·, ·⟩1/2 — дiю елемента простору H−1/2(Γ) на елемент

простору H1/2(Γ).

Вiдомо, що iснує лiнiйний неперервний i сюр’єктивний оператор слiду

γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ), що є продовженням за неперервнiстю оператора˜︁γ0 : C1(Ω) → C(Γ), визначеного за правилом: ˜︁γ0v = v|Γ, v ∈ C1(Ω). Крiм

того, для довiльної функцiї v ∈ H1(Ω) iснує стала C1 > 0 така, що

||γ0v||1/2 ⩽ C1||v||1, v ∈ H1(Ω). (5.8)

Також розглянемо оператор взяття нормальної похiдної (в слабкому

сенсi) γ1 : H1(Ω,∆) → H−1/2(Γ), що визначений тотожнiстю

⟨γ1v, γ0w⟩1/2 = (∆v, w)0 + [v, w], v ∈ H1(Ω,∆), w ∈ H1(Ω).

Вiдображення γ1 : H1(Ω,∆) → H−1/2(Γ) є неперервним i для гладких

функцiй v ∈ C1(Ω) виконується γ1v = ∂νv|Γ [40, Лема 3.2]. Звiдси маємо
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формулу Грiна

(∆v, w)0 = ⟨γ1v, γ0w⟩1/2 − [v, w], v ∈ H1(Ω,∆), w ∈ H1(Ω), (5.9)

i нерiвнiсть

∥γ1v∥−1/2 ⩽ C2∥v∥2, v ∈ H1(Ω,∆), (5.10)

де C2 > 0 — деяка стала.

Для векторозначних функцiй розглядатимемо

оператори ˜︁γ0 : L2
α(R+;H

1(Ω)) → L2
α(R+;H

1/2(Γ)) i˜︁γ1 : L2
α(R+;H

1(Ω,∆)) → L2
α(R+;H

−1/2(Γ)) визначенi як˜︁γ0u(t) := γ0(u(t)), t ∈ R+, i ˜︁γ1u(t) := γ1(u(t)), t ∈ R+, вiдповiдно. Далi

писатимемо γ0 i γ1 замiсть ˜︁γ0 i ˜︁γ1.
Твердження 5.1 ([57]). 1◦ Якщо u ∈ L2

α(R+;H
1(Ω)), то

γ0u ∈ L2
α(R+;H

1/2(Γ)) i оператор γ0 є неперервним на L2
α(R+;H

1(Ω)).

2◦ Якщо u ∈ L2
α(R+;H

1(Ω,∆)), то γ1u ∈ L2
α(R+;H

−1/2(Γ)) i оператор γ1

є неперервним на L2
α(R+;H

1(Ω,∆)).

3◦ Крiм того, коли u ∈ H2
α(R+;L

2(Ω)) ∩ H1
α(R+;H

1(Ω)), то

u ∈ C(R;H1(Ω)) i u′ ∈ C(R;L2(Ω)), причому u(t) = 0, u′(t) = 0 при t ⩽ 0.

Твердження 5.2 ([57]). Якщо u ∈ H1
α(R+;H

1(Ω)), то

γ0u ∈ H1
α(R+;H

1/2(Γ)) i (γ0u)
′ = γ0u

′. (5.11)

5.2. Формулювання мiшаної задачi для хвильового рiвняння

з динамiчною крайовою умовою у вагових просторах

Лебега

Розглянемо задачу (HD) у вагових просторах Лебега, складених з ве-

кторних функцiй дiйсного аргументу.
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Означення 5.1. Для заданих g ∈ L2
α(R+;H

−1/2(Γ)) i b ∈ L∞(Γ) сильним

розв’язком задачi (HD) називаємо функцiю

u ∈ H2
α(R+;L

2(Ω)) ∩H1
α(R+;H

1(Ω)) ∩ L2
α(R+;H

1(Ω,∆)), (5.12)

для якої правильнi рiвностi

u′′(t)−∆u(t) = 0 в L2(Ω), t ∈ R+, (5.13)

γ1u(t) + b (γ0u(t))
′ = g(t) в H−1/2(Γ), t ∈ R+. (5.14)

Твердження 5.3 ([57]). Задача (HD) має не бiльше одного сильного

розв’язку.

Надалi вважатимемо, що функцiя b ∈ L∞(Γ) є невiд’ємною на Γ.

Теорема 5.1 ([57]). Нехай g ∈ H2
α(R+;H

−1/2(Γ)). Тодi iснує сильний

розв’язок задачi (HD). Крiм того, вiн задовольняє оцiнку

∥u∥H2
α(R+;L2(Ω)) + ∥u∥H1

α(R+;H1(Ω)) + ∥u∥L2
α(R+;H1(Ω,∆)) ⩽ C3 ∥g∥H2

α(R+;H−1/2(Γ)),

(5.15)

де C3 – стала, яка залежить лише вiд вхiдних параметрiв.

Доведення цiєї теореми наведено далi.

5.3. Перетворення Лаґерра i Лапласа

Обрана шкала вагових просторiв Лебега пiдходить для дослiдження за-

лежних вiд часу величин за допомогою перетворень Лаґерра i Лапласа.

Зокрема перетворення Лаґерра приводить ЕКIР до послiдовностi КIР (див.

роздiл 1.2), для яких можна розробити ефективнi алгоритми чисельного

розв’язування.
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Твердження 5.4 ([12]). Перетворення Лаґерра L : L2
α(R+;X) → l2(X),

визначене формулою (1.18), є iн’єктивним i його образом є простiр l2(X),

причому

||f ||L2
α(R+;X) =

1

α

∞∑︂
k=0

||fk||2X . (5.16)

Крiм того, для довiльної функцiї f ∈ L2
α(R+;X) маємо рiвнiсть L−1Lf =

f , де L−1 : l2(X) → L2
α(R+;X) – обернене вiдображення до L, яке довiльнiй

послiдовностi h = (h0, h1, ..., hk, ...)
T ставить у вiдповiднiсть функцiю h

за формулою (1.19)

Оскiльки перетворення Лаґерра i Лапласа можуть бути визначеними на

тих самих вагових просторах Лебега, використаємо перетворення Лапласа

для обґрунтування задачi (HD).

Спочатку наведемо потрiбнi нам властивостi перетворення Лапласа.

Розглянемо лiнiйний простiр S(R), елементами якого є нескiнченно дифе-

ренцiйовнi функцiї ψ : R → C такi, що

sup
t∈R

|t|k|ψ(m)(t)| <∞ для будь-яких k,m ∈ N0.

Вiдомо, що послiдовнiсть {ψn} збiгається до ψ в S(R) тодi, коли

sup
t∈R

(1 + |t|)k|ψ(m)
n (t)− ψ(m)(t)| →

n→∞
0 для будь-яких k,m ∈ N0.

Також визначимо S ′(R;X) – лiнiйний простiр лiнiйних та неперервних вiд-

ображень G : S(R) → X.

Елементи простору S(R) називають швидко спадаючими функцiями,

а елементи простору S ′(R;X) – повiльно зростаючими узагальненими ве-

кторними функцiями. Це пов’язано з тим, що елемент Gg ∈ S ′(R;X) ви-

значений за правилом

⟨Gg, ψ⟩S(R) :=
∫︂
R

g(t)ψ(t) dt, ψ ∈ S(R), (5.17)
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вiдповiдає функцiї g ∈ L1
loc(R;X) такiй, що∫︂

R

∥g(t)∥X(1 + |t|)−s dt <∞, де s = s(g) ⩾ 0 − деяке число. (5.18)

Позначимо дiю елемента S ′(R;X) на елемент простору S(R) як ⟨·, ·⟩S(R).

Функцiї g ∈ L1
loc(R;X), що задовольняють умову (5.18) утворюють лiнiй-

ний простiр, який згiдно з вiдображенням (5.17) можна ототожнити з пiд-

простором простору S ′(R;X).

Дамо означення перетворенню Фур’є для елементiв простору S ′(R;X)

(детальнiше див.[2, 44]). Для цього спочатку розглянемо означення Фур’є

для функцiй з простору S(R), згiдно з яким перетворенням Фур’є довiль-

ної функцiї ψ ∈ S(R) називатимемо функцiю ˜︁ψ : R → C, визначену за

правилом

˜︁ψ(η) = F[ψ](η) ≡ Ft→η[ψ(t)](η) :=

∫︂
R

ψ(t) e−iηt dt, η ∈ R. (5.19)

Вiдомо, що вiдображення F : S(R) → S(R) є iзоморфiзмом.

Аналогiчно визначаємо перетворення Фур’є F[g] : R → X для довiльних

функцiй g ∈ L1(R;X)

˜︁g(η) = F[g](η) ≡ Ft→η[g(t)](η) :=

∫︂
R

g(t) e−iηt dt, η ∈ R. (5.20)

Тепер розглянемо перетворення Фур’є для довiльного елемента G ∈

S ′(R;X). Визначимо його як елемент F[G] ∈ S ′(R;X) такий, що

⟨F[G], ψ⟩S(R) := ⟨G,F[ψ]⟩S(R), ψ ∈ S(R). (5.21)

Можна показати, що якщо G = g ∈ L1(R;X), то з (5.21) випливає (5.20) i

навпаки.

Нехай ω ∈ R – довiльне число. Введемо простiр

D′(ω,R+;X) :=
{︁
F ∈ D′(R+;X) | e−ξ·F (·) ∈ S ′(R+;X) ∀ ξ > ω

}︁
,
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де S ′(R+;X) := D′(R+;X) ∩ S ′(R;X). Зокрема, елементами простору

D′(ω,R+;X) є функцiї f ∈ L1
loc(R+;X) такi, що

e−ξ·f(·) ∈ L1(R+;X) ∀ ξ > ω. (5.22)

Нехай Πω := {p = ξ + iη ∈ C | Re p = ξ > ω}. Перетворенням Лапласа

функцiї G ∈ D′(ω,R+;X) називають функцiю ˆ︁G : Πω → X, визначену за

правилом

ˆ︁G(ξ + iη) ≡ ˆ︁G(p) = L[G](p) := Ft→η[e
−ξtG(t)](ξ + iη). (5.23)

Тодi обернене перетворення Лапласа матиме вигляд

G(t) = eξtF−1
η→t[ ˆ︁G(ξ + iη)](t), t ∈ R+. (5.24)

Перетворення Лапласа для функцiй f ∈ L1
loc(R+;X), що задовольняють

умову (5.22), визначимо як

ˆ︁f(p) = L[f ](p) :=

∫︂
R+

f(t)e−p tdt, p ∈ Πω. (5.25)

У випадку коли функцiя η ↦→ ˆ︁f(ξ + iη) : R → X належить L1(R;X) для

деякого ξ > ω, згiдно з (5.24) отримаємо обернене перетворення Лапласа

f(t) =
1

2π
eξt

∫︂
R

ˆ︁f(ξ + iη) eiηt dη =

=
1

2πi

∫︂
R

ˆ︁f(ξ + iη) e(ξ+iη)t d(iη) =
1

2πi

∫︂
Re p=ξ

ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+.
(5.26)

Розглянемо простiр H(ω;X), елементами якого є аналiтичнi функцiї

h : Πω → X, що задовольняють умову:

(H): для довiльного ξ0 > ω iснують сталi C = C(h, ξ0) ⩾ 0 i s = s(h, ξ0) ⩾ 0

такi, що

∥h(p)∥X ⩽ C(1 + |p|s), Re p > ξ0. (5.27)
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Твердження 5.5 ([2], §10.4; [44], розд. XVI, §2). Перетворення Лапласа

взаємно однозначно переводить простiр D′(ω,R+;X) на простiр H(ω;X).

Крiм того, якщо функцiя ˆ︁f ∈ H(ω;X) задовольняє умову (5.27) (iз за-

мiною h на ˆ︁f), то вона є (при перетвореннi Лапласа) образом функцiї

f ∈ D′(ω,R+;X), що визначена за формулою

f(t) =
1

2πi

(︃
d

dt
− b

)︃k ∫︂
Re p=ξ

ˆ︁f(p)
(p− b)k

ep t dp, t ∈ R+, (5.28)

де b, ξ ∈ R, k ∈ N – будь-якi такi, що b ⩽ ω, ξ > ξ0, k > s+ 1.

Тут формула (5.28) визначає обернене перетворення Лапласа, яке в час-

тковому випадку має вигляд (5.26).

Легко переконатись, що

L2
α(R+;X) ⊂ D′(α/2,R+;X),

оскiльки для будь-якої функцiї f ∈ L2
α(R+;X) маємо, що f ∈ L1

loc(R+;X) i

при застосуваннi нерiвностi Кошi-Буняковського виконується умова (5.22):∫︂
R+

e−ξt∥f(t)∥Xdt =
∫︂
R+

eα/2t∥f(t)∥Xe(α/2−ξ)tdt ⩽

⩽

⎡⎢⎣∫︂
R+

e−αt∥f(t)∥2Xdt

⎤⎥⎦
1/2 ⎡⎢⎣∫︂

R+

e(α−2ξ)tdt

⎤⎥⎦
1/2

=
1√︁

2(ξ − α/2)
∥f∥L2

α(R+;X) <∞

для будь-яких ξ > α/2.

Нехай L(Πα/2;X) – лiнiйний пiдпростiр простору H(α/2;X), елемента-

ми якого є функцiї p ↦→ h(p) : Πα/2 → X, що аналiтичнi на вiдкритiй пiв-

площинi Πα/2, неперервнi на її замиканнi Πα/2 та задовольняють умову (H)

при s = 0 i для кожного значення ξ ⩾ α/2 функцiї η ↦→ h(ξ + iη) : R → X

належать простору L2(R;X), тобто
∫︁
R
∥h(ξ+iη)∥2X dη <∞. Отримаємо такi

наслiдки.
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Наслiдок 5.1 ([57]). Перетворення Лапласа L[·] переводить взаємно

однозначно простiр L2
α(R+;X) на простiр L(Πα/2;X) i при цьому для

будь-якої функцiї f ∈ L2
α(R+;X) її образом є функцiя

ˆ︁f(p) = L[f ](p) :=

∫︂
R+

f(t) e−p t dt, p ∈ Πα/2, (5.29)

а для довiльної функцiї ˆ︁f ∈ L(Πα/2;X) її прообраз f ∈ L2
α(R+;X) можна

знайти за формулою

f(t) = L−1[ ˆ︁f ](t) := 1

2πi

∫︂
Re p=ξ

ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+, ξ ⩾ α/2. (5.30)

Також правильна рiвнiсть Парсеваля∫︂
R+

e−2ξt∥f(t)∥2X dt =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

∥ ˆ︁f(p)∥2X dp ≡ 1

2π

∫︂
R

∥ ˆ︁f(ξ+iη)∥2X dη, ξ ⩾ α/2,

(5.31)

зокрема,

∥f∥2L2
α(R+;X) =

(︃
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

∥ ˆ︁f(p)∥2X dp)︃1/2

≡
(︃

1

2π

∫︂
R

∥ ˆ︁f(α/2+iη)∥2X dη)︃1/2

.

(5.32)

Доведення. Нехай f ∈ L2
α(R+;X). Враховуючи означення перетворення

Лапласа, отримаємо

ˆ︁f(p) = Lt→p[f(t)](p)
p=ξ+iη
= Ft→η[e

−ξtf(t)](ξ + iη) =

=

∫︂
R+

e−ξtf(t) e−iηt dt =

∫︂
R+

f(t) e−pt dt, p ∈ Πα/2.
(5.33)

Оскiльки функцiя t ↦→ tkf(t) e−pt : R+ → X є абсолютно iнтегровною

для будь-якого p ∈ Πα/2 i для довiльної точки p0 ∈ Πα/2 в деякому її околi

мажорується абсолютно iнтегровною функцiєю, то ˆ︁f є аналiтичною в Πα/2.

Крiм того, можна показати, що ˆ︁f є неперервною на Πα/2.
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Доведемо, що ˆ︁f задовольняє умову (H) при s = 0. Враховуючи (5.33),

для p = ξ + iη ∈ Πα/2 маємо

∥ ˆ︁f(p)∥X ⩽
∫︂
R+

∥f(t)∥X e−ξt dt =
∫︂
R+

e−α/2 t∥f(t)∥X e(α/2−ξ)t dt ⩽

⩽

⎡⎢⎣∫︂
R+

e−αt∥f(t)∥2X dt

⎤⎥⎦
1/2 ⎡⎢⎣∫︂

R+

e(α−2ξ)t dt

⎤⎥⎦
1/2

=
1√︁

2(ξ − α/2)
∥f∥L2

α(R+;X).

(5.34)

Так як функцiя t ↦→ e−ξtf(t) належить L2(R+;X) для будь-якого ξ ⩾

α/2 i перетворення Фур’є переводить L2(R;X) на L2(R;X), то функцiя

η ↦→ ˆ︁f(ξ + iη) є елементом простору L2(R;X). Крiм того, виконується

рiвнiсть Парсеваля∫︂
R+

e−2ξt∥f(t)∥2X dt =
1

2π

∫︂
R

∥ ˆ︁f(ξ + iη)∥2X dη =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

∥ ˆ︁f(p)∥2X dp.
Отже, функцiя ˆ︁f(p), p ∈ Πα/2, є елементом простору L(Πα/2;X).

Тепер припустимо, що ˆ︁f ∈ L(Πα/2;X). Доведемо, що iснує функцiя

f ∈ L2
α(R+;X) така, що ˆ︁f є образом f при застосуваннi перетворення

Лапласа. Враховуючи ˆ︁f ∈ H(α/2;X), iснує f ∈ D′(α/2,R+;X) така, що

f(t) = L−1[ ˆ︁f(p)](t) p=ξ+iη= eξt F−1
η→t[

ˆ︁f(ξ + iη)](t), ξ > α/2.

Оскiльки η ↦→ ˆ︁f(ξ + iη) : R → X є елементом простору L2(R;X) для

довiльного ξ ⩾ α/2 маємо

t ↦→ e−ξt f(t) = F−1
η→t[

ˆ︁f(ξ + iη)](t) ∈ L2(R+;X)
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при довiльному ξ ⩾ α/2, а також

f(t) =
1

2π
eξt

∫︂
R

ˆ︁f(ξ + iη) eiηt dη =
1

2π

∫︂
R

ˆ︁f(ξ + iη) e(ξ+iη)t dη =

=
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+.
(5.35)

Отже, f = L−1[ ˆ︁f ] є елементом простору L2
α(R+;X) i справджується

формула (5.35).

Наслiдок 5.2 ([57]). Якщо функцiя f належить простору

Hm
α (R+;X) (m ∈ N), то функцiї p ↦→ pk ˆ︁f(p) належать простору

L(Πα/2;X) для кожного k ∈ {0, 1, ...,m}. I навпаки, якщо функцiї

p ↦→ pk ˆ︁f(p) належать простору L(Πα/2;X) для кожного k ∈ {0, 1, ...,m},

то функцiя f := L−1[ ˆ︁f ] належить простору Hm
α (R+;X) i

f (k)(t) = L−1[pk ˆ︁f(p)](t) = 1

2πi

∫︂
Rep=ξ

pk ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+, k = 1,m,

(5.36)

де ξ ⩾ α/2 — яке-небудь число i вiд його величини значення функцiї f не

залежать.

Крiм того, виконуються рiвностi

∥f∥2Hm
α (R+;X) =

1

2πi

∫︂
Rep=α/2

[︂ m∑︂
k=0

|p|2k
]︂
∥ ˆ︁f(p)∥2X dp =

=
1

2π

∫︂
R

[︂ m∑︂
k=0

(︁
α2/4 + η2

)︁k]︂∥ ˆ︁f(α/2 + iη)∥2X dη.

Доведення. Для доведення даного наслiдку розглянемо випадок m = 1.

Нехай f ∈ H1
α(R+;X), тобто f ∈ L2

α(R+;X) ∩C(R;X), f ′ ∈ L2
α(R+;X),

f(0) = 0. Згiдно з наслiдком 5.1 маємо, що функцiї p ↦→ ˆ︁f(p) i p ↦→ ˆ︁f ′(p)
є елементами простору L(Πα/2;X). Враховуючи означення перетворення
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Лапласа та використовуючи формулу iнтегрування частинами, отримаємо

ˆ︁f ′(p) = ∫︂
R+

f ′(t) e−p t dt =

⎡⎣ u = e−p t; du = −p e−p t dt

dv = f ′(t) dt; v = f(t)

⎤⎦ =

= f(t) e−p t
⃓⃓⃓⃓t=+∞

t=0

+ p

∫︂
R+

f(t) e−p t dt = p ˆ︁f(p), p ∈ Πα/2.

Звiдси випливає, що p ↦→ p ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X).

Припустимо тепер, що функцiї p ↦→ ˆ︁f(p) i p ↦→ p ˆ︁f(p) є елементами

простору L(Πα/2;X). Згiдно з наслiдком 5.1 функцiя

f(t) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2πi

∫︁
Rep= ξ

ˆ︁f(p) ept dp, якщо t > 0,

0, якщо t ⩽ 0,

(5.37)

є елементом простору L2
α(R+;X). Доведемо, що f ∈ C(R;X),

f ′ ∈ L2
α(R+;X) i, зокрема f(0) = 0.

Використовуючи нерiвнiсть Кошi, маємо

∥ ˆ︁f(p)∥X =
1

|p|
· |p|∥ ˆ︁f(p)∥X ⩽

1

4|p|2
+ |p|2∥ ˆ︁f(p)∥2X , p ∈ Πα/2.

Звiдси, оскiльки p ↦→ p ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X), отримуємо

η ↦→ ∥ ˆ︁f(ξ + iη)∥X ∈ L1(R) для довiльного ξ ⩾ α/2.

Таким чином, функцiя f , визначена за формулою (5.37), є елементом про-

стору C(R;X), а оскiльки f(t) = 0 при t < 0, то f(0) = 0.

Покажемо, що

f ′(t) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

p ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+. (5.38)

Справдi, оскiльки p ↦→ p ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X), то вираз у правiй частинi фор-

мули (5.38) визначає функцiю, що належить простору L2
α(R;X). Покажемо,

що первiсна цiєї функцiї, рiвної 0 при t = 0, спiвпадає з f .
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Нехай

t ↦→ f1(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2πi

∫︁
Rep= ξ

p ˆ︁f(p) ept dp, якщо t ⩾ 0,

0, якщо t < 0.

(5.39)

Враховуючи, що

f(0) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

ˆ︁f(p) dp = 0,

знайдемо

t∫︂
0

f1(s) ds =
1

2πi

t∫︂
0

⎡⎢⎣ ∫︂
Rep= ξ

p ˆ︁f(p) eps dp
⎤⎥⎦ ds =

=
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

p ˆ︁f(p)
⎡⎣ t∫︂

0

eps ds

⎤⎦ dp =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

ˆ︁f(p) [︁ept − 1
]︁
dp =

=
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

ˆ︁f(p)ept dp− 1

2πi

∫︂
Rep= ξ

ˆ︁f(p) dp = f(t), t ∈ R+.

Отже, наслiдок 5.2 доведено.

Нехай Xj, j = 0, 1, 2, – гiльбертовi простори, вiдповiдно, зi скалярними

добутками (·, ·)j, j = 0, 1, 2, та породженими нормами ∥ · ∥j, j = 0, 1, 2.

Крiм, того справджуються неперервнi включення

X2 ⊂ X1 ⊂ X0. (5.40)

Наприклад, X0 = L2(Ω), X1 = H1(Ω), X2 = H1(Ω,∆). Звiдси випливає,

що

L2
α(R+;X2) ⊂ L2

α(R+;X1) ⊂ L2
α(R+;X0) ⊂ D′(α/2,R+;X0) (5.41)

i

L(Πα/2;X2) ⊂ L(Πα/2;X1) ⊂ L(Πα/2;X0) ⊂ H(α/2;X0). (5.42)
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а перетворення Лапласа

L[·] : D′(α/2,R+;X0) → H(α/2;X0)

взаємно однозначно переводить простiр L2
α(R+;Xj) на простiр L(Πα/2;Xj)

для кожного j ∈ {0, 1, 2}, причому виконуються рiвностi Парсеваля

∥f∥2L2
α(R+;Xj)

=
1

2π
∥ ˆ︁f(α/2 + i·)∥2L2(R;Xj)

, j = 0, 1, 2. (5.43)

Твердження 5.6 ([57]). Нехай функцiя f належить простору

H2
α(R+;X0) ∩ H1

α(R+;X1) ∩ L2
α(R+;X2). Тодi для функцiїˆ︁f(p) := ∫︁

R+

f(t) e−p t dt, p ∈ Πα/2, справджуються включення

p ↦→ ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X2), p ↦→ p ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X1),

p ↦→ p2 ˆ︁f(p) ∈ L(Πα/2;X0).
(5.44)

I навпаки, якщо для деякої функцiї ˆ︁f(p), p ∈ Πα/2, правильнi включення

(5.44), тодi функцiя

f(t) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2πi

∫︁
Rep= ξ

ˆ︁f(p) ept dp, якщо t ∈ R+,

0, якщо t ∈ R \ R+,

(5.45)

де ξ ⩾ α/2 – яке-небудь число (значення f вiд ξ не залежить), належить

простору

H2
α(R+;X0) ∩H1

α(R+;X1) ∩ L2
α(R+;X2),

причому f ∈ C1(R;X0) ∩ C(R;X1).

Крiм того,

f ′(t) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

p ˆ︁f(p) ept dp, f ′′(t) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

p2 ˆ︁f(p) ept dp, t ∈ R+,
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i

∥f∥2L2
α(R+;X2)

=
1

2πi

∫︂
Rep=α/2

∥ ˆ︁f(p)∥22 dp = 1

2π

∫︂
R

∥ ˆ︁f(α/2 + iη)∥22 dη,

∥f∥2H1
α(R+;X1)

=
1

2πi

∫︂
Rep=α/2

[︁
1 + |p|2

]︁
∥ ˆ︁f(p)∥21 dp =

=
1

2π

∫︂
R

[︁
1 + α2/4 + η2

]︁
∥ ˆ︁f(α/2 + iη)∥21 dη,

∥f∥2H2
α(R+;X0)

=
1

2πi

∫︂
Rep=α/2

[1 + |p|2 + |p|4] ∥ ˆ︁f(p)∥20 dp =
=

1

2π

∫︂
R

[︂
1 + α2/4 + η2 +

(︁
α2/4 + η2

)︁2]︂ ∥ ˆ︁f(α/2 + iη)∥20 dη.

Твердження 5.7 ([57]). Нехай X та Y – гiльбертовi простори, а A :

X → Y – лiнiйний неперервний оператор. Тодi, якщо f належить про-

стору L2
α(R+;X), то Af належить простору L2

α(R+;Y ) i

ALX [f ](p) = LY [Af ](p), p ∈ Πα/2.

Крiм того, якщо ˆ︁f належить простору L(Πα/2;X), то A ˆ︁f належить

простору L(Πα/2;Y ) i

AL−1
X [ ˆ︁f ](t) = L−1

Y [A ˆ︁f ](t), t ∈ R+,

де LX : L2
α(R+;X) → L(Πα/2;X), LY : L2

α(R+;Y ) → L(Πα/2;Y ) – перетво-

рення Лапласа вiдповiдних просторiв.

Лема 5.1. Нехай f(·) ∈ L2
α(R+;X), де X довiльний гiльбертiв простiр.

Тодi для довiльного r > 0 маємо f(·− r) ∈ L2
α(R+;X) i ∥f(·− r)∥L2

α(R+;X) =

e−αr/2∥f∥L2
α(R+;X). Крiм того, L[f(· − r)](p) = e−prL[f ](p), p ∈ Πα/2.

Доведення. Нехай f ∈ L2
α(R+;X). Беручи до уваги, що f(t) = 0 при
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t < 0, матимемо

∥f(· − r)∥2L2
α(R+;X) =

∫︂
R+

∥f(t− r)∥2X e−αt dt
τ=t−r
=

∞∫︂
−r

∥f(τ)∥2X e−α(τ+r) dτ =

=

∫︂
R+

∥f(τ)∥2X e−α(τ+r) dτ = e−αr∥f∥2L2
α(R+;X).

Отож, f(· − r) ∈ L2
α(R+;X) i до цiєї функцiї застосовне перетворення Ла-

пласа при довiльному p ∈ Πα/2:

L[f(· − r)](p) =

∫︂
R+

f(t− r) e−p t dt
τ=t−r
=

∞∫︂
−r

f(τ) e−p(τ+r) dτ =

=

∫︂
R+

f(τ) e−p(τ+r) dτ = e−p rL[f ](p).

Перейдемо тепер до застосування перетворення Лапласа

до вихiдної задачi (HD). Позначимо через L0[·] i L−1
0 [·] пряме та

обернене перетворення Лапласа, вiдповiдно, просторiв L2
α(R+;L

2(Ω)) i

L(Πα/2;L
2(Ω)), через L1[·] i L−1

1 [·] пряме та обернене перетворення

Лапласа, вiдповiдно, просторiв L2
α(R+;H

1(Ω)) i L(Πα/2;H
1(Ω)), через L2[·]

i L−1
2 [·] пряме та обернене перетворення Лапласа, вiдповiдно, просторiв

L2
α(R+;H

1(Ω,∆)) i L(Πα/2;H
1(Ω,∆)), через L1/2[·] i L−1

1/2[·] пряме та

обернене перетворення Лапласа, вiдповiдно, просторiв L2
α(R+;H

1/2(Γ)) i

L(Πα/2;H
1/2(Γ)), через L−1/2[·] i L−1

−1/2[·] пряме та обернене перетворення

Лапласа, вiдповiдно, просторiв L2
α(R+;H

−1/2(Γ)) i L(Πα/2;H
−1/2(Γ)).

Нехай u(·, t), t ∈ R+, – сильний розв’язок задачi (HD), тобто u ∈

H2
α(R+;L

2(Ω)) ∩ H1
α(R+;H

1(Ω)) ∩ L2
α(R+;H

1(Ω,∆)) i правильнi рiвностi

(5.13) та (5.14). Застосуємо до них перетворення Лапласа, використовуючи
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оператори L0[·] i L−1/2[·] вiдповiдно:

L0[u
′′](p)− L0[∆u](p) = 0, (5.46)

L−1/2[γ1u](p) + L−1/2[b(γ0u)
′](p) = L−1/2[g](p), p ∈ Πα/2. (5.47)

Оскiльки оператори ∆ : H1(Ω,∆)) → L2(Ω), γ0 : H1(Ω)) → H1/2(Γ)

i γ1 : H1(Ω,∆)) → H−1/2(Γ) є лiнiйними та неперервними, то на пiдставi

наслiдкiв 5.1, 5.2 та тверджень 5.6, 5.7 перетворення Лапласа ˆ︁u(·, p) :=

L2[u](·, p) для кожного p ∈ Πα/2 як функцiя x ∈ Ω належить простору

H1(Ω,∆) i задовольняє рiвностi

−∆ˆ︁u(·, p) + p2ˆ︁u(·, p) = 0, (5.48)

γ1ˆ︁u(·, p) + p b γ0ˆ︁u(·, p) = ˆ︁g(·, p), p ∈ Πα/2, (5.49)

де ˆ︁g := L−1/2[g] – перетворення Лапласа функцiї g.

Зазначимо, що отримана крайова задача вiдрiзняється вiд задач, якi

вiдомi в лiтературi як задачi для елiптичних рiвнянь з крайовою умовою

третього типу (умовою Робiна) (див., наприклад, [1, 76, 83]). Вiдмiннiсть

полягає у наявностi параметра p не лише у диференцiальному рiвняннi, а й

у крайовiй умовi. Цей фактор врахуємо в подальшому обґрунтуваннi. Далi

для зручностi при класифiкацiї задач отриману задачу також називатиме-

мо задачею Робiна.

5.4. Обґрунтування математичних моделей

Оскiльки задача (5.48), (5.49) буде предметом подальшого дослiдження,

то перепишемо її у загальнiй постановцi, розглядаючи p ∈ Πα∗, де α∗ > 0

– стала.
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Задача (ER): для довiльного фiксованого p ∈ Πα∗ знайти функцiю w ∈

H1(Ω,∆), яка задовольняє рiвняння

−∆w + p2w = 0 в L2(Ω), (5.50)

i крайову умову

γ1w + p b γ0w = h(p) в H−1/2(Γ), (5.51)

де h : Πα∗ → H−1/2(Γ) – задана функцiя.

5.4.1. Властивостi розв’язку задачi Робiна для елiптичного

рiвняння з параметром у крайовiй умовi. Доведемо коректнiсть

задачi (ER).

Теорема 5.2. Задача (ER) має розв’язок i тiльки один, причому для ко-

жного p ∈ Πα∗ вiн задовольняє оцiнки

∥w∥0 ⩽ C4 ∥h∥−1/2, (5.52)

∥w∥1 ⩽ C5 |p| ∥h∥−1/2, (5.53)

∥w∥2 ⩽ C6 |p|2 ∥h∥−1/2, (5.54)

де C4, C5, C6 – деякi сталi.

Крiм того, якщо функцiя h : Πα∗ → H−1/2(Γ) є аналiтичною, то фун-

кцiя p ↦→ w(·, p) : Πα∗ → H1(Ω,∆) теж є аналiтичною.

Доведення. Зведемо задачу (ER) до варiацiйного рiвняння

˜︁ap(w, v) = ⟨h, γ0v⟩1/2, v ∈ H1(Ω), (5.55)

де

˜︁ap(w, v) := [w, v] + p2(w, v)0 + p

∫︂
Γ

b(x)γ0w(x)γ0v(x) dΓ, w, v ∈ H1(Ω).

(5.56)
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Далi для спрощення опускатимемо аргумент p у запису функцiї

w(·, p). Враховуючи неперервнiсть оператора слiду i нерiвнiсть

Кошi-Буняковського, для неперервної антилiнiйної форми ⟨h, γ0v⟩1/2 у

правiй частинi рiвняння (5.55) отримаємо оцiнку

|⟨h, γ0v⟩1/2| ⩽ ∥h∥−1/2∥γ0v∥1/2 ⩽ C1∥h∥−1/2∥v∥1, v ∈ H1(Ω). (5.57)

де C1 – стала з нерiвностi (5.8).

Для пiвторалiнiйної форми ˜︁ap(·, ·) можна показати, що вона є неперерв-

ною на H1(Ω)×H1(Ω)

|˜︁ap(w, v)| ⩽ C7∥w∥1∥v∥1, w, v ∈ H1(Ω), (5.58)

де C7 – стала, яка залежить вiд p. Легко переконатися [65], що для непе-

рервної пiвторалiнiйної форми ap(w, v)

ap(w, v) := [w, v] + p2(w, v)0, (w, v) ∈ H1(Ω)×H1(Ω),

виконується рiвнiсть

Re(e−iArg p ap(v, v)) =
Re p

|p|
∥v∥2|p|,Ω, v ∈ H1(Ω), (5.59)

де

∥v∥|p|,Ω :=
(︁
∥∇v∥20 + |p|2 ∥v∥20

)︁1/2
, v ∈ H1(Ω). (5.60)

Вiдомо [65], що для будь-якого фiксованого p ∈ Πα∗ справджуються

нерiвностi

κ∥v∥1 ⩽ ∥v∥|p|,Ω ⩽
|p|
κ
∥v∥1, v ∈ H1(Ω), (5.61)

де κ := min{1, α∗}.

Врахувавши рiвностi (5.59) для неперервної пiвторалiнiйної форми
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ap(w, v) i p e−iArg p = |p|, отримаємо оцiнку

Re(e−iArg p ˜︁ap(v, v)) =Re p

|p|
∥v∥2|p|,Ω + |p|

∫︂
Γ

b(x)|γ0v(x)|2 dΓ ⩾

⩾
Re p

|p|
∥v∥2|p|,Ω, v ∈ H1(Ω),

(5.62)

Звiдси випливає коерцитивнiсть пiвторалiнiйної форми e−iArg p ˜︁ap(·, ·) в про-

сторi H1(Ω).

Отож, при довiльному p ∈ Πα∗ виконуються всi умови теореми Лакса-

Мiльграма (див., наприклад, [43, роздiл VII, §1, теорема 1]) стосовно рiв-

няння (5.55), що доводить iснування та єдинiсть розв’язку w ∈ H1(Ω) для

цього рiвняння.

Зазначимо, що оскiльки функцiя w задовольняє рiвняння (5.50) в сенсi

розподiлiв, то

∆w = p2w ∈ L2(Ω), p ∈ Πα∗, (5.63)

тобто w ∈ H1(Ω,∆) при довiльному p ∈ Πα∗.

Тепер покажемо виконання оцiнок для розв’язку задачi (ER). З нерiв-

ностей (5.57) i (5.61) отримаємо

Re(e−iArg p ˜︁ap(w,w)) ⩽ |˜︁ap(w,w)| = |⟨h, γ0w⟩1/2| ⩽

⩽ C1∥h∥−1/2∥w∥1 ⩽
C1

κ
∥h∥−1/2∥w∥|p|,Ω.

(5.64)

Звiдси, враховуючи коерцитивнiсть (5.62) пiвторалiнiйної форми

e−iArg p ˜︁ap(·, ·), маємо

∥w∥|p|,Ω ⩽
C1

κRe p
|p|∥h∥−1/2 ⩽

2C1

κα
|p|∥h∥−1/2 = C8|p|∥h∥−1/2,

де C8 :=
C1

κα∗ . Звiдси, беручи до уваги (5.60), маємо

∥∇w∥20 + |p|2∥w∥20 ⩽ C2
8 |p|2∥h∥2−1/2. (5.65)
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В результатi з (5.65) отримаємо такi оцiнки

∥w∥20 ⩽ C2
8 ∥h∥2−1/2, (5.66)

∥∇w∥20 ⩽ C2
8 |p|2∥h∥2−1/2. (5.67)

Таким чином, з оцiнки (5.66) безпосередньо випливає (5.52). Тодi з (5.67)

матимемо:

∥w∥21 = ∥w∥20 + ∥∇w∥20 ⩽ C2
8∥h∥2−1/2 + C2

8 |p|2∥h∥2−1/2 =

= C2
8

(︃
1

|p|2
+ 1

)︃
|p|2∥h∥2−1/2 ⩽ C2

8

(︃
1

Re2 p
+ 1

)︃
|p|2∥h∥2−1/2 ⩽

⩽ C2
8

(︃
1

α∗ + 1

)︃2

|p|2∥h∥2−1/2,

(5.68)

звiдки слiдує нерiвнiсть (5.53) при C5 := C8

(︁
1
α∗ + 1

)︁
.

Перейдемо до доведення оцiнки (5.54) леми. З урахуванням рiвностi

(5.63) i оцiнки для ∥w∥20 маємо

∥∆w∥20 = |p|4∥w∥20 ⩽ C2
8 |p|4∥h∥2−1/2. (5.69)

Тодi

∥w∥22 = ∥w∥21 + ∥∆w∥20 ⩽ C2
5 |p|2∥h∥2−1/2 + C2

8 |p|4∥h∥2−1/2 =

=

(︃
C2

5

|p|2
+ C2

8

)︃
|p|4∥h∥2−1/2 ⩽

(︃
C5

α∗ + C8

)︃2

|p|4∥h∥2−1/2,
(5.70)

звiдки пiсля позначення C6 := C8 +
C5

α∗ отримуємо нерiвнiсть (5.54) леми.

5.4.2. Побудова розв’язку мiшаної задачi для хвильового рiв-

няння з динамiчною крайовою умовою (доведення теореми 5.1).

Покажемо, що сильний розв’язок задачi (HD) iснує i знайдемо його образ.

Припустимо, що функцiя w(x, p), x ∈ Ω, є сильним розв’язком зада-

чi (ER) для довiльного p ∈ Πα/2 з h = ˆ︁g(p). Покажемо, що функцiя
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p ↦→ w(·, p) задовольняє умови твердження 5.6, де X0 = L2(Ω), X1 =

H1(Ω), X2 = H1(Ω,∆). Спочатку доведемо рiвнiсть

ˆ︁g(p) = p−kˆ︃g(k)(p), k ∈ {1, 2}, p ∈ Πα/2. (5.71)

Використовуючи форму iнтегрування частинами, для довiльного p ∈

Πα/2 виконаємо перетворення

ˆ︁g(p) = ∫︂
R+

g(t) e−p t dt =

⎡⎣ u = g(t); du = g′(t) dt

dv = e−p t dt; v = −1
pe

−p t

⎤⎦ =

= −1

p
g(t) e−p t

⃓⃓⃓⃓t=+∞

t=0

+
1

p

∫︂
R+

g′(t) e−p t dt =
1

p2

∫︂
R+

g′′(t) e−p t dt =
1

p2
ˆ︁g′′(p),

Таким чином отримаємо (5.71), звiдки випливає рiвнiсть

∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = |p|−k∥ˆ︃g(k)(p)∥−1/2, k ∈ {1, 2}, p ∈ Πα/2. (5.72)

З оцiнок теореми 5.2 для неперервної залежностi розв’язку вiд вхiдних

даних та рiвностi (5.72) маємо оцiнки

|p|2∥w(p)∥0 ⩽ C4|p|2∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = C4∥ ˆ︁g′′(p)∥−1/2, (5.73)

|p|∥w(p)∥1 ⩽ C5|p|2 ∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = C5∥ ˆ︁g′′(p)∥−1/2, (5.74)

∥w(p)∥2 ⩽ C6|p|2 ∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = C6∥ ˆ︁g′′(p)∥−1/2, p ∈ Πα/2. (5.75)

Враховуючи те, що функцiя p ↦→ w(p) є аналiтичною в Πα/2 i непе-

рервною на Πα/2, а g′′ належить простору L2
α(R+;H

−1/2(Γ)), то на пiдставi

оцiнок (5.73) — (5.75) отримаємо виконання усiх умов твердження 5.6 щодо

функцiї p ↦→ w(p), а саме

p ↦→ w(p) ∈ L(Πα/2;H
1(Ω,∆)), p ↦→ pw(p) ∈ L(Πα/2;H

1(Ω)),

p ↦→ p2w(p) ∈ L(Πα/2;L
2(Ω)).
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Звiдси випливає, що для довiльного числа ξ ⩾ α/2, функцiя

u(x, t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2πi

∫︁
Rep= ξ

w(x, p) ept dp, для x ∈ Ω, t ∈ R+,

0, для x ∈ Ω, t ∈ R \ R+,

(5.76)

значення якої вiд ξ не залежить, є елементом простору

H2
α(R+;L

2(Ω)) ∩H1
α(R+;H

1(Ω)) ∩ L2
α(R+;H

1(Ω,∆)),

причому

ut(x, t) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

pw(x, p) ept dp,

utt(x, t) =
1

2πi

∫︂
Rep= ξ

p2w(x, p) ept dp, x ∈ Ω, t ∈ R+,

(5.77)

та виконуються нерiвностi

∥u∥2L2
α(R+;H1(Ω,∆)) =

1

2πi

∫︂
Rep=α/2

∥w(p)∥22 dp ⩽

⩽
C2

6

2πi

∫︂
Rep=α/2

∥ ˆ︁g′′(p)∥2−1/2 dp = C2
6∥g′′∥2L2

α(R+;H−1/2(Γ)),

(5.78)

∥u∥2H1
α(R+;H1(Ω)) =

1

2πi

∫︂
Rep=α/2

(1 + |p|2)∥w(p)∥21 dp ⩽

⩽
C2

5

2πi

∫︂
Rep=α/2

(︁
|p|2 + |p|4

)︁
∥ˆ︁g(p)∥21 dp ⩽

⩽
C2

5

2πi

∫︂
Rep=α/2

(︂
∥ˆ︁g′(p)∥2−1/2 + ∥ ˆ︁g′′(p)∥2−1/2

)︂
dp =

= C2
5

(︂
∥g′∥2L2

α(R+;H−1/2(Γ)) + ∥g′′∥2L2
α(R+;H−1/2(Γ))

)︂
,

(5.79)
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∥u∥2H2
α(R+;L2(Ω)) =

1

2πi

∫︂
Rep=α/2

(︁
1 + |p|2 + |p|4

)︁
∥w(p)∥20 dp ⩽

⩽
C2

4

2πi

∫︂
Rep=α/2

(︁
1 + |p|2 + |p|4

)︁
∥ˆ︁g(p)∥2−1/2 dp = C2

4∥g∥2H2
α(R+;H−1/2(Γ)).

(5.80)

Покажемо, що функцiя u є сильним розв’язком задачi (HD). Оскiль-

ки оператори ∆ : H1(Ω,∆)) → L2(Ω), γ0 : H1(Ω)) → H1/2(Γ) and γ1 :

H1(Ω,∆)) → H−1/2(Γ) є лiнiйними та неперервними, зi сказаного вище i

тверджень 5.1–5.7 отримаємо

L−1
0 [∆w(p)](t) = ∆L−1

2 [w(p)](t) = ∆u(t), t ∈ R+,

L−1
0 [p2w(p)](t) = u′′(t), t ∈ R+,

L−1
−1/2[γ1w(p)](t) = γ1L

−1
2 [w(p)](t) = γ1u(t), t ∈ R+,

L−1
1/2[b p γ0w(p)](t) = bL−1

1/2[p γ0w(p)](t) =

= b γ0L
−1
1 [pw(p)](t) = b γ0u

′(t), t ∈ R+.

Подiємо на рiвнiсть

−∆w + p2w = 0, p ∈ Πα/2, (5.81)

перетворенням L−1
0 [·] i застосуємо L−1

−1/2[·] до умови

γ1w(p) + b p γ0w(p) = ˆ︁g(p), p ∈ Πα/2. (5.82)

звiдки отримаємо те, що функцiя u є сильним розв’язком задачi (HD).

5.4.3. Розв’язування системи крайових iнтегральних рiвнянь

вiдносно даних Кошi для задачi Робiна. Розглянемо поверхневi по-

тенцiали, асоцiйованi iз задачею (ER). Вiдомо (див., наприклад, [1, 19]), що

у випадку, коли межею областi є поверхня Ляпунова, довiльний розв’язок
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елiптичного рiвняння (5.48) з простору C2(Ω) ∩ C1(Ω) можна подати у iн-

тегральнiй формi

ˆ︁u(x) = ˜︁Sp ˆ︁µ(x)− ˜︁Dp
ˆ︁λ(x), x ∈ Ω, p ∈ Πα/2, (5.83)

де ˆ︁λ := ˆ︁u|Γ, ˆ︁µ := ∂νˆ︁u|Γ,
˜︁Sp ˆ︁µ(x) := ∫︂

Γ

ˆ︁µ(y) e(x− y, p) dΓy, x ∈ Ω, (5.84)

˜︁Dp
ˆ︁λ(x) := ∫︂

Γ

ˆ︁λ(y) ∂νy
e(x− y, p) dΓy, x ∈ Ω, (5.85)

а функцiя

e(x, p) :=
e−p|x|

4π|x|
, x ∈ R3 \ {0}, (5.86)

є фундаментальним розв’язком рiвняння (5.50).

Поверхневi iнтеграли (5.84) i (5.85) називають асоцiйованими з рiвнян-

ням (5.50) потенцiалами, вiдповiдно, простого i подвiйного шару, а функцiїˆ︁µ i ˆ︁λ — їхнiми густинами.

Потенцiали (5.84) i (5.85) є нескiнченно диференцiйовними функцiями

в областi Ω, а для їхнiх граничних значень i нормальних похiдних на межi

Γ виконуються рiвностi:

˜︁S+
p ˆ︁µ = ˜︁Vpˆ︁µ, ˜︁D+

p
ˆ︁λ = −1

2
ˆ︁λ+ ˜︁Kp

ˆ︁λ,
∂+ν ˜︁Spˆ︁µ =

1

2
ˆ︁µ+ ˜︁K⊤

p ˆ︁µ, ∂+ν ˜︁Dp
ˆ︁λ = −˜︂Wp

ˆ︁λ, (5.87)

де ˜︁Vpˆ︁µ(x) := ∫︂
Γ

ˆ︁µ(y)e(x− y, p) dΓy, x ∈ Γ, (5.88)

˜︁Kp
ˆ︁λ(x) := ∫︂

Γ

ˆ︁λ(y)∂νy
e(x− y, p) dΓy, x ∈ Γ, (5.89)
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˜︁K⊤
p ˆ︁µ(x) := ∂νx

∫︂
Γ

ˆ︁µ(y)e(x− y, p) dΓy, x ∈ Γ, (5.90)

˜︂Wp
ˆ︁λ(x) := ∂νx

∫︂
Γ

ˆ︁λ(y)∂νy
e(x− y, p) dΓy, x ∈ Γ. (5.91)

Зауважимо, що ядро e(·, p) є слабо сингулярною функцiєю в R3. То-

му iнтеграл (5.88) має iнтегровну особливiсть в ядрi. В iнтегралах (5.89) i

(5.90) ядра є сингулярними функцiями внаслiдок взяття нормальної похi-

дної, тому цi iнтеграли iснують в сенсi головного значення Кошi. Вiдомо

також (див., наприклад, [58, 74]), що iнтеграл (5.91) iснує в сенсi голов-

ного значення Кошi, якщо поверхня Γ належить класу C2, а густина є

неперервно-диференцiйовною за Гельдером.

Розглянемо граничне значення та правильну нормальну похiдну для

виразiв лiвої та правої частин у зображеннi (5.83) розв’язку задачi (ER).

Беручи до уваги рiвностi (5.87) i дiючи так само, що й при виведеннi си-

стеми ЕКIР (1.16), але використовуючи крайову умову (5.51), отримаємо

таку систему крайових iнтегральних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩
˜︁Vpˆ︁µ− 1

2
ˆ︁λ− ˜︁Kp

ˆ︁λ = 0,

1

2
ˆ︁µ+ ˜︁K⊤

p ˆ︁µ+ p b ˆ︁λ+ ˜︂Wp
ˆ︁λ = h

на Γ, p ∈ Πα/2. (5.92)

Твердження 5.8 (Теорема 1[40], Теорема 5.6.2 [58] ). Для операторiв ˜︁Sp,˜︁Dp, ˜︁Vp, ˜︁Kp, ˜︁K⊤
p i ˜︂Wp, заданих правилами (5.84), (5.85) i (5.88)-(5.91), iсну-

ють, вiдповiдно, розширення

ˆ︁Sp : H−1/2(Γ) → H1(Ω,∆), ˆ︁Dp : H
1/2(Γ) → H1(Ω,∆), (5.93)

ˆ︁Vp : H−1/2(Γ) → H1/2(Γ), ˆ︁Kp : H1/2(Γ) → H1/2(Γ),ˆ︁K⊤
p : H−1/2(Γ) → H−1/2(Γ), ˆ︂Wp : H1/2(Γ) → H−1/2(Γ), p ∈ Πα/2,

(5.94)

якi є лiнiйними i неперервними.
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Введемо простори H := H−1/2(Γ)×H1/2(Γ) i H∗ := H1/2(Γ)×H−1/2(Γ),

для яких визначимо норми вiдповiдно

∥ϕ∥H :=
[︂
∥ϕ1∥2−1/2 + ∥ϕ2∥21/2

]︂1/2
, ϕ = (ϕ1, ϕ2)

⊤ ∈ H,

∥ψ∥H∗ :=
[︂
∥ψ1∥21/2 + ∥ψ2∥2−1/2

]︂1/2
, ψ = (ψ1, ψ2)

⊤ ∈ H∗,

i на їхньому декартовому добутку визначимо бiлiнiйну форму ⟨·, ·⟩Γ : H×

H∗ → C за правилом

⟨ϕ, ψ⟩Γ := ⟨ϕ1, ψ1⟩1/2+⟨ψ2, ϕ2⟩1/2, ϕ = (ϕ1, ϕ2)
⊤ ∈ H, ψ = (ψ1, ψ2)

⊤ ∈ H∗.

(5.95)

Лема 5.2. Бiлiнiйна форма ⟨·, ·⟩Γ : H ×H∗ → C є неперервною, зокрема,

правильна оцiнка

|⟨ϕ, ψ⟩Γ| ⩽ 2∥ϕ∥H∥ψ∥H∗, ϕ ∈ H, ψ ∈ H∗. (5.96)

Доведення. Нехай ϕ = (ϕ1, ϕ2)
⊤, ψ = (ψ1, ψ2)

⊤, де

ϕ1, ψ2 ∈ H−1/2(Γ), ϕ2, ψ1 ∈ H1/2(Γ). Тодi можемо записати

|⟨ϕ, ψ⟩Γ| = |⟨ϕ1, ψ1⟩1/2 + ⟨ψ2, ϕ2⟩1/2| ⩽ ∥ϕ1∥−1/2∥ψ1∥1/2 + ∥ψ2∥−1/2∥ϕ2∥1/2 ⩽

⩽
(︁
∥ϕ1∥−1/2 + ∥ϕ2∥1/2

)︁
∥ψ1∥1/2 +

(︁
∥ϕ1∥−1/2 + ∥ϕ2∥1/2

)︁
∥ψ2∥−1/2 =

=
(︁
∥ϕ1∥−1/2 + ∥ϕ2∥1/2

)︁(︁
∥ψ1∥−1/2 + ∥ψ2∥1/2

)︁
.

Беручи до уваги нерiвнiсть

a+ b ⩽
√
2
√︁
a2 + b2, a, b ⩾ 0,

матимемо

|⟨ϕ, ψ⟩Γ| ⩽ 2
[︂
∥ϕ1∥2−1/2 + ∥ϕ2∥21/2

]︂1/2 [︂
∥ψ1∥2−1/2 + ∥ψ2∥21/2

]︂1/2
= 2∥ϕ∥H∥ψ∥H∗.

(5.97)
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Розглянемо узагальнення системи КIР (5.92) на простiр H:⎧⎪⎨⎪⎩
ˆ︁Vp(ˆ︁µ)− 1

2
ˆ︁λ− ˆ︁Kp(ˆ︁λ) = 0 в H1/2(Γ),

1

2
ˆ︁µ+ ˆ︁K⊤

p (ˆ︁µ) + p b ˆ︁λ+ ˆ︂Wp(ˆ︁λ) = h в H−1/2(Γ),
p ∈ Πα/2. (5.98)

Означення 5.2. При довiльних p ∈ Πα/2 i h ∈ H−1/2(Γ) розв’язком систе-

ми КIР (5.98) називаємо пару функцiй (ˆ︁µ, ˆ︁λ) ∈ H, для яких перша рiвнiсть

цiєї системи є правильною в H1/2(Γ), а друга – в H−1/2(Γ).

Розглянемо крайовий оператор Ap : H → H∗, заданий матрицею

Ap :=

⎛⎜⎝ p ˆ︁Vp −1

2
I1 − ˆ︁Kp

1

2
I2 + ˆ︁K⊤

p b I1 + p−1 ˆ︂Wp

⎞⎟⎠ , (5.99)

складеною з крайових операторiв (5.94), I1 i I2 – оператори iдентичностi у

просторах H1/2(Γ) i H−1/2(Γ) вiдповiдно.

Лема 5.3. Оператор Ap : H → H∗ є бiєктивним. Для цього оператора i

оберненого до нього A−1
p : H∗ → H справджуються такi оцiнки

∥Ap∥ ⩽ C1|p|2, p ∈ Πα/2, (5.100)

∥A−1
p ∥ ⩽ C2|p|2, p ∈ Πα/2, (5.101)

де C1 i C2 – незалежнi вiд p сталi.

Доведення. Спочатку покажемо iн’єктивнiсть оператора A. Для цього

достатньо показати, що однорiдне рiвняння

Ap ϕ = 0, ϕ ∈ H, p ∈ Πα/2, (5.102)

має лише нульовий розв’язок.

Подамо матричний оператор Ap у виглядi

Ap := ˆ︁Ap + ˜︁A1 + ˜︁A2, p ∈ Πα/2, (5.103)
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де

ˆ︁Ap :=

⎛⎝p ˆ︁Vp − ˆ︁Kpˆ︁K⊤
p p−1 ˆ︂Wp

⎞⎠ , ˜︁A1 :=

⎛⎝ 0 −1
2I1

1
2I2 0

⎞⎠ , ˜︁A2 :=

⎛⎝0 0

0 b I2

⎞⎠ .

(5.104)

Тут ˆ︁Ap : H → H∗ – так званий оператор Кальдерона, складений з крайо-

вих операторiв, що вiдповiдають рiвнянню (5.50) (див., наприклад, [58]).

Згiдно з [28, Лема 3.1] iснує стала κ > 0 така, що оператор Кальдерона

задовольняє нерiвнiсть

Re
⟨︁
ϕ, ˆ︁Apϕ

⟩︁
Γ
⩾ C4|p|−2 ∥ϕ∥2H, ϕ ∈ H, p ∈ Πα/2, (5.105)

де C4 =
1
2κmin(1, |p|2)Re p. Оскiльки при p ∈ Πα/2 виконується нерiвнiсть

min(1, |p|2)Re p ⩾ min(1, α2/4)α/2, то попередню нерiвнiсть можна перепи-

сати так:

Re
⟨︁
ϕ, ˆ︁Apϕ

⟩︁
Γ
⩾ C5|p|−2 ∥ϕ∥2H, ϕ ∈ H, p ∈ Πα/2, (5.106)

де C5 :=
1
4ακmin(1, α2/4).

Отож, оператор ˆ︁Ap є H−коерцитивним. Враховуючи вiдношення

Re
⟨︁
ϕ, ˜︁A1ϕ

⟩︁
Γ
= 0 i

⟨︁
ϕ, ˜︁A2ϕ

⟩︁
Γ
⩾ b−∥ϕ2∥2L2(Γ), де b− := inf

x∈Γ
b(x), легко бачити,

що оператор Ap також є H−коерцитивним:

Re
⟨︁
ϕ,Ap ϕ

⟩︁
Γ
⩾ C5

1

|p|2
∥ϕ∥2H + b−∥ϕ2∥2L2(Γ) ⩾ C5

1

|p|2
∥ϕ∥2H. (5.107)

Звiдси випливає, що рiвняння (5.102) має лише розв’язок ϕ = 0.

Покажемо тепер сюр’єктивнiсть оператора A. При довiльному заданому

ψ ∈ H∗ розглянемо таке КIР

Ap ϕ = ψ в H∗, p ∈ Πα/2. (5.108)
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Вiдповiдно до [27, Твердження A.2.] iснує стала C > 0, яка залежить лише

вiд Γ, така, що ⃦⃦(︁ ˆ︁Ap + ˜︁A1

)︁
ϕ
⃦⃦
H∗ ⩽ C|p|2∥ϕ∥H.

Ввiвши позначення b+ := sup
x∈Γ

b(x), аналогiчну нерiвнiсть можна отримати

i для оператора Ap:

∥Apϕ∥H∗ ⩽ C|p|2∥ϕ∥H + ∥ ˜︁A2ϕ∥H∗ ⩽ C|p|2∥ϕ∥H + b+∥ϕ2∥1/2 ⩽ C1|p|2∥ϕ∥H,

де C1 := C+4α−2b+. З отриманої нерiвностi безпосередньо випливає оцiнка

(5.100), тобто оператор Ap обмежений.

В силу H−коерцитивностi i неперервностi оператора Ap, за теоремою

Лакса-Мiльграма для довiльного ψ ∈ H∗ iснує розв’язок ϕ ∈ H КIР (5.108)

i вiн є єдиним. Отож, оператор Ap є сюр’єктивним при довiльному p ∈ Πα/2.

Беручи до уваги нерiвностi (5.107) i (5.96), маємо такi нерiвностi

C5
1

|p|2
∥ϕ∥2H ⩽ Re

⟨︁
ϕ,Ap ϕ

⟩︁
Γ
⩽ |

⟨︁
ϕ,Ap ϕ

⟩︁
Γ
| ⩽ 2∥ϕ∥H∥Ap ϕ∥H∗, p ∈ Πα/2,

звiдки слiдує оцiнка

∥ϕ∥H ⩽ C2|p|2∥Ap ϕ∥H∗ ⇔ ∥A−1
p ψ∥H ⩽ C2|p|2∥ψ∥H∗, ϕ ∈ H, ψ ∈ H∗,

де C2 := 2C−1
5 . Тодi ∥A−1

p ∥ = sup
ψ∈H∗,ψ ̸=0

∥A−1
p ψ∥H

∥ψ∥H∗ ⩽ C2|p|2∥ψ∥H∗

∥ψ∥H∗ = C2|p|2.

Теорема 5.3. При довiльних p ∈ Πα/2 i h ∈ H−1/2(Γ) система КIР (5.98)

має розв’язок i тiльки один. Крiм того, виконуються оцiнки

∥ˆ︁µ∥−1/2 ⩽ C2 |p|2 ∥h∥−1/2, (5.109)

∥ˆ︁λ∥1/2 ⩽ C2 |p| ∥h∥−1/2, p ∈ Πα/2, (5.110)

де C2 – стала.
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Доведення. Справедливiсть першого твердження леми безпосередньо

випливає з леми 5.3, оскiльки пiсля пiдстановки ˆ︁µ = pϕ1 i ˆ︁λ = ϕ2 у рiвняння

системи (5.98) вона набуде вигляду (5.108) при ψ1 = 0 i ψ2 = p−1h.

Тепер, беручи до уваги оцiнку (5.101), отримаємо таку нерiвнiсть

∥ϕ∥H = ∥A−1
p ψ∥H ⩽ ∥A−1

p ∥ ∥ψ∥H∗ ⩽ C2|p|2∥ψ∥H∗ = C2|p|∥h∥−1/2,

звiдки слiдує

∥ϕ1∥−1/2 ⩽ ∥ϕ∥H ⩽ C2|p|∥h∥−1/2, ∥ϕ2∥1/2 ⩽ ∥ϕ∥H ⩽ C2|p|∥h∥−1/2.

З останнiх нерiвностей i формул зробленої вище пiдстановки безпосередньо

випливають оцiнки (5.109) i (5.110).

Нагадаємо, що розв’язок (ˆ︁µ, ˆ︁λ) системи КIР (5.98) є даними Кошi задачi

(ER). Отож, якщо його знайти i пiдставити у подання (5.83), то матимемо

розв’язок задачi (ER).

5.4.4. Обґрунтування обчислювальної схеми для мiшаної за-

дачi для хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою.

Отриманi вище результати дають змогу зробити висновки стосовно коре-

ктностi етапiв обчислювальної схеми задачi (HD), поданої у роздiлi 1.2.

1. Данi Кошi розв’язку задачi (HD). З теореми 5.3 маємо такий

наслiдок про залежнiсть даних Кошi розв’язку задачi (HD) вiд функцiї g.

Наслiдок 5.3. Нехай маємо у правiй частинi системи КIР (5.98) h =ˆ︁g(p) = L[g](p), p ∈ Πα/2, де g ∈ Hm
α (R+;H

−1/2(Γ)), m ⩾ 2, – довiльна

функцiя. Тодi для розв’язку системи КIР (5.98) виконуються включення

p ↦→ pk ˆ︁µ(p) ∈ L(Πα/2;H
−1/2(Γ)), k = 0,m− 2, (5.111)

p ↦→ pk ˆ︁λ(p) ∈ L(Πα/2;H
1/2(Γ)), k = 0,m− 1. (5.112)
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Доведення. Згiдно леми 5.3 при h = ˆ︁g(p), p ∈ Πα/2, для розв’язку

системи КIР (5.98) маємо оцiнки

∥ˆ︁µ(p)∥−1/2 ⩽ C2 |p|2 ∥ˆ︁g(p)∥−1/2, p ∈ Πα/2, (5.113)

∥ˆ︁λ(p)∥1/2 ⩽ C2 |p| ∥ˆ︁g(p)∥−1/2, p ∈ Πα/2, (5.114)

Оскiльки в силу твердження 5.2 для функцiй g ∈ Hm
α (R+;H

−1/2(Γ)) спра-

ведливi включення

p ↦→ pk ˆ︁g(p) ∈ L(Πα/2;H
−1/2(Γ)), k = 0,m,

то одночасно з нерiвностями (5.113) i (5.114) є правильними такi нерiвностi

|p|k∥ˆ︁µ(p)∥−1/2 ⩽ C2|p|k+2∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = C2∥g(k+2)∥−1/2, k = 0,m− 2,

(5.115)

|p|k∥ˆ︁λ(p)∥1/2 ⩽ C2|p|k+1∥ˆ︁g(p)∥−1/2 = C2∥g(k+1)∥−1/2, k = 0,m− 1,

(5.116)

з яких слiдують включення (5.111) i (5.112).

Нехай маємо пару функцiй (ˆ︁µ, ˆ︁λ) ∈ H, яка є розв’язком системи (5.98)

для довiльної функцiї g ∈ Hm
α (R+;H

−1/2(Γ)) при m ⩾ 2. Тодi для тако-

го розв’язку згiдно наслiдку 5.2 iснують прообрази, для яких на пiдставi

наслiдку 5.3 маємо включення

µ := L−1[ˆ︁µ] ∈ Hm−2
α (R+;H

−1/2(Γ)), λ := L−1[ˆ︁λ] ∈ Hm−1
α (R+;H

1/2(Γ)).

(5.117)

Отож, при m = 2 до отриманих функцiй µ i λ є застосовне ПЛ, тобто є

визначеними послiдовностi µ = Lµ =
(︁
µ0, µ1, ...

)︁⊤ i λ = Lλ =
(︁
λ0, λ1, ...

)︁⊤.

Як видно з формул (5.117), гладкiсть густин хвильових потенцiалiв за-

лежить вiд заданої функцiї g. Покажемо, що за умови достатньо глад-

ких густин хвильовi потенцiали (1.5) i (1.6) можна отримати за допомогою
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оберненого перетворення Лапласа з поверхневих потенцiалiв (5.84) i (5.85)

вiдповiдно.

Зауважимо, що згiдно леми 5.1 можемо записати

L[µ(y, · − |x− y|)](p) = e−p|x−y|L[µ(y, ·)](p) = e−p|x−y|ˆ︁µ(y, p).
Якщо застосувати обернене перетворення Лапласа до обох сторiн цiєї рiв-

ностi i скористатися формулою (5.30), то отримаємо

µ(y, t− |x− y|) =

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y|ˆ︁µ(y, p) dp]︄, t ∈ R+.

Пiдставимо отриманий вираз замiсть густини у хвильовий потенцiал ˜︁Sµ
i скористаємося твердженням 5.7 для перестановки мiсцями операторiв L−1

i ˜︁Sp. Тодi отримаємо:

˜︁Sµ(x, t) = ∫︂
Γ

µ(y, t− |x− y|)
4π|x− y|

dΓy =

=

∫︂
Γ

1

4π|x− y|

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y|ˆ︁µ(y, p) dp]︄ dΓy =
=

1

2πi

∫︂
Re p=α/2

ept
∫︂
Γ

ˆ︁µ(y, p) e−p|x−y|

4π|x− y|
dΓy dp =

1

2πi

∫︂
Re p=α/2

ept ˜︁Spˆ︁µ(x) dp =
= L−1[˜︁Spˆ︁µ](x, t), (x, t) ∈ Q.

(5.118)

Тим самим шляхом, що й у (5.118), перетворимо потенцiал подвiйного

шару. Спочатку за умови достатньо гладкої функцiї ˆ︁λ розпишемо в явному

виглядi нормальну похiдну:
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˜︁Dλ(x, t) = 1

4π

∫︂
Γ

[︄
∂νy

λ(z, t− |x− y|)
|x− y|

]︄⃓⃓⃓⃓
⃓
z=y

dΓy =

=
1

4π

∫︂
Γ

[︄
∂νy

λ(z, t− |x− y|)
|x− y|

+ λ(y, t− |x− y|)∂νy
|x− y|−1

]︄⃓⃓⃓⃓
⃓
z=y

dΓy =

=− 1

4π

∫︂
Γ

[︄
1

|x− y|
∂tλ(y, t− |x− y|)− 1

|x− y|2
λ(y, t− |x− y|)

]︄
∂νy

|x− y| dΓy,

(x, t) ∈ Q.

(5.119)

Використовуючи рiвностi, якi слiдують з леми 5.1:

λ(y, t− |x− y|) =

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y|ˆ︁λ(y, p) dp]︄,
∂tλ(y, t− |x− y|) =

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y|p ˆ︁λ(y, p) dp]︄, t ∈ R+,

можна виконати такi перетворення:

˜︁Dλ(x, t) =
=− 1

4π

∫︂
Γ

1

|x− y|

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y| p ˆ︁λ(y, p) dp]︄∂νy
|x− y| dΓy−

− 1

4π

∫︂
Γ

1

|x− y|2

[︄
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

epte−p|x−y|ˆ︁λ(y, p) dp]︄∂νy
|x− y| dΓy =

=
1

2πi

∫︂
Re p=α/2

ept
∫︂
Γ

ˆ︁λ(y, p) ∂νy
e(x− y, p) dΓy dp =

=L−1[ ˜︁Dp
ˆ︁λ](x, t), (x, t) ∈ Q.

(5.120)

2. Розв’язнiсть системи КIР (1.33). Легко бачити, що оператор A0

в системi КIР (1.33) є частковим випадком матричного оператора у лiвiй
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частинi системи КIР (5.98) при p = γ ∈ Πα/2. Зокрема при k = 0 системи

КIР (5.98) i (1.35) є iдентичними, тому згiдно теореми 5.3 iснує єдиний

розв’язок ϕ0 = (µ0, λ0)
⊤ ∈ H. Беручи до уваги подання (1.24) для функцiй

ek, k ∈ N0, можна показати, що A1ϕ0 ∈ H∗, тому за тiєю ж теоремою 5.3

iснує єдиний розв’язок ϕ1 = (µ1, λ1)
⊤ ∈ H. Продовжуючи цей процес далi,

приходимо до такого твердження.

Наслiдок 5.4. Для довiльного k ∈ N0 система КIР (1.33) має розв’язок

(µk, λk)
⊤ ∈ H i тiльки один.

3. Розв’язнiсть СЛАР (1.39). Наслiдком встановленої при доведеннi

леми 5.3 H−коерцитивностi матричного оператора у лiвiй частинi системи

КIР (5.98) є вiдомий факт (див., наприклад, [84, Chapt.8]), що пiсля його

дискретизацiї отримана матриця у лiвiй частинi СЛАР (1.39) є додатньо-

визначеною, що гарантує розв’язнiсть цiєї системи для довiльного k ∈ N0.

Беручи до уваги, що добуток скiнченновимiрних просторiв S0
h(Γ)×S1

h(Γ)

є апроксимацiйним для простору H, матимемо, що для кожного k ∈ N0

µhk → µk при M → ∞ i λhk → λk при M ∗ → ∞.

5.5. Висновки до роздiлу 5

Ваговi простори Лебега i Соболєва утворюють унiверсальний фрейм-

ворк для дослiдження мiшаних задач для рiвнянь в частинних похiдних зi

сталими коефiцiєнтами. З одного боку, вони дають змогу отримати ваго-

мi теоретичнi результати шляхом застосування перетворення Лапласа за

часовою змiнною, оскiльки такий пiдхiд створює умови для використання

добре розробленої теорiї крайових задач для елiптичних рiвнянь. З iншо-

го боку, у цих просторах можна розробляти ефективнi методи чисельного

розв’язування дослiджуваних задач на основi перетворення Лаґерра.



158

РОЗДIЛ 6

АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ

ЕКСПЕРИМЕНТIВ, ОТРИМАНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ

ФРЕЙМВОРКУ

У цьому роздiлi розглянемо використання фреймворку для проведен-

ня обчислювальних експериментiв з модельними еволюцiйними задачами.

Зокрема на конкретних прикладах продемонструємо пiдходи до викори-

стання можливостей фреймворку щодо поширення комбiнованого методу

крайових елементiв та перетворення Лаґерра на новi класи еволюцiйних

задач.

У першу чергу розглянемо використання ПЗ, яке реалiзує обчислюваль-

нi схеми для знаходження розв’язкiв мiшаних задач для хвильового рiвня-

ння, отриманих у роздiлi 1. Крiм того, визначимо рiзнi процедури модифi-

кацiї готових модулiв з метою розширення функцiональностi фреймворку.

Зокрема розглянемо замiну ядра хвильового потенцiалу на функцiю Грi-

на у випадку пiвпростору, щоб мати змогу моделювати хвильовi процеси у

пiвпросторi з включенням довiльної форми. Також порiвняємо прямий та

непрямий пiдходи для знаходження чисельних розв’язкiв деяких задач.

6.1. Множина реалiзованих задач

Розроблений у роздiлi 4 алгоритм реалiзацiї модуля Problem Solver (рис.

2.1) для задачi (HD) був застосований також до реалiзацiї у фреймворку

аналогiчних модулiв для усiх iнших розглянутих у першому роздiлi мiша-

них задач. Повний перелiк цих задач з варiантами прямого i непрямого
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пiдходiв та вiдповiдними типами ЕКIР i КIР подано у табл. 4.1.

Зауважимо, що у другiй частинi цiєї таблицi подано також задачi для

елiптичних рiвнянь та вiдповiднi КIР. Оскiльки вони виникають при засто-

суваннi перетворення Лаґерра до еволюцiйних задач i є необхiдним компо-

нентом комбiнованого методу, то в MMF розроблено також окремий iнтер-

фейс для їхнього розв’язування.

Архiтектура та iнфраструктура фреймворку, якi спроєктованi на осно-

вi абстрагування щодо сутностей предметної областi та на використаннi

абстрактних та iнтерфейсних типiв, забезпечують гнучку основу для реа-

лiзацiї обчислювальних схем рiзних математичних моделей. Тому для по-

будови нового модуля достатньо знати лише структуру вiдповiдних КIР та

СЛАР. Такий пiдхiд дає змогу легко розширювати фреймворк задачами,

що моделюють рiзнi фiзичнi явища – як еволюцiйнi, так i незалежнi вiд

часової змiнної.

Далi на прикладах продемонструємо можливостi фреймворку для чи-

сельного розв’язування задач iз табл. 4.1.

Введемо позначення та сутностi, якi використовуватимемо у чисельних

експериментах. Зокрема, у формулюваннi задач використовуватимемо куб

Ω− := {(x1, x2, x3) : |xi| < 1, i ∈ 1, 3} як приклад областi з лiпшицевою ме-

жею. Вiдповiдно позначаємо Ω = R3\Ω− зовнiшнiсть куба. Для спрощення

класифiкацiї задачi в Ω називатимемо зовнiшнiми, а в Ω− – внутрiшнiми.

У мiшаних задачах для моделювання вiдповiдних крайових умов буде-

мо використовувати функцiї, якi задають поширення сферичного iмпульсу

[19]:

w(x, t) :=
w∗(t− |x− x∗|+ r)

|x|
ϑ(t−|x−x∗|+r), (x, t) ∈ R3\{x∗}×R0, (6.1)

де ϑ – функцiя Хевiсайда, w∗ – кубiчний β-сплайн [15], за допомогою якого



160

задаватимемо характер змiни граничного значення в часi, x∗ –точка, в якiй

розмiщено джерело iмпульсу, r ⩾ 0 – параметр, за допомогою якого буде-

мо встановлювати початок вiдлiку часу в момент досягнення iмпульсом

найближчої точки на межi областi.

Можна переконатися, що функцiя w задовольняє однорiдне хвильове

рiвняння (1.1) та однорiднi початковi умови (1.2). Якщо пiдставити фун-

кцiю w у лiву частину вiдповiдної крайової умови, то отриманий вираз мо-

жна трактувати як задану функцiю g у крайовiй умовi. Тодi сама функцiя

w, або її наближення

wN(x, t) :=
N∑︂
k=0

wk(x) lk(t), x ∈ Ω, t ∈ R+, (6.2)

при деякому значеннi N ∈ N може використовуватися як аналiтичний

розв’язок вiдповiдної мiшаної задачi.

Для просторових компонент uhk модельних задач розглядатимемо абсо-

лютну i вiдносною похибки

δhk := ||uhk − uk||L2(Ωa,b), ϵhk := δhk/||uk||L2(Ωa,b) ∗ 100 %, k ∈ N0. (6.3)

де uk - вiдомий аналiтичний розв’язок, а пiд Ωa,b розумiємо деякий вiдрiзок

з кiнцями в точках (a, b), вздовж якого розмiщуються точки спостережен-

ня. Також обчислюватимемо передбачуваний порядок збiжностi (estimated

order of convergence, EOC)

eock := ln(δ
hj−1

k /δ
hj
k ) / ln(hj−1/hj), k ∈ N0, (6.4)

де hj−1 i hj — параметри двох послiдовних розбиттiв крайової поверхнi.

Для нестацiонарних чисельних розв’язкiв ˜︁uN,h розглянемо абсолютну i

вiдносну похибки

˜︁δN,h := ||˜︁uN,h − ˜︁uN ||L2
σ(R+;L2(Ωa,b)), ˜︁ϵN,h := ˜︁δN,h/||˜︁uN ||L2

σ(R+;L2(Ωa,b)) ∗ 100 %.

(6.5)



161

вiдповiдна формула для знаходження EOC матиме вигляд

˜︂eocN,h := ln(˜︁δN,hj−1/˜︁δN,hj) / ln(hj−1/hj). (6.6)

6.2. Порiвняння прямого i непрямого пiдходiв до подання

розв’язку мiшаної задачi

Розглянемо результати серiї обчислювальних експериментiв щодо

розв’язування еволюцiйних задач для хвильового рiвняння з

використанням формули Кiрхгофа (прямий пiдхiд) або одного з

потенцiалiв (непрямий пiдхiд) для подання розв’язку.

6.2.1. Задача Дiрiхле: прямий i непрямий пiдхiд з потенцiалом

простого шару.

Приклад 6.1. Знайти чисельний розв’язок ˜︁uN,h задачi Дiрiхле (1.1), (1.2),

(1.40) при N = 20, x∗ = (0, 0, 0) i r = 1 з використанням прямого i непря-

мого пiдходiв, розбиваючи поверхню куба Ω− на M крайових елементiв, i

дослiдити апостерiорнi похибки.

Таблиця 6.1

Аналiз збiжностi для наближеного розв’язку ˜︁u20,h задачi Дiрiхле

з використанням прямого i непрямого пiдходiв, N = 20.

M
Непрямий пiдхiд Прямий пiдхiд

˜︁δ20,h ˜︁eoc20,h ˜︁ϵ20,h(%) ˜︁δ20,h ˜︁eoc20,h ˜︁ϵ20,h(%)

768 1.77·10−3 0.34 4.98·10−3 0.97

1200 1.10·10−3 2.11 0.21 3.42·10−3 1.68 0.66

2028 6.40·10−4 2.08 0.12 2.31·10−3 1.50 0.45

Як видно з результатiв у табл. 6.1, при збiльшеннi кiлькостi елементiв
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розбиття M абсолютна i вiдносна похибки чисельних розв’язкiв зменшую-

ться, демонструючи сталий порядок збiжностi в обох випадках. Причому

похибки розв’язку при непрямому пiдходi виявилися дещо меншими.

Для порiвняння часу обчислень лiвої та правої частин СЛАР для обох

пiдходiв застосуємо клас TimeLogger (рис. 2.17). Оскiльки лiвi частини в

обох випадках однаковi, то рiзницi в часi обчислення немає (рис. 6.1, лiва

частина СЛАР). Разом з тим, час обчислення правих частин при непрямо-

му пiдходi суттєво менший (рис. 6.1, права частина СЛАР).
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Рис. 6.1. Час обчислення лiвої та правої частин СЛАР у випадку задачi

Дiрiхле з використанням прямого i непрямого пiдходiв

Для чисельного розв’язування виконано таку пiдготовку фреймворку:

1) створено два модулi Problem Solver для прямого i непрямого пiдходiв;

2) вибрано базовий клас DoubleSeriesTask для задання основного алгори-

тму розв’язування;

3) додано новий клас DirichletInputData, похiдний вiд

DoubleSeriesInputData, для збереження параметрiв ПЛ та часових i

просторових iнтервалiв;
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4) створено новi стратегiї заповнення лiвої частини матрицi СЛАР

— DirichletDirectLeftStrategy для прямого пiдходу;

— DirichletIndirectLeftStrategy для непрямого пiдходу;

5) створено новi стратегiї заповнення правої частини матрицi СЛАР

— DirichletDirectRightStrategy для прямого пiдходу;

— DirichletIndirectRightStrategy для непрямого пiдходу;

6) застосовано клас TimeLogger у зазначених стратегiях для хронометра-

жу обчислень;

7) вибрано xml-файли зi стандартними розбиттями поверхнi куба.

Отож, непрямий пiдхiд є для даного класу задач дещо точнiшим та

суттєво вигiднiшим з точки зору затрат обчислювальних ресурсiв. Разом

з тим, у випадку застосування прямого пiдходу безпосередньо отримуємо

наближенi данi Кошi розв’язку задачi.

6.2.2. Задача Неймана: прямий i непрямий пiдхiд з потенцiа-

лом подвiйного шару.

Приклад 6.2. Знайти чисельний розв’язок ˜︁uN,h задачi Неймана (1.1),

(1.2), (1.44) з використанням прямого i непрямого пiдходiв з тими ж

значеннями параметiв задачi, що i в прикладi 6.1.

Побудова програмних модулiв є аналогiчною попередньому прикладу i

вiдрiзняється лише стратегiями формування матрицi СЛАР.

Бачимо з табл. 6.2, що для обох пiдходiв похибки розв’язкiв є спiвмiр-

ними, зменшуються при згущеннi розбиття межi i, як i у задачi Дiрiхле,

демонструють сталий порядок збiжностi. Зазначимо, що час знаходження

розв’язку у прямому пiдходi є бiльшим через додаткову кiлькiсть обчислень

у правiй частинi СЛАР.
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Таблиця 6.2

Аналiз збiжностi для наближеного розв’язку ˜︁u20,h задачi

Неймана з використанням прямого i непрямого пiдходiв, N = 20.

M
Непрямий пiдхiд Прямий пiдхiд

˜︁δ20,h ˜︁eoc20,h ˜︁ϵ20,h(%) ˜︁δ20,h ˜︁eoc20,h ˜︁ϵ20,h(%)

768 2.52·10−3 0.49 2.63·10−3 0.51

1200 1.94·10−3 1.18 0.38 1.73·10−3 1.87 0.34

2028 1.45·10−3 1.10 0.28 1.10·10−3 1.74 0.21

6.2.3. Задача Неймана: непрямий пiдхiд з потенцiалом просто-

го шару.

Приклад 6.3. Знайти чисельний розв’язок ˜︁uN,h задачi Неймана з прикла-

ду 6.2 з використанням потенцiалу простого шару, а також дослiдити його

компоненти uh0 та uh10.

Результати чисельних експериментiв подано в табл. 6.3 i 6.4. Вони де-

монструють подiбну до попереднiх прикладiв тенденцiю щодо похибок.

Таблиця 6.3

Похибки та порядки збiжностi для uh0, uh10.

M
uh0 uh10

δh0 eoc0 ϵh0(%) δh10 eoc10 ϵh10(%)

972 1.23·10−4 2.09 1.31 2.44·10−4 2.02 1.59

1200 1.01·10−4 1.90 1.07 1.98·10−4 1.97 1.29

1452 8.29·10−5 2.02 0.88 1.64·10−4 2.01 1.07
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Таблиця 6.4

Порiвняння збiжностi для задачi Неймана з використанням

потенцiалiв простого та подвiйного шару при N = 10

M
Потенцiал простого шару Потенцiал подвiйного шару

˜︁eoc10,h ˜︁ϵ10,h(%) ˜︁eoc10,h ˜︁ϵ10,h(%)

300 1.5 1.36 1.14 2.45

432 1.21 1.12 1.42 1.9

768 1.15 0.8 2.26 0.98

Разом з тим зауважимо:

1) при поданнi розв’язку потенцiалом простого шару дана задача зводи-

ться до КIР Фредгольма 2-го роду [58];

2) алгоритми дискретизацiї потенцiалу простого шару суттєво простiшi i

вимагають менше обчислювальних ресурсiв, нiж у випадку потенцiалу

подвiйного шару;

3) отриманi вiдноснi похибки для обох пiдходiв є спiвмiрними.

Пiдготовчi кроки для модуля Problem Solver у випадку потенцiалу про-

стого шару були такими:

1) додано новi стратегiї заповнення матрицi у наявний модуль для задачi

Неймана ( з використанням потенцiалу подвiйного шару);

2) додано перемикач у форму введення параметрiв задачi Неймана, згi-

дно з яким вибиратиметься правильна стратегiя для певного пiдходу

(потенцiалу простого або подвiйного шару);

3) додано поле для зберiгання значень просторових компонент ui у похi-

дний клас вiд UnFactory.

Вiдзначимо, що така гнучкiсть фреймворку щодо запровадження но-
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вих пiдходiв чи методiв є наслiдком побудови правильної архiтектури та

ефективної бiблiотеки базових типiв.

6.3. Динамiчна замiна алгоритму формування матрицi

СЛАР

Обчислення матриць СЛАР є найзатратнiшими алгоритмами стосов-

но обчислювальних ресурсiв. Тому розробка ефективних алгоритмiв для

таких операцiй є актуальною проблемою i для програмної замiни таких

алгоритмiв у фреймворку запроваджено спецiальний механiзм, який перед-

бачає вiдокремлення алгоритмiв заповнення лiвої та правої частин СЛАР

у окремих класах.

Покажемо застосування цього пiдходу на прикладi задачi Неймана, а

саме забезпечимо iнтерфейс користувача можливiстю динамiчної замiни

стандартного алгоритму так званим алгоритмом адаптивної кросапрокси-

мацiї матриць (ACA) [50]. При АСА окремi частини матрицi – так званi

допустимi блоки – наближують добутком двох векторiв за допомогою спе-

цiального алгоритму [54], щоб похибка наближення не перевищувала напе-

ред заданого значення ε. Надалi МКЕ, в якому реалiзовано алгоритм АСА,

будемо називати швидким МКЕ, слiдуючи традицiям застосування цього

методу до рiзних задач [50, 80].

Приклад 6.4. Знайти функцiю uh0 – перший компонент чисельного

розв’язку задачi Неймана, вираженого потенцiалом подвiйного шару,

використовуючи швидкий МКЕ i розгляд розбиваючи поверхню куба Ω−

на M крайових елементiв.

Результати обчислювальних експериментiв, якi наведенi в табл. 6.5, пiд-

тверджують ефективнiсть застосування алгоритму АСА, а саме можли-
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вiсть отримати досить високу точнiсть шуканих функцiй апроксимованими

допустимими блоками. Причому вiдсоток елементiв матрицi, якi обчислю-

ють i зберiгають, зменшується при згущеннi розбиття межової поверхнi

(див. табл. 6.6). Зауважимо, що при малих значеннях M швидкий МКЕ

обчислює та зберiгає фактично всi елементи матрицi, тому в таких випад-

ках цей пiдхiд не є ефективним, враховуючи додатковi затрати ресурсiв на

iнiцiалiзацiю алгоритму.

Таблиця 6.5

Похибки та порядок збiжностi для uh0 у швидкому МКЕ при

ε = 0.01.

M δh0 eoc0 ϵh0(%)

300 1.88·10−4 1.97 2.00

768 9.51·10−5 1.45 1.01

1200 7.19·10−5 1.25 0.77

Таблиця 6.6

Вiдсоток збережених елементiв матрицi СЛАР при знаходженнi

uh0 швидким МКЕ.

M крайових елементiв 108 300 768 1200

% збережених елементiв 100 99 98 87

Пiдготовка програмного коду для поставленого завдання полягає в роз-

ширеннi графiчного iнтерфейсу форми введення параметрiв, а саме за-

собом альтернативного вибору звичайного алгоритму або АСА для обчи-

слення матрицi СЛАР, а також полем для задання ε. Крiм того у моду-

лi Problem Solver треба визначити по двi стратегiї-реалiзацiї iнтерфейсiв
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ILeftPartStrategy та IRightPartStrategy для формування СЛАР швидким

та звичайним МКЕ.

6.4. Задача з динамiчною крайовою умовою

Приклад 6.5. Для рiзних значень параметра b знайти чисельний

розв’язок ˜︁uN,h задачi (HD) при N = 10, розбиваючи поверхню куба Ω−

на M крайових елементiв, i дослiдити апостерiорнi похибки.

Нагадаємо, що розв’язок цiєї задачi шукаємо у виглядi формули Кiрх-

гофа, а розробка для неї вiдповiдного модуля Problem Solver детально опи-

сана у роздiлi 4.

Результати обчислень подано в табл. 6.7. Як бачимо, похибки чисельних

розв’язкiв є практично однаковими для розглянутих значень параметра b.

Також вони спiвмiрнi з похибками чисельних розв’язкiв розглянутих ра-

нiше задач Дiрiхле та Неймана. Характер змiни в часi розв’язку ˜︁u10,h для

b = 1 продемонстровано на рис. 6.2.

Таблиця 6.7

Аналiз збiжностi для ˜︁u10,h при рiзних M i b.

M
b = 0.25 b = 1 b = 16

˜︁δ10,h ˜︁eoc10,h ˜︁ϵ10,h(%) ˜︁δ10,h ˜︁eoc10,h ˜︁ϵ10,h(%) ˜︁δ10,h ˜︁eoc10,h ˜︁ϵ10,h(%)

768 1.16·10−3 0.23 1.33·10−3 0.26 2.25·10−3 0.44

1200 9.26·10−4 1.01 0.18 1.00·10−3 1.28 0.20 1.83·10−3 0.92 0.36

2028 7.47·10−4 0.82 0.15 7.19·10−4 1.26 0.14 1.45·10−3 0.90 0.28

Приклад 6.6. Знайти чисельний розв’язок задачi (HD) з прикладу 6.5,

застосовуючи швидкий МКЕ, i знайти кiлькiсть (у вiдсотках до загальної

кiлькостi) обчислених i збережених в пам’ятi елементiв матрицi СЛАР.
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Рис. 6.2. Змiна в часi чисельного розв’язку ˜︁u10,h задачi (HD) на прямiй

(x1, 0, 0), x1 > 1, для b = 1 та M = 2028 крайових елементiв.

Графiк на рис. 6.2 чисельного розв’язку, отриманого при значеннях па-

раметрiв N = 10 i M = 2028, демонструє змiну в часi згенерованої хвилi,

яка поширюється вздовж осi 0x1.

Графiки залежностi кiлькостi збережених елементiв вiд параметра M

для рiзних блокiв СЛАР подано на рис. 6.3. Бачимо, що при застосуваннi

АСА (ε = 0.01 i ε = 0.001) ця залежнiсть має квазiлiнiйний характер. Та-

ким чином, при достатньо великих значеннях параметра M можна суттєво

зекономити витрати пам’ятi та часовий ресурс для знаходження блокiв Vh
0 ,

Kh
0 та Wh

0 .
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Рис. 6.3. Кiлькiсть збережених елементiв у матрицях Vh
0 , Wh

0 та Kh
0 зале-

жно вiд кiлькостi крайових елементiв при застосуваннi звичайного (ε = 0)

i швидкого МКЕ з рiзними значеннями параметра ε

Пiдготовка модуля Problem Solver була такою:

1) додано нову реалiзацiю iнтерфейсу ILeftStrategy;

2) видiлено в окремих функцiях обчислення блокiв V h
0 , W h

0 , Kh
0 ;

3) передбачено можливiсть вибору способу обчислень лiвої частини

СЛАР на формi введення параметрiв задачi;

4) додатково визначено процес запису кiлькостi збережених елементiв

блоку матрицi у файл.

Отже, результати чисельних експериментiв пiдтверджують, що фрейм-

ворк можна ефективно використовувати для розв’язування i дослiдження

задач з динамiчними крайовими умовами.
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6.5. Розширення класу задач за рахунок замiни ядер

потенцiалiв

В оглядi лiтератури вже було вiдзначено, що поєднання МКЕ з пере-

творенням Лаґерра є унiверсальним пiдходом для знаходження чисельних

розв’язкiв мiшаних задач для еволюцiйних рiвнянь рiзних типiв. Причо-

му вiдмiннiсть буде лише у виглядi вiдповiдних потенцiалiв, якi залежать

як вiд просторових, так i часової змiнних. Наприклад, у випадку рiвняння

теплопровiдностi потрiбно використати тепловi потенцiали.

Зазначимо, що пiсля застосування перетворення Лаґерра до залежних

вiд часу потенцiалiв отриманi потенцiали мають подiбнi властивостi. З

огляду на це, архiтектура MMF спроєктована так, щоб розширення мно-

жини поверхневих потенцiалiв потребувало найменших зусиль. Для цього

достатньо модифiкувати алгоритми обчислення ядер потенцiалiв. Оскiльки

класи для знаходження матричних елементiв iз табл. 4.2 мiстять посилання

на абстракцiю ядра, то це дає змогу безпосередньо використовувати рiзнi

реалiзацiї ядер без замiни решти програмних компонентiв. Продемонстру-

ємо такий пiдхiд на прикладi задач Дiрiхлe.

6.5.1. Задачi Дiрiхле для рiвнянь рiзних типiв.

Приклад 6.7. Знайти компонент uh0 чисельного розв’язку внутрiшньої за-

дачi Дiрiхле (1.68), (1.2), (1.52) при рiзних комбiнацiях значень параметрiв

ai, i = 1, 3 i b1 = b2 = 0, b3 = 1 з використанням потенцiалу простого шару

i дослiдити похибки наближених розв’язкiв для рiзних M .

Результати експериментiв для трьох наборiв значень параметрiв подано

у табл. 6.8. У кожному випадку бачимо зменшення похибок при збiльшеннi

кiлькостi крайових елементiв M .

Програмна пiдготовка була такою:
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Таблиця 6.8

Аналiз збiжностi uh0 для прикладу 6.7 при рiзних значеннях M .

M
a1 = 1, a2 = a3 = 0 a2 = 1, a1 = a3 = 0 a1 = a2 = a3 = 1

δh0 eoc0 ϵh0(%) δh0 eoc0 ϵh0(%) δh0 eoc0 ϵh0(%)

768 4.34·10−5 0.57 1.24·10−4 0.45 6.96·10−6 0.78

1200 2.96·10−5 1.71 0.39 8.35·10−5 1.78 0.30 4.91·10−6 1.57 0.55

— додано новий модуль розв’язування задачi Дiрiхле з використанням

потенцiалу простого шару;

— додано двi новi реалiзацiї ядер потенцiалу простого шару, що виника-

ють у випадках a2 = 1, a1 = a3 = 0, a1 = a2 = a3 = 1 (ядро потенцiалу

при a1 = 1, a2 = a3 = 0 реалiзоване в бiблiотецi базових класiв);

— використано клас VFactory для знаходження елементiв матрицi СЛАР,

що викликає VIntegral з вiдповiдним ядром.

Як бачимо, додаткова програмна реалiзацiя передбачає лише додавання

нових сутностей, що задають обчислення ядра вiдповiдного потенцiалу.

6.5.2. Задача Дiрiхле для пiвпростору з включенням. Нехай

Ω− є тим самим кубом, що й ранiше, але тепер розглядаємо його як вклю-

чення у пiвпросторi Ω0 = R2×(−2,∞) з межею Γ0 = {(x1, x2,−2) | x1, x2 ∈

R}. Позначимо Ω := Ω0 \ Ω−.

У цьому випадку для генерування функцiї g використаємо функцiю˜︁w(x, t) := w(x, t) − w(˜︁x, t), де точка ˜︁x є симетричною до x вiдносно Γ0,

причому x∗ = (0, 0, 0) i r = 1. Очевидно, що ˜︁w задовольняє (1.1) та (1.2) i˜︁w(x, t) ≡ 0 на Γ0 при t ∈ R+.

Приклад 6.8. Знайти чисельний розв’язок ˜︁uN,h задачi Дiрiхле (1.1), (1.2),

(1.40) при N = 20 зi слiдами γ0,0u = λ ≡ 0 i γ0,1u = g = ˜︁w, що заданi на



173

цилiндрах Σ0 := Γ0 × R+ i Σ = Γ× R+ вiдповiдно.

Використано прямий пiдхiд для подання розв’язку задачi та функцiї

Грiна Nk(x, y), k ∈ N0, [77, 54] в ролi ядер вiдповiдних поверхневих потенцi-

алiв. Наведенi у табл. 6.9 результати обчислень корелюють з вiдповiдними

даними табл. 6.1, отриманими для зовнiшньої задачi Дiрiхле.

Таблиця 6.9

Аналiз збiжностi uh0 , uh10 i ˜︁uN,h для прикладу 6.8 при N = 20 i

рiзних значеннях M .

M
uh0(x) uh10 ˜︁uN,h

δh0 eoc0 ϵh0(%) δh10 eoc10 ϵh10(%) ˜︁δN,h ˜︂eocN,h ˜︁ϵN,h(%)

1452 8.14·10−6 2.23 0.31 4.64·10−5 2.40 0.26 9.06·10−4 2.10 0.17

1728 6.93·10−6 2.16 0.26 3.79·10−5 2.31 0.21 7.57·10−4 2.05 0.14

2700 4.56·10−6 2.13 0.17 2.27·10−5 2.29 0.13 4.79·10−4 2.06 0.09

Поведiнку розв’язку задачi Дiрiхле для пiвпростору у вiдповiдних

точках спостереження подано на рис. 6.4. Зазначимо затухання сигналу

(розв’язку задачi) при наближеннi до поверхнi Γ0.

Для експериментiв до фреймворку додано такий програмний код:

1) зареєстровано новий модуль розв’язування задачi;

2) додано всi необхiднi файли, що й у випадку застосування прямого пiд-

ходу iз прикладу 6.1;

3) додано клас NkFactory, що є похiдним вiд ElemFactory та задає обчи-

слення функцiй Грiна [77, 54];

4) передано об’єкт класу NkFactory у конструктори об’єктiв VFactory та

KFactory для iнiцiалiзацiї поля kernelFactory (рис. 4.8);

5) додано новий параметр на форму введення параметрiв, що задає ко-

ординату x3 площини Γ0.
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Рис. 6.4. Чисельний розв’язок задачi з прикладу 6.8 у двох множинах точок

спостереження {(x1, 0, 0)} i {(0, 0, x3)}.

Зазначимо, що за подiбною схемою можна дослiджувати задачi з вклю-

ченнями в iнших областях, для яких можна побудувати функцiї Грiна,

причому розглядати iншi типи крайових умов. Знову ж таки, цей пiдхiд

поширюються на еволюцiйнi рiвняння iнших типiв, зокрема на мiшанi за-

дачi для рiвняння теплопровiдностi чи телеграфного рiвняння.

6.6. Розширення функцiональностi на новi класи задач

У цьому пiдроздiлi на задачах акустичної дифракцiї продемонструємо

розширення фреймворку на задачi, в яких на якомусь етапi можна виокре-

мити одну iз множини уже реалiзованих задач. Iнший напрямок розши-

рення стосується на можливостей фреймворку щодо роботи з геометрiєю

областi, а саме комбiнувати кiлька поверхонь для рiзних типiв та викону-

вати їхнє розбиття.
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6.6.1. Задачi акустичної дифракцiї. Розглянемо дифракцiю аку-

стичного сферичного iмпульсу на кубi. Вважаємо, що iмпульс задано фун-

кцiєю (6.1), його джерело знаходиться в точцi x∗ = (2, 0, 0), r = 1, а куб

Ω− той самий, що i ранiше.

Функцiю, яка описує дифраговане поле, шукаємо у виглядi [83]

utot = u+ w, (6.7)

де u – розсiяне (згенероване поверхнею Γ) поле, яке є розв’язком задачi

(HD) при g = −(∂νw − b ∂tw) в крайовiй умовi (1.3).

Приклад 6.9. Знайти розсiяне u та загальне utot поля такi, що

∂νutot|Σ − b ∂tutot|Σ = 0 на Σ, (6.8)

для значень b ∈ {0.001; 1; 1000}.

Чисельний розв’язок ˜︁uN,h, який наближує функцiю u при N = 10 i

M = 768, продемонстровано на рис. 6.5 для деяких точок спостереження.

З графiкiв видно вплив параметра b на розсiяне поле. На рис. 6.6 – 6.8

зображено скрiншоти дифрагованого поля ˜︁uN,htot := ˜︁uN,h+w у рiзнi моменти

часу.

Зазначимо, що програмна реалiзацiя Problem Solver для цiєї задачi є

аналогiчною до описаних ранiше. За допомогою цього ж модуля можна

дослiджувати iншi види дифракцiї.

Покажемо, що при певних значеннях параметра b в умовi (6.8) дифраго-

ване поле стає подiбним до полiв у випадках перешкод з акустично “м’яким”

[26, 69] та “жорстким” [25, 12] покриттями. У першому випадку крайова

умова матиме вигляд

utot|Σ = 0 на Σ, (6.9)

а в другому

∂νutot|Σ = 0 на Σ. (6.10)
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Рис. 6.5. Розсiяне акустичне поле ˜︁uN,h з прикладу 6.9 приN = 10 iM = 768

в точках спостереження (x1, 0, 0) для b ∈ {10−3, 1, 103}.

Приклад 6.10. Для розсiювача та сферичного iмпульсу з прикладу 6.9

порiвняти дифрагованi поля при значеннях параметра b ∈ {10−3, 103} з

дифрагованими полями у випадках перешкод з акустично “жорстким” та

“м’яким” покриттями.

Якщо в обох випадках загальне поле подати у виглядi (6.7), то для

розсiяних полiв отримаємо задачi Дiрiхле (1.1), (1.2), (1.40) з крайовою

функцiєю g = −w i задачу Неймана (1.1), (1.2), (1.44) з крайовою функцiєю

g = −∂νw.

У табл. 6.10 наведено значення функцiї ˜︁uN,htot (x, t) у кiлькох точках спо-

стереження, обчисленої через вiдповiднi чисельнi розв’язки ˜︁uN,h(x, t) зада-
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Рис. 6.6. Чисельний розв’язок ˜︁uN,htot для b = 10−3 при M = 768.

t = 2 t = 3

t = 4 t = 5

Рис. 6.7. Чисельний розв’язок ˜︁uN,htot для b = 1 при M = 768.
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Рис. 6.8. Чисельний розв’язок ˜︁uN,htot для b = 103 при M = 768.

чi (HD) з вiдповiдними значеннями параметра b, а також через чисельнi

розв’язки зазначених задач Дiрiхле та Неймана.

Як бачимо, отримане дифраговане поле ˜︁uN,htot для достатньо малих зна-

чень параметра b (b = 0.001) є близьким до вiдповiдного поля, отриманого

з розв’язку задачi Неймана. Коли ж b достатньо велике (b = 1000), то ди-

фраговане поле ˜︁uN,htot є близькими до поля, отриманого з розв’язку задачi

Дiрiхле. При iнших значеннях b у динамiчнiй крайовiй умовi вiдповiдне

поле суттєво вiдрiзняється вiд попереднiх варiантiв.

Отож, зазначений параметр має важливе значення при моделюваннi

дифракцiї акустичного iмпульсу.

6.6.2. Задача Кошi. Нехай маємо куб iз кубiчною порожниною, так

як зображено на рис. 6.9, де Γ1 i Γ2 – його внутрiшня i зовнiшня поверхнi

вiдповiдно, Γ := Γ1 ∪ Γ2. Вважаємо, що на зовнiшнiй поверхнi данi Кошi
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Таблиця 6.10

Значення функцiї ˜︁uN,htot для рiзних задач

t b = 1 задача Неймана b = 10−3 задача Дiрiхле b = 103

x = 1.2

0 −0.08160 −0.01944 −0.02144 −0.02120 −0.02037

1 0.54080 0.62272 0.62339 0.41894 0.41566

2 1.07154 1.95514 1.95503 0.38824 0.38036

3 −0.33011 0.20529 0.19619 −0.18632 −0.18299

4 −0.08903 −0.40846 −0.40485 0.02473 0.02527

x = 1.8

0 0.71173 0.78347 0.78268 0.67037 0.67027

1 4.76077 4.78699 4.78674 4.74332 4.74322

2 2.19178 2.38511 2.38607 1.88850 1.88517

3 −0.34495 0.24699 0.24069 −0.51206 −0.51265

4 −0.18098 −0.23562 −0.23533 0.00155 0.00333

розв’язку однорiдного хвильового рiвняння задовольняють умову (1.56).

Приклад 6.11. Знайти при N = 10 чисельний розв’язок uN,h задачi Кошi

(1.1), (1.2) i (1.56) та зокрема його коефiцiенти uhk, k = 0; 5, для даних

Кошi, визначених за допомогою функцiї w.

Подамо розв’язок задачi Кошi (1.1), (1.2), (1.56) у виглядi потенцiа-

лу простого шару (1.57) та отримаємо систему КIР (1.67). Особливостi

розв’язування такої СЛАР див. [38].

Отриманi чисельнi результати наведенi в табл. 6.11. Точки спостере-

ження виберемо вздовж вiдрiзка Ωa,b, де a = (0.55, 0, 0) i b = (0.9, 0, 0).

Бачимо, що як i для ранiше розглянутих задач, похибки розв’язку i його
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Рис. 6.9. Перерiз областi Ω, що обмежена поверхнями Γ1 (довжина ребра

дорiвнює 1) i Γ2 (довжина ребра дорiвнює 2), у площинi x1x2.

коефiцiєнтiв є спiвмiрними мiж собою i зменшуються при згущеннi розби-

ття поверхнi.

Таблиця 6.11

Аналiз збiжностi для uh0 , u
h
5 i uN,h при зростаннi M (σ = 1, N = 10).

M
uh0 uh5 uN,h

δh0 eoc0 ϵh0(%) δh5 eoc5 ϵh5(%) δN,h eocN,h ϵN,h(%)

1452 5.21·10−3 1.67 1.84 2.14·10−3 2.87 2.28 4.30·10−2 2.43 1.74

1728 4.51·10−3 1.67 1.59 1.69·10−3 2.69 1.81 3.63·10−2 1.93 1.47

2028 4.05·10−3 1.35 1.43 1.49·10−3 1.58 1.59 3.28·10−2 1.27 1.33

Пiдготовчi до обчислювального експерименту дiї є такими:

1) використаємо модуль Boundary Generator для отримання розбиттiв бi-

чних поверхонь кубiв i застосуємо пiдхiд iз роздiлу 4 для завантаження

кiлькох поверхонь;

2) додамо новi стратегiї-реалiзацiї для формування лiвої i правої частин
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матрицi СЛАР вiдповiдно до КIР для задачi Кошi (див. табл. 4.1);

3) розширимо класи для знаходження матричних елементiв вiдповiдно

до схеми на рис. 4.11.

В результатi отримаємо всi необхiднi компоненти для коректної роботи

модуля Problem Solver.

Отже, описаний процес демонструє простоту використання фреймворку

MMF при роботi iз комбiнованими розбиттями поверхонь.

6.7. Висновки до роздiлу 6

Розглянутi приклади мiшаних задач повнiстю вичерпують типи задач,

для яких у роздiлi 1 були побудованi обчислювальнi схеми для знаходження

чисельних розв’язкiв комбiнованим МКЕ i ПЛ.

У кожному з прикладiв продемонстровано ефективнiсть зазначеного

методу у тривимiрних за просторовими координатами областях зi склад-

ною геометрiєю, зокрема у зовнiшнiх задачах. Крiм того, для кожної за-

дачi вказано послiдовнiсть крокiв щодо пiдготовки вхiдних даних задачi i

розробки додаткового програмного забезпечення, яке враховує конкретнi

характеристики та властивостi задачi.

Крiм того, пiдiбранi приклади демонструють можливостi подальшого

розширення фреймворку на новi типи задач, тобто пiдтверджують вiдпо-

вiднiсть розробленої архiтектури фреймворку вимогам, перелiк яких було

сформульовано на початку роботи. Вiдзначимо також, що висока точнiсть

отриманих результатiв обчислювальних експериментiв пiдтверджує також

достовiрнiсть проведених в роботi теоретичних дослiджень.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розглянуто математичнi моделi еволюцiйних

процесiв на основi мiшаних задач для диференцiальних рiвнянь в частин-

них похiдних другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, розроблено ком-

бiнований метод крайових елементiв (МКЕ) i перетворення Лаґерра для

їхнього чисельного розв’язування та побудовано вiдповiдне програмне за-

безпечення. В рамках цих дослiджень отримано такi основнi результати.

1. Узагальнено обчислювальнi схеми математичних моделей, якi

основанi на поєднаннi перетворення Лаґерра i МКЕ для чисельного

розв’язування мiшаних еволюцiйних задач у тривимiрних областях зi

складною геометрiєю.

2. Дотримуючись пiдходу iн’єкцiї залежностей з використанням абстра-

ктних типiв, розроблено чотирирiвневу архiтектуру програмного ком-

плексу, яка забезпечує його розширення новими задачами i чисельни-

ми методами без переробки iснуючого програмного коду.

3. Вiдповiдно до концепцiї, закладеної в основу архiтектури комплексу,

для усiх дослiджуваних математичних моделей розроблено

модулi розв’язування вiдповiдних мiшаних задач i, крiм того,

продемонстровано модифiкацiю вiдповiдних модулiв для

розв’язування нових класiв задач.

4. Обґрунтовано математичну модель мiшаної задачi для однорiдного

хвильового рiвняння з динамiчною крайовою умовою, а також дослi-

джено розв’язки вiдповiдних КIР методом Гальоркiна-МКЕ.

5. Отриманими результатами чисельних експериментiв пiдтверджено ко-
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ректнiсть проведених теоретичних дослiджень та ефективнiсть запро-

понованих пiдходiв до побудови спецiалiзованого програмного компле-

ксу.

Отриманi теоретичнi результати та побудований програмний комплекс

можуть бути використанi для моделювання еволюцiйних процесiв рiзної

природи.
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