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Актуальність тематики дослідження 

Моделювання еволюційних процесів є одним із важливих та перспективних напрямків 

дослідження поведінки систем, які змінюють свій стан з часом. З ростом складності таких 

систем зростають вимоги як до математичних моделей, так і до чисельних методів для їх 

розв’язування. Разом з тим, запорукою успішних обчислювальних експериментів є також 

наявність відповідного спеціалізованого програмного забезпечення.  

Для моделювання важливою є високопродуктивна програмна реалізація чисельних 

методів та їх інтероперабельність із сучасним програмним забезпеченням, яке 

використовується в наукових дослідженнях. Досягти таких властивостей програм можна за 

рахунок сучасних підходів до проєктування їхньої архітектури. Вони ґрунтуються на 

використанні абстрактних сутностей та інтерфейсів, встановленні мінімальних залежностей 

між компонентами, застосуванні відомих патернів проєктування. У підсумку це дасть змогу 

отримати програмне забезпечення, яке в плані проведення обчислювальних експериментів в 

окресленій вище сфері матиме переваги над існуючими на даний час спеціалізованими 

програмними системами (зазначеними в дисертації) чи універсальними фреймворками для 

проведення обчислень (наприклад, MATLAB). Крім скорочення часу обчислень при 

відповідній точності результатів моделювання, актуальними є питання гнучкості програм, а 

саме здатності їхнього поширення на дослідження нових нестаціонарних процесів за рахунок 

доповнення новими програмними модулями. Для цього необхідно врахувати спільні 

властивості математичних моделей і відобразити їх у відповідних типах даних та алгоритмах. 

У дисертації А.Р. Глови математичними моделями еволюційних процесів є мішані 

задачі для рівнянь із частинними похідними 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами, які 

розглянуто стосовно залежних від часу функцій, що набувають значення у відповідних 

гільбертових просторах. Попри популярність таких моделей в сучасних наукових 

публікаціях, пов’язані з ними певні математичні аспекти вимагають додаткового 

теоретичного дослідження.  

Останні десятиріччя також характеризуються активним розвитком чисельних методів, 

які можна було б застосовувати у зазначених вище моделях. Одним із сучасних підходів до 

розв’язування мішаних задач є зведення їх до відповідних інтегральних рівнянь. Відзначимо, 

що в такий спосіб зменшується на одиницю розмірність задачі. В дисертації А.Р. Глови 

розглянуто різні (так звані прямий та непрямі) підходи виведення інтегральних рівнянь та їх 

переваги в певному контексті. Для побудови чисельного розв’язку таких рівнянь в дисертації 

застосовано комбінацію перетворення Лаґерра за часовою змінною з методом граничних 

елементів. Даний підхід започатковано науковцями факультету прикладної математики та 

інформатики Львівського національного університету імені Івана Франка. Він був успішно 

використаний для дослідження еволюційних процесів різної природи, коли розглядалися 

крайові умови Діріхле чи Неймана. Водночас залишається актуальною проблема поширення 

цього підходу на складніші крайові умови. Зокрема це так звані динамічні крайові умови, які 

містять ще похідні за часом. Також актуальними у прикладних застосуваннях є дослідження 

нестаціонарних процесів у тривимірних за просторовими координатами областях, які мають 

межею Ліпшицеві поверхні. Зазначені аспекти подано у дисертації А.Р. Глови. 
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Ступінь обґрунтованості результатів, їх наукова новизна 

У дисертаційній роботі А.Р. Глови отримано такі наукові результати: 

вперше 

• виділено загальні властивості обчислювальних схем при застосуванні комбінації 

перетворення Лаґерра і методу граничних елементів до математичних моделей різних 

еволюційних процесів, що дало змогу визначити предметну область спеціалізованого 

фреймворку і сформулювати відповідні вимоги до його розробки; 

• розроблено архітектуру нового фреймворку, яка, за рахунок нової імплементації 

шаблону ін’єкції залежностей, визначає основні типи даних ядра фреймворку і 

орієнтована на його подальший розвиток шляхом додавання нових програмних 

модулів, що визначають дані та алгоритми розв’язування нових задач;  

• обґрунтовано математичну модель мішаної задачі для хвильового рівняння з 

динамічною крайовою умовою, а саме доведено існування її розв’язку у вагових 

просторах Соболєва і його єдиність, а також неперервну залежність розв’язку від 

вхідних даних; отримані нові у цьому відношенні результати визначають теоретичні 

підстави для застосування зазначених вище чисельних методів; 

• реалізовано в єдиному підході нові модулі для обчислення граничних значень і 

нормальних похідних усіх видів потенціалів, які зустрічаються в досліджуваних 

задачах; використання цих модулів дало змогу провести обчислювальні експерименти 

стосовно нових класів еволюційних процесів. 

отримали подальший розвиток 

• чисельні методи розв’язування мішаних задач з використанням перетворення Лаґерра 

та методу граничних інтегральних рівнянь, а також програмна реалізація отриманих 

обчислювальних схем; зокрема вдосконалено за рахунок нових базисних функцій 

перетворення Лаґерра, а також впроваджено адаптивну кросапроксимацію матричних 

блоків, які виникають у методі граничних елементів; результатом такого розвитку є 

підвищення точності чисельних розв’язків і зменшення часу їхнього обчислення, 

оскільки квадратичну залежність часу обчислень від розмірності дискретних 

просторів звели до квазілінійної; 

• концепції побудови ядра фреймворку, які ґрунтуються на принципі інверсії 

залежностей та його реалізації у вигляді оновленого шаблону ін’єкції залежностей; за 

рахунок цього, з одного боку, досягнуто високий рівень абстрагування ядра від 

конкретних задач, а з іншого – забезпечено гнучкість фреймворку щодо подальшого 

розвитку з метою дослідження нових нестаціонарних процесів. 

Структура і зміст дисертаційної роботи 

Дисертаційна робота А.Р. Глови є логічно побудованим дослідженням, що 

починається із опису чисельної схеми в загальних рисах та переходить до конкретних її 

реалізацій із застосуванням розробленого програмного забезпечення. Вона складається із 

анотації (українською та англійською мовами), вступу, де зазначено актуальність, новизну, 

мету і завдання дослідження, шістьох розділів із висновками до кожного з них, списку 

використаної літератури та посилань на інформаційні ресурси та додатку про наукові 

публікації і участь у конференціях дисертанта. 

 У вступі дисертації визначено мету дослідження (ст. 26), яка полягає у розробці 

програмного забезпечення для моделювання еволюційних процесів із використанням 

запропонованої обчислювальної схеми. На мою думку, вона чітко демонструє відношення 

даної роботи до сфери комп’ютерних наук та підкріплена добре сформованим списком 

завдань, об’єктом і предметом дослідження (ст. 27). 
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Крім того, у вступі дисертантом наведено актуальність тематики дослідження. В 

контексті цього розглянуто основні підходи до розв’язування мішаних задач різними 

математичними школами (в тому числі працівниками ЛНУ імені Івана Франка) та наявне 

спеціалізоване програмне забезпечення. Автор звертає увагу на малу кількість досліджень 

задач зі складними крайовими умовами і недостатню гнучкість сучасних програмних 

комплексів. Вирішення цих проблем лежить в основі дисертації А.Р. Глови і визначає 

вищезазначену новизну дослідження. 

Також у вступі автором зазначено зв’язок дисертації з науковими-дослідними темами 

в межах робочого часу на кафедрі програмування ЛНУ імені Івана Франка. 

Основні результати роботи А.Р. Глови запропоновано у розділах 1-6 дисертації. 

Відповідно до концепції дослідження можна виокремити кілька логічно пов’язаних частин. У 

першій (розділи 1, 2) виділено загальні елементи чисельної схеми та побудовано архітектуру 

фреймворку на їх основі. В другій (розділи 3, 4) цю схему деталізовано до конкретних 

формул, які можна програмно реалізувати засобами фреймворку. Третя частина присвячена 

математичному обґрунтуванню та демонстрації можливостей фреймворку і чисельної схеми 

для ряду експериментів.  

Метою розділу 1 «Огляд математичних моделей та формулювання вимог до 

програмного забезпечення» є дослідження математичних моделей мішаних задач та 

виділення списку вимог до фреймворку, зважаючи на особливість обчислювальної схеми. 

Для цього спочатку необхідно звернути увагу на попередні дослідження з даної тематики. У 

підрозділі 1.1 вони описані повно, хоча цей огляд можна було б також доповнити еволюцією 

розробки програм для розв’язування мішаних задач. 

Етапи комбінованого методу граничних інтегральних рівнянь та перетворення Лаґерра 

продемонстровано на прикладі задачі з динамічною крайовою умовою (ст. 37). Вона є 

основною математичною моделлю, яку використовує автор в рамках усієї дисертації. Опис 

чисельного методу починається із подання розв’язку задачі за допомогою хвильових 

потенціалів (ст. 37-38), після чого дисертант демонструє виведення послідовності систем 

граничних інтегральних рівнянь, дискретизуючи еволюційні рівняння за часом (ст. 43), та 

завершує підрозділ 1.3 матрицею системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР). Цю схему 

розглянуто і в контексті інших задач, звідки отримано їх узагальнене подання (ст. 50). 

Автор дисертації акцентує увагу на двох важливих результатах розділу (ст. 51). По-

перше, запропонована схема є ефективною, враховуючи структуру послідовностей систем 

граничних інтегральних рівнянь для різних задач. По-друге, вона має ряд подібних 

елементів. Все це відображено у сформульованих вимогах (підрозділи 1.6.1, 1.6.2) до нового 

програмного забезпечення відповідно до стандартної класифікації у програмній інженерії. На 

мою думку, вони повністю описують функції системи, а її гнучкість має суттєвий вплив на 

проєктування архітектури. 

 Отримані результати у вигляді специфікації програмного забезпечення дають змогу 

перейти дисертанту до розробки архітектури. Розділ 2 «Архітектура та базові типи 

програмного комплексу» є центральною частиною дисертації. З огляду на вимогу 

розширення системи на інші задачі, програмне забезпечення визначено як фреймворк, що 

передбачає наявність готових конструкцій для реалізації нових модулів. 

 Перш за все варто відзначити логічну структуру фреймворку (рис. 2.1). В даній роботі 

набув подальшого розвитку відомий підхід багаторівневої архітектури. Відповідно до нього 

модулі фреймворку згруповано на чотирьох рівнях, визначених автором. Це зокрема рівні 

інтерфейсу користувача (підрозділ 2.2), ядра (підрозділ 2.3), розв’язування задачі (підрозділ 

2.6) та обробки даних (підрозділ 2.7). На мою думку, такий підхід підвищує стійкість 

програмних компонент та ізолює помилки без впливу на інші модулі системи. 
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 Варто зазначити, що проектування фреймворку здійснено з використанням елементів 

підходу Domain-driven design. Всі основні програмні сутності відповідають певним 

елементам чисельної схеми. Саме предметна область на основі методу граничних 

інтегральних рівнянь і перетворення Лаґерра має значний вплив на формування архітектури 

фреймворку та структуру і алгоритми базових класів його ядра. 

 Ядро фреймворку (ст. 64-69) є компонентом, який містить загальні сутності чисельної 

схеми і водночас є посередником між іншими модулями. В рамках побудови бібліотеки 

базових класів використано велику кількість класичних патернів проєктування, зокрема 

стратегію, шаблонний метод, фабричний метод та ін. (ст. 70-77). Це дає змогу правильно 

вибудувати ієрархії класів і визначити їх поведінку. Іншим фактором гнучкості системи є 

використання патерну ін’єкції залежностей. Ядро працює лише з абстрактними типами і не 

залежить від конкретних задач (ст. 78-80). Для їх завантаження в систему передбачено 

конфігураційний файл (табл. 2.1, 2.5). За допомогою такого підходу не потрібна перебудова 

ядра, а задачі додаються динамічно. На мою думку, в описі ядра автору слід було також 

більше акцентувати на новизні підходів в рамках реалізації запропонованої чисельної схеми. 

 У попередніх розділах наведено лише загальну схему розв’язування задач, яка має 

сенс для формалізації математичних моделей. Конкретні кроки для отримання 

розрахункових формул описано у третьому розділі «Аналіз та деталізація алгоритму 

комбінованого методу крайових елементів та перетворення Лаґерра». В рамках методу 

Гальоркіна тут застосовано метод граничних елементів для дискретизації операторів із 

послідовностей систем (1.3). Внаслідок цього автором отримано формули обчислення 

елементів матриці СЛАР для задачі з динамічною крайовою умовою. Крім того, показано 

структуру матриць для інших задач (ст. 91). На практиці дані формули лежать в основі 

програмної реалізації. 

Розробка модуля розв’язування задачі з точки зору користувача описана у розділі 4 

«Програмна реалізація архітектурних рішень для чисельного розв’язування задач». Автор за 

допомогою формалізованого подання із розділу 1 відобразив предметну область фреймворку 

і відмінності його підпрограм у табл. 4.1. В ній добре видно, що задачі в основному 

відрізняються структурами граничних інтегральних рівнянь. Як наслідок, підсумовано, що 

для написання модуля задачі необхідно лише правильно побудувати матрицю СЛАР. 

Основним результатом четвертого розділу є побудова нового модуля розв’язування 

для задачі з динамічною крайовою умовою із розділу 1. Тут застосовано ієрархії 

інфраструктурних класів (ст. 98-101) для визначення внутрішньої архітектури модуля та 

готові імплементації алгоритмів чисельної схеми із бібліотеки класів ядра (ст. 101-111) в 

рамках запропонованих патернів проєктування з розділу 2. Реалізація такого модуля 

демонструє легкість програмування нових задач із використанням засобів фреймворку, 

оскільки кількість нових алгоритмів є мінімальною. 

Розділ 5 «Обґрунтування математичних моделей» містить нові результати 

дослідження задачі з динамічною крайовою умовою. Для її обґрунтування застосовано 

перетворення Лапласа. В роботі зазначено, що з урахуванням його спільної області 

визначення із перетворенням Лаґерра доведення також поширюються і на запропоновану 

чисельну схему. Варто звернути увагу на теорему 5.1, де обґрунтовано розв’язок задачі з 

динамічною крайовою умовою; лему 5.3, де доведено коерцитивність матричного оператора 

для застосування методу Гальоркіна; теорему 5.3 про існування розв’язку системи граничних 

інтегральних рівнянь. Коректність задачі демонструє доцільність її програмної реалізації. 

Останній розділ дисертації «Аналіз результатів обчислювальних експериментів, 

отриманих за допомогою фреймворку» має на меті показати практичне застосування 

програмного забезпечення. Для цього розглянуто ряд задач, результати яких порівняно із 

наперед відомим точним розв’язком. У випадку всіх експериментів можна побачити 
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подібний характер похибок, зокрема їх зменшення при згущенні розбиття поверхні. Крім 

того, розділ 6 виділяє особливі можливості фреймворку. Наприклад, продемонстровано 

гнучкість системи при варіації параметрів задачі, заміні ядер потенціалів, рахуванні 

складних тривимірних задач у випадку півпростору чи моделювання дифракції акустичного 

імпульсу. При цьому дослідження еволюційних процесів не обмежуються цими задачами, 

враховуючи застосовність чисельної схеми. 

Повнота наукових положень дослідження у дисертації та публікаціях 

У дисертації А.Р. Глови чітко сформульовано наукові положення та повністю 

розкрито їх зміст відповідно до тематики дослідження. Вони відображені у п’яти наукових 

публікаціях, одна з яких індексується у міжнародній наукометричній базі Scopus, дві – у Web 

of Science. Також дисертантом апробовано результати на шести конференціях з очною та 

дистанційною формою участі. Зазначимо доповідь на міжнародному семінарі DIPED у 2021 

році та фаховому семінарі факультету прикладної математики та інформатики ЛНУ імені 

Івана Франка. 

Практичне значення наукових результатів 

Основним результатом наукової роботи є розробка програмного комплексу для 

застосування у науково-дослідних цілях, наприклад для розв’язування задач поширення 

акустичних хвиль, еластодинаміки, електромагнетизму та ін. За допомогою побудованого 

фреймворку можна виконувати аналіз окремих етапів чисельних методів для їх кращого 

вивчення. Також запропонована архітектура фреймворку забезпечує його гнучкість стосовно 

впровадження нових чисельних методів і використання для дослідження нових динамічних 

процесів. 

Відомості про дотримання академічної доброчесності 

Ознайомившись із науковими публікаціями та дисертацією А.Р. Глови, відзначимо 

відсутність порушень академічної доброчесності. 

Зауваження до дисертації 

Хоча дисертаційне дослідження загалом виконане на достатньо високому рівні, можна 

вказати декілька зауважень: 

1. У роботі можна було б розширити порівняльний опис існуючого програмного 

забезпечення, яке орієнтоване на використання широкого класу чисельних методів. 

При описі патернів проектування та застосованих архітектурних підходів доцільно 

було б більше уваги приділити новизні використання запропонованого у роботі 

фреймворку в заданому класі задач та порівняти результати із існуючими 

аналогічними пакетами прикладних програм. 

2. Більше уваги варто було б приділити практичним задачам використання 

запропонованих у роботі підходів. У розділі 6 крім модельних слід було також подати 

результати розв’язування реальних еволюційних задач, та розглянути можливі галузі 

впровадження програмного забезпечення із зазначенням прикладних проблем, яке 

воно вирішує. 

3. Доцільно було б проаналізувати технологічний та економічний ефект від 

впровадження запропонованих автором методів та підходів. 

            Вказані зауваження та наведені недоліки не впливають на загальну високу оцінку 

одержаних науково-прикладних результатів. 
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Висновок щодо відповідності дисертації нормам 

Дисертація А.Р. Глови на тему «Розробка програмного та математичного забезпечення 

для моделювання еволюційних процесів» подана на здобуття ступеня доктора філософії за 

спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки» є завершеним дослідженням, яке розглядає 

актуальні проблеми розробки програмного забезпечення та обґрунтування математичних 

моделей для проведення обчислювальних експериментів з урахуванням особливостей 

чисельних методів розв’язування мішаних задач, що дало змогу побудувати ефективний 

фреймворк на основі перетворення Лаґерра і методу граничних інтегральних рівнянь із 

можливістю його гнучкого розширення. 

Вважаю, що за новизною, актуальністю, обсягом та практичним значенням дисертація 

відповідає вимогам наказу МОН України № 40 від 12.01.2017 р. «Про затвердження Вимог 

до оформлення дисертації» (з наступними змінами) та «Порядку присудження ступеня 

доктора філософії та скасування рішення разової спеціалізованої вченої ради закладу вищої 

освіти, наукової установи про присудження ступеня доктора філософії», затвердженого 

Постановою Кабінету Міністрів України №44 від 12 січня 2022, а її автор, Глова Андрій 

Романович, заслуговує присудження йому ступеня доктора філософії за спеціальністю 122 

«Комп’ютерні науки». 
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