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Актуальність дослідження. Сучасний науково-технічний прогрес 

спричинює і стимулює дослідження різних складних природничих явищ і 

технологічних процесів за допомогою створення відповідних їм математичних 

моделей. Дослідження еволюційних процесів є важким, оскільки в загальному 

випадку вони описуються функціями від чотирьох змінних, причому залежність 

від часової змінної є складною. В дисертації Глови А.Р. математичною 

моделлю таких процесів виступають мішані задачі для однорідних рівнянь із 

частинними похідними і сталими коефіцієнтами, зокрема, розглянуто випадок 

однорідних початкових умов. Для чисельного розв’язування таких задач 

використано комбінований підхід. Він полягає у зведенні вихідної мішаної 

задачі до відповідного еволюційного граничного інтегрального рівняння, якому 

за допомогою перетворення Лаґерра ставлять у відповідність нескінченну 

послідовність граничних інтегральних рівнянь із невідомими величинами, 

визначеними лише на межі області.  

Комбінований підхід виявився ефективним у дослідженнях еволюційних 

процесів різної природи, які проводили науковці факультету прикладної 

математики та інформатики Львівського національного університету імені 

Івана Франка. Дисертація Глови А.Р. присвячена подальшому розвитку 

зазначеного підходу у двох напрямках. По-перше, це поширення його на нові 

класи задач. Зокрема, це задачі зі складними крайовими умовами динамічного 

типу, а також моделі нестаціонарних процесів у тривимірних областях із 

включеннями, що мають ліпшицеву межу. Ці задачі потребують також 

відповідного математичного обґрунтування. 

Інший напрямок досліджень Глови А.Р. полягає у побудові 

спеціалізованого комплексу програм, орієнтованого на проведення 

обчислювальних експериментів для моделювання згаданих еволюційних 

процесів за допомогою комбінованого підходу. Попередній досвід чисельного 

розв’язування різних мішаних задач комбінованим методом перетворення 

Лаґерра і граничних інтегральних рівнянь дає змогу виявити на кожному кроці 

спільні для різних задач набори даних та алгоритми роботи з ними. Тому 

актуальним завданням є проведення глибокого аналізу зазначених аспектів для 

розробки такої архітектури та базових типів даних, які б перетворювали 

програмний комплекс на зручне середовище для числового моделювання 

зазначених процесів, а також були основою для розвитку функціональності 

комплексу стосовно розв’язування нових класів задач. При цьому для такого 



розвитку комплексу від дослідника вимагається тільки базовий рівень знань з 

програмування. 

Ступінь наукової обґрунтованості результатів, сформульованих в 

роботі, їх наукова новизна. Дисертаційна робота Глови А.Р. містить нові 

математично обґрунтовані результати. Зокрема, спочатку автор наводить 

чисельну схему на основі перетворення Лаґерра та методу граничних елементів 

і узагальнює її на різні види мішаних задач. Це супроводжується поетапною 

демонстрацією кроків чисельної схеми. Із узагальнень логічно випливають 

вимоги для побудови нового програмного комплексу. 

Вимоги до програмного забезпечення суттєво впливають на застосування 

сучасних підходів до розробки його архітектури. Вона побудована з 

урахуванням можливості доповнення комплексу програмним кодом для 

моделювання нових задач, а також програмною реалізацією нових чисельних 

схем. В основі цього лежить відомий шаблон ін’єкції залежностей, який автор 

реалізував самостійно в контексті розробленої системи. Вибір даного шаблону 

створює підстави для розробки програмного забезпечення, в якому є важливою 

незалежність програмних компонентів та простота внесення змін для 

розширення їхньої функціональності. 

Всі отримані автором результати є новими, достовірними та належно 

обґрунтованими. Вони сформульовані у вигляді лем і теорем, доведення яких 

чітке і не викликає сумнівів. Так, в дисертації значна увага приділена 

доведенню коректності мішаної задачі для однорідного хвильового рівняння з 

динамічною крайовою умовою у вагових просторах Соболєва. Також вперше 

обґрунтовано розв’язок системи граничних інтегральних рівнянь для зазначеної 

задачі, а саме доведено леми і теореми про його існування у відповідних 

функціональних просторах, єдиність та неперервну залежність від вхідних 

даних задачі. Результати обчислювальних експериментів підтверджують 

достовірність отриманих теоретичних результатів та ефективність побудованих 

алгоритмів. 

За допомогою розробленого програмного комплексу вперше отримано 

чисельні розв’язки мішаних задач з динамічною крайовою умовою. В 

дисертації також наведено результати досліджень акустичної дифракції, 

зокрема в півпросторі з включеннями, а також розв’язки задачі з неповними 

даними Коші. Коректність роботи розробленого програмного забезпечення 

підтверджено чисельними результатами стосовно модельних задач, а також 

аналізом апостеріорних похибок та порядків збіжності чисельних розв’язків 

різних задач із предметної області програмного комплексу. 

 

 

 

 



Структура і зміст дисертації. Результати дисертації відображені у 11 

публікаціях: п’яти статтях (одна у Scopus, дві у Web of Science, дві у фаховому 

виданні України) та шести матеріалах і тезах міжнародних та всеукраїнських 

конференцій. 

Дисертація складається з анотації, вступу, шести розділів, висновків, 

використаних джерел інформації та додатку з описом публікацій і участі у 

конференціях. Загальний обсяг дисертації 198 сторінок, основна частина її 

складає 162 сторінки. 

  У вступі обґрунтовано актуальність обраної тематики, сформульовано 

мету роботи та задачі дослідження, подано коротку характеристику результатів 

дослідження, ступінь їх апробації та публікації. 

 У першому розділі дисертації викладено огляд літератури, розглянуто 

математичні моделі еволюційних процесів та сформульовано вимоги до 

програмного комплексу. Також надано опис програмних засобів, суть яких 

полягає у реалізації методу граничних елементів (ст. 35-36). На мою думку, 

можна було також доповнити їх програмами, які виконують обчислення в 

контексті інших чисельних схем. 

У другому розділі розглянуто архітектуру програмного комплексу. 

Автором наведено діаграму (ст. 56), де описано набір програмних структур 

системи. Основні елементи обчислювальної схеми логічно відділені від решти 

на так званому рівні ядра системи. Програмним забезпеченням цього рівня є 

два основних компоненти: бібліотека класів та окремий компонент, що 

завантажує підпрограми розв’язування задач (ст. 64). Перший містить набір 

програмних сутностей, які задають базові структури даних та алгоритми: 

обчислення частинних сум функціонального ряду, функції обчислення ядер 

потенціалів, елементів матриці системи лінійних алгебричних рівнянь та інші 

алгоритми чисельних методів (підрозділ 2.3.1). Другий (підрозділ 2.3.2) 

використовує шаблон ін’єкції залежностей (підрозділ 2.7) для завантаження 

задачі. Виокремлення ядра системи, на мою думку, зменшує затрати необхідних 

ресурсів при повторній реалізації алгоритмів та забезпечує високу якість 

програмного коду, оскільки дає змогу застосовувати спеціальні інформаційні 

технології, зокрема різні види тестування. 

У розділі 3 конкретизовано запропоновані раніше обчислювальні схеми. 

Зокрема, тут детально розкрито особливості переходу до системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь (підрозділ 3.1). Для цього застосовано просторову 

дискретизацію в рамках методу граничних елементів. Знаходження подвійних 

інтегралів у формулах елементів матриці СЛАР коротко описано у підрозділі 

3.2 (з використанням спеціальних методів виділення особливостей). 

У розділі 4 особливості програмного забезпечення подано для задачі з 

динамічної крайовою умовою. Загальна концепція залишається такою ж самою 

і у випадку інших задач. При цьому важливим моментом є те, що увага 

розробника зосереджується лише на окремих аспектах розглянутого підходу, 

наприклад, на розв’язуванні СЛАР, отриманих внаслідок застосування методу 



граничних елементів. Також наведено додаткові можливості програмного 

комплексу, зокрема описано заміну ядер потенціалів (ст. 112), додавання інших 

типів граничних інтегральних рівнянь (ст. 113) та генерування розбиття 

поверхонь (ст. 114-116). 

П’ятий розділ містить обґрунтування мішаної задачі для однорідного 

хвильового рівняння з динамічною крайовою умовою. Для цього визначено 

математичний апарат перетворення Лапласа. Тут важливими є наслідки 5.1, 5.2 

та твердження 5.6, 5.7, які використані для доведення теореми 5.1. За теоремою 

існує сильний розв’язок задачі, який задовольняє оцінку (5.15). Інша частина 

розділу присвячена системі граничних інтегральних рівнянь. На основі 

властивостей інтегральних операторів,, білінійної форми і матричного 

оператора автором доведено існування розв’язку у вагових просторах Соболєва, 

а також його єдиність та неперервну залежність від вхідних даних (теорема 5.3). 

У завершальному розділі 6 наведено результати обчислювальних 

експериментів стосовно досліджуваних мішаних задач. Усі вони були отримані, 

використовуючи програмні модулі, згенеровані в рамках розробленого 

програмного комплексу відповідно до методик, наведених у розділі 4. 

Розглянуті приклади задач демонструють високу ефективність підходу, який 

базується на комбінації перетворення Лаґерра з методом граничних елементів. 

Усі отримані результати проілюстровані інформативними таблицями та дво- і 

тривимірними графіками розв’язків із повним переліком використаних значень 

параметрів чисельних схем. Варто додати, що результати обчислювальних 

експериментів також демонструють шляхи розширення програмного комплексу 

на нові класи еволюційних задач. 

Практичне значення наукових результатів. Побудований 

спеціалізований комплекс програм можна використовувати для дослідження 

еволюційних процесів, які моделюються мішаними задачами для однорідних 

рівнянь з частинними похідними другого порядку зі сталими коефіцієнтами і 

однорідними початковими умовами. Крайові умови можуть бути у вигляді 

різних комбінацій даних Коші, зокрема з використанням першої похідної за 

часом. При незначних модифікаціях математичної моделі і за рахунок 

доповнення комплексу новими модулями, його можна використовувати і для 

задач, які оперують похідними вищих порядків за часовою змінною. На 

практиці за допомогою розробленого комплексу можна моделювати різні 

фізичні процеси, що стосуються поширення акустичних і електромагнітних 

хвиль, а також теплових процесів з термо-еластодинамічними ефектами у 

тривимірних областях зі складною геометрією межової поверхні. Розроблений в 

дисертації математичний апарат і прийоми доведення теоретичних тверджень 

можна використати при обґрунтуванні інших еволюційних задач і розробці для 

них відповідних чисельних методів. 

Відомості про дотримання академічної доброчесності. У дисертації та 

наукових публікаціях Глови А.Р. відсутні порушення академічної 

доброчесності. 



Зауваження до дисертації.  

1) У формальному поданні множини задач предметної області програмного 

комплексу (1.68), (1.69) на ст. 50 не наведено початкових умов, хоча для 

різних типів рівнянь вони можуть відрізнятись. 

2) Запропоновану у розділі 2 реалізацію шаблону ін’єкції залежностей, яка 

була використана для побудови програмного забезпечення, варто було б 

порівняти з іншими відомими застосуваннями даного шаблону в 

контексті інших програм та технологій. 

3) Обґрунтування мішаної задачі з динамічною крайовою умовою доцільно 

розмістити перед деталізацією чисельної схеми і її програмною 

реалізацією, оскільки воно є основою для проведення подальших 

досліджень. 

Всі наведені недоліки аж ніяк не впливають на позитивну оцінку 

дисертації. Зауваження можуть бути предметом подальших досліджень автора.  

Висновок щодо відповідності дисертації встановленим нормам. 

Вважаю, що дисертація Глови А.Р. «Розробка програмного та 

математичного забезпечення для моделювання еволюційних процесів» є 

завершеною науковою працею, яка містить низку нових, актуальних та 

достовірних результатів, що свідчать про її складність, систематичність та 

важливе значення для сфери комп’ютерних наук. Дисертація повністю 

відповідає вимогам наказу МОН України № 40 від 12.01.2017 р. “Про 

затвердження Вимог до оформлення дисертації” (з наступними змінами) та 

“Порядку присудження ступеня доктора філософії та скасування рішення 

разової спеціалізованої вченої ради закладу вищої освіти, наукової установи 

про присудження ступеня доктора філософії”, затвердженого Постановою 

Кабінету Міністрів України №44 від 12 січня 2022, а її автор Глова А.Р. 

заслуговує присудження йому ступеня доктора філософії за спеціальністю 122 

“Комп’ютерні науки”. 
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