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Дисертацiю присвячено вивченню термодинамiчної поведiнки трьох теоре-
тико-польових моделей чорних дiр: статичних та з обертанням, з електричним
та магнiтним зарядами, з рiзними нелiнiйними електромагнiтними полями,
у просторi-часi рiзних вимiрностей та геометрiй в рамках загальної теорiї
вiдносностi.

Першою розглянутою моделлю є статична, електрично заряджена чор-
на дiра iз чотирьома рiзними видами нелiнiйного електромагнiтного поля:
степеневим, Борна-Iнфельда, логарифмiчним та експоненцiйним у тривимiр-
ному просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою. Отримано рiвняння
гравiтацiйного та електромагнiтного полiв, їхнi точнi аналiтичнi розв’язки.
Показано, що для полiв Борна-Iнфельда та логарифмiчного вiдсутня розбi-
жнiсть електричного поля при нульовому значеннi радiальної координати.
Продемонстровано схожу якiсну поведiнку отриманих розв’язкiв для полiв
типу Борна-Iнфельда.

Степеневе електромагнiтне поле при параметрi нелiнiйностi рiвному оди-
ницi вiдповiдає лiнiйнiй максвелiвськiй електродинамiцi. Дослiджено кон-
формний випадок степеневого поля при якому радiальна компонента еле-
ктричного поля задовольняє закону обернених квадратiв у тривимiрному
просторi-часi, тензор енергiї-iмпульсу стає безслiдовим, а скалярна криви-
зна приймає постiйне значення. Знайдено зв’язки мiж сталими iнтегрування
та макроспопiчними параметрами чорної дiри — її масою та повним електри-
чним зарядом.

Обчислено температуру випромiнювання Гокiнґа та електричний потен-
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цiал на горизонтi подiй чорної дiри. Дослiджено розширений фазовий тер-
модинамiчний простiр, де вiд’ємна космологiчна стала iнтерпретується як
термодинамiчний тиск з боку середовища на чорну дiру. Записано перший
закон термодинамiки для термодинамiчної функцiї маси чорної дiри, пока-
зано, що вона має змiст ентальпiї. Отримано термодинамiчний об’єм чорної
дiри, який спiвпадає з площею круга радiусу горизонту подiй чорної дiри.
Записано рiвняння стану чорної дiри та виявлено його тривiальну критичну
поведiнку — вiдсутнiсть фазового переходу. Обчислено iзобарну теплоємнiсть
чорної дiри, видiлено нефiзичну область її вiд’ємного значення, яка вiдповi-
дає областi вiд’ємної температури.

Отриманi результати для метричної функцiї, температури, тиску та iзо-
барної теплоємностi демонструють схожу якiсну поведiнку для усiх типiв по-
лiв. При зростаннi радiальної координати член iз космологiчною сталою є
домiнуючим, так що при фiксованих iнших параметрах чорної дiри усi цi за-
лежностi якiсно є близькими мiж собою. Поведiнка кривих для степеневого
поля визначається параметром нелiнiйностi, для якого є фiзичне обмеження,
коли електричне поле стає розбiжним на безмежностi. Iснування горизонту
подiй визначається масою чорної дiри.

Новизною цiєї моделi є вивчення розширеного фазового термодинамiчного
простору тривимiрної статичної чорної дiри з рiзними нелiнiйними електро-
магнiтними полями та порiвняння їх мiж собою.

Другою дослiженою моделлю є електрично заряджена чорна дiра з по-
вiльним обертанням та степеневим електромагнiтним полем у тривимiрному
просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою. Отримано рiвняння поля
та їх розв’язки. Цi розв’язки описуються двома метричними функцiями: дi-
агональною та недiагональною, а також двома компонентами тензора еле-
ктромагнiтного поля: радiальним електричним та магнiтним полями. Грани-
ця повiльного обертання визначається малим параметром, що є пов’язаним
iз кутовим моментом чорної дiри.

Для магнiтного поля та недiагональної метричної функцiї знайдено то-
чнi квадратурнi, а також аналiтичнi асимптотичнi розв’язки, цi результати є
оригiнальними. Розв’язки для електричного та магнiтного полiв отримано в
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загальному випадку без накладання на них додаткових зв’язкiв. Обговорено
зв’язки мiж сталими iнтегрування та параметрами чорної дiри — її масою,
електричним зарядом, кутовим моментом.

Розглянуто термодинамiку отриманих розв’язкiв у розширеному фазово-
му термодинамiчному просторi. Показано, що у випадку повiльного обертан-
ня радiальна компонента електричного поля, дiагональна метрична функцiя
та розглянута термодинамiчна поведiнка чорної дiри спiвпадають iз вiдповiд-
ним статичним випадком першої моделi для степеневого поля, тодi як саме
повiльне обертання зумовлює появу недiагональної метричної функцiї та ма-
гнiтного поля того ж порядку малостi, що i повiльне обертання.

Ключовi особливостi тривимiрних чорних дiр зi степеневим полем та по-
вiльним обертанням є схожими до вiдповiдних чорних дiр у вищих просторово-
часових вимiрностях, це ще раз доводить, що тривимiрнi чорнi дiри зберiга-
ють основнi властивостi своїх високовимiрних аналогiв.

Третьою вивченою моделлю є статична чорна дiра з електричним та магнi-
тним зарядами в електродинамiцi Борна-Iнфельда чотиривимiрного просто-
ру-часу зi сферичною, плоскою та гiперболiчною геометричними структура-
ми горизонту подiй чорної дiри з вiд’ємною космологiчною сталою. Електро-
магнiтний лагранжiан Борна-Iнфельда обрано в його оригiнальнiй формi з
двома польовими iнварiантами. Отримано польовi рiвняння та їх точнi ана-
лiтичнi розв’язки. Дослiджувана чорна дiра описується однiєю дiагональною
метричною функцiєю, радiальним електричним та кутовим магнiтним поля-
ми.

Пiдстановку для вектора потенцiалу електромагнiтного поля обрано в та-
кiй формi, що забезпечує однаковi значення iнварiантiв поля Борна-Iнфельда,
а також електричнi компоненти електромагнiтного поля для усiх розглянутих
геометрiй горизонту подiй. При прямуваннi радiальної координати до нуля
електричне поле зростає повiльнiше для бiльших значень магнiтного заряду
i приймає скiнченне значення.

Дослiджено термодинамiчнi властивостi отриманих розв’язкiв у розшире-
ному фазовому термодинамiчному просторi. Записано перший закон термоди-
намiки та спiввiдношення Смарра для скiнченних термодинамiчних величин
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iз додатковими членами поляризацiї вакууму Борна-Iнфельда, що є характер-
ними особливостями електродинамiки Борна-Iнфельда. Отримано рiвняння
стану та вивчено йго критичну поведiнку. Фазовий перехiд має мiсце тiльки
для сферичного горизонту подiй чорної дiри, отримано умови на електричний
та магнiтний заряди, а також параметр нелiнiйностi при яких цей перехiд мо-
жливий. Отримано термодинамiчне критичне вiдношення та проаналiзовано
його оригiнальнi особливостi. Обчислено iзобарну теплоємнiсть чорної дiри.

Той факт, що маса чорної дiри виступає в ролi функцiї ентальпiї у роз-
ширеному фазовому термодинамiчному просторi дозволяє розглянути класи-
чний ефект Джоуля-Томсона, пiд час якого маса чорної дiри не змiнюється.
Отримано умову iснування ефекту Джоуля-Томсона, побудовано вiдповiд-
нi iнверсiйнi та iзоентальпiйнi кривi, показано областi нагрiвання та охоло-
ження чорної дiри. При зростаннi параметра нелiнiйностi Борна-Iнфельда
iнверсiйнi кривi асимптотично прямують до випадку чорної дiри Райснера-
Нордстрьома.

Електричний та магнiтний заряди входять до метричної функцiї та роз-
глянутих термодинамiчних величин у симетричнiй формi, тому присутнiсть
магнiтного заряду не привносить для них нових особливостей, на вiдмiну вiд
електричного та магнiтного полiв, а також їх потенцiалiв, якi залежать вiд
наявностi магнiтного заряду. Для усiх отриманих результатiв розглянуто їх
граничнi випадки для максвелiвського лагранжiану при вiдсутностi магнiтно-
го заряду для сферичного горизонту подiй, якi спiвпадають iз вiдповiдними
результатами для чорної дiри Райснера-Нордстрьома з вiд’ємною космологi-
чною сталою.

Унiкальнiстю цiєї моделi є розгляд магнiтного заряду в оригiнальнiй еле-
ктродинамiцi Борна-Iнфельда, термодинамiчного критичного вiдношення, а
також ефекту Джоуля-Томсона.

Практичним значенням результатiв проведених дослiджень є поповнення
теоретичних напрацювань фiзики чорних дiр в контекстi нелiнiйних матерi-
альних полiв розглянутими новими питаннями та проблемами в термодина-
мiчних аспектах, порiвняння та спiвставлення їх мiж собою, незалежне пiд-
твердженння окремих результатiв, iснуючих у лiтературi. Все це є базою для
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подальших подiбних та сумiжних дослiджень i хоча б на паперi наближає
нас до таких недосяжних, екзотичних i водночас важливих об’єктiв, як чорнi
дiри.

Ключовi слова: загальна теорiя вiдносностi, чорна дiра, нелiнiйна еле-
ктродинамiка, степеневе електромагнiтне поле, електродинамiка Борна-Iнфе-
льда, поля типу Борна-Iнфельда, термодинамiка чорних дiр, розширений фа-
зовий термодинамiчний простiр, ефект Джоуля-Томсона, топологiчнi чорнi
дiри.
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ABSTRACT

Tataryn M. B. Black hole thermodynamics with non-linear material
fields. — Qualification scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the scientific degree of the Philosophy Doctor in a speciality 104
«Physics and Astronomy» (10 «Natural Sciences»). — Ivan Franko National Uni-
versity of Lviv, Lviv, 2023.

The work is devoted to the study of thermydynamic properties of three field-
theoretical models of black holes: static and rotating, electrically and magnetically
charged, with different non-linear electromagnetic fields, in various spacetime di-
mensions and topologies within General Relativity.

The first considered model is a static, electrically charged black hole with four
various types of non-linear electromagnetic field, namely, power Maxwell invariant,
Born-Infeld, logarithmic and exponential in three-dimensional spacetime with a
negative cosmological constant. Equations of gravitational and electromagnetic
fields, and their exact analytical solutions are obtained. It is shown that the
electric field in the Born-Infeld and logarithmic electrodynamics does not diverge
at the origin. The Born-Infeld type fields possess similar qualitative behavior.

The power Maxwell invariant field with the non-linearity parameter equal to
unity corresponds to linear Maxwell electrodynamics. The conformal source of
the power Maxwell invariant is investigated. In this case the electric field sati-
sfies the inverse-square law in three dimensions, electromagnetic stress-energy
tensor is traceless, and scalar curvature takes a constant value. Relations between
integration constants and macroscopic parameters of black hole, namely, mass and
full electric charge are established.

The Hawking temperature and electric potential on the black hole horizon are
calculated. The extended phase space thermodynamics where a negative cosmolo-
gical constant is associated as environment pressure is investigated. The first law
of thermodynamics is written for the black hole mass, which is interpreted with
enthalpy. The black hole thermodynamic volume coincides with the area of a circle
of the black hole horizon radius. The equation of state of the black hole is written
and its trivial behavior is discovered. Also, the heat capacity at constant pressure
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is calculated.
The obtained relations for metric function, temperature, pressure and heat

capacity for all type of fields show some similarities, namely when a radial coordi-
nate becomes large, the term with the cosmological constant is dominating, thus
for some fixed parameters of the black hole all dependences are very close to each
other. The behavior of curves for the power Maxwell field is defined by the non-
linearity parameter, and its values has a physical restriction when the electric field
diverges at infinity. The existence of an event horizon is determined by the black
hole mass.

The novelty of this model is the study of three-dimensional static black holes
with various non-linear electromagnetic fields in the extended phase space thermo-
dynamics, and the comparison of the obtained results to each other.

The second examined model is a slowly rotating, electrically charged black hole
with power Maxwell invariant electromagnetic field in three-dimensional spaceti-
me with a negative cosmological constant. Field equations and their solutions are
obtained. These black hole solutions are described by two metric functions, namely
diagonal and nondiagonal functions, and also two components of electromagnetic
field tensor, namely the radial electric and magnetic fields. The slow rotation li-
mit is defined by a small parameter which is related to the black hole angular
momentum.

For the magnetic field and non-diagonal metric function exact quadrature as
well as analytical asymptotic solutions are found, these results are original. The
solutions for electric and magnetic fields are obtained in a general case without the
assumption of additional connections between them. Relations between integrati-
on constants and black hole parameters — its mass, electric charge and angular
momentum are discussed.

Thermodynamic properties of the obtained black hole solutions in the extended
phase space thermodynamics are considered. It is shown that in a slow rotati-
on limit the radial electric field, diagonal metric function and all considered
thermodynamics are the same as for the corresponding static case of the first
model with the power Maxwell invaritant field, whereas the slow rotation affects
the magnetic field and non-diagonal metric function.
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The key features caused by the small rotation of three-dimensional black holes
with the power Maxwell field are similar to those for higher-dimensional slowly
rotating black holes in Einstein-power-Maxwell theory and which once again confi-
rms the fact that three-dimensional black holes possess the main properties which
have their hihger-dimensional analogues.

The third studied model is a static, electrically and magnetically charged
black hole in the Born-Infeld electrodynamics of four-dimensional spacetime with
spherical, planar and hyperbolic black hole horizons with a negative cosmologi-
cal constant. The electromagnetic Born-Infeld lagrangian is chosen in its original
form with two field invariants. Field equations and its exact analytical solutions
are obtained. The black hole is described by one diagonal metric function, radial
electric and angular magnetic fields.

The ansatz for the electromagnetic field potential was chosen in the form
which gives rise to the same form of electric field and field invariants for all types
of considered horizon geometries. The electric field grows slowly near the origin
for larger values of the magnetic charge for fixed the electric one and is finite.

Thermodynamic behavior of the obtained solutions in the extended phase
space thermodynamics are examined. The first law of black hole thermodynamics
and Smarr relation for finite thermodynamic quantities with additional terms of
the Born-Infeld vacuum polarization are written. The black hole equation of state
is obtained and its critical behavior is investigated. A phase transition occurs only
for the spherical black hole horizon, and conditions for its existence are given. The
thermodynamic critical ratio is found and its original features are analized. Also,
the heat capacity at constant pressure is obtained.

The fact that the black hole mass is identified with enthalpy in extended phase
space thermodynamics allows to consider the Joule-Thomson expansion during
which the black hole mass remains unchanged. A condition for the existence of
the Joule-Thomson expansion is obtained, inversion and isenthalpic curves are
plotted, the cooling and heating regions are demonstrated. With increasing of the
Born-Infeld non-linear parameter corresponding inversion curves asymptotically
tend to the Reissner-Nordström one from below.

The electric and magnetic field enter into the metric function and the consi-
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dered thermodynamic quantities equivalently, and thus the presence of a magnetic
charge does not bring them very significant new features in contrast to the electro-
magnetic fields and their potentials, which depend on a magnetic charge. For all
obtained results their limiting cases for the Maxwell lagrangian in the absence
of a magnetic charge for spherical black hole horizon are considered, and they
correspond to the Reissner-Nordström-anti-de Sitter black hole.

The uniqueness of this model is the consideration of topological black hole
solutions, a magnetic charge in origin Born-Infeld electrodynamics, thermodyna-
mic critical ratio, Joule-Thomson expansion.

The practical significance of obtained results is the replenishment of theoretical
studies in the black hole physics in the context of non-linear material fields with
new questions and problems in thermodynamic aspects, their comparison and
independent confirmation of some results existing in the literature. All this is
the basis for further similar and related research, and at least on paper brings
us closer to such unattainable, exotic and simultaneously important objects like
black holes.

Keywords: General Relativity, black hole, non-linear electrodynamics, power
Maxwell invariant, Born-Infeld electrodynamics, Born-Infeld type fields, black
hole thermodynamics, extended phase space thermodynamics, Joule-Thomson
expansion, topological black holes.
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