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АНОТАЦIЯ

Татарин М. Б. Термодинамiка чорних дiр з нелiнiйними матерi-
альними полями. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-
копису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософї в галузi
знань 10 «Природничi науки» за спецiальнiстю 104 «Фiзика та астроно-
мiя». — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,
2023.

Дисертацiю присвячено вивченню термодинамiчної поведiнки трьох теоре-
тико-польових моделей чорних дiр: статичних та з обертанням, з електричним
та магнiтним зарядами, з рiзними нелiнiйними електромагнiтними полями,
у просторi-часi рiзних вимiрностей та геометрiй в рамках загальної теорiї
вiдносностi.

Першою розглянутою моделлю є статична, електрично заряджена чор-
на дiра iз чотирьома рiзними видами нелiнiйного електромагнiтного поля:
степеневим, Борна-Iнфельда, логарифмiчним та експоненцiйним у тривимiр-
ному просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою. Отримано рiвняння
гравiтацiйного та електромагнiтного полiв, їхнi точнi аналiтичнi розв’язки.
Показано, що для полiв Борна-Iнфельда та логарифмiчного вiдсутня розбi-
жнiсть електричного поля при нульовому значеннi радiальної координати.
Продемонстровано схожу якiсну поведiнку отриманих розв’язкiв для полiв
типу Борна-Iнфельда.

Степеневе електромагнiтне поле при параметрi нелiнiйностi рiвному оди-
ницi вiдповiдає лiнiйнiй максвелiвськiй електродинамiцi. Дослiджено кон-
формний випадок степеневого поля при якому радiальна компонента еле-
ктричного поля задовольняє закону обернених квадратiв у тривимiрному
просторi-часi, тензор енергiї-iмпульсу стає безслiдовим, а скалярна криви-
зна приймає постiйне значення. Знайдено зв’язки мiж сталими iнтегрування
та макроспопiчними параметрами чорної дiри — її масою та повним електри-
чним зарядом.

Обчислено температуру випромiнювання Гокiнґа та електричний потен-
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цiал на горизонтi подiй чорної дiри. Дослiджено розширений фазовий тер-
модинамiчний простiр, де вiд’ємна космологiчна стала iнтерпретується як
термодинамiчний тиск з боку середовища на чорну дiру. Записано перший
закон термодинамiки для термодинамiчної функцiї маси чорної дiри, пока-
зано, що вона має змiст ентальпiї. Отримано термодинамiчний об’єм чорної
дiри, який спiвпадає з площею круга радiусу горизонту подiй чорної дiри.
Записано рiвняння стану чорної дiри та виявлено його тривiальну критичну
поведiнку — вiдсутнiсть фазового переходу. Обчислено iзобарну теплоємнiсть
чорної дiри, видiлено нефiзичну область її вiд’ємного значення, яка вiдповi-
дає областi вiд’ємної температури.

Отриманi результати для метричної функцiї, температури, тиску та iзо-
барної теплоємностi демонструють схожу якiсну поведiнку для усiх типiв по-
лiв. При зростаннi радiальної координати член iз космологiчною сталою є
домiнуючим, так що при фiксованих iнших параметрах чорної дiри усi цi за-
лежностi якiсно є близькими мiж собою. Поведiнка кривих для степеневого
поля визначається параметром нелiнiйностi, для якого є фiзичне обмеження,
коли електричне поле стає розбiжним на безмежностi. Iснування горизонту
подiй визначається масою чорної дiри.

Новизною цiєї моделi є вивчення розширеного фазового термодинамiчного
простору тривимiрної статичної чорної дiри з рiзними нелiнiйними електро-
магнiтними полями та порiвняння їх мiж собою.

Другою дослiженою моделлю є електрично заряджена чорна дiра з по-
вiльним обертанням та степеневим електромагнiтним полем у тривимiрному
просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою. Отримано рiвняння поля
та їх розв’язки. Цi розв’язки описуються двома метричними функцiями: дi-
агональною та недiагональною, а також двома компонентами тензора еле-
ктромагнiтного поля: радiальним електричним та магнiтним полями. Грани-
ця повiльного обертання визначається малим параметром, що є пов’язаним
iз кутовим моментом чорної дiри.

Для магнiтного поля та недiагональної метричної функцiї знайдено то-
чнi квадратурнi, а також аналiтичнi асимптотичнi розв’язки, цi результати є
оригiнальними. Розв’язки для електричного та магнiтного полiв отримано в
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загальному випадку без накладання на них додаткових зв’язкiв. Обговорено
зв’язки мiж сталими iнтегрування та параметрами чорної дiри — її масою,
електричним зарядом, кутовим моментом.

Розглянуто термодинамiку отриманих розв’язкiв у розширеному фазово-
му термодинамiчному просторi. Показано, що у випадку повiльного обертан-
ня радiальна компонента електричного поля, дiагональна метрична функцiя
та розглянута термодинамiчна поведiнка чорної дiри спiвпадають iз вiдповiд-
ним статичним випадком першої моделi для степеневого поля, тодi як саме
повiльне обертання зумовлює появу недiагональної метричної функцiї та ма-
гнiтного поля того ж порядку малостi, що i повiльне обертання.

Ключовi особливостi тривимiрних чорних дiр зi степеневим полем та по-
вiльним обертанням є схожими до вiдповiдних чорних дiр у вищих просторово-
часових вимiрностях, це ще раз доводить, що тривимiрнi чорнi дiри зберiга-
ють основнi властивостi своїх високовимiрних аналогiв.

Третьою вивченою моделлю є статична чорна дiра з електричним та магнi-
тним зарядами в електродинамiцi Борна-Iнфельда чотиривимiрного просто-
ру-часу зi сферичною, плоскою та гiперболiчною геометричними структура-
ми горизонту подiй чорної дiри з вiд’ємною космологiчною сталою. Електро-
магнiтний лагранжiан Борна-Iнфельда обрано в його оригiнальнiй формi з
двома польовими iнварiантами. Отримано польовi рiвняння та їх точнi ана-
лiтичнi розв’язки. Дослiджувана чорна дiра описується однiєю дiагональною
метричною функцiєю, радiальним електричним та кутовим магнiтним поля-
ми.

Пiдстановку для вектора потенцiалу електромагнiтного поля обрано в та-
кiй формi, що забезпечує однаковi значення iнварiантiв поля Борна-Iнфельда,
а також електричнi компоненти електромагнiтного поля для усiх розглянутих
геометрiй горизонту подiй. При прямуваннi радiальної координати до нуля
електричне поле зростає повiльнiше для бiльших значень магнiтного заряду
i приймає скiнченне значення.

Дослiджено термодинамiчнi властивостi отриманих розв’язкiв у розшире-
ному фазовому термодинамiчному просторi. Записано перший закон термоди-
намiки та спiввiдношення Смарра для скiнченних термодинамiчних величин

3



iз додатковими членами поляризацiї вакууму Борна-Iнфельда, що є характер-
ними особливостями електродинамiки Борна-Iнфельда. Отримано рiвняння
стану та вивчено йго критичну поведiнку. Фазовий перехiд має мiсце тiльки
для сферичного горизонту подiй чорної дiри, отримано умови на електричний
та магнiтний заряди, а також параметр нелiнiйностi при яких цей перехiд мо-
жливий. Отримано термодинамiчне критичне вiдношення та проаналiзовано
його оригiнальнi особливостi. Обчислено iзобарну теплоємнiсть чорної дiри.

Той факт, що маса чорної дiри виступає в ролi функцiї ентальпiї у роз-
ширеному фазовому термодинамiчному просторi дозволяє розглянути класи-
чний ефект Джоуля-Томсона, пiд час якого маса чорної дiри не змiнюється.
Отримано умову iснування ефекту Джоуля-Томсона, побудовано вiдповiд-
нi iнверсiйнi та iзоентальпiйнi кривi, показано областi нагрiвання та охоло-
ження чорної дiри. При зростаннi параметра нелiнiйностi Борна-Iнфельда
iнверсiйнi кривi асимптотично прямують до випадку чорної дiри Райснера-
Нордстрьома.

Електричний та магнiтний заряди входять до метричної функцiї та роз-
глянутих термодинамiчних величин у симетричнiй формi, тому присутнiсть
магнiтного заряду не привносить для них нових особливостей, на вiдмiну вiд
електричного та магнiтного полiв, а також їх потенцiалiв, якi залежать вiд
наявностi магнiтного заряду. Для усiх отриманих результатiв розглянуто їх
граничнi випадки для максвелiвського лагранжiану при вiдсутностi магнiтно-
го заряду для сферичного горизонту подiй, якi спiвпадають iз вiдповiдними
результатами для чорної дiри Райснера-Нордстрьома з вiд’ємною космологi-
чною сталою.

Унiкальнiстю цiєї моделi є розгляд магнiтного заряду в оригiнальнiй еле-
ктродинамiцi Борна-Iнфельда, термодинамiчного критичного вiдношення, а
також ефекту Джоуля-Томсона.

Практичним значенням результатiв проведених дослiджень є поповнення
теоретичних напрацювань фiзики чорних дiр в контекстi нелiнiйних матерi-
альних полiв розглянутими новими питаннями та проблемами в термодина-
мiчних аспектах, порiвняння та спiвставлення їх мiж собою, незалежне пiд-
твердженння окремих результатiв, iснуючих у лiтературi. Все це є базою для
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подальших подiбних та сумiжних дослiджень i хоча б на паперi наближає
нас до таких недосяжних, екзотичних i водночас важливих об’єктiв, як чорнi
дiри.

Ключовi слова: загальна теорiя вiдносностi, чорна дiра, нелiнiйна еле-
ктродинамiка, степеневе електромагнiтне поле, електродинамiка Борна-Iнфе-
льда, поля типу Борна-Iнфельда, термодинамiка чорних дiр, розширений фа-
зовий термодинамiчний простiр, ефект Джоуля-Томсона, топологiчнi чорнi
дiри.
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ABSTRACT

Tataryn M. B. Black hole thermodynamics with non-linear material
fields. — Qualification scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the scientific degree of the Philosophy Doctor in a speciality 104
«Physics and Astronomy» (10 «Natural Sciences»). — Ivan Franko National Uni-
versity of Lviv, Lviv, 2023.

The work is devoted to the study of thermydynamic properties of three field-
theoretical models of black holes: static and rotating, electrically and magnetically
charged, with different non-linear electromagnetic fields, in various spacetime di-
mensions and topologies within General Relativity.

The first considered model is a static, electrically charged black hole with four
various types of non-linear electromagnetic field, namely, power Maxwell invariant,
Born-Infeld, logarithmic and exponential in three-dimensional spacetime with a
negative cosmological constant. Equations of gravitational and electromagnetic
fields, and their exact analytical solutions are obtained. It is shown that the
electric field in the Born-Infeld and logarithmic electrodynamics does not diverge
at the origin. The Born-Infeld type fields possess similar qualitative behavior.

The power Maxwell invariant field with the non-linearity parameter equal to
unity corresponds to linear Maxwell electrodynamics. The conformal source of
the power Maxwell invariant is investigated. In this case the electric field sati-
sfies the inverse-square law in three dimensions, electromagnetic stress-energy
tensor is traceless, and scalar curvature takes a constant value. Relations between
integration constants and macroscopic parameters of black hole, namely, mass and
full electric charge are established.

The Hawking temperature and electric potential on the black hole horizon are
calculated. The extended phase space thermodynamics where a negative cosmolo-
gical constant is associated as environment pressure is investigated. The first law
of thermodynamics is written for the black hole mass, which is interpreted with
enthalpy. The black hole thermodynamic volume coincides with the area of a circle
of the black hole horizon radius. The equation of state of the black hole is written
and its trivial behavior is discovered. Also, the heat capacity at constant pressure
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is calculated.
The obtained relations for metric function, temperature, pressure and heat

capacity for all type of fields show some similarities, namely when a radial coordi-
nate becomes large, the term with the cosmological constant is dominating, thus
for some fixed parameters of the black hole all dependences are very close to each
other. The behavior of curves for the power Maxwell field is defined by the non-
linearity parameter, and its values has a physical restriction when the electric field
diverges at infinity. The existence of an event horizon is determined by the black
hole mass.

The novelty of this model is the study of three-dimensional static black holes
with various non-linear electromagnetic fields in the extended phase space thermo-
dynamics, and the comparison of the obtained results to each other.

The second examined model is a slowly rotating, electrically charged black hole
with power Maxwell invariant electromagnetic field in three-dimensional spaceti-
me with a negative cosmological constant. Field equations and their solutions are
obtained. These black hole solutions are described by two metric functions, namely
diagonal and nondiagonal functions, and also two components of electromagnetic
field tensor, namely the radial electric and magnetic fields. The slow rotation li-
mit is defined by a small parameter which is related to the black hole angular
momentum.

For the magnetic field and non-diagonal metric function exact quadrature as
well as analytical asymptotic solutions are found, these results are original. The
solutions for electric and magnetic fields are obtained in a general case without the
assumption of additional connections between them. Relations between integrati-
on constants and black hole parameters — its mass, electric charge and angular
momentum are discussed.

Thermodynamic properties of the obtained black hole solutions in the extended
phase space thermodynamics are considered. It is shown that in a slow rotati-
on limit the radial electric field, diagonal metric function and all considered
thermodynamics are the same as for the corresponding static case of the first
model with the power Maxwell invaritant field, whereas the slow rotation affects
the magnetic field and non-diagonal metric function.
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The key features caused by the small rotation of three-dimensional black holes
with the power Maxwell field are similar to those for higher-dimensional slowly
rotating black holes in Einstein-power-Maxwell theory and which once again confi-
rms the fact that three-dimensional black holes possess the main properties which
have their hihger-dimensional analogues.

The third studied model is a static, electrically and magnetically charged
black hole in the Born-Infeld electrodynamics of four-dimensional spacetime with
spherical, planar and hyperbolic black hole horizons with a negative cosmologi-
cal constant. The electromagnetic Born-Infeld lagrangian is chosen in its original
form with two field invariants. Field equations and its exact analytical solutions
are obtained. The black hole is described by one diagonal metric function, radial
electric and angular magnetic fields.

The ansatz for the electromagnetic field potential was chosen in the form
which gives rise to the same form of electric field and field invariants for all types
of considered horizon geometries. The electric field grows slowly near the origin
for larger values of the magnetic charge for fixed the electric one and is finite.

Thermodynamic behavior of the obtained solutions in the extended phase
space thermodynamics are examined. The first law of black hole thermodynamics
and Smarr relation for finite thermodynamic quantities with additional terms of
the Born-Infeld vacuum polarization are written. The black hole equation of state
is obtained and its critical behavior is investigated. A phase transition occurs only
for the spherical black hole horizon, and conditions for its existence are given. The
thermodynamic critical ratio is found and its original features are analized. Also,
the heat capacity at constant pressure is obtained.

The fact that the black hole mass is identified with enthalpy in extended phase
space thermodynamics allows to consider the Joule-Thomson expansion during
which the black hole mass remains unchanged. A condition for the existence of
the Joule-Thomson expansion is obtained, inversion and isenthalpic curves are
plotted, the cooling and heating regions are demonstrated. With increasing of the
Born-Infeld non-linear parameter corresponding inversion curves asymptotically
tend to the Reissner-Nordström one from below.

The electric and magnetic field enter into the metric function and the consi-
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dered thermodynamic quantities equivalently, and thus the presence of a magnetic
charge does not bring them very significant new features in contrast to the electro-
magnetic fields and their potentials, which depend on a magnetic charge. For all
obtained results their limiting cases for the Maxwell lagrangian in the absence
of a magnetic charge for spherical black hole horizon are considered, and they
correspond to the Reissner-Nordström-anti-de Sitter black hole.

The uniqueness of this model is the consideration of topological black hole
solutions, a magnetic charge in origin Born-Infeld electrodynamics, thermodyna-
mic critical ratio, Joule-Thomson expansion.

The practical significance of obtained results is the replenishment of theoretical
studies in the black hole physics in the context of non-linear material fields with
new questions and problems in thermodynamic aspects, their comparison and
independent confirmation of some results existing in the literature. All this is
the basis for further similar and related research, and at least on paper brings
us closer to such unattainable, exotic and simultaneously important objects like
black holes.

Keywords: General Relativity, black hole, non-linear electrodynamics, power
Maxwell invariant, Born-Infeld electrodynamics, Born-Infeld type fields, black
hole thermodynamics, extended phase space thermodynamics, Joule-Thomson
expansion, topological black holes.
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Умовнi скорочення

ГП горизонт подiй (чорної дiри)
ЗТВ загальна теорiя вiдносностi (айнштайнiвська гравiтацiя)
КТП квантова теорiя поля
ЧД чорна дiра
BI електромагнiтне поле Борна-Iнфельда
BTZ тривимiрна чорна дiра Bañados-Teitelboim-Zanelli
EN експоненцiйне електромагнiтне поле
LN логарифмiчне електромагнiтне поле
PMI степеневе електромагнiтне поле (power Maxwell invariant)
RN-AdS чорна дiра Райснера-Нордстрьома в просторi анти-де Сiттера

Прийнятi домовленостi

• Використовується геометрична система одиниць, у якiй ньютонiвська гра-
вiтацiйна стала, швидкiсть свiтла у вакуумi, приведена стала Планка, стала
Больцмана є безрозмiрними та дорiвнюють одиницi, GN = c = ~ = kB = 1.
• Сигнатура тривимiрного простору-часу (−+ +).
• Сигнатура чотиривимiрного простору-часу (−+ ++).
• ∂µ ≡ ∂/∂xµ позначає частковi похiднi по координатам подiї.
• ∇µ позначає коварiантну похiдну по координатi xµ подiї.
• Для знакiв компонент чотиривимiрного повнiстю антисиметричного одини-
чного тензора Левi-Чивiти обрано домовленiсть ε0123 = +1.
• sinhx та coshx позначають функцiї гiперболiчного синуса та косинуса, вiд-
повiдно.
• Статичнiсть чорної дiри означає, що вона не обертається.

Iншi домовленостi щодо означуваних величин, тензорiв, спецiальних фун-
кцiй i т.д. приведено у Додатку А та основному текстi беспосередньо в тому
мiсцi, де вони вперше зустрiчаються.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження

Загальна теорiя вiдносностi (ЗТВ) є сучасною теорiєю гравiтацiї i однiєю
з фундаментальних фiзичних теорiй. Вона дає чудовi результати при описi
макроскопiчних гравiтуючих об’єктiв у Всесвiтi, iї наслiдки та передбачення
перевiрено багаточисельними точними спостереженнями та тонкими експе-
риментами.

Як i будь-яка iнша фiзична теорiя, ЗТВ має ряд обмежень у своєму за-
стосуваннi, ключовими та принциповими з яких, є гравiтацiйнi взаємодiї та
структура самого простору-часу на мiкроскопiчних, планкiвських маштабах.
«Природною» та перспективною можливiстю просунутись у розумiннi цих
аспектiв є розгляд фiзичних систем, де однаковою мiрою мають проявлятись
як гравiтацiйнi, так i квантовi властивостi матерiї, простору, часу. Такими си-
стемами є чорнi дiри (ЧД), принциповою вiдмiнною характеристикою яких,
є наявнiсть у них горизонту подiй (ГП). З одного боку ЧД є канонiчними
релятивiстськими об’єктами ЗТВ, а з iншого — їх екстремальнi властивостi
вимагають квантовомеханiчного опису, особливо при вивченнi їх термодина-
мiчної поведiнки, наближенi до сингулярностi i т.п.

Широко та глибоко розвинутi сьогоднi методи математичної фiзики, по-
тужностi обчислювальних машин, набiр астрономiчних спостережень дають
змогу будувати та вивчати моделi ЧД у рiзноманiтних контекстах. ЧД вi-
дiграють виняткову, незамiнну та ключову роль в питаннях астрофiзики,
космологiї, походження Всесвiту, стаючи таким чином чудовою теоретичною
лабораторiєю для сучасних астрономiчних та фундаментальних фiзичних до-
слiджень.

У другiй половинi XX ст. роботами Бекенштейна, Гокiнґа було розробле-
но термодинамiчний пiдхiд до вивчення ЧД, розглянуто питання їх ентропiї,
температури. Не так давно було запропоновано концепцiю розширеного фазо-
вого термодинамiчного простору ЧД, де вiд’ємна космологiчна стала анти-де
сiттерiвського простору розглядається як термодинамiчний тиск середовища
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(фiзичного вакууму) на ЧД, i яке може бути ефективно описаним цiєю космо-
логiчною сталою. Це дає змогу отримати рiвняння стану ЧД, дослiдити його
критичну поведiнку, термодинамiчну стабiльнiсть. Таке розширення областi
застосування фiзичних iдей та методiв до ЧД дає змогу розглядати останнi в
одному контекстi разом з iншими «звичними» фiзичними системами, а зна-
чить виробити для всiх цих об’єктiв унiверсальний пiдхiд, який у свою чергу
може привести до єдиного розумiння фiзики цих об’єктiв i всього Всесвiту
загалом.

Дослiдження в областi струн, D-бран, супергравiтацiї i т.д. в контекстi
квантової гравiтацiї приводять до побудови теоретико-польових моделей ЧД
у рiзних просторово-часових вимiрностях та з рiзними геометрiями ГП. Ва-
жливою особливiстю згаданих теорiї є виникнення у них нелiнiйних мате-
рiальних полiв, у першу чергу електромагнiтних, на вiдмiну вiд класичної
теорiї поля — максвелiвської електродинамiки.

Про актуальнiсть даних проблем в контекстi ЧД свiдчать зокрема активнi
теоретичнi роботи та науковi публiкацiї їх результатiв. В оглядi лiтератури
до цiєї дисертацiї приведено рiзну мотивацiю та приклади дослiджень ЧД
у рiзних модифiкацiях та узагальненнях айнштайнiвської гравiтацiї та ма-
ксвелiвської електродинамiки, в розширеному фазовому термодинамiчному
просторi, у просторi-часi рiзних вимiрностей з рiзними топологiями ГП.

Зважаючи на широке та глибоке вивчення згаданих питань, на сьогоднi,
однак, є проблеми та окремi задачi, якi не є достатньо вивченими i де можна
спробувати отримати новi оригiнальнi результати. З метою дослiдити окре-
мi цiкавi моделi ЧД в такому контекстi та частково заповнити цю нiшу, у
цiй дисертацiї було поставлено завдання вивчити термодинамiчну поведiнку
кiлькох моделей ЧД рiзної вимiрностi, статичних та з обертаннях, з рiзними
видами нелiнiйного електромагнiтного поля. Вiдповiдно до цих задач, тему
дисертацiї було сформульовано в загальному як «Термодинамiка чорних дiр
з нелiнiйними матерiальними полями».

Об’єкт дослiдження: теоретико-польовi моделi ЧД з рiзними нелiнiйни-
ми матерiальним полями у ЗТВ.
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Предмет дослiдження: розв’язки розглядуваних моделей ЧД та їх тер-
модинамiчна поведiнка у розширеному фазовому термодинамiчному просто-
рi.

Мета дослiдження

Iз заданої постановки задачi: функцiоналу дiї, iнтервалу та вектора еле-
ктромагнiтного потенцiалу отримати рiвняння гравiтацiйного та електрома-
гнiтного полiв та їх розв’язки для трьох моделей ЧД iз рiзними видами не-
лiнiйного електромагнiтного поля в рамках ЗТВ для тривимiрного та чо-
тиривимiрного простору-часу з вiд’ємною космологiчною сталою; отримати
термодинамiчнi величини ЧД та дослiдити їх критичну поведiнку; iнтерпре-
тувати фiзичний змiст отриманих результатiв, порiвняти їх мiж собою та з
iснуючими в лiтературi.

Завдання дослiдження

• Модель 1. Отримати рiвняння поля та їх розв’язки для моделi статичної,
електрично зарядженої ЧД зi степеневим, Борна-Iнфельда, логарифмiчним
та експоненцiйним електромагнiтними полями у тривимiрному просторi-часi
з вiд’ємною космологiчною сталою.
• Модель 2. Отримати рiвняння поля та їх розв’язки для моделi електрично
зарядженої ЧД з повiльним обертанням та степеневим електромагнiтним по-
лем у тривимiрному просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою.
•Модель 3. Отримати рiвняння поля та їх розв’язки для моделi ЧД з електри-
чним i магнiтним зарядами в електродинамiцi Борна-Iнфельда чотиривимiр-
ного простору-часу зi сферичною, плоскою та гiперболiчною геометрiями ГП
з вiд’ємною космологiчною сталою.
• Для отриманих розв’язкiв усiх моделей вияснити фiзичний змiст отриманих
констант, проаналiзувати вплив на отриманi розв’язки параметрiв нелiнiйно-
стi електромагнiтного поля та iнших параметрiв моделi.
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• Дослiдити термодинамiчну поведiнку отриманих ЧД. Обчислити темпера-
туру випромiнювання Гокiнґа, електричний потенцiал, iзобарну теплоємнiсть.
Для Моделi 3 додатково обчислити магнiтний потенцiал та величину поля-
ризацiї вакууму Борна-Iнфельда.
• Записати перший закон термодинамiки у розширеному фазовому термоди-
намiчному просторi та дослiдити у ньому критичну поведiнку усiх розгляну-
тих моделей. Для Моделi 3 додатково записати спiввiдношення Смарра.
• Вивчити термодинамiчний ефект Джоуля-Томсона для Моделi 3.

Методи дослiдження

Значна частина основного тексту дисертацiї носить модельно-розрахунко-
вий характер. В роботi використовуються усталенi методи дослiдження теоре-
тичної фiзики. Обрано тензорний покомпонентний формалiзм ЗТВ. Рiвняння
поля отримуються у лагранжевому формалiзмi, шляхом запису функцiоналу
дiї iз наступним застосуванням до нього принципу найменшої дiї. Викори-
стовуються такi роздiли математики та фiзики (i вiдповiднi їм методи дослi-
дження) як математичний аналiз, диференцiальнi рiвняння, рiманова дифе-
ренцiальна геометрiя разом зi своїм апаратом тензорного аналiзу, теоретична
механiка, максвелiвська електродинамiка, термодинамiка та статистична фi-
зика, ЗТВ.

Усi графiки побудовано за допомогою комп’ютерних програм — систем
символьних обчислень. Також за їх допомоги перевiрено деякi вручну отри-
манi математичнi результати.

Наукова новизна отриманих результатiв

• У Моделi 1 вивчено розширений фазовий термодинамiчний простiр три-
вимiрної статичної ЧД зi степеневим, Борна-Iнфельда, логарифмiчним та
експоненцiйним електромагнiтними полями. Вперше порiвняно отриманi ре-
зультати для рiзних полiв мiж собою, проаналiзовано вплив параметрiв нелi-
нiйностi цих полiв на отриманi розв’язки.
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• У Моделi 2 отримано оригiнальнi (новi) точнi квадратурнi, а також аналi-
тичнi асимптотичнi розв’язки для недiагональної метричної функцiї та магнi-
тного поля тривимiрної ЧД зi степеневим електромагнiтним полем у випадку
повiльного обертання. Розв’язки для електромагнiтного поля знайденi у за-
гальному випадку без накладання на них додаткових зв’язкiв. Розглянуто
питання фiзичного змiсту отриманих констант моделi.
• У Моделi 3 розглянуто магнiтний заряд, спiввiдношення Смарра з члена-
ми магнiтного потенцiалу UmQm та поляризацiєю вакууму Борна-Iнфельда
Bβ, термодинамiчне критичне вiдношення, для якого виявлено цiкаву осо-
бливiсть, ефект Джоуля-Томсона, а також топологiчнi розв’язки чотириви-
мiрної статичної ЧД iз загальним (оригiнальним) полем Борна-Iнфельда, що
мiстить два iнварiанти поля.

Особистий внесок здобувача

Постановка завдань здiйснювалась науковим керiвником дисертанта — М.
М. Стецком. Усi науковi результати дисертацiї були отриманi дисертантом са-
мостiйно, або при його безпосереднiй участi.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї

Результати, наведенi у цiй дисертацiї доповiдались та обговорювались на
наступних наукових конференцiях (все уснi доповiдi):

• Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоретичної та
експериметальної фiзики «Еврика — 2018» (Львiв, 15-17 травня 2018 р.).
• 18-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi стати-
стичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, 7-8 червня 2018 р.).
• IX наукова конференцiя «Вибранi питання астрономiї та астрофiзики», при-
свячена пам’ятi Богдана Бабiя (1936-1993) (Львiв, 1-5 жовтня 2018 р.).
• 19-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статисти-
чної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, 13-14 червня 2019 р.).
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• X Young Scientists Conference «Problems of Theoretical Physics» dedicaded to
the 110-th anniversary of the M. M. Bogolyubov (1909-1992) (Kyiv, December
23-24, 2019).
• Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоретичної та
експериметальної фiзики «Еврика — 2021» (Львiв, 18-19 травня 2021 р.).
• Наукова конференцiя «Астрономiя у Львiвському унiверситетi» до 250-
лiття Астрономiчної обсерваторiї та 25-лiття кафедри астрофiзики (Львiв,
14-17 вересня 2021 р.).

Були апробованими на наукових семiнарах кафедри теоретичної фiзики iме-
нi професора Iвана Вакарчука Львiвського нацiонального унiверситету iменi
Iвана Франка:

• М. Б. Татарин. Чорнi дiри у Всесвiтi (жовтень 2019 р.).
•М. Б. Татарин. Термодинамiка (3+1)-вимiрної чорної дiри з електричним та
магнiтним зарядами в електродинамiцi Борна-Iнфельда (листопад 2020 р.).
• М. Б. Татарин. Термодинамiка чотиривимiрної чорної дiри з електричним
i магнiтним зарядами в теорiї Айнштайна-Борна-Iнфельда (лютий 2021 р.).
• М. Б. Татарин. Термодинамiка чотиривимiрної статичної чорної дiри з
електромагнiтним полем Борна-Iнфельда. Ефект Джоуля-Томсона (листопад
2021 р.).
•M. B. Tataryn. Thermodynamics of a four-dimensional black hole in the Einstein-
Born-Indeld-anti-de Sitter theory (February, 2022).

Структура та обсяг дисертацiї

Загалом дисертацiя складається iз титульного аркуша, анотацiї, списку
публiкацiй здобувача за темою дисертацiї, змiсту, перелiку умовних скоро-
чень та прийнятих домовленостей, цього Вступу, Роздiлу 1, присвяченого
фiлософсько-тематичному вступу в широкому фiзичному контекстi та огля-
ду лiтератури за темою дисертацiї та у сумiжних дослiдницьких областях,
Роздiлiв 2, 3, 4, де розглядаються дослiджуванi Моделi 1, 2, 3, вiдповiдно,
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Висновкiв, Списку використаних джерел, хронологiчно упорядкованих за ро-
ком їх публiкацiї, шести Додаткiв та окремого додатку, присвяченого списку
публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостям про апробацiю ре-
зультатiв дисертацiї (у змiстi цей додаток вiдсутнiй).

Загальний обсяг дисертацiї (без титульного аркуша) становить 130 сторi-
нок, обсяг основного тексту (Роздiли 1, 2, 3, 4 та Висновки) — 78 сторiнок.
Всього рисункiв — 28, кiлькiсть найменувань у Списку використаних дже-
рел — 131.

Окремi висновки щодо розглянутих моделей даються безпосередньо в ос-
новному текстi. У Висновках формулюються тiльки найбiльш загальнi отри-
манi результати та їх вiдношення до сумiжних дослiджень, наявних у лiте-
ратурi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, гран-
тами

Результати дослiджень, описаних у цiй дисертацiї були частково отрима-
ними в рамках держбюджетної теми ФФ-63Нр (No. 0117U007190) Мiнiстер-
ства освiти i науки України.

Практичне значення отриманих результатiв

Основним практичним значенням отриманих у цiй дисертацiї результатiв
є поповнення лiтератури фiзики ЧД згаданою вище новизною розглянутих
питань та задач, а також порiвняння, спiвставлення та незалежне пiдтвер-
дження окремих вiдомих результатiв у лiтературi. Разом все це становить
базу для подальших подiбних та сумiжних дослiджень. Окрiм цього, матерi-
али цiєї дисертацiї, включаючи деякi технiчнi розглянутi моменти, можуть
бути безпосередньо корисними на практицi при вивченнi, особливо молодими
дослiдниками, iнших теоретико-польових моделей ЗТВ, нелiнiйної елекроди-
намiки, термодинамiки ЧД. Окрiм основного тексту, користь можуть мати
Роздiл 1, де приведено огляд лiтератури фiзики ЧД iз нелiнiйними електро-
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магнiтними полями та деякi модифiкацiї айнштайнiвської гравiтацiї, а також
Додатки А, Г.
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Роздiл 1

Фiлософсько-тематичний вступ

та огляд лiтератури

Фiзика, як наука, що вивчає свiт у його рiзноманiтних природних явищах
та процесах, проявах та взаємозв’язках, бере свiй початок зi спостережень
i ставить кiнцевою метою узагальнення та систематизацiю усього накопиче-
ного теоретичного та експериментального матерiалу для опису та прогно-
зування, є водночас однiєю iз дiяльностей (професiй) людини, зумовленою
цiкавiстю та стремлiнням до пiзнання природи, у якiй ми живемо. У цьо-
му розумiннi фiзика є самодостатньою i безвiдносною до будь-чого. Знання
з фiзики, набутi впродовж тисячолiть, сьогоднi продовжують невпинно та
стрiмко поповнюватись i є надбанням усього людства. На шляху свого ста-
новлення та розвитку фiзика стала своєрiдним мистецтвом. Смiливi здогадки
першопрохiдцiв, жертви заради iстини, радiсть та розчарування, нестримне
бажання дiзнатись бiльше про оточуючий нас свiт, педагогiчна майстернiсть
митцiв в поривi зацiкавити та навчити iнших своєму ремеслу постiйно та не-
спростовно нагадують нам про це.

З iншого боку, будучи фундаментальною наукою, фiзика є незамiнною те-
оретичною та практичною базою для всього створеного сьогоднi людиною.
Складно переоцiнити весь той науково-технiчний прогрес, яким веде нас фi-
зика вiд початку людства i аж до сьогоднi, i зовсiм неможливо уявити собi,
до яких iдейних та технiчних здобуткiв приведе нас фiзика у найближчому
(i не дуже) майбутньому, яке особливо сьогоднi є таким жаданим та зболе-
ним. Астрономiя, хiмiя, бiологiя, геологiя, математика — це малий перелiк
наук, становлення i розвиток яких, зазнали на собi виняткового впливу iдей
та досягнень фiзики. Виявляються новi взаємозв’язки та робляться важли-
вi вiдкриття у мiжгалузевих стиках цих наук. Фiзика є експериментальною
наукою, у нiй важливо та необхiдно бути чесним перед собою та природою.
Єдиними критерiями справедливостi фiзичних теорiй є їх узгодження в рам-
ках свого застосування iз набором спостережуваних даних та експериментом.
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Окрiм цього, фiзика має велике значення для людини та вплив на неї,
вона представляє нам практично безгоризонтне поле для пошуку i є невичер-
пним джерелом натхнення та пiзнання. Можна не подорожувати й не бачити
свiту, але займаючись фiзикою, неможливо не бачити краси та гармонiї цьо-
го Всесвiту. Фiзика дає людинi можливiсть для самовираження, можливiсть
вибудувати свої життєстановчi принципи та сформувати свiтогляд, можли-
вiсть розвинути i застосувати свої творчi та розумовi здiбностi, можливiсть
отримати незрiвнянний досвiд та втiлити у реальнiсть свої мрiї, можливiсть
реалiзувати себе у цьому життi, наповнити його радiстю та змiстом. Але фi-
зика це ще не все.

1.1. Поняття чорних дiр

У сучаснiй фундаментальнiй фiзицi вiдомо чотири фундаментальних вза-
ємодiї у видимiй областi Всесвiту: гравiтацiйну, слабку, електромагнiтну та
сильну. Слабка та електромагнiтна взаємодiї були об’єднанi в одну — кван-
тову електрослабку теорiю (Ґлешоу, Салам, Вайнберг, Нобелiвська премiя
з фiзики 1979 р.). Пiзнiше цю теорiю було об’єднано iз теорiєю сильних
взаємодiй — квантовою хромодинамiкою, i отримано таким чином Стандар-
тну модель, в завершенiй формi сформульовану iз вiдкриттям бозону Хiггса
(Анґлер, Хiггс, Нобелiвська премiя з фiзики 2013 р.). Стандартна модель
описує слабку, електромагнiтну та сильну взаємодiї мiж усiма вiдомими еле-
ментарними частинками в термiнах квантової теорiї поля (КТП).

Гравiтацiйна взаємодiя, будучи найслабшою з усiх чотирьох, сьогоднi опи-
сується в рамках ЗТВ — геометричної теорiї гравiтацiї, i є проявом власти-
востей самого простору-часу. На сьогоднi немає завершеної сформульованої
теорiї (Об’єднана теорiя поля), яка б об’єднювала в собi усi чотири взаємодiї.
Робота над такою теорiєю є безсумнiвно однiєю iз найважливiших та найскла-
днiших задач сучасної теоретичної фiзики.

«Природним шляхом» побудови Об’єднаної теорiї поля (або квантової гра-
вiтацiї) є вивчення об’єктiв, де рiвнозначно мають проявлятись як їх гравi-
тацiйнi, так i квантовi властивостi. Такими об’єктами є ЧД. Вони є кано-
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нiчними об’єктами ЗТВ i, судячи з сучасних дослiджень, екстремальнi вла-
стивостi їх сильних гравiтацiйних полiв вимагають квантовопольового опису.
Таким чином, вивчення ЧД є незамiнним для розумiння гравiтацiї, КТП i їх
взаємозв’язкiв, а значить, нашого єдиного розумiння усiєї фiзики та свiтос-
прийняття природи загалом.

Очевидно, таке об’єднання теорiй неможливо зробити, вивчаючи ЧД у
«класичнiй» ЗТВ, яка сама по собi є не квантовою теорiєю. Тому сьогоднi по-
будовано багато узагальнень айнштайнiвської гравiтацiї у рiзних просторово-
часових вимiрностях, розглядаються модифiкацiїї максвелiвської електроди-
намiки, активно вивчається термодинамiка ЧД. Остання є особливо важли-
вою, так як принципово вимагає застосування квантового опису до сильно
гравiтуючих систем. Все це має на метi перекинути мiсток мiж гравiтацiєю
та КТП, або хоча б знайти у них принциповi об’єднюючi риси.

Вперше iдею, яка приводить до поняття ЧД, i яка фактично стала їх пе-
редбаченням, було висловлено незалежно у 1783 р. Джоном Мiтчеллом та
у 1795 р. П’єром-Сiмоном Лапласом [15]. Виходячи iз мiркувань, що у нью-
тонiвськiй механiцi гравiтацiя дiє також на свiтло, було зроблено припущен-
ня про iснування у природi об’єктiв iз такою великою густиною та сильним
гравiтацiйним полем, на поверхнi1 яких друга космiчна швидкiсть дорiвнює
швидкостi свiтла у вакуумi, так що навiть свiтло, поширюючись бiля поверхнi
цих об’єктiв, не може їх покинути, а отже цi об’єкти є невидимими.

Основною вiдмiнною характеристикою ЧД, що вiддiляє їх вiд iнших небе-
сних об’єктiв в астрофiзицi та iнших моделей у теоретичнiй фiзицi є наявнiсть
у них ГП. Вiдповiдно до цього, сьогоднi є два взаємодоповнювальнi пiдходи до
розумiння поняття ЧД у природi — «астрофiзичне» та «фiзико-теоретичне».
В астрофiзицi пiд ЧД розумiють релятивiстський спостережуваний у Всесвi-
тi об’єкт з ГП. Донедавна астрономiчнi дослiдження ЧД велись тiльки не-
прямими методами, що ґрунтуються на гравiтацiйному впливi ЧД на рух та
спектр електромагнiтного випромiнювання оточуючих її небесних об’єктiв —
зiр, галактик, туманностей i т.п. Недавнє вiдкриття (детектування) випромi-
нювання гравiтацiйних хвиль (Вайс, Барiш, Торн, проект LIGO, Нобелiвська

1Сьогоднi пiд такою поверхнею разумiють ГП ЧД.
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премiя з фiзики 2017 р.) стало єдиним на сьогоднi прямим методом спосте-
реження ЧД. Гравiтацiйне випромiнювання є дуже слабким процесом i може
бути виявленим при прискореному русi масивних гравiтуючих об’єктiв, на-
приклад, при злиттi чорних дiр, що i було зафiксовано в експериментi LIGO.
Це вiдкриття стало можливим завдяки сучасним автоматизованим обчислю-
вальним можливостям i є винятковим пiдтверженням ЗТВ, де iснування гра-
вiтацiйних хвиль є її прямим наслiдком.

Сам ГП, як i те, що знаходиться пiд ним, є неспостережуваним, тому
неможливо в принципi стверджувати, чи є у даного спостережуваного астро-
фiзичного об’єкта ГП, тобто чи є вiн ЧД. Однак, в окремих випадках такi
об’єкти можуть бути прийнятi за ЧД просто «за означенням», внаслiдок їх
схожостi до того, що ми розумiємо пiд ЧД, або коли для цих об’єктiв немає
iнших варiантiв, окрiм як бути ЧД. Сьогоднi в астрономiї є чимало канди-
датiв на роль ЧД у Всесвiтi. У 2019 р. було отримано перше фото2 ЧД —
надмасивної ЧД M 87* з масою 6.5 · 109 мас Сонця в центрi галактики M
87, вiддаленої на 55 мiльйонiв свiтлових рокiв вiд нас. У тому ж роцi Нобе-
лiвську премiю з фiзики було присвоєно Д. Пiблсу «за теоретичнi вiдкриття
у фiзичнiй космологiї» та М. Майору разом iз Д. Кело «за вiдкриття екзо-
планети, що обертається навколо сонцеподiбної зорi». У 2020 р. лауреатами
Нобелiвської премiї з фiзики стали Р. Пенроуз «за вiдкриття, що утворення
чорної дiри є впевненим передбаченням ЗТВ» та Р. Ґенцель i А. Ґез «за вiд-
криття надмасивного компактного об’єкту в центрi нашої Галактики». Цього
року було отримано фото цього «компактного об’єкту» — надмасивної ЧД
Sagittarius A* з масою 4 · 106 мас Сонця на вiдстанi 27 тисяч свiтлових рокiв
вiд Сонячної системи. Це стало другим фото ЧД, яке як i перше було отрима-
но в рамках проекту Event Horizon Telescope i теж стало можливим завдяки
сучасним обчислювальним можливостям комп’ютерiв.

Така «астрономiчна тенденцiя» Нобелiвської премiї з фiзики останнiх ро-
кiв є досить рiдкiсною i може свiдчити про винятковi науковi досягнення в
областi гравiтацiї та ЧД зокрема.

2Точнiше, зображення акреацiйного диску в радiодiапазонi навколо темної круглої областi, що i при-
ймається за поверхню ГП ЧД.
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В астрофiзичних теорiях ЧД виникають внаслiдок гравiтацiйного кола-
псу масивних зiр на їх кiнцевому етапi еволюцiї при певних умовах, пiд ГП
матерiя ЧД знаходиться у сингулярному станi. Також розглядаються надма-
сивнi ЧД незоряного походження, розмiщенi у квазарах — активних ядрах
галактик. Окрiм цього, у космологiї є поняття гiпотетичних первинних ЧД,
якi могли виникнути на раннiх стадiях еволюцiї Всесвiту незадовго пiсля Ве-
ликого вибуху.

Iнший пiдхiд до розумiння ЧД дає теоретична фiзика. Тут пiд ЧД розу-
мiють клас розв’язкiв рiвнянь ЗТВ, що характеризуються наявнiстю ГП. ЧД
у теоретичнiй фiзицi носять теоретико-модельний характер i часто мають до-
сить вiддалений характер вiд астрономiчних спостережень, проте поєднання
та порiвняння результатiв дослiджень ЧД у теоретичнiй фiзицi зi спостере-
жуваними астрономiчними даними дають змогу, i є єдиним способом, краще
зрозумiти фiзику цих об’єктiв. Завдання перевiрки наслiдкiв ЗТВ «на пра-
ктицi», зокрема шляхом астрономiчних спостережень, є важливою частиною
теорiї. З iншого боку, результати цих спостережень дають змогу уточнювати
саму теорiю.

Також у теоретичнiй фiзицi є поняття так званих планкiвських ЧД, якi,
як i первиннi ЧД, залишаються сьогоднi гiпотезою.

1.2. Огляд лiтератури

Розв’язок Шварцшильда є першим найпростiшим нетривiальним точним
розв’язком ЗТВ у вакуумi, опублiкований Карлом Шварцшильдом у 1916 р.
[3], майже одразу пiсля публiкацiй Альбертом Айнштайном рiвнянь ЗТВ у
1915-16 рр. [1, 2] пiсля створення ним у 1905 р. спецiальної теорiї вiдно-
сностi (СТВ). Цей розв’язок визначає сферично-симетричну конфiгурацiю
простору-часу (гравiтацiйне поле) створювану нерухомою гравiтуючою ма-
сою i характеризується одним параметром — цiєю масоюM . Вiдмiнною хара-
ктерною особливiстю розв’язку Шварцшильда є iснування ГП — сферичної
поверхнi з центром у гравiтуючiй масi та з гравiтацiйним (шварцшильдiв-
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ським) радiусом3. Пiзнiше, у тому ж роцi ЧД Шварцшильда було узагальне-
но i отримано розв’язок електрично зарядженої ЧД Райснера-Нордстрьома
[4] з кулонiвським електростатичним полем. Цей розв’язок мiстить два пара-
метри — M та повний електричний заряд Qe.

У 1963 р. отримано розв’язок Керра [6] — узагальнення ЧД Шварцшиль-
да на випадок обертання, цей розв’язок визначається двома параметрами —
M та кутовим моментом (моментом iмпульсу) J . У 1965 р. побудовано най-
бiльш загальний розв’язок Керра-Ньюмена [7] — ЧД з електричним зарядом
та обертанням, яка об’єднює у собi попереднi три розв’язки i характеризує-
ться набором параметрiв M , Qe, J .

Цi чотири розв’язки є «класичними» моделями ЧД в айнштайнiвськiй гра-
iтацiї без космологiчної сталої та максвелiвськiй електродинамiцi 4-вимiрного
простору-часу. Згiдно до теореми «про вiдсутнiсть у ЧД волосся» (no-hair
theorem) [12], стостережуваними макроскопiчними параметрами ЧД є тiль-
ки M , Qe, J . У Всесвiтi не може iснувати абсолютно нерухомих ЧД, тодi як
їх повний електричний заряд часто можна вважати нульовим (скомпенсова-
ним). Таким чином, найбiльш «реалiстичнним» iз цих розв’язкiв для опису
ЧД в астрофiзицi є ЧД Керра.

У 1970-80 рр. у роботах Бекенштейна, Гокiнґа, Пейджа було розвинуто
термодинамiчний пiдхiд до вивчення ЧД, що дало змогу описувати та дослi-
джувати останнi в термiнах «звичайних» термодинамiчних систем, викори-
стовуючи тi самi поняття та методи. У [8] було розглянуто ентропiю S ЧД та
отримано її зв’язок з площею A поверхнi ГП (закон про ентропiю та площу
поверхнi ГП ЧД):

S =
A

4
.

У статтях [9, 11] Гокiнґом та Ґiббонсом було розглянуто випромiнювання
(назване пiзнiше випромiнюванням Гокiнґа) ЧД — квантовий процес наро-
дження пар елементарних частинок iз фiзичного вакууму в сильному гра-
вiтацiйному полi поблизу ГП ЧД. Одна iз цих частинок попадає пiд ГП, а
iнша поширюється вiд ЧД. Таке випромiнювання є схожим до випромiню-

3rg = 2GNM/c2 у «звичних» одиницях.
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вання нагрiтого тiла i характеризується певним спектром, а значить йому
можна спiвставити температуру — температуру випромiнювання Гокiнґа на
ГП ЧД4. Сам цей процес, який ще називається випаровуванням ЧД, є надзви-
чайно слабким, i в той же час є одним iз мiсткiв мiж гравiтацiєю та квантовою
теорiєю.

Як вiдомо, рiвняння Айнштайна гравiтацiйного поля можуть бути записа-
нi з доданком gµνΛ, лiнiйним за компонентами метричного тензора gµν, де Λ

— так звана космологiчна стала, i яка розглядалась ще Айнштайном у своїх
рiвняннях в намаганнях отримати розв’язки стацiонарного Всесвiту в рамках
ЗТВ. Наприкiнцi 1990-тих рокiв було виявлено прискорене розширення види-
мого Всесвiту (Перлматтер, Шмiдт, Рiсс, Нобелiвська премiя з фiзики 2011
р.), що знову привернуло iнтерес до гравiтацiї з космологiчною сталою, як до
можливого опису такого прискорення (iдея темної енергiї). Сьогоднi побудо-
вано гравiтацiйнi моделi як iз додатнiм (простiр де Сiттера), так i вiд’ємним
(простiр анти-де Сiттера) значенням космологiчної сталої. Проблему космо-
логiчної сталої можна знайти, наприклад, в оглядовiй роботi Вайнберга [18].

Розгляд вiд’ємної космологiчної сталої вiдiграє особливу роль для термо-
динамiки ЧД. У роботi [13] було проведено термодинамiчний опис ЧД у ка-
нонiчному та мiкроканонiчному ансамблях простору анти-де Сiттера. У стат-
тi [32] дослiджено термодинамiчнi властивостi ЧД Райснера-Нордстрьома з
вiд’ємною космологiчною сталою (RN-AdS) у великому канонiчному ансам-
блi, тодi як у [36] розглянуто ЧД Керра-Ньюмена у канонiчному та великому
канонiчному ансамблях. Мiкроскопiчнi обґрунтування термодинамiки ЧД до-
зволяють виробити та використовувати у наступних задачах макроскопiчний
(феноменологiчний) пiдхiд.

При подальшому розглядi термодинамiки ЧД однiєю iз корисних та пер-
спективних iдей виявилась iнтерпретацiя вiд’ємної космологiчної сталої не
як фiксованого параметра, а як однiєї iз термодинамiчних змiнних — зов-
нiшнього тиску P на ЧД з боку середовища (фiзичного вакууму) в якому
знаходиться ЧД, i яке ефективно може бути описаним цiєю космологiчною

4Далi для стислостi часто говориться просто про температуру ЧД.
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сталою [64]5:

P = − Λ

8π
.

Термодинамiчний простiр iз таким зв’язком називається розширеним фа-
зовим термодинамiчним простором ЧД6, у ньому перший закон термодинамi-
ки мiстить член V dP , де спряжена до тиску величина V — термодинамiчний
об’єм має змiст «витiсненого» ЧД об’єму даного середовища, i виявляється
рiвним7 просторовому об’єму, обмеженого поверхнею ГП, тому в такому тер-
модинамiчному розумiннi його можна назвати об’ємом самої ЧД. Сама тер-
модинамiчна функцiя, для якої записують перший закон термодинамiки є
масою ЧД. Для шварцшильдiвської ЧД цей закон має вигляд:

dM = TdS + V dP,

де T , S — згаданi вище температура випромiнювання Гокiнґа та ентропiя ЧД,
вiдповiдно. Такий вигляд першого закону термодинамiки дає змогу iнтерпре-
тувати масу ЧД як її ентальпiю8.

Розгляд розширеної термодинамiки значно розширює область вивчення
термодинамiчних властивостей ЧД, зокрема це дає змогу отримати її рiвня-
ння стану та дослiдити його критичну поведiнку (фазовий перехiд). У [71]
розглянуто шварцшильдiвську ЧД з вiд’ємною космологiчною сталою у роз-
ширеному фазовому термодинамiчному просторi, записано рiвняння стану,
обчислено iзобарну теплоємнiсть. Також отримано спiввiдношення Смарра —
важливе спiввiдношення в термодинамiцi ЧД, яке пов’язує мiж собою скiн-
ченнi термодинамiчнi величини:

M = 2(TS − V P ).

Авторами [76] детально вивчено розширену термодинамiку ЧД RN-AdS.
Дослiджено критичну поведiнку рiвняння стану, виявлено фазовий перехiд,

5Iнтерпретацiя (вiд’ємної) космологiчної сталої як середовища (матерiї) пов’язана з тим, що згаданий
вище доданок gµνΛ у рiвняннях Айнштайна можна розглядати як злiва у «геометричнiй» частинi, так i
справа — у тензорi енергiї-iмпульсу матерiї.

6Замiсть цього термiну ми часто використовуватимемо поняття «розширена термодинамiка».
7У найпростiших випадках, наприклад, для статичних ЧД, також для ЧД з повiльним обертанням.
8У класичнiй термодинамiцi з фiксованою кiлькiстю частинок диференцiал ентальпiї H рiвний

dH = TdS + V dP .
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отримано його критичнi параметри, якi визначаються електричним зарядом
ЧД. Встановлено аналогiю мiж ЧД RN-AdS i реальним газом Ван дер Ва-
альса, зокрема спiльне для них значення термодинамiчного критичного вiд-
ношення:

Pcvc
Tc

=
3

8
,

де v — питомий об’єм (specific volume), пов’язаний iз термодинамiчним об’є-
мом V розмiрними константами. Також для ЧД RN-AdS i газу Ван дер Ва-
альса спiвпадають усi їх критичнi показники.

В [72] дослiджено критичну термодинамiчну поведiнку ЧД Керра-Ньюме-
на. Порiвняно зi шварцшильдiвським випадком, тут до першого закону тер-
модинамiки додаються члени, пов’язанi з електричним зарядом та обертан-
ням ЧД:

dM = TdS + UedQe + ΩdJ + V dP,

де Ue — електричний потенцiал, Ω — кутова швидкiсть обертання. Також
розширену термодинамiку ЧД Керра-Ньюмена було обговорено у статтi [77].
У цьому випадку спiвiдношення Смарра приймає вигляд:

M = 2(TS + ΩJ − V P ) + UeQe.

В оглядовiй працi [86] розглянуто розширену термодинамiку ЧД Швар-
цшильда, Райснера-Нордстрьома та Керра. Також варто вiдзначити ґрунтов-
ну роботу [100], присвячену термодинамiцi ЧД, «занурених» у середовище
вiд’ємної космологiчної сталої, ототожненої з його тиском. Зокрема у цiй ро-
ботi розглядається питання iнтерпретацiї термодинамiчного об’єму ЧД.

Термодинамiка ЧД розглядається i при наявностi додатної космологiчної
сталої, яка входить у перший закон термодинамiки, але при цьому не асоцiю-
ється з тиском. Наприклад, у [48] дослiджено ЧД Керра-Ньюмена у просторi
де Сiттера, де окрiм «звичайного» ГП з’являється космологiчний ГП.

Активнi дослiдження теорiї струн [14], D-бран [19], супергравiтацiї [44]
в контекстi квантової гравiтацiї приводять до побудови теоретико-польових
моделей ЧД у рiзних просторово-часових вимiрностях. У роботi Вiттена [17]
було роглянуто 3-вимiрну модель гравiтацiї та зроблено висновок про точно
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розв’язуванi у нiй класичнi та квантовi системи. Канонiчним прикладом ЧД
у такiй низьковимiрнiй теорiї є запропонована у 1992 р. модель 3-вимiрної не-
зарядженої ЧД з обертанням [21]. Така ЧД отримала назву BTZ в честь своїх
авторiв (M. Bañados, C. Teitelboim, J. Zanelli). Геометрiю простору-часу анти-
де Сiттера в околi BTZ дослiджено в [22]. У статтi [26] розглянуто проблему
зарядженої BTZ у випадку довiльного обертання. В [37] отримано розв’язки
BTZ з електричним зарядом без обертання, а в [93] вивчено їх термодина-
мiчну стабiльнiсть у канонiчному та великому канонiчному ансамблях. Було
продемонстровано, що 3-вимiрнi ЧД зберiгають ключовi особливостi, хара-
ктернi своїм 4-вимiрним аналогам, але при цьому є значно простiшими для
вивчення.

В контекстi розширеної термодинамiки дослiдження BTZ можна знайти,
наприклад, у вищезгаданiй роботi [71], де було окремо проаналiзовано 3-
вимiрний випадок. Критичну поведiнку 3-вимiрних ЧД розглянуто в [77]
окремо для випадкiв електрично зарядженої ЧД без обертання та незаря-
дженої ЧД з обертанням, встановлено вiдсутнiсть для них фазового перехо-
ду. Сьогоднi 3-вимiрнi ЧД вивчаються у рiзих контекстах, що виходять за
рамки айнштайнiвської гравiтацiї та максвелiвської електродинамiки, деякi з
них будуть розглянутi нижче.

Особливо активно термодинамiка ЧД вивчається у високовимiрних теорi-
ях гравiтацiї. У статтi [16] розв’язки Шварцшильда, Райснера-Нордстрьома
та Керра були узагальненi до d > 5-вимiрного простору-часу. В [71] дослiдже-
но термодинамiчнi властивостi d-вимiрної шварцшильдiвської ЧД. У роботi
[65] розглянуто перший закон термодинамiки для d-вимiрної ЧД Райснера-
Нордстрьома без космологiчної сталої.

У статтi [73] вивчено термодинамiку ЧД з електричним зарядом та оберта-
нням у просторi анти-де Сiттера рiзних вимiрностей d iз законом для тиску9:

P = −d− 2

16π
Λ.

9В деяких роботах використовується згаданий ранiше закон P = −Λ/8π незалежно вiд вимiрностi
простору-часу, це не є суперечливим, так як просто означає рiзне означення Λ для рiзних d i вiдрiзняється
вiд приведеного тут сталим множником.
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Розширену термодинамiку d-вимiрних ЧД RN-AdS вивчено авторами [77, 78].
У згаданiй вище оглядовiй роботi [86] розглянуто спiввiдношення Смарра для
d > 4-вимiрної ЧД з електричним зарядом та обертанням:

d− 3

d− 2
M = TS + ΩJ +

d− 3

d− 2
UeQe −

2

d− 2
V P.

Далi також будуть наведенi iншi приклади гравiтацiї у вищих вимiрах та її
значення для дослiджень ЧД.

Перспективною можливiстю поєднання ЗТВ з квантовою теорiєю є роз-
гляд нелiнiйних матерiальних полiв, особливо — електромагнiтних. Такий
пiдхiд не має якихось принципових заперечень i є давно вiдомим та вико-
ристовуваним у теоретичнiй фiзицi, а в застосуваннi до гравiтуючих систем
обумовлений зокрема самою нелiнiйнiстю гравiтацiї. Необхiдною умовою при
побудовi таких моделей є так званий принцип вiдповiдностi, згiдно з яким,
нова теорiя у своєму граничному випадку має давати вiдомi спостережува-
нi результати старої теорiї, тобто повинна мiстити її як частковий випадок.
Наприклад, теорiї нелiнiйного електромагнiтного поля мають переходити у
максвелiвську електродинамiку в границi слабких полiв.

Першим прикладом такого пiдходу стала нелiнiйна електродинамiка Бор-
на-Iнфельда (BI), що виникла у спробi усунути розбiжнiсть (безмежнiсть)
електричного поля точкового заряду в точцi розмiщеня цього заряду у ма-
ксвелiвськiй електродинамiцi. В оригiнальнiй роботi [5] було запропоновано
лагранжiан такої моделi iз одним розмiрним параметром нелiнiйностi β i дво-
ма польовими iнварiантами10 F = FµνF

µν та G = FµνF
∗µν:

Lorig
BI = 4β2

(
1−

√
1 +

F

2β2
− G2

16β4

)
.

Параметром β > 0 визначається верхня межа значення напруженостi еле-
ктричного поля, у граничному випадку β → +∞ (або, точнiше, у випад-
ку слабких полiв, |F | � β2) лагранжiан BI переходить у максвелiвський
LMaxwell = −F . При вiдсутностi магнiтного поля iнварiант G ≡ 0, що дозво-
ляє для статистичних (i без магнiтного заряду) систем розглядати спрощену

10Пояснення цих величин дано в Додатку А та основному текстi дисертацiї.
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форму оригiнального лагранжiану BI:

LBI = 4β2

(
1−

√
1 +

F

2β2

)
.

Сьогоднi iнтерес до моделi BI зумовлений низкою причин, насамперед, те-
орiєю струн [14], D-бран [19], де цей лагранжiан природно виникає у їх низько-
енергетичних границях. Електродинамiка BI активно використовується при
побудовi рiзноманiтних моделей ЧД в айнштайнiвськiй (i не тiльки) гравiтацiї
рiзних вимiрностей та їх дослiджень у рiзних аспектах, включаючи розгляд
розширеної термодинамiки ЧД.

У статтi [41] отримано розв’язок ЧД11 в теорiї Айнштайна-Борна-Iнфельда
з космологiчною сталою, проаналiзовано випадки її додатного та вiд’ємно-го
значень, обчислено температуру Гокiнґа. Авторами [58] дослiджено термо-
динамiку ЧД з полем BI у просторi анти-де Сiттера, отримано її термоди-
намiчну функцiю вiльної енергiї у пiдходi евклiдової дiї [49]. У розгорнутiй
працi [77] детально вивчено термодинамiчну поведiнку розв’язкiв RN-AdS з
полем BI, записано перший закон термодинамiки та спiввiдношення Смарра
iз додатковими членами Bdβ та Bβ, вiдповiдно, що вiдповiдають так зва-
нiй поляризацiї вакууму Борна-Iнфельда (Born-Infeld vacuum polarization) i
є характерними для електродинамiки BI. Вивчено фазовий перехiд системи,
побудовано P −v дiаграми. В роботi [79] обчислено критичнi показники ЧД з
полем BI та вiд’ємною космологiчною сталою. Також у [101] було дослiджено
питання спiввiдношення Смарра у нелiнiйнiй електродинамiцi, i як один iз
прикладiв, розглянуто згаданий вище член Bβ.

ЧД з полем BI вивчаються у рiзних вимiрностях простору-часу. У статтях
[45, 46] побудовано розв’язки статичної ЧД у d-вимiрнiй теорiї Айнштайна-
Борна-Iнфельда у просторi де Сiттера та анти-де Сiттера, проаналiзовано
їх геометричнi та термодинамiчнi властивостi, вивчено термодинамiчну ста-
бiльнiсть системи для випадкiв додатної та вiд’ємної космологiчної сталої. У
роботi [80] результати, отриманi у вищезгаданiй статтi [79] було узагальнено
до d-вимiрного випадку.

11Тут i далi, якщо додатково не вказано вимiрнiсть та обертання ЧД, то йдеться про 4-вимiрну статичну
ЧД. Також мається на увазi айнштайнiвська теорiя гравiтацiї, якщо не сказано iншого.
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Електродинамiка BI стала передумовою до виникнення iнших теорiй нелi-
нiйного електромагнiтного поля i їх застосуваня зокрема до ЧД. Сюди вiдно-
сяться логарифмiчне (LN) [27] та експоненцiйне (EN) [81] поля, якi належать
до класу нелiнiйної електродинамiки типу BI, визначаючись одним розмiрним
параметром нелiнiйностi β:

LLN = −4β2 ln

(
1 +

F

4β2

)
, LEN = 4β2

(
exp

[
− F

4β2

]
− 1

)
.

Граничний випадок β → +∞ приводить до електродинамiки Максвелла, як i
у випадку поля BI. Розклади лагранжiанiв LBI, LLN та LEN в ряд Маклорена
по степенях 1/β2 є схожими, де першi поправки до максвелiвського лагран-
жiану LMaxwell = −F спiвпадають i є квадратичними по вiдношенню до F :

LBI = −F +
F 2

8β2
− F 3

32β4
+O(β−6),

LLN = −F +
F 2

8β2
− F 3

48β4
+O(β−6),

LEN = −F +
F 2

8β2
− F 3

96β4
+O(β−6).

У статтi [81] отримано розв’язки 3-вимiрної статичної ЧД з полями BI,
LN та EN у просторi анти-де Сiттера, обчислено температуру та електри-
чний потенцiал, записано перший закон термодинамiки. Було показано, що
LN поле так само, як i BI усуває розбiжнiсть електричного поля точкового
заряду, тодi як EN поле приводить до його слабшої сингулярностi порiвняно
з максвелiвським випадком BTZ, але не усуває її повнiстю. Авторамии [87]
розглянуто термодинамiчнi величини ЧД з повiльним обертанням в LN та EN
електродинамiках. Зокрема було показано, що у випадку повiльного оберта-
ння нi обертання, нi нелiнiйнiсть електромагнiтного поля не впливають на
гiромагнiтне вiдношення ЧД, залишаючи його рiвним вiдповiдному ввiдно-
шенню для ЧД Керра-Ньюмена. В роботi [98] дослiджено критичну P − V

поведiнку статичної d > 4-вимiрної ЧД з LN та EN полями у просторi анти-де
Сiттера.
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Iншим спецiальним типом нелiнiйного електромагнiтного поля i доволi
очевидним узагальненням максвелiвської електродинамiки є так зване степе-
неве поле (power Maxwell invariant, PMI) [54] з лагранжiаном:

LPMI = (−F )s,

де рацiональний показник степеня s є безрозмiрним параметром нелiнiйностi
моделi. Частковий випадок s = 1 приводить до лiнiйного поля LMaxwell = −F .

Як вiдомо, максвелiвська електродинамiка є конформно-iнварiантною те-
орiєю. У такiй теорiї скалярна кривизна дорiвнює нулевi, тензор енергiї-
iмпульсу електромагнiтного поля стає безслiдовим (слiд рiвний нулю), а та-
кож виконується закон обернених квадратiв ∝ 1/r2 для електричного поля
нерухомого точкового заряду (закон Кулона). Зокрема це все має мiсце для
ЧД Райснера-Нордстрьома без космологiчної сталої. На противагу цьому, лi-
нiйнi теорiї електромагнiтного поля у просторi-часi вимiрностей вiдмiнних
вiд чотирьох не є конформно-iнварiантними, як, наприклад, для BTZ, де еле-
ктричне поле ∝ 1/r. У PMI електродинамiцi конформна iнварiантнiсть для
d-вимiрного простору-часу досягається за рухунок нелiнiйного параметра s
при його значеннi s = d/4. Таким чином, у 4-вимiрному випадку конформно-
iнварiантною є лiнiйна електродинамiка i навпаки, лiнiйна електродинамiка
є конформно-iнварiантною тiльки у 4-вимiрному просторi-часi. Ще ранiше,
у статтi [38] було розглянуто 3-вимiрну статичну ЧД з кулонiвським ∝ 1/r2

електричним полем, де електромагнiтний лагранжiан було вибрано у виглядi
(−F )3/4, що узгоджується iз приведеною вище умовою. Фiзичнi обмеження
на допустимi значення параметра s визначаються конкретною дослiджува-
ною системою, зокрема її вимiрнiстю.

Конформна iнварiантнiсть має важливе значення для ЧД в контекстi так
званої AdS/CFT вiдповiдностi (anti-de Sitter/conformal field theory correspon-
dence), запропонованої Малдасеною [33]. У нiй розглядається дуальнiсть мiж
космологiчним простором анти-де Сiттера в ЗТВ та конформною теорiєю по-
ля — теорiєю, iнварiантною вiдносно конформних перетворень у КТП. Роз-
глянутi вище поля BI, LN та EN не володiють конформною iнварiантнiстю,
так як мiстять розмiрний параметр β. Все це разом становить основну при-
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чину для розгляду PMI електродинамiки та її застосування до моделей ЧД.
В [54] отримано статичнi розв’язки ЧД з конформним електромагнiтним

лагранжiаном (−F )d/4 для рiзних вимiрностей d простору-часу без космоло-
гiчної сталої. Отримане електричне поле у цьому випадку не залежить вiд d
i спiвпадає iз вiдповiдним розв’язком для ЧД Райснера-Нордстрьома, тобто
є ∝ 1/r2. В роботi [61] тими ж авторами це дослiдження було узагальнено на
випадок довiльного значення s. Отримано та проаналiзовано розв’язки ЧД
у рiзних видiлених дiапазонах значень параметра s, зокрема було показано,
що вибiр d = 2s + 1 приводить до ∝ 1/r залежностi для електричного поля
i як наслiдок, до появи логарифмiчного члена у метричнiй функцiї гравiта-
цiйного поля, подiбно до того, як це має мiсце для 3-вимiрної статичної ЧД
з лiнiйним s = 1 електромагнiтним полем, тобто для BTZ [37].

Термодинамiка ЧД з PMI джерелом вивчається у рiзних контекстах. В [66]
дослiджено термодинамiчну стабiльнiсть статичної d-вимiрної ЧД. У стат-
тi [67] отримано d > 4-вимiрнi розв’язки ЧД з повiльним обертанням. Об-
числено її збережуванi та термодинамiчнi величини, встановлено, що повiль-
не обертання не змiнює термодинамiчної поведiнки ЧД порiвняно з вiдпо-
вiдним статичним випадком d-вимiрної ЧД RN-AdS. Отримано гiромагнiтне
вiдношення, яке визначається тiльки вимiрнiстю простору-часу i вiдповiдає
d-вимiрному аналогу ЧД Керра-Ньюмена з повiльним обертанням [50]. У
статтi [82] розглянуто термодинамiчнi величини 3-вимiрної ЧД без P−V чле-
на, у роботi [83] дослiджено розширену термодинамiку d > 4-вимiрних стати-
чних ЧД, записано перший закон термодинамiки, обчислено вiльну енергiю.
Авторами [88] вивчено 3-вимiрну статичну ЧД, обчислено її температуру,
електричний потенцiал, збережуванi величини, записано перший закон тер-
модинамiки, тодi як у [89] було дослiджено особливий випадок s = 1/2 для
такої ЧД.

Розглядаються також менш вiдомi нелiнiйнi моделi. У статтi [68] запро-
поновано узагальнення оригiнального лагранжiану BI з двома параметрами:

Lgen
BI = 4β2

(
1−

√
1 +

F

2β2
− G2

16β2γ2

)
,
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як ефективну евристичну модель для опису сильних електромагнiтних полiв,
отримано вiдповiднi рiвняння електромагнiтного поля. У випадку рiвностi
параметрiв моделi, β = γ, лагранжiан Lgen

BI спiвпадає з Lorig
BI . В [102] здiйснено

«степеневе» узагальнення цього лагранжiану до трипараметричної форми:

Lσ−genBI = 4β2

[
1−

(
1 +

F

4σβ2
− G2

32σβ2γ2

)σ]
,

шляхом додавання ще одного, безрозмiрного параметра σ, значення σ = 1/2

якого приводить до лагранжiану Lgen
BI . У роботi [103] було сконструювано

розв’язок ЧД з лагранжiаном Lσ−genBI .
В роботi [94] розглянуто двопараметричний L1 та однопараметричний L2

електромагнiтнi лагранжiани:

L1 = −F − αF

2βF + 1
, L2 = − F

2βF + 1
,

з безрозмiрним α та розмiрним β параметрами нелiнiйностi. Граничнi випад-
ки L1

∣∣
α→0
−→ −F для будь-якого β та L2

∣∣
β→0
−→ −F приводять до поля

Максвелла. Для обох моделей було отримано скiнченне значення електри-
чного поля заряду в точцi його перебування, визначене параметром β. Пара-
метром α першої моделi задається додаткова нелiнiйнiсть електромагнiтного
поля. У статтi [95] автором цих моделей лагранжiан L2 було використано для
побудови розв’язку ЧД без космологiчної костiйної, який у границi β → 0

переходить у ЧД Райснера-Нордстрьома.
У статтi [110] запропоновано модель:

L3 = − F

cosh 4
√
−βF

,

яка у границi слабких електромагнiтних полiв, β|F | � 1, переходить у лiнiй-
ну LMaxwell = −F . Авторами [116] було представлено лагранжiан:

L4 = − F

1−
√
−βF

,

який переходить у максвелiвський при β = 0. Було отримано розв’язки ЧД
з таким полем без космологiчної сталої, дослiджено їх термодинамiчну ста-
бiльнiсть.

38



В роботi [104] було розглянуто узагальнену ефективну модель нелiнiйної
електродинамiки типу Ейлера-Гайзенберґа з iнварiантом G:

LEH = −F + βF 2 +
γG2

2
,

i двома розмiрними параметрами β, γ. У випадку слабких полiв, βF 2 � 1,
γG2 � 1 =⇒ LEH −→ LMaxwell. При γ = 0 лагранжiан LEH переходить у
квадратичну вiдносно F модель, розглянуту в [96], де нелiнiйностi електро-
магнiтного поля були обговоренi в контекстi квантової електродинамiки.

Окремою можливiстю узагальнення електромагнiтної теорiї Максвелла є
розгляд магнiтних зарядiв. ЧД з електричним та магнiтним зарядами були
отриманi у низькоенергетичних границях теорiї струн [20, 23], супергравiта-
цiї [39]. Глибокий iнтерес до електрично-магнiтних ЧД мотивований також
подальшим розвитком AdS/CFT вiдповiдностi, її застосуваннями до проблем
фiзики конденсованого стану, зокрема ефекту Холла [55], опису ефекту Нерн-
ста поблизу квантового фазового переходу надтекучих провiдникiв [56], го-
лографiчних надпровiдникiв [62].

Розгляд електрично-магнiтних ЧД в лiнiйнiй електродинамiцi можна зна-
йти, наприклад, у [84]. Дослiджено фазовий перехiд, термодинамiчну стабiль-
нiсть, отримано критичнi показники. Показано, що для отримання спiввiдно-
шення Смарра необхiдно розглянути член UmQm, пов’язаний iз магнiтним
зарядом Qm та спряженим до нього магнiтним потенцiалом Um, що в свою
чергу привносить нове «волосся» для ЧД.

Магнiтнi ЧД вивчаються у контекстi нелiнiйних електромагнiтних полiв.
У роботi Ґiббонса 1995 р. [28] було розглянуто електрично-магнiтну дуаль-
нiсть електромагнiтного поля, i як приклад застосовано до ЧД з лагранжiа-
ном BI. Показано, що електричний та магнiтний заряди входять до функцiї,
що визначає гравiтацiйне поле ЧД, у симетричнiй формi. Також розв’язок
ЧД з магнiтним зарядом в теорiї BI без космологiчної сталої сконструйовано
в [40].

У статтi [74] отримано статичнi розв’язки ЧД з магнiтним зарядом у 3-
вимiрнiй гравiтацiї з PMI полем, дослiджено розширену термодинамiку. Та-
кож розглянуто випадок парної вимiрностi d = 2 + 2n, n ∈ N простору-часу.
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В роботi [103] дослiджено розв’язки магнiтних ЧД з лагранжiаном Lσ−genBI

для довiльного значення параметра σ, а в [117] розглянуто їх термодинамi-
ку для часткового випадку σ = 3/4. У статтi [110] вивчено ЧД з магнiтним
зарядом в електродинамiцi L3, отримано їх температуру, дослiджено термо-
динамiчну стабiльнiсть.

ЧД з нелiнiйними електромагнiтними полями розглядаються у «прикла-
дних» задачах. У цьому аспектi потрiбно вiдзначити дослiдження спектру
квазiнормальних мод в околi ЧД. Частоти квазiнормальних мод в теорiї
Борна-Iнфельда-де Сiттера було розглянуто в [105], тодi як для PMI поля
у 3-вимiрному комформному s = 3/4 [111], 4-вимiрному s = 7/6 [112], 5-
вимiрному комформному s = 5/4 [123] випадках без космологiчної сталої.
Рiзнi аспекти квазiнормальних мод по вiдношенню до ЧД в контекстi астро-
фiзики та теорiї струн можна знайти в оглядовiй працi [75].

Як приклад ЧД з магнiтним зарядом можна навести статтю [51], де було
вивчено гравiтацiйне лiнзування електрично-магнiтною ЧД з полем BI. До-
слiджувану модель було застосовано до надмасивної ЧД в центрi галактики
та ЧД невеликої маси у галактичному гало.

Розглянутi вище аспекти термодинамiки ЧД, рiзних просторово-часових
вимiрностей, нелiнiйної електродинамiки та магнiтного заряду вивчаються
також у неайштайнiвських теорiях гравiтацiї — в її узагальненнях та моди-
фiкацiях. Особливо поширеними є скалярно-тензорнi моделi, де до айнштай-
нiвської дiї гравiтацiйного поля12 додаються члени, пов’язанi зi скалярним
полем.

В роботi [25] розглянуто ЧД з електричним, магнiтним та конформним
скалярним зарядами, у [42] дослiджено ЧД з конформним скалярним по-
лем у максвелiвськiй електродинамiцi в просторi де Сiттера. В [57] отримано
чисельнi розв’язки магнiтної ЧД з полем BI у скалярно-тензорнiй гравiта-
цiї з безмасовим скалярним полем, дослiджено термодинамiчну поведiнку.
У статтi [63] розглянуто ентропiю електрично-магнiтної ЧД з дилатонним та
аксiонним скалярними полями в електродинамiцi BI без космологiчної сталої.
В [90] сконструйовано новий клас розв’язкiв ЧД з EN полем та дилатоном,

12Така дiя детально розглядається у Додатку А.
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дослiджено їх термодинамiчнi властивостi.
В роботi [29] розглянуто 3-вимiрну статичну незаряджену ЧД у гравiта-

цiї з безмасовим конформним скалярним полем та вiд’ємною космологiчною
сталою. У [106] вивчено термодинамiку 3-вимiрної статичної ЧД зi степе-
невим електромагнiтним та скалярним дилатонним полями, тодi як у [107]
дослiджено геодезичнi фотонiв в околi такої ЧД. У статтi [113] розглянуто
3-вимiрну статичну ЧД з полем BI та дилатоном, вивчено її термодинамiку.

У [59] отримано розв’язки d > 4-вимiрної ЧД з повiльним обертанням,
лiнiйним електромагнiтним полем та дилатоном, тодi як у [118] було дослi-
джено розширену термодинамiку такої ЧД, розглянуто рiвняння стану та
його критичну поведiнку, обчислено термодинамiчне критичне вiдношення
та критичнi показники.

У статтi [85] вивчено термодинамiчнi властивостi ЧД з електричним та
магнiтним зярядами в теорiї гравiтацiї Калуци-Клейна зi скалярним полем.
Також моделi ЧД зi скалярним «волоссям» були розглянутi в оглядовiй працi
[97].

Автором статтi [124] було вивчено розширену термодинамiку d-вимiрної
статичної ЧД з дилатоном та полем Янга-Мiллса. Пiзнiше у роботi [127] цi
дослiдження були узагальненi на випадок максвелiвського електромагнiтного
поля, тодi як у [128] було зроблено ще одне узагальнення на випадок степене-
вої нелiнiйностi поля Янга-Мiллса та електромагнiтного поля. Калiбрувальне
поле Янга-Мiллса описує взаємодiї у Стандартнiй моделi мiж елементарними
частинками, тому розгляд поля такого типу у гравiтацiї є ще одним мiстком
мiж нею та КТП.

Ще одним узагальненням айнштайнiвської гравiтацiї є f(R) теорiя, де
скалярна кривизна R входить до дiї гравiтацiйного поля у виглядi деякої
функцiї f(R) як, наприклад, у моделях [52]:

f(R) = R− µ4

R
, f(R) = R− µ4

R
+ εR2.

У статтi [88] отримано 3-вимiрну статичну ЧД з конформним s = 3/4

PMI джерелом в f(R) гравiтацiї, її термодинамiчнi величини. В роботi [91]
дослiджено моделi гравiтацiї типу Борна-Iнфельда з f(R) членом. Деталь-
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нiше f(R) моделi та їх застосування зокрема до космологiї можна знайти в
оглядових роботах [69, 70], тодi як моделi гравiтацiї типу Борна-Iнфельда —
в розгорнутiй працi [114].

Також у нещодавнiй статтi [129] було дослiджено розширену термодинамi-
ку ЧД з електричним i магнiтним зарядами в електродинамiцi BI та узагаль-
ненiй теорiї айнштайнiвської гравiтацiї — теорiї Горндескi з членом Гаусса-
Бонне у дiї гравiтацiйного поля.

Розглянутi вище моделi ЧД характеризуються сферичним ГП з постiй-
ною додатною кривизною. Окрiм цього, розглядаються так званi топологiчнi
розв’язки ЧД з плоскою та гiберполiчною геометрiями ГП, що вiдповiдають
поверхням нульової та постiйної вiд’ємної кривизни, вiдповiдно. Наприклад,
для ЧД RN-AdS квадрат iнтервалу з такими топологiями має вигляд:

ds2 = −
(
k − 2M

r
− Λr2

3
+
Q2
e

r2

)
dt2 +

(
k − 2M

r
− Λr2

3
+
Q2
e

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2
k,

де dΩ2
k — метрика на двовимiрнiй поверхнi:

dΩ2
k =


dθ2 + sin2 θdϕ2, k = 1

dθ2 + θ2dϕ2, k = 0

dθ2 + sinh2 θdϕ2, k = −1.

Значення k = 1, 0,−1 дорiвнюють постiйнiй кривизнi сферичної, плоскої
та гiперболiчної двовимiрних поверхонь, вiдповiдно, вкладених у 3-вимiрний
охоплюючий евклiдовий простiр13.

Геометричну структуру топологiчних розв’язкiв було дослiджено в [30].
Такi ЧД характеризуються незвичайними особливостями, наприклад, для гi-
перболiчної k = −1 топологiї розв’язок ЧД (тобто ГП) iснує навiть при ну-
льовiй енергiї ЧД, коли M = Qe = 0, що є можливим за рахунок вiд’ємної

13У цьому можна безпосередньо переконатись, застосувавши до метрики dΩ2
k вiдому формулу дифе-

ренцiальної геометрiї для гауссової кривизни k ортогонально параметризованої двовимiрної поверхнi з
першою квадратичною формою ds2 = Edu2 +Gdv2:

k = − 1

2
√
EG

(
∂

∂u

Gu√
EG

+
∂

∂v

Ev√
EG

)
,

тут нижнi iндекси позначають частковi похiднi по вiдповiдним параметрам.
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космологiчної сталої, оскiльки у цьому випадку радiус ГП, як видно iз фор-
мули вище, рiвний r+ =

√
3/|Λ|. Зокрема розв’язки таких ЧД iснують i для

вiд’ємного значення маси M < 0.
В роботi [31] топологiчнi розв’язки отримано для ЧД з максвелiвським

полем у теорiї гравiтацiї з дилатоном та вiд’ємною космологiчною сталою. У
[53] дослiджено топологiчнi ЧД з максвелiвським електромагнiтним та кон-
формним скалярним полями для рiзних знакiв космологiчної сталої.

У статтях [60, 92] отримано топологiчнi розв’язки d-вимiрної статичної
ЧД в теорiї Айнштайна-Борна-Iнфельда-анти-де Сiттера зi сферичною, пло-
скою та гiперболiчною структурами ГП, розглянуто збережуванi та термоди-
намiчнi величини, записано перший закон термодинамiки та спiввiдношення
Смарра, вивчено фазовий перехiд та обчислено критичнi показники. Автора-
ми [99] дослiджено електрично-магнiтну ЧД в електродинамiцi BI з рiзними
топологiями ГП. У роботi [108] вивчено розширену термодинамiку топологi-
чних розв’язкiв d-вимiрної статичної ЧД з PMI джерелом, тодi як у статтi
[119] це було зроблено у випадку скалярно-тензорної гравiтацiї. У [120] скон-
струйовано розв’язок ЧД з PMI полем та повiльним обертанням у просторi
анти-де Сiттера з плоскою структурою ГП, що вiдповiдає тороїдальнiй ЧД. В
роботi [125] вивчено d-вимiрнi топологiчнi розв’язки статичної ЧД з полем BI
у скалярно-тензорнiй теорiї гравiтацiї з довiльним значенням космологiчної
сталої.

Повертаючись до розширеної термодинамiки ЧД, вiдзначимо ще одне її
застосування, розглянуте зовсiм недавно. Рiвняння стану ЧД дає змогу фор-
мально дослiдити для них такий класичний термодинамiчний процес, як
ефект Джоуля-Томсона [35, 47]. У статтi [109] такий процес дослiджено для
ЧД RN-AdS, побудовано iнверсiйнi та iзоентальпiйнi кривi, розглянуто обла-
стi охолодження та нагрiвання. Отриманi результати порiвняно з ефектом
Джоуля-Томсона для газу Ван дер Ваальса [47]. В роботi [115] ефект Джоуля-
Томсона отримано для d-вимiрної ЧД RN-AdS. Також ефект Джоуля-Томсона
дослiджено для ЧД з максвелiвським електромагнiтним полем у тензорно-
скалярнiй теорiї гравiтацiї [121]. Також у нещодавнiй статтi [130] ефект Джоу-
ля-Томсона було розглянуто для електрично зарядженої ЧД з полем BI.
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Роздiл 2

Модель 1. Тривимiрна статична чорна дiра

з нелiнiйними електромагнiтними полями

2.1. Постановка задачi

Розглядається модель статичної, електрично зарядженої ЧД з PMI, BI,
LN та EN нелiнiйними електромагнiтними полями у 3-вимiрному просторi-
часi з вiд’ємною космологiчною сталою в рамках айнштайнiвської гравiтацiї.
Така ЧД описується двома макроскопiчними параметрами — масою та пов-
ним електричним зарядом. Дану систему можна задати об’ємним iнтегралом
дiї14:

I[gµν, Aµ] =
1

16π

∫
Ω

d3x
√
−g(R− 2Λ + L), (2.1)

де iнтегрування вiдбувається по елементу областi Ω 3-вимiрного простору-
часу. Нелiнiйнi електромагнiтнi поля задаються лагранжiанами L:

1. Степеневе поле15:
LPMI = (−F )s. (2.2)

2. Поле Борна-Iнфельда16:

LBI = 4β2

(
1−

√
1 +

F

2β2

)
. (2.3)

3. Логарифмiчне поле:

LLN = −4β2 ln

(
1 +

F

4β2

)
. (2.4)

4. Експоненцiйне поле:

LEN = 4β2

(
exp

[
− F

4β2

]
− 1

)
. (2.5)

14Використовуваний формалiзм ЗТВ, пояснення фiзичних та геометричних величин, отримання рiвнянь
поля у лагранжевому формалiзмi приведенi у Додатку А.

15Величина F входить зi знаком «мiнус», бо як показано нижче F < 0.
16Лагранжiан Lorig

BI з двома польовими iнварiантами розглянуто в Роздiлi 4.
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Граничнi випадки s = 1 для PMI та β → +∞ для BI, LN, EN полiв
приводять до лiнiйної електродинамiки. Таким чином, розгляд нелiнiйних
електромагнiтних полiв фактично зводиться до аналiзу впливу параметрiв
нелiнiйностi цих полiв на отриманi результати порiвняно з максвелiвськими.

2.2. Рiвняння поля

Застосування принципу найменшої дiї δgµνI = 0 до (2.1) з (2.2)-(2.5) дає:

δgµνI =
1

16π

∫
Ω

d3x
[
(R− 2Λ + L)δgµν

√
−g +

√
−g(δgµνR + δgµνL)

]
. (2.6)

Використовуючи формули (A.5), (A.6), (A.7) Додатку A, а також:

δgµνL =
∂L

∂F
δgµνF, (2.7)

отримуємо рiвняння Айнштайна:

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = Tµν, (2.8)

де тензор енергiї-iмпульсу:

Tµν =
1

2
gµνL− 2

∂L

∂F
FµρFν

ρ. (2.9)

Принцип найменшої дiї δAµI = 0 з урахуванням (A.13), рiвностей анало-
гiчних до (A.15), (A.16), а також:

δAµL =
∂L

∂F
δAµF, (2.10)

дає рiвняння Максвелла17:

∂µ

(√
−g ∂L

∂F
F µν

)
= 0. (2.11)

У рiвняннях поля (2.8)-(2.9), (2.11) усi iндекси пробiгають три значення вiд-
повiдно до 3-вимiрностi простору-часу18.

17Ми умовно називаємо рiвняння електромагнiтного поля (2.11) рiвняннями Максвелла, незважаючи
на те, що тут мова йде про нелiнiйну (немаксвелiвську) електродинамiку.

18Втiм, записанi рiвняння руху залишаються справедливими для довiльної просторово-часової вимiр-
ностi.
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2.3. Розв’язки польових рiвнянь

Для розв’язку рiвнянь поля необхiдно задати невiдомi функцiї — метричнi
функцiї гравiтацiйного поля та функцiї електромагнiтного потенцiалу (або
самого поля), якi б враховували вибранi координати, симетрiї моделi i т.п.
Оскiльки дослiджувана ЧД є статичною, її гравiтацiйне поле володiє кутовою
(азимутальною) симетрiєю. Вiдповiдно до цього, оберемо часову координату
x0 = t i полярнi координати x1 = r, x2 = ϕ для просторової частини iнтерва-
лу. Тут t ∈ (−∞; +∞) має змiст глобального часу, що вимiрюється безмежно
вiддаленим вiд ЧД спостерiгачем, а r та ϕ є радiальною та азимутальною ко-
ординатами, вiдповiдно, r ∈ [0; +∞)19, ϕ ∈ [0; 2π). У такiй системi координат
квадрат iнтервалу простору-часу в околi ЧД приймає дiагональний вигляд i
ми шукатимемо розв’язок у виглядi [88]:

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dϕ2, (2.12)

де f — єдина метрична функцiя20, що повнiстю описує гравiтацiйне поле ЧД.
Компоненти gµν та gµν метричного тензора та оберненого до нього, їх де-

термiнанти приведенi у Додатку Б.

Частковий випадок L = 0

При вiдсутностi електромагнiтного поля тензор енергiї iмпульсу Tµν ≡ 0 в
(2.8) i ненульовi компоненти рiвнянь гравiтацiйного поля (2.8), застосованi
до метрики (2.12) дають систему21:f ′ + 2Λr = 0, (tt), (rr)

f ′′ + 2Λ = 0, (ϕϕ),
(2.13)

розв’язком якої, є функцiя:

f = −Λr2 −m, (2.14)
19Астрофiзичний змiст мають значення r > r+, де r+ — радiус ГП ЧД.
20Тут i далi аргументи у рiзних функцiй часто будуть опускатись.
21Тут i далi позначення ′ («штрих») позначає часткову похiдну за координатою r.
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де стала iнтегрування m лiнiйно пов’язана з масою ЧД, цей зв’язок вста-
новлено далi. Це вакуумний розв’язок ЧД, який iснує за рахунок вiд’ємної
космологiчної сталої, оскiльки у цьому випадку iснує значення радiусу ГП,
r = r+ =

√
m/|Λ|, при якому f(r+) = 0.

Повернемось до загального випадку ненульового лагранжiану L в (2.1).
Статичнiсть i кутова симетрiя ЧД означають, що її тензор електромагнiтного
поля мiстить тiльки радiальну електростатичну компоненту Frt(r)22. Вiдпо-
вiдно до цього, ненульовою компонентою вектора електромагнiтного потен-
цiалу є тiльки часова:

Aµ = [At(r), 0, 0], (2.15)

i:
Frt =

dAt

dr
. (2.16)

Отже, у рiвняннях поля (2.8)-(2.9), (2.11) невiдомими є функцiї f , Frt, якi
повнiстю описують дану модель ЧД.

Почнемо розв’язувати цю систему рiвнянь з рiвнянь Максвелла (2.11), так
як до них не входить метрична функцiя23. Iнварiант поля для (2.15) рiвний
F = −2F 2

rt. Ненульовою компонентою рiвнянь (2.11) є лише часова, яка дає
диференцiальне рiвняння 1-го порядку для Frt:

PMI: (
2s−1srF 2s−1

rt

)′
= 0. (2.17)

BI: (
rFrt√

1− F 2
rt/β

2

)′
= 0. (2.18)

LN: (
rFrt

1− F 2
rt/(2β

2)

)′
= 0. (2.19)

22Проте, у Роздiлi 4 буде розглянуто модель статичної ЧД з електричним та магнiтним зарядами, що
дозволить навiть нерухомiй ЧД створювати навколо себе разом з електричним полем також магнiтне.

23Це зумовлено тим, що до рiвнянь (2.11) входить тiльки квадратний корiнь iз детермiнанта метрики,
i який вiдповiдно до (2.12) не мiстить функцiї f , так як остання скорочується.
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EN: (
r exp

[
F 2
rt

2β2

]
Frt

)′
= 0. (2.20)

Iнтегрування цих рiвнянь дає точнi розв’язки24:

PMI:

Frt =
( qe

2s−1sr

) 1
2s−1

. (2.21)

BI:

Frt =
q√

r2 + q2
e/β

2
. (2.22)

LN:

Frt =
β2

qe

(√
r2 + 2q2

e/β
2 − r

)
. (2.23)

EN:

Frt = β
√
W (z). (2.24)

Тут qe є сталою iнтегрування, лiнiйно пов’язаною з повним електричним за-
рядом ЧД, цей зв’язок встановлено нижче. У формулi (2.24) для зручностi
введено позначення z ≡ q2

e/(β
2r2). Величина W (z), що виникає для EN поля

є спецiальною функцiєю Ламберта, визначеною спiввiдношенням:

W (x) exp[W (x)] = x. (2.25)

Проаналiзуємо отриманi електричнi поля (2.21)-(2.24). Параметр s для
PMI поля у (2.21) має розрив (змiнює знак) при s = 1/2, а при s < 1/2

24Потрiбно зауважити, що у нашiй статтi [122], де було опублiковано результати цього роздiлу, для
електричного поля у випадку PMI лагранжiану сталу qe було визначено по-iншому, так, що:

Frt =
(qe
r

) 1
2s−1

,

тодi як у цiй дисертацiї це змiнено для бiльшої ясностi, а також унiфiкацiї з Роздiлом 3.
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стає вiд’ємним, що приводить до необмеженого зростання напруженостi еле-
ктричного поля при вiддаленi вiд ЧД, коли r → +∞. З фiзичних мiркувань
ми не розглядатимемо цi випадки, наклавши тим самим нижнє обмеження
s > 1/2 на параметр PMI поля. При s = 1 (лiнiйне поле) функцiя Frt є обер-
нено пропорцiйною до вiдстанi r вiд ЧД, така поведiнка електричного поля
є характерною особливiстю 3-вимiрностi простору-часу. Як було сказано в
Роздiлi 1, у 4-вимiрному просторi-часi для лiнiйного (максвелiвського) еле-
ктростатичного поля виконується закон обернених квадратiв, Frt ∝ 1/r2. У
3-вимiрному випадку це досягається при значеннi s = 3/4, тобто для нелiнiй-
ного поля. Асимптотична поведiнка функцiї Frt для PMI поля визначається
значенням s, зростання цього параметра приводить до слабшого спадання Frt
на безмежностi, i до слабшого зростання Frt при r → 0.

Поля BI та LN дають скiнченне значення Frt при r → 0, тодi як поля PMI
та EN розбiгаються в безмежнiсть. На Рис. 2.1 показано графiки Frt(r) для
усiх полiв при однаковому значеннi qe. Рисунок демонструє однакову якiсну
поведiнку розв’язкiв (2.21)-(2.24) для усiх типiв нелiнiйностi. З урахуванням
обмеження s > 1/2 для PMI поля, залежностi (2.21)-(2.24) є монотонними
спадними функцiями r. Також iз графiкiв видно, що на великих вiдстаннях
кривi для полiв BI, LN, EN зливаються в одну лiнiю.

0 1 2 3 4
r

1

2

3

4

Frt

PMI, s=3/4

PMI, s=1

PMI, s=2

BI, β=1

LN, β=1

EN, β=1

Рис. 2.1: Радiальна комопонента Frt(r) електричного поля при qe = 1.

Перейдемо до рiвнянь Айнштайна (2.8)-(2.9). Символи Крiстоффеля, ком-
поненти тензора Рiччi та скалярна кривизна приведенi у Додатку Б. Ненульо-
вими компонентами рiвнянь (2.8)-(2.9) є тiльки дiагональнi, якi в сукупностi
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для кожного iз полiв, з урахуванням розв’язкiв (2.21)-(2.24) дають диферен-
цiальне рiвняння 1-го порядку для f :

PMI:

f ′ + 2Λr + 2s(2s− 1)
( qe

2s−1s

) 2s
2s−1

r−
1

2s−1 = 0. (2.26)

Тут варто видiлити особливий випадок s = 1:

f ′ + 2Λr +
2q2

e

r
= 0. (2.27)

BI:

f ′ + (2Λ− 4β2)r + 4βqe

√
1 +

β2r2

q2
e

= 0. (2.28)

LN:

f ′ + (2Λ− 4β2)r + 4
√

2βqe

√
1 +

β2r2

2q2
e

+

+4β2r

(
ln

(
β2r2

q2
e

)
+ ln

(√
1 +

2q2
e

β2r2
− 1

))
= 0. (2.29)

EN:

f ′ + (2Λ + 4β2)r + 4βqe

(√
W (z)−

(√
W (z)

)−1
)

= 0. (2.30)

Iнтегрування цих рiвнянь дає точнi розв’язки:

PMI, s = 1:

f = −Λr2 − 2q2
e ln r −m. (2.31)

PMI, s 6= 1:

f = −Λr2 − 2s−1(2s− 1)2

s− 1

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
2(s−1)
2s−1 −m. (2.32)

BI:

f = (2β2 − Λ)r2 − 2q2
e arsh

(
βr

qe

)
− 2βqer

√
1 +

β2r2

q2
e

−m. (2.33)
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LN:

f = (3β2 − Λ)r2 + (2β2r2 − 2q2
e) arsh

(
βr√
2qe

)
−

−3
√

2βqer

√
1 +

β2r2

2q2
e

− 2β2r2 ln

(√
2βr

qe

)
−m. (2.34)

EN:

f = −(Λ+2β2)r2+2q2
e

(
1

W (z)
− 2

)
exp

[
−W (z)

2

]
−q2

e Ei

(
W (z)

2

)
−m. (2.35)

У метричнiй функцiї (2.31) аргумент r логарифма можна вважати знерозмi-
реним. Наявнiсть логарифмiчної залежностi для лiнiйного s = 1 поля є осо-
бливiстю 3-вимiрностi простору-часу, пов’язаної з поведiнкою електричного
поля Frt ∝ 1/r у цьому випадку. Величина Ei(x) є спецiальною функцiєю —
експоненцiйним iнтегралом, означеним:

Ei(x) =

+∞∫
1

e−xt

t
dt. (2.36)

Iз розв’язкiв (2.31)-(2.35) видно, що при великих значеннях r для усiх ти-
пiв нелiнiйностi домiнуючим є член iз космологiчною сталою, що приводить
до квадратичної асимптотичної поведiнки метричної функцiї f . Натомiсть,
при малих значеннях r доданок iз Λ стає нехтовно малим, i поведiнка f в
данiй областi визначається членами, пов’язаними iз електричним зарядом,
тобто iз нелiнiйним полем. Зокрема цi члени дають мiнiмум метричної фун-
кцiї25. Через те, що f залежить вiд масового параметра m лiнiйно, його змiна
приводить просто до вертикального зсуву графiка f(r), що у свою чергу ро-
бить можливим iснування ГП ЧД, радiус якого визначається максимальним
значенням r = r+, такого що f(r+) = 0.

Збiльшення абсолютного значення космологiчної сталої приводить до бiльш
рiзкого зростання метричної функцiї для великих значень r, i в той же час
до зменшення радiусу ГП r+ при заданих iнших параметрах.

25Втiм, цей мiнiмум знаходиться пiд ГП.
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Зростання зарядового параметра qe для PMI поля при s > 1 веде до слаб-
шого росту функцiї f при збiльшеннi r i, вiдповiдно, до збiльшення радiусу
r+, тодi як при s ∈ (1/2; 1) збiльшення qe приводить до швидшого зростання
функцiї f з вiдстанню, i як результат, до зменшення значення r+, оскiльки у
цьому випадку доданок, що мiстить qe в (2.32) змiнює знак (стає додатнiм)
за рахунок множника 1/(s− 1).

Графiки функцiї f(r) для усiх типiв нелiнiйностi при однакових фiксова-
них iнших значеннях параметрiв представленi на Рис. 2.2. Як видно, якiсна
поведiнка всiх кривих за межами ГП є подiбною, а для полiв BI, LN, EN —
практично iдентичною. Поведiнка кривих PMI поля визначається параме-
тром s, який безпосередньо впливає на значення ГП (точка, де крива перети-
нає вiсь абсцис), а саме — приводить до його зростання при збiльшеннi s. На
великих вiдстанях вiд ЧД її гравiтацiйне поле асимптотично наближається до
порожнього простору анти-де Сiттера, тобто до−Λr2, причому, при зростаннi
s (для s > 1) це прямування стає слабшим, оскiльки збiльшення s приводить
до бiльшого внеску члена, пов’язаного iз електричним зарядом в (2.32) i цей
доданок є вiд’ємним за рахунок множника 1/(s−1), тобто «сповiльнює» ква-
дратичний асимптотичний рiст функцiї f . Iз рисунку також видно, що кривi
для полiв BI, LN, EN асимптотично є близькими до лiнiйного s = 1 випадку
PMI поля при великих r. Це пов’язано з тим, що з вiдстанню електричне
поле спадає, а оскiльки F = −2F 2

rt, то |F | � 1, а це згiдно з принципом
вiдповiдностi означає, що лагранжiани BI, LN, EN прямують до лiнiйного
(максвелiвського) поля.
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Рис. 2.2: Метрична функцiя f(r) при Λ = −1, qe = 1, m = 10.
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Окремо слiд вiдзначити, згаданий у Роздiлi 1 конформний випадок s =

d/4 = 3/4 для PMI поля. Для лагранжiану (2.2) з урахуванням (2.9), (2.32),
слiд тензора енергiї-iмпульсу та скалярна кривизна мають вигляд, вiдповiдно:

T µµ =
1

2
δµµ(−F )s + 2s(−F )s−1FµνF

µν =

(
3

2
− 2s

)
(−F )s, (2.37)

R = −(r2f ′)′

r2
= 6Λ + 2s(4s− 3)

( qe
2s−1sr

) 2s
2s−1

. (2.38)

При s = 3/4 отримуємо безслiдовий тензор енергiї-iмпульсу, T µµ
∣∣
s=3/4

= 0, тодi
як скалярна кривизна приймає постiйне значення R

∣∣
s=3/4

= 6Λ, i обертається
в нуль при вiдсутностi космологiчної сталої.

2.4. Термодинамiчнi величини

Температура випромiнювання Гокiнґа на ГП ЧД дається формулою [88]:

T =
1

2π

√
−1

2
(∇µχν)(∇µχν)

∣∣∣∣∣
r=r+

, (2.39)

де χµ — вектор Кiллiнга. Розпишемо частину пiдкореневого виразу (2.39):

(∇µχν)(∇µχν) = (∇µgναχ
α)(gµβ∇βχ

ν) =

= (χα∇µgνα + gνα∇µχ
α)(gµβ∇βχ

ν). (2.40)

Таким чином, для обчислення (2.39) достатньо знати дiю коварiантної по-
хiдної ∇µ на «контраварiантний вектор» та «коварiантний тензор» другого
рангу26. Для статичного випадку вектор Кiллiнга χµ мiстить лише часову
ненульову компоненту [88]:

χµ = (1, 0, 0). (2.41)

З урахуванням цього, вираз для температури приймає вигляд:

T =
f ′

4π

∣∣∣∣
r=r+

. (2.42)

Використовуючи рiвняння (2.26)-(2.30) для функцiї f , отримуємо:
26Це формули ∇µV ν = ∂µV

ν + ΓνµρV
ρ та ∇µTνλ = ∂µTνλ − ΓρµνTρλ − ΓρµλTνρ, вiдповiдно [10].
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PMI:

T = − 1

4π

(
2Λr+ + 2s(2s− 1)

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
− 1

2s−1
+

)
. (2.43)

BI:

T = − 1

4π

(
(2Λ− 4β2)r+ + 4βqe

√
1 +

β2r2
+

q2
e

)
. (2.44)

LN:

T = − 1

4π

(
(2Λ− 4β2)r+ + 4

√
2βqe

√
1 +

β2r2
+

2q2
e

+

+4β2r+

(
ln

(
β2r2

+

q2
e

)
+ ln

(√
1 +

2q2
e

β2r2
+

− 1

)))
. (2.45)

EN:

T = − 1

4π

(
(2Λ + 4β2)r+ + 4βqe

(√
W (z+)−

(√
W (z+)

)−1
))

. (2.46)

В (2.46) введено позначення z+ ≡ z(r+) = q2
e/(β

2r2
+).

Отриманi вирази для температури є монотонними зростаючими функцi-
ями радiусу r+ для усiх типiв нелiнiйностi i демонструють подiбну якiсну
поведiнку, показану на Рис. 2.3.
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Рис. 2.3: Температура T (r+) при Λ = −1, qe = 1.

Кривi температури перетинають вiсь абсцис, видiляючи тим самим двi
областi значень r+, де температура приймає вiдповiдно вiд’ємнi та додатнi
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значення. Першу область можна вважати нефiзичною, це означатиме, що
ЧД зi значеннями радiусу ГП з даної областi при заданих iнших параметрах
не можуть iснувати. Як i для функцiї f , кривi T (r+) для полiв BI, LN, EN
зливаються в одну лiнiю при збiльшеннi аргументу, близьку до лiнiйного s =

1 випадку PMI поля.
Електричний потенцiал на ГП ЧД можна визначити формулою:

Ue = −Aµχ
µ
∣∣
r=r+

. (2.47)

Беручи до уваги зв’язок (2.16) та вираз (2.41) для вектора Кiллiнга, маємо:

Ue = −At

∣∣
r=r+

= −
∫
Frtdr

∣∣∣∣
r=r+

, (2.48)

де береться значення первiсної в точцi r = r+. Використовуючи розв’язки
(2.21)-(2.24) для Frt, отримуємо для електричного потенцiалу:

PMI, s = 1:

Ue = −qe ln r+. (2.49)

PMI, s 6= 1:

Ue = − 2s− 1

2(s− 1)

( qe
2s−1s

) 1
2s−1

r
2(s−1)
2s−1

+ . (2.50)

BI:

Ue = −qe arsh

(
βr+

qe

)
. (2.51)

LN:

Ue =
β2r2

+

2qe
− qe arsh

(
βr+√

2qe

)
− βr+√

2

√
1 +

β2r2
+

2q2
e

. (2.52)

EN:

Ue = −qe exp

[
−W (z+)

2

]
− qe

2
Ei

(
W (z+)

2

)
. (2.53)

Графiки залежностей Ue(r+) показанi на Рис. 2.4, вони є монотонними спа-
дними функцiями r+.

Аналогiчнi розв’язки для BTZ з полями BI, LN, EN отримано у статтi
[81], тодi як з PMI лагранжiаном у [88].
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Рис. 2.4: Електричний потенцiал Ue(r+) при qe = 1.

2.5. Розширений фазовий термодинамiчний простiр

Термодинамiчною функцiєю ЧД є її маса. Вона є лiнiйно пов’язаною зi
значенням масового параметра m(r+) на ГП27:

M = λm(r+), (2.54)

де λ = const. Iз закону про ентропiю та площу поверхнi ГП ЧД:

S =
A

4
(2.55)

маємо:

A =

2π∫
0

r+dϕ = 2πr+, (2.56)

S =
πr+

2
. (2.57)

Таким чином, ентропiя ЧД дорiвнює чвертi довжини кола радiуса r+. Далi,
вiд космологiчної сталої перейдемо до термодинамiчного тиску28:

P = − Λ

8π
. (2.58)

27Так як маса ЧД виступає в ролi термодинамiчної функцiї, ми визначаємо її тут «термодинамiчним
способом», беручи за основу формулу (2.39) для температури, а також закон про ентропiю та площу
поверхнi ГП ЧД.

28Розгляд космологiчної сталої як термодинамiчної змiнної не суперечить тому, що при варiацiї дiї (A.4),
(A.12) космологiчна стала вважається константою, так як дiя варiюється по вiдношенню до польових
змiнних gµν , Aµ, а вiд них Λ не залежить.
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Тодi перший закон термодинамiки ЧД запишеться:

dM = TdS + V dP + UedQe. (2.59)

Температура T дається виразами (2.43)-(2.46). Використовуючи (2.54), (2.57),
(2.59), а також f(r+) = 0, маємо29:

T =

(
∂M

∂S

)
P,Qe

= λ
dr+

dS

(
∂m(r+)

∂r+

)
Λ,qe

=
2λf ′

π

∣∣∣∣
r=r+

. (2.60)

Порiвнюючи (2.60) з (2.42), отримуємо λ = 1/8, тобто M = m(r+)/8 для усiх
типiв поля. Використовуючи розв’язки (2.31)-(2.35) для функцiї f , отримуємо
масу ЧД в залежностi вiд радiусу її ГП:

PMI, s = 1:

M =
1

8

(
−Λr2

+ − 2q2
e ln r+

)
. (2.61)

PMI, s 6= 1:

M =
1

8

(
−Λr2

+ −
2s−1(2s− 1)2

s− 1

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
2(s−1)
2s−1

+

)
. (2.62)

BI:

M =
1

8

(
(2β2 − Λ)r2

+ − 2q2
e arsh

(
βr+

qe

)
− 2βqer+

√
1 +

β2r2
+

q2
e

)
. (2.63)

LN:

M =
1

8

(
(3β2 − Λ)r2

+ + (2β2r2
+ − 2q2

e) arsh

(
βr+√

2qe

)
−

−3
√

2βqer+

√
1 +

β2r2
+

2q2
e

− 2β2r2
+ ln

(√
2βr+

qe

))
. (2.64)

29Використана рiвнiсть:
∂m(r+)

∂r+
= f ′

∣∣
r=r+

є справедливою для спецiального випадку формул (2.31)-(2.35), де стала m входить до функцiї f зi знаком
«мiнус», оскiльки у цьому разi m(r+) = (f(r) +m)

∣∣
r=r+

. Аналогiчнi формули використовуються далi для
похiдних вiд m(r+) по qe та Λ.
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EN:

M =
1

8

(
− (Λ + 2β2)r2

+ + 2q2
e

(
1

W (z+)
− 2

)
exp

[
−W (z+)

2

]
−

−q2
e Ei

(
W (z+)

2

))
. (2.65)

Вирази (2.61)-(2.65) можна трактувати зокрема так, що при заданому еле-
ктричному зарядовi ЧД її маса для даного радiусу ГП визначається космо-
логiчною сталою. Функцiональнi залежностi M(r+) показанi на Рис. 2.5. По-
чинаючи вiд деякого значення r+ (точки мiнiмуму), маса ЧД зростає разом зi
збiльшенням r+ при фiксованих Λ, qe. Додаючи сюди умову додатностi маси,
M > 0, отримуємо область «фiзичних» значень радiусу ГП r+, для яких ЧД
може iснувати.

2 4 6 8
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8
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PMI, s=2

BI, β=1

LN, β=1

EN, β=1

Рис. 2.5: Маса M(r+) при Λ = −1, qe = 1.

Як було сказано, зарядовий параметр qe лiнiйно пов’язаний з повним еле-
ктричним зарядомQe ЧД. Нехай,Qe = ηqe, η = const, тодi з (2.59) отримуємо:

Ue =

(
∂M

∂Qe

)
S,P

=
1

8

dqe
dQe

(
∂m(r+)

∂qe

)
r+,Λ

=
1

8η

∂f

∂qe

∣∣∣∣
r=r+

. (2.66)

Обчислюючи за цiєю формулою електричний потенцiал, беручи розв’язки
(2.31)-(2.35), i порiвнюючи з (2.49)-(2.53), отримуємо η = 1/2, тобто Qe = qe/2

для усiх типiв поля. Таким чином, вiд «старих» змiнних r+, Λ, qe ми пере-
ходимо до «нових», термодинамiчних змiнних S, P , Qe, вiдповiдно. В законi
(2.59) цi величини є спряженими до T , V , Ue, вiдповiдно. Використовуючи
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(2.31)-(2.35) та закон (2.58) для тиску, отримуємо з (2.59) термодинамiчний
об’єм V для усiх типiв поля:

V =

(
∂M

∂P

)
S,Qe

=
1

8

dΛ

dP

(
∂m(r+)

∂Λ

)
r+,qe

= −π ∂f
∂Λ

∣∣∣∣
r=r+

= πr2
+, (2.67)

який спiвпадає з площею круга радiуса r+.
Термодинамiчна функцiя маси ЧД у (2.59) за своїм виглядом має змiст

термодинамiчної функцiї стану — ентальпiї. Отже, до першого закону термо-
динамiки ЧД (2.59) входять термодинамiчнi величини M , T , S, V , P , Ue, Qe,
а сама функцiя маси M є вираженою у термодинамiчних змiнних S, P , Qe.
Також, враховуючи (2.57), (2.67), ентропiя може бути замiненою на термоди-
намiчний об’єм V = 4S2/π.

Як сказано у Роздiлi 1, iнтерпретацiя космологiчної сталої як термоди-
намiчного тиску середовища (вакууму), в якому знаходиться ЧД дає змогу
дослiдити критичну P − V поведiнку ЧД. У виразах (2.43)-(2.46) для темпе-
ратури перейдемо по приведеним вище формулам вiд змiнних r+, Λ, qe до V ,
P , Qe, вiдповiдно i виразимо тиск, отримавши таким чином рiвняння стану
P (V, T,Qe) ЧД:

PMI:

P =
T

4

√
π

V
+

2s−4(2s− 1)

π

(
Qe

2s−2s

) 2s
2s−1
(
V

π

)− s
2s−1

. (2.68)

BI:

P =
T

4

√
π

V
+

βQe

2
√
πV

√
1 +

β2V

4πQ2
e

− β2

4π
. (2.69)

LN:

P =
T

4

√
π

V
+

βQe√
2πV

√
1 +

β2V

8πQ2
e

+

+
β2

4π

(
ln

(
β2V

4πQ2
e

)
+ ln

(√
1 +

8πQ2
e

β2V
− 1

))
− β2

4π
. (2.70)
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EN:

P =
T

4

√
π

V
+
βQe

2

√
W (Z)

πV
− βQe

2
√
πVW (Z)

+
β2

4π
. (2.71)

У (2.71) введено позначення Z ≡ 4πQ2
e/(β

2V ). Iзотерми P (V, T,Qe) рiвнянь
стану (2.68)-(2.71) при фiксованому зарядовi Qe є монотонними спадними
функцiями об’єму V , i P

∣∣
V→0
−→ +∞, таку поведiнку продемонстровано на

Рис. 2.6.
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Рис. 2.6: Iзотерми рiвнянь стану P (V, T,Qe) при T = 1, Qe = 1.

Строго монотонна поведiнка цих iзотерм означає вiдсутнiсть для них то-
чки перегину, тобто фазового переходу для дослiджуваної термодинамiчної
системи ЧД. Це означає, що система рiвнянь:

(
∂P

∂V

)
T,Qe

∣∣∣∣
Vc,Tc

= 0

(
∂2P

∂V 2

)
T,Qe

∣∣∣∣
Vc,Tc

= 0

(2.72)

не має розв’язку для критичних значень Vc, Tc в областi дiйсних додатних
значень V , T для будь-якого типу поля, в чому можна безпосередньо пе-
реконатись, розв’язуючи систему (2.72). Таким чином, критична поведiнка
розглянутих 3-вимiрних ЧД є тривiальною.

Розглянемо ще iзобарну теплоємнiсть ЧД:

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,Qe

= T

(
∂T

∂S

)−1

P,Qe

= T
dS

dr+

(
∂T

∂r+

)−1

Λ,qe

. (2.73)

60



Використовуючи вирази (2.43)-(2.46) для температури та зв’язок (2.57), отри-
муємо:

PMI:

CP = −2π2T

(
2Λ− 2s

(
qe

2s−1sr+

) 2s
2s−1
)−1

. (2.74)

BI:

CP = −2π2T

(
2Λ− 4β2 +

4β3r+/qe√
1 + β2r2

+/q
2
e

)−1

. (2.75)

LN:

CP = −2π2T

(
2Λ− 4β2 +

2
√

2β3r+/qe√
1 + β2r2

+/(2q
2
e)

+

+4β2

(
2−

2q2
e/(β

2r2
+)√

1 + 2q2
e/(β

2r2
+)

(√
1 +

2q2
e

β2r2
+

− 1

)−1

+

+ ln

(
β2r2

+

q2
e

)
+ ln

(√
1 +

2q2
e

β2r2
+

− 1

)))−1

. (2.76)

EN:

CP = −2π2T

(
2Λ + 4β2− 4βqe

(1 +W (z+))r+

(√
W (z+) +

1√
W (z+)

))−1

. (2.77)

У цих виразах температура T визначається формулами (2.43)-(2.46). Тут CP
виражено в змiнних Λ, qe, r+, проте її можна переписати в термодинамiчних
величинах P , Qe, V , використовуючи приведенi вище спiввiдношення.

Графiки CP (r+) показанi на Рис. 2.7. Iз нього видно, що для усiх типiв
поля iснує таке значення r+, для якого кривi теплоємностi перетинають вiсь
абсцис. Це зумовлено нулями функцiї T (r+), кривi температури на Рис. 2.3
теж перетинають вiсь абсцис, причому, у тих же ж точках, що i кривi те-
плоємностi, це видно iз (2.73). Тому на рисунку ми отримуємо двi областi,
де CP < 0 i CP > 0. В силу монотонного зростання функцiї T (r+) цi областi
спiвпадають iз вiдповiдними областями на Рис. 2.3 для температури, де T < 0
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i T > 0. Як було зауважено вище, область значень r+, де T < 0 вважається
нефiзичною, тому на графiку для теплоємностi ми не розглядаємо область,
де CP < 0, яка теж є нефiзичною, оскiльки, при вiд’ємнiй теплоємностi тер-
модинамiчна система є нестабiльною, i значить ЧД з радiусом ГП r+ iз даної
областi не можуть iснувати. Також, оскiльки меншi значення r+ мають вiд-
повiдати меншiй масi ЧД, умова для мiнiмального значення r+, при якому
ЧД iснує при заданих iнших параметрах, є фактично умовою для мiнiмальної
маси ЧД iз даним радiусом ГП.
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Рис. 2.7: Iзобарна теплоємнiсть CP (r+) при Λ = −1, qe = 1.

У статтi [98] було роглянуто розширену термодинамiку d > 4-вимiрної ста-
тичної ЧД з LN та EN полями. На вiдмiну вiд розглянутого у цьому роздiлi
3-вимiрного випадку, критична поведiнка ЧД у вищих вимiрах не є тривiаль-
ною i характеризується наявнiстю фазового переходу.
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Роздiл 3

Модель 2. Тривимiрна чорна дiра

з повiльним обертанням

та степеневим електромагнiтним полем

3.1. Постановка задачi та рiвняння поля

Дослiджується модель ЧД з повiльним30 стацiонарним обертанням та PMI
полем у 3-вимiрному просторi-часi з вiд’ємною космологiчною сталою в рам-
ках айнштайнiвської гравiтацiї. Ця модель є узагальненням розглянутої у
попередньому роздiлi статичної ЧД з PMI полем на випадок її повiльного
обертання, тому така ЧД окрiм M та Qe, описується також J . Iнтеграл дiї
системи спiвпадає iз розглянутим у Роздiлi 2 для лагранжiану LPMI:

I[gµν, Aµ] =
1

16π

∫
Ω

d3x
√
−g[R− 2Λ + (−F )s]. (3.1)

Саме (повiльне) обертання ЧД враховується при записi iнтервалу та вектора
потенцiалу електромагнiтного поля.

Рiвняння Айнштайна-Максвелла спiвпадають з отриманими в Роздiлi 2
для PMI поля:

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = Tµν, (3.2)

Tµν =
1

2
gµνLPMI − 2

∂LPMI

∂F
FµρFν

ρ, (3.3)

∂µ

(√
−g∂LPMI

∂F
F µν

)
= 0, (3.4)

i дають систему Айнштайна-Максвелла:
Rµν −

1

2
gµνR + gµνΛ =

1

2
gµν(−F )s + 2s(−F )s−1FµρFν

ρ

∂µ(s
√
−g(−F )s−1F µν) = 0.

(3.5)

30Математичний змiст повiльного обертання встановлено нижче.
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3.2. Дiагональна метрична функцiя та електричне поле

Для того, щоб врахувати обертання (не обов’язково повiльне, але стацiо-
нарне), достатньо модифiкувати дiагональний iнтервал (2.12) статичної ЧД
до недiагональної форми:

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2[h(r)dt+ dϕ]2. (3.6)

Зокрема так було зроблено в оригiнальнiй роботi BTZ [21]. Тут f — дiаго-
нальна метрична функцiя, h — недiагональна метрична функцiя, зумовлена
обертанням ЧД.

Частковий випадок L = 0 при довiльному обертаннi

При вiдсутностi електромагнiтного поля Tµν ≡ 0 в (3.2) i ненульовi компо-
ненти рiвняння (3.2) разом iз метрикою (3.6) дають систему:

4r2fh(rh′′ + 3h′) + f(2f ′ + r3(h′)2 + 4Λr)−

−r3h2(2f ′′ − 3r2(h′)2 + 4Λ) = 0, (tt)

2f(rh′′ + 3h′)− rh(2f ′′ − 3r2(h′)2 + 4Λ) = 0, (tϕ)

2f ′ + r3(h′)2 + 4Λr = 0, (rr)

2f ′′ − 3r2(h′)2 + 4Λ = 0, (ϕϕ),

(3.7)

яка у свою чергу дає: rh′′ + 3h′ = 0

2f ′ + r3(h′)2 + 4Λr = 0,
(3.8)

i розв’язком якої, є вакуумнi функцiї:

h = − j

2r2
+ h(+∞), f = −Λr2 +

j2

4r2
−m, (3.9)

де сталi iнтегрування j та m пов’язанi iз кутовим моментом та масою ЧД,
вiдповiдно. Розв’язки (3.9) спiвпадають iз отриманими в оригiнальнiй роботi
BTZ [21]. Стала iнтегрування h(+∞) є значенням функцiї h на безмежностi,
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i для якої можна прийняти h(+∞) = 0 [26].

Частковий випадок L = 0 при повiльному обертаннi

Як видно iз (3.9), обертання ЧД зумовлює появу функцiї h у метрицi (3.6)
порiвняно зi статичним випадком метрики (2.12), а саме, функцiя h входить
до компонент gtt та gtϕ метрики (3.6). Пiд повiльним обертанням будемо ро-
зумiти таке обертання, при якому недiагональна функцiя h входить тiльки до
компоненти gtϕ, не змiнюючи при цьому компоненти gtt. Для зручного кон-
тролю «величини вливу» функцiї h на форму (3.6)31 введемо безрозмiрний
параметр малостi обертання a бiля функцiї h в (3.6):

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2[ah(r)dt+ dϕ]2, (3.10)

тодi повiльне обертання означитиме лiнеаризовану форму (3.10) по вiдношен-
ню до параметра a (який вважається малим), тобто тут i далi у цьому роздiлi
ми нехтуватимемо квадратичними i вищого порядку членами. Отже, умова
повiльного обертання ЧД32:

o(a) = 0. (3.11)

Сама функцiя h в силу свого означення не мiстить a. Рiвняння (3.2) при
Tµν ≡ 0 разом з (3.10) за умови (3.11) дають:

f ′ + 2Λr = 0, (tt), (rr)

f(rh′′ + 3h′)− rh(f ′′ + 2Λ) = 0, (tϕ)

f ′′ + 2Λ = 0, (ϕϕ).

(3.12)

Дiагональнi компоненти спiвпадають зi статичним випадком (2.13), а tϕ-
компонента спiвпадає iз першим рiвнянням системи (3.8) для довiльного обер-
тання. Розв’язком системи (3.12) є:

h = − j

2r2
+ h(+∞), f = −Λr2 −m. (3.13)

31Тобто для контролю «iнтенсивностi» (швидкостi) обертання ЧД.
32o(x) означає величину вищого порядку малостi нiж x, тобто lim

x→0
o(x)

/
lim
x→0

x = 0.
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Отже, при повiльному обертаннi недiагональна функцiя h спiвпадає iз ви-
падком довiльного обертання, тодi як дiагональна функцiя f спiвпадає зi
статичним випадком (2.14)33. Це зокрема означає, що доданок j2/(4r2) у (3.9)
зумовлений поправками обертання порядку o(a) (а саме квадратичними), що
у свою чергу означає, що кутовий момент є того ж порядку малостi, що i a,
тобто вони є пропрорцiйними, J ∝ a, це буде показано нижче.

Повернемось до загального випадку ненульового електромагнiтного поля
в (3.1) при повiльному стацiонарному обертаннi. Таке обертання електрично
зарядженої ЧД створює навколо себе електричне та магнiтне стацiонарнi по-
ля. Отже, вектор електромагнiтного потенцiалу має двi ненульовi компонен-
ти — часову At та «азимутальну» Aϕ:

Aµ = [At(r), 0, Aϕ(r)], (3.14)

якi вiдповiдають електричному Frt(r) та магнiтному Frϕ(r) полям:

Frt =
dAt

dr
, Frϕ =

dAϕ

dr
. (3.15)

Оскiльки магнiтне поле створюється повiльним обертанням ЧД, його ми вва-
жатимемо теж малим, того ж порядку малостi, що i ah, тобто в лiнiйному
наближенi o(a) = 0 повiльного обертання:

Frϕ ∝ a. (3.16)

Отже, у рiвняннях поля (3.2)-(3.4) невiдомими є функцiї f , h, Frt, Frϕ, якi
повнiстю описують дану модель.

Компоненти метрики та оберненої до неї, їх детермiнанти, символи Крi-
стоффеля, компоненти тензора Рiччi i скалярна кривизна для форми (3.10)
подано у Додатку Б. При o(a) = 0 отримуємо iнварiант поля F = −2F 2

rt, який
спiвпадає зi статичним випадком Роздiлу 2. t-компонента рiвнянь Максвелла
(3.4) теж спiвпадає зi статичним випадком:(

2s−1srF 2s−1
rt

const≡qe

)′
= 0, (3.17)

33Тодi як при вiдсутностi обертання можна прийняти a ≡ 0 в (3.10), що приводить до статичної метрики
(2.12), а функцiя h у (3.10) втрачає свiй змiст.
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маємо розв’язок:

Frt =
( qe

2s−1sr

) 1
2s−1

. (3.18)

який було детально обговорено в Роздiлi 2.
Дiагональнi компоненти рiвнянь Айнштайна (3.2)-(3.3) спiвпадають зi ста-

тичним випадком34:f ′ + 2Λr + 2s(2s− 1)rF 2s
rt = 0, (tt), (rr)

f ′′ + 2Λ− 2sF 2s
rt = 0, (ϕϕ),

(3.19)

що разом з (3.18) дає систему для f :
f ′ + 2Λr + 2s(2s− 1)

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r−
1

2s−1 = 0

f ′′ + 2Λ− 2s
( qe

2s−1sr

) 2s
2s−1

= 0,

(3.20)

та її розв’язок:

s = 1:
f = −Λr2 − 2q2

e ln r −m. (3.21)

s 6= 1:

f = −Λr2 − 2s−1(2s− 1)2

s− 1

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
2(s−1)
2s−1 −m. (3.22)

Вище було показано, що при нульовому електромагнiтному лагранжiанi
повiльне обертання ЧД не змiнює її дiагональної метричної функцiї (3.13)
порiвняно зi статичним випадком. Як видно, такий результат справедливий
також i при наявностi електромагнiтного поля. Повiльне обертання ЧД не
змiнює її електричне поле та дiагональну метричну функцiю порiвняно зi
статичною ЧД Роздiлу 2. Це пов’язано з тим, що обертання вносить вклад
до Frt та f у порядках вище лiнiйного вiдносно параметра малостi a i для
повiльного обертання вiдкидаються. Також як i у статичному випадку, при
повiльному обертаннi для конформного значення s = 3/4 маємо T µµ

∣∣
s=3/4

= 0

та R
∣∣
s=3/4

= 6Λ.

34У Роздiлi 2 було записано тiльки одну, сумiсну з iншими компоненту рiвнянь гравiтацiйного поля, а
саме, диференцiальне рiвняння першого порядку.
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3.3. Недiагональна метрична функцiя та магнiтне поле

ϕ-компонента рiвнянь Максвелла (3.4):[ qe

2s−1srF 2s−1
rt

(
h+

f

r2Frt

Frϕ
a

)
const≡q

]′
= 0 (3.23)

пов’язує мiж собою усi чотири функцiї f , h, Frt, Frϕ. Використовуючи розв’я-
зок (3.18) для Frt, та iнтегруючи (3.23), отримуємо:

Frϕ
a

=
r2Frt
f

(
q

qe
− h
)
, (3.24)

де q — стала iнтегрування. Звiдси видно, що магнiтне поле рiвне нулю при ну-
льовому електричному полi, що очевидно, оскiльки нульове електричне поле
означає незаряджену ЧД. Недiагональна tϕ-компонента рiвнянь Айнштайна
(3.2)-(3.3) дає:

−rh(f ′′ + 2Λ) + f(rh′′ + 3h′) + 2srF 2s
rt

(
h+

2sf

r2Frt

Frϕ
a

)
= 0. (3.25)

Домножуючи tt-компоненту (3.19) на h, i додаючи її до (3.25), маємо:

−rf ′′h+ f ′h+ rfh′′ + 3fh′ = −4 · 2s−1srF 2s−1
rt

(
h+

f

r2Frt

Frϕ
a

)
q

Frt. (3.26)

Враховуючи (3.23), i згортаючи лiву частину рiвняння (3.26), отримуємо:[
f 2

r

(
r2h

f

)′]′
= −4qFrt, (3.27)

що дає точний роз’язок для h у квадратурах:

h =
f

r2

{∫
r

f 2

[
−4q

∫
Frtdr + c1

]
dr + c2

}
. (3.28)

Тут невизначенi iнтеграли означають первiсну, так як сталi iнтегрування c1,
c2 вже врахованi. Для внутрiшнього iнтегралу вiд Frt, з урахуванням (3.18),
маємо:
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s = 1: ∫
Frtdr = qe ln r. (3.29)

s 6= 1: ∫
Frtdr =

2s− 1

2(s− 1)

( qe
2s−1s

) 1
2s−1

r
2(s−1)
2s−1 . (3.30)

Тодi як для зовнiшнього iнтегралу в (3.28) точного аналiтичного розв’язку
не знаходиться.

Знайдемо асимптотичний аналiтичний розв’язок для функцiї h при вели-
ких значеннях r. Користуючись розв’язками (3.21)-(3.22), запишемо функцiю
f у виглядi:

f = −Λr2(1 + z), (3.31)

де введено допомiжну змiнну:

s = 1:
z =

1

Λr2
(2q2

e ln r +m). (3.32)

s 6= 1:

z =
1

Λr2

(
2s−1(2s− 1)2

s− 1

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
2(s−1)
2s−1 +m

)
. (3.33)

Як було сказано у Роздiлi 2, на великих вiдстанях вiд ЧД домiнуючим членом
функцiї f є доданок iз космологiчною сталою, тому |z| � 1 при великих r.
Вiдповiдно до цього, замiнимо величину 1/f 2 у зовнiшньому iнтегралi (3.28)
її наближеним значенням35:

1

f 2
=

1

Λ2r4
(1 + z)−2 ≈ 1

Λ2r4
(1− 2z). (3.34)

Тодi квадратура (3.28) виражається (iнтегрується) в елементарних функцiях:

s = 1:

h =
f

r2

{
1

r2
[A1 ln r + A2] +

1

r4
[A3 ln2 r + A4 ln r + A5] + c2

}
. (3.35)

35Використано (1 + x)m ≈ 1 +mx, |x| � 1, x ∈ R, ∀m ∈ R.
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s 6= 1:

h =
f

r2

{
B1

r2
+
B2

r4
+B3r

− 2s
2s−1 +B4r

− 4s
2s−1 +B5r

− 2(3s−1)
2s−1 + c2

}
. (3.36)

Тут введенi сталi коефiцiєти Ai, Bi, i = 1, 5, що виражаються через Λ, qe, q,
m, c1, i приведенi у Додатку В. Пiдстановка (3.35)-(3.36) у вираз (3.24) дає
асимптотичнi аналiтичнi розв’язки для магнiтного поля.

Представимо графiчно асимптотичнi залежностi h(r) та Frϕ(r)/a разом
з точними кривими, отриманими шляхом чисельного iнтегрування квадра-
тури (3.28), для цього визначимо сталi c1, c2. При вiдсутностi електричного
заряду ЧД маємо qe ≡ 0 =⇒ Frt ≡ 0. Використовуючи наведену вище умову
h(+∞) = 0, квадратура (3.28) приймає вигляд36:

h =
f̃

r2

{∫
c1r

f̃ 2
dr + c2

}
=
f̃

r2

r∫
+∞

c1r

f̃ 2
dr =

f̃

r2
{H(r)−H(+∞)} , (3.37)

де f̃ = −Λr2 −m — вакуумна метрична функцiя, розглянута в (3.13), i:

H(r) =

∫
c1r

f̃ 2
dr = − c1

2Λ(Λr2 +m)
. (3.38)

Звiдси маємо H(+∞) = 0 =⇒ c2 = −H(+∞) = 037. Таким чином, для
чисельного iнтегрування використовується квадратура:

h =
f

r2

r∫
+∞

r

f 2

[
−4q

∫
Frtdr + c1

]
dr, (3.39)

де значення внутрiшнього iнтегралу даються виразами (3.29)-(3.30).
У Додатку Г в пiдходi квазiлокального формалiзму Бровна-Йорка [24] для

обчислення збережуваних величин ЧД показано, що стала c1 при вiдсутностi
36Тут враховано скiнченне значення величини:

lim
r→+∞

f̃

r2
= −Λ.

37Результат c2 = 0 при умовi h(+∞) = 0 справедливий також i при ненульовому елекричному полi,
внаслiдок спадної поведiнки функцiї Frt(r), випадок Frt ≡ 0 було обрано для простоти викладок.

70



електричного заряду є лiнiйно пов’язаною iз кутовим моментом ЧД:

J = −ac1

8Λ
, (3.40)

i як було зауважено вище, є того ж порядку малостi, що i a (сама стала c1 не
мiстить a). Звiдси видно, що стала c1 = −8ΛJ/a залежить вiд космологiчної
сталої, i c1 > 0, оскiльки Λ < 0, J > 0. У додатку Г також показано, що вели-
чина J/a є кутовим моментом довiльного обертання, що зрештою очевидно,
так як параметр малостi a введений просто для контролю малостi обертання.
Зауважимо, що зв’язок J ∝ c1 при вiдсутностi електричного заряду, qe ≡ 0,
приводить до того, що з умови J = 0 випливає очевидна рiвнiсть h = 0, тодi
як у випадку qe 6= 0 умова J = 0 не приводить до нульової недiагональної
функцiї h за рахунок електромагнiтного поля, що видно iз (3.39)38.

Перейдемо нарештi до сталої q. Розглянемо для простоти випадок лiнiйно-
го s = 1 поля, тодi з (3.18), (3.21), (3.24), (3.35) для Frt, f , Frϕ, h, вiдповiдно,
маємо:

Frϕ
a

=
qe
|Λ|r

q/qe − o
( ln r

r2

)
1 + o

( ln r

r2

) . (3.41)

Обравши q ≡ |Λ|qe, матимемо:

lim
r→+∞

Frϕ
a

=
qe
r
, (3.42)

що спiвпадає з Frt = qe/r для лiнiйного поля39. Згiдно до (3.39) випадок q =

c1 ≡ 0 приводить до f ≡ 0, що у свою чергу з урахуванням (3.24) дає Frϕ ≡ 0.
Зауважимо, що детальний аналiз змiсту сталих q та c1 потребує додаткового
дослiдження, ми вважатимемо це вiдкритим питанням цiєї моделi ЧД.

На Рис. 3.1 показано поведiнку h(r), цi кривi починаються зi значення r+

ГП ЧД при вибраних iнших параметрах, оскiльки квадратура (3.39) має роз-
рив у цiй точцi (дiлення на f(r+) = 0). При r → +∞ функцiя h монотонно
спадає за своїм абсолютним значенням (приймаючи при певних параметрах

38Це може означити необхiднiсть iншого означення J .
39Тут варто згадати роботу [26], де було розглянуто спецiальний випадок, коли електричне та магнiтне

поля є пропорцiйними при будь-якому значеннi r.
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вiд’ємне значення) причому це спадання стає слабшим при збiльшеннi пара-
метра нелiнiйностi s. Також для менших значень s графiк демонструє кращу
збiжнiсть асимптотичних аналiтичних розв’язкiв до вiдповiдних точних чи-
сельних розв’язкiв. Нагадаємо, що хоч сама функцiя h не мiстить параметра
малостi a, вона входить до iнтервалу (3.10) як ah за умови o(a) = 0, тому її
внесок до гравiтацiйного поля ЧД з повiльним обертанням є малим. Також
на цьому графiку вибрано випадок q ≡ |Λ|qe.

2 4 6 8 10 12 14
r

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

h

s=3/4 (asympt.)

s=3/4 (num.)

s=1 (asympt.)

s=1 (num.)

s=2 (asympt.)

s=2 (num.)

Рис. 3.1: Метрична функцiя h(r) при Λ = −1, qe = 1, q = 1, m = 1, c1 = 1.

Рис. 3.2 демонструє монотонну спадну залежнiсть для магнiтного поля
Frϕ(r)/a, як для асимптотичних аналiтичних, так i для точних чисельних
розв’язкiв. Цi кривi теж починаються зi значення r+, як i для функцiї h,
оскiльки остання входить до виразу (3.24) для магнiтного поля. Зростання
параметра s приводить до слабшого спадання магнiтного поля при r → +∞,
що якiсно повторює поведiнку електричного поля Frt, обговорену в Роздiлi 2.
Проте на вiдмiну вiд Frt, для магнiтного поля зростання параметра s веде
до швидшого зростання Frϕ при r → 0. На ГП маємо Frϕ

∣∣
r→r+

−→ +∞, що
пов’язано iз розривом функцiї h у цiй точцi. Як i для функцiї f , iз графi-
ка видно, що асимптотичнi аналiтичнi та точнi чисельнi розв’язки для Frϕ

якiсно є дуже схожими, їх взаємна збiжнiсть є кращою для менших значень
параметра s i навiть кращою, нiж для вiдповiдних кривих h на Рис. 3.1.

На Рис. 3.3, 3.4 показано залежнiсть точних чисельних розв’язкiв h(r) у
випадку лiнiйного s = 1 поля вiд параметрiв c1, q, вiдповiдно.
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Рис. 3.2: Магнiтне поле Frϕ(r)/a при Λ = −1, qe = 1, q = 1, m = 1, c1 = 1.
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Рис. 3.3: Функцiя h(r) при рiзних значеннях сталої c1 при Λ = −1, qe = 1, q = 1,
m = 1.
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Рис. 3.4: Функцiя h(r) для рiзних значеннях сталої q при Λ = −1, qe = 1, m = 1,
c1 = 1.

3.4. Термодинамiка

Температура випромiнювання Гокiнґа, визначена загальною формулою
(2.39) Роздiлу 2, у випадку повiльного обертання спiвпадає зi статичним ви-
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падком (2.42)40:

T =
f ′

4π

∣∣∣∣
r=r+

, (3.43)

поправки, пов’язанi з обертанням мають порядок o(a), тому i сама темпера-
тура спiвпадає з результатом (2.43) для PMI поля:

T = − 1

4π

(
2Λr+ + 2s(2s− 1)

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
− 1

2s−1
+

)
. (3.44)

Електричний потенцiал (2.47) теж спiвпадає зi статичним випадком (2.48):

Ue = −
∫
Frtdr

∣∣∣∣
r=r+

, (3.45)

i маємо тi самi розв’язки (2.49)-(2.50):

s = 1:
Ue = −qe ln r+. (3.46)

s 6= 1:

Ue = − 2s− 1

2(s− 1)

( qe
2s−1s

) 1
2s−1

r
2(s−1)
2s−1

+ . (3.47)

Ентропiя ЧД при повiльному обертаннi теж спiвпадає з (2.57) [67]:

S =
πr+

2
, (3.48)

тому теж маємо M = m(r+)/8 i маса ЧД дається формулами (2.61)-(2.62):

s = 1:
M =

1

8

(
−Λr2

+ − 2q2
e ln r+

)
. (3.49)

s 6= 1:

M =
1

8

(
−Λr2

+ −
2s−1(2s− 1)2

s− 1

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1

r
2(s−1)
2s−1

+

)
. (3.50)

Також вiд космологiчної сталої переходимо до термодинамiчного тиску:

P = − Λ

8π
. (3.51)

40Це пов’язано з тим, що у випадку слабкого обертання вектор Кiллiнга спiвпадає з (2.41) [67].
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Як вiдомо [77], перший закон термодинамiки для ЧД з обертанням окрiм
членiв, написаних у (2.59) мiстить доданок ΩdJ , проте у випадку повiльного
стацiонарного обертання ЧД її кругова частота, як i кутовий момент вва-
жається пропорцiйним до параметра малостi обертання a, тому член ΩdJ

для повiльного обертання вiдсутнiй i перший закон спiвпадає зi статичним
випадком (2.59):

dM = TdS + V dP + UedQe. (3.52)

Звiдси ми отримуємо тi самi зв’язки Qe = qe/2, V = πr2
+. Рiвняння стану

повторює (2.68):

P =
T

4

√
π

V
+

2s−4(2s− 1)

π

(
Qe

2s−2s

) 2s
2s−1
(
V

π

)− s
2s−1

, (3.53)

i є тривiальним щодо своєї критичної поведiнки. Iзобарна теплоємнiсть ЧД
дається (2.74):

CP = −2π2T

(
2Λ− 2s

(
qe

2s−1sr+

) 2s
2s−1
)−1

. (3.54)

Отже, уся роглянута термодинамiка дослiджуваної моделi ЧД з повiльним
обертанням є iдентичною статичнiй ЧД Роздiлу 2 з PMI полем. Причиною
цьому є те, що повiльне обертання ЧД не впливає на її дiагональну метричну
функцiю f порiвняно зi статичним випадком. Вплив обертання на термоди-
намiку 3-вимiрних ЧД проявляється у порядках параметра малостi оберта-
ння вище лiнiйного. Схожа особливiсть має мiсце i для вищих вимiрностей
простору-часу [67].
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Роздiл 4

Модель 3. Чотиривимiрна статична чорна дiра

з електричним та магнiтним зарядами

в електродинамiцi Борна-Iнфельда

4.1. Постановка задачi та польовi рiвняння

Вивчається модель статичної ЧД з електричним та магнiтним заряда-
ми в електродинамiцi BI для сферичної, плоскої та гiперболiчної топологiй
4-вимiрного простору-часу з вiд’ємною космологiчною сталою в рамках айн-
штайнiвської гравiтацiї. Така ЧД описується набором параметрiвM , Qe, Qm.
Об’ємний iнтеграл дiї системи:

I[gµν, Aµ] =
1

16π

∫
Ω

d4x
√
−g(R− 2Λ + Lorig

BI ), (4.1)

де iнтегрування вiдбувається по 4-вимiрному елементу областi Ω простору-
часу. Величина Lorig

BI є оригiнальним лагранжiаном BI з двома iнварiантами
поля F , G:

Lorig
BI = 4β2

(
1−

√
1 +

F

2β2
− G2

16β4

)
, (4.2)

де:
F = FµνF

µν, (4.3)

G = FµνF
∗µν. (4.4)

Тут F ∗µν = jµναβFαβ — тензор, дуальний до тензора електромагнiтного поля
Fµν, i:

jαβγδ =
1

2
√
−g

εαβγδ, (4.5)

де εαβγδ — повнiстю антисиметричний одиничний тензор Левi-Чивiти.
Для статичної ЧД Роздiлу 2 було розглянуто спрощений лагранжiан LBI

без iнварiанту G, який рiвний нулю при вiдсутностi магнiтного поля. У цьому
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роздiлi система ЧД є теж статичною, однак за рахунок магнiтного заряду ве-
личина G вiдмiнна вiд нуля i повинна бути врахованою. Граничний випадок:

Lorig
BI

∣∣∣
β→+∞

−→ −F, (4.6)

дає максвелiвський лагранжiан, а дiя (4.1) спiвпадає з формулою A.3 Дода-
тку A для дiї ЧД RN-AdS (також Керра-Ньюмена з космологiчною сталою).

Для зручностi запису наступних формул введемо позначення41:

F̃ =
F

2β2
, G̃ =

G

4β2
. (4.7)

Застосування принципу найменшої дiї δgµνI = 0, δAµI = 0 для (4.1) вiдповiдно
до Додатку А42 дає рiвняння Айнштайна-Максвелла:

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = Tµν, (4.8)

Tµν =
1

2
gµνL

orig
BI +

2(FµρF
ρ

ν − gµνβ2G̃2)√
1 + F̃ − G̃2

, (4.9)

∂µ

[√
−g(F µν − G̃F ∗µν)√

1 + F̃ − G̃2

]
= 0. (4.10)

У рiвняннях (4.8)-(4.10) усi iндекси пробiгають чотири значення вiдповiдно
до 4-вимiрностi простору-часу i у загальному випадку представляють собою
систему iз чотирнадцяти скалярних диференцiальних рiвнянь у часткових
похiдних.

4.2. Розв’язки рiвнянь поля

Оскiльки дослiджувана модель ЧД є статичною, її гравiтацiйне та еле-
ктромагнiтне поля володiють симетричною просторовою симетрiєю. Вiдпо-
вiдно до цього введемо в областi Ω в околi ЧД часову та просторовi сферичнi

41Саме у такому виглядi iнварiанти F , G використовувались у нашiй статтi [131], де було опублiковано
результати цього роздiлу. Сам лагранжiан BI тодi має простiший вигляд:

Lorig
BI = 4β2

(
1−

√
1 + F −G2

)
.

У цiй дисертацiї використовуються означення iнварiантiв поля у виглядi (4.3), (4.4) з унiфiкацiйною метою.
42Варiацiї iнварiанту G обчислюються аналогiчним чином до iнварiанту F .
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координати, x0 = t, x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ, де t ∈ (−∞; +∞), r ∈ [0,+∞),
θ ∈ [0; π], ϕ ∈ [0; 2π). Окрiм такої сферичної (k = 1) симетрiї розглянемо для
загальностi ще двi геометрiї ГП, згаданi в Роздiлi 1 — плоску (k = 0) та гiпер-
болiчну (k = −1). Це дозволить додатково отримати топологiчнi розв’язки
ЧД. Для цих геометрiй змiст координат θ, ϕ змiнюється, ми не розглядаємо
тут питання топологiї таких геометрiї, це можна знайти, наприклад, у [30]. У
вибраних системах координатах квадрат iнтервалу запишеться:

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

k, (4.11)

де dΩ2
k є першою квадратичною формою на двовимiрнiй поверхнi:

dΩ2
k =


dθ2 + sin2 θdϕ2, k = 1

dθ2 + θ2dϕ2, k = 0

dθ2 + sinh2 θdϕ2, k = −1.

(4.12)

Гравiтацiйне поле системи повнiстю описується однiєю метричною функцiєю
f , як i у 3-вимiрному статичному випадку Роздiлу 2. Ненульовi компоненти
метричного тензора та оберненого до нього, їх детермiнанти для усiх значень
k приведенi у Додатку Б.

Наявнiсть для статичної ЧД електричного та магнiтного зарядiв означає,
що вона створює статичнi електричне та магнiтне поля. 4-вектор електрома-
гнiтного потенцiалу має вигляд:

Aµ = [At(r), 0, 0, Aϕ(θ)], (4.13)

де електричне Frt(r) та магнiтне Fθϕ(θ) поля:

Frt =
dAt

dr
, Fθϕ =

dAϕ

dθ
. (4.14)

Таким чином, невiдомими рiвнянь поля (4.8)-(4.10) є функцiї f , Frt, Fθϕ,
якi описують дану модель.

Для компоненти Aϕ використовується пiдстановка:

Aϕ =


−Qm cos θ, k = 1

(1/2)Qmθ
2, k = 0

Qm cosh θ, k = −1,

(4.15)
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де стала Qm має змiст повного магнiтного заряду ЧД. Пiдстановку для Aϕ

у такому виглядi для сферичного ГП було розглянуто в [25] для ЧД з еле-
ктричним та магнiтним зарядами в електродинамiцi Максвелла та моделi
гравiтацiї з конформним скалярним полем43. Також такий «магнiтний по-
тенцiал» було розглянуто, наприклад, у [84]. Для iнших топологiй вираз для
Aϕ обрано так, щоб вiн приводив до тих самих польових iнварiантiв F , G,
а також часової компоненти At, що i для сферичного випадку так, що вони
не залежать вiд θ, а тiльки вiд радiальної координати r, це показано нижче.
Така особливiсть частково пояснює вибiр (4.15). Звiдси маємо магнiтне поле:

Fθϕ =


Qm sin θ, k = 1

Qmθ, k = 0

Qm sinh θ, k = −1,

(4.16)

яке не залежить вiд вiдстанi r, що є особливiстю такої моделi.
Iнварiанти поля (4.3), (4.4) не залежать вiд k i дорiвнюють:

F =
2(Q2

m − r4F 2
rt)

r4
, (4.17)

G = −4QmFrt
r2

, (4.18)

перший з яких при вiдсутностi магнiтного заряду, Qm ≡ 0, приводить до
F = −2F 2

rt, що спiвпадає з результами Роздiлiв 2, 3, тодi як iнварiвант G у
цьому випадку дорiвнює нулевi.

Ненульовi компоненти рiвнянь Максвелла (4.10) дають систему:
∂r

[√
−g(F rt − G̃F ∗rt)√

1 + F̃ − G̃2

]
= 0, (t)

∂θ

[√
−g(F θϕ − G̃F ∗θϕ)√

1 + F̃ − G̃2

]
= 0, (ϕ),

(4.19)

розв’язком якої є електричне поле:

Frt =
βQe√

Q2
e +Q2

m + β2r4
(4.20)

43У цiй статтi електричне та магнiтне поля даються виразами Frt = Qe/r
2, Fθϕ = Qm sin θ.
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для усiх типiв геометрiї k. Величина Qe є повним електричним зарядом ЧД44.
При Qm = 0 розв’язок (4.20) дає вiдомий результат [77] для електричного
поля ЧД з лагранжiаном BI:

Frt
∣∣
Qm=0

=
βQe√

Q2
e + β2r4

, (4.21)

яке у свою чергу в границi β → +∞ дає електричне поле ЧД RN-AdS:

FRN
rt =

Qe

r2
. (4.22)

Графiки Frt(r) для рiзних значень Qm представленi на Рис. 4.1, вони є
монотонними спадними функцiями r. При r → 0 електричне поле Борна-
Iнфельда приймає скiнченне значення, яке зростає при зменшеннi Qm при
тому самому Qe. На цьому графiку також показано електричне поле ЧД RN-
AdS, яке є розбiжним при r → 0.

0 1 2 3 4 5
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Frt

RN-AdS

Qm=0

Qm=1

Рис. 4.1: Електричне поле Frt(r) при β = 1 (окрiм випадку RN-AdS), Qe = 1.

На Рис. 4.2 показано магнiтне поле Fθϕ(θ) для усiх типiв геометрiї. Для
сферичного ГП воно досягає свого максимуму на екваторi ЧД (θ = π/2) i
спадає до нуля при прямуваннi до її полюсiв (θ = 0 та θ = π). Для плоскої
та гiперболiчної топологiй функцiя Fθϕ зростає за абсолютним значенням зi
збiльшенням |θ|.

44Тут ми одразу пов’язуємо сталу iнтегрування qe, яка виникає при iнтегруваннi системи (4.19), з повним
електричним зарядом Qe ЧД так, щоб у граничному випадку β → +∞ при переходi до максвелiвського
лагранжiану (i Qm = 0, хоча це не обов’язково) електричне поле (4.20) спiвпадало з кулонiвським, як це
має мiсце для ЧД RN-AdS.
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Рис. 4.2: Магнiтне поле Fθϕ(θ) при Qm = 1.

Символи Крiстоффеля, компоненти тензора Рiччi та скалярна кривизна
для метрики (4.11)-(4.12) поданi у Додатку Б. Ненульовими компонентами
рiвнянь Айнштайна (4.8)-(4.9) є лише дiагональнi, якi дають систему:

(rf)′ + (Λ− 2β2)r2 + 2β
√
Q2
e +Q2

m + β2r4 − k = 0, (tt), (rr)

[(rf)′]′ + 2(Λ− 2β2)r +
4β3r3√

Q2
e +Q2

m + β2r4
= 0, (θθ), (ϕϕ),

(4.23)

розв’язком якої (достатньо обмежитись першим рiвнянням) є:

f = k − 2M

r
− Λr2

3
− 2

r

+∞∫
r

(
β2x2 − β

√
Q2
e +Q2

m + β2x4
)
dx. (4.24)

Тут значенням визначеного iнтегралу є спецiальна функцiя елiптичного iн-
тегралу першого роду, проте ми записуємо її у виглядi квадратури. Верхню
межу iнтегрування у (4.24) вибрано як +∞ для того, щоб граничний випа-
док k = 1, Qm = 0, β → +∞ приводив до метричної функцiї ЧД RN-AdS,
це показано нижче. Стала величина M є масою ЧД45, яка з урахуванням
f(r+) = 0 рiвна:

M =
kr+

2
−

Λr3
+

6
−

+∞∫
r+

(
β2x2 − β

√
Q2
e +Q2

m + β2x4
)
dx. (4.25)

45Як i у випадку електричного заряду, ми одразу пов’язуємо сталу iнтегрування m, що виникає при
iнтегруваннi першого рiвняння системи (4.23) з масою ЧД так, щоб у вiдповiднiй границi отримати масу
ЧД RN-AdS.
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У випадку сферичного ГП при вiдсутностi магнiтного заряду у границi β →
+∞ розв’язок (4.24) переходить у метричну функцiю ЧД RN-AdS46:

fRN = 1− 2M

r
− Λr2

3
+
Q2
e

r2
. (4.26)

Заряди Qe, Qm входять до функцiї f (4.24) еквiвалентно у виглядi комбi-
нацiї

√
Q2
e +Q2

m. Як показано нижче, така ситуацiя має мiсце для усiх роз-
глянутих далi термодинамiчних величин, окрiм електричного та магнiтного
потенцiалiв, що є очевидним. Це дозволяє при побудовi графiкiв таких фун-
кцiй обрати Qm = 0 без втрати загальностi. Границя k = 1, Qm = 0, β → +∞
для (4.25) дає масу ЧД RN-AdS:

MRN =
r+

2
−

Λr3
+

6
+
Q2
e

2r+
. (4.27)

Графiки f(r) для сферичного ГП при рiзних значенях параметра β, а та-
кож вiдповiдну криву для ЧД RN-AdS (4.26) показано на Рис. 4.3. Як видно,
при зростаннi β кривi функцiї f прямують до RN-AdS випадку i зливаються
в одну лiнiю при збiльшеннi r.

Залежнiсть маси ЧД вiд радiусу r+ сферичного ГП разом з RN-AdS ви-
падком (4.27) показано на Рис. 4.4. Оскiльки бiльшому радiусу ГП має вiдпо-
вiдати бiльша маса ЧД, дiапазоном значень r+, що має фiзичний змiст можна
вважати той, де маса є додатною i монотонно зростає з радiусом r+.

46Тут використано границю для пiдiнтегральної функцiї iнтегралу в (4.24):

β2r2 − β
√
Q2
e +Q2

m + β2r4
∣∣∣∣Qm=0
β→+∞

= −Q
2
e

2r2
,

що дає граничне значення самого iнтегралу:

r∫
r0

(
β2x2 − β

√
Q2
e +Q2

m + β2x4
)
dx

∣∣∣∣Qm=0
β→+∞

=
Q2
e

2

(
1

r
− 1

r0

)
,

де, обираючи r0 → +∞, маємо:

+∞∫
r

(
β2x2 − β

√
Q2
e +Q2

m + β2x4
)
dx

∣∣∣∣Qm=0
β→+∞

= −Q
2
e

2r
,

що i дає прехiд вiд (4.24) до (4.26).
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Рис. 4.3: Метрична функцiя f(r) при k = 1, Λ = −1, Qe = 1, Qm = 0, M = 1.5.
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Рис. 4.4: Маса ЧД M(r+) при k = 1, Λ = −1, Qe = 1, Qm = 0.

4.3. Термодинамiчнi величини

Вектор Кiллiнга, як i для 3-вимiрної статичної ЧД Роздiлу 2, має тiльки
часову ненульову компоненту:

χµ = (1, 0, 0, 0), (4.28)

i температура випромiнювання Гокiнґа, визначена формулою (2.39), для ме-
трики (4.11)-(4.12) спiвпадає з попереднiми двома роздiлами:

T =
f ′

4π

∣∣∣∣
r=r+

. (4.29)

Беручи значення першого рiвняння системи (4.23) при r = r+:

f
∣∣
r=r+

+ r+f
′∣∣
r=r+

+ (Λ− 2β2)r2
+ + 2β

√
Q2
e +Q2

m + β2r4
+ − k = 0, (4.30)
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i враховучи f
∣∣
r=r+

= 0, отримуємо з (4.29) температуру:

T =
1

4πr+

(
k − (Λ− 2β2)r2

+ − 2β
√
Q2
e +Q2

m + β2r4
+

)
, (4.31)

яка у границi k = 1, Qm = 0, β → +∞ переходить у вiдповiдний вираз для
ЧД RN-AdS:

TRN =
1

4πr+

(
1− Λr2

+ −
Q2
e

r2
+

)
. (4.32)

Графiки залежностi температури для сферичного ГП вiд його радiусу r+ для
рiзних значень β, а також RN-AdS випадок представленi на Рис. 4.5 i є моно-
тонно зростаючими функцiями радiусу r+. Як i у двох попереднiх роздiлах,
тут ми маємо нефiзичну область значень r+, де температура приймає вiд’ємнi
значення.
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Рис. 4.5: Температура T (r+) при k = 1, Λ = −1, Qe = 1, Qm = 0.

Електричний потенцiал, визначений формулою (2.47) теж спiвпадає iз ви-
разами, отриманими у двох попереднiх роздiлах:

Ue = −
∫
Frtdr

∣∣∣∣
r=r+

, (4.33)

що з урахуванням розв’язку (4.20) для Frt дає47:

Ue =

+∞∫
r+

βQe√
Q2
e +Q2

m + β2x4
dx. (4.34)

47Тут межi iнтегрування теж вибрано так, щоб формула (4.34) приводила до вiдомого граничного ви-
падку (4.35).
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У границi Qm = 0, β → +∞ отримуємо електричний потенцiал RN-AdS:

URN
e =

Qe

r+
. (4.35)

Залежностi Ue(r+) для рiзних значень магнiтного заряду разом з RN-AdS
випадком представленi на Рис. 4.6. Значення параметрiв β, Qe, Qm обрано
такими ж, як i на Рис. 4.1 для електричного поля Frt48.
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Рис. 4.6: Електричний потенцiал Ue(r+) при β = 1 (окрiм випадку RN-AdS),
Qe = 1.

4.4. Розширений фазовий термодинамiчний простiр

Як вiдомо [77], для ЧД зi сферичним ГП та електромагнiтним полем BI
без магнiтного заряду має мiсце термодинамiчний фазовий перехiд. Як по-
казано у Роздiлах 2, 3 критична поведiнка ЧД може бути дослiдженою за
допомогою рiвняння стану, яке у свою чергу можна отримати з виразу для
температури. Iз (4.31) видно, що електричний та магнiтний заряди входять
до температури еквiвалентно, це означає, що наявнiсть магнiтного заряду не
впливає на iснування фазового переходу. Вiдповiдно до цього обмежимось
надалi термодинамiчно нетривiальним випадком сферичного ГП.

Перший закон термодинамiки ЧД для її маси (4.25) при k = 1 має вигляд:

dM = TdS + V dP + UedQe + UmdQm +Bdβ, (4.36)
48Взагалi, на всiх графiках цiєї дисертацiї в межах роздiлу параметри обрано однаковими там, де це

сприяє кращому їх розумiнню.
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де порiвняно з двома попереднiми моделями додаються члени UmdQm таBdβ,
їх змiст пояснено нижче. Температура T та електричний потенцiал Ue ви-
значаються отриманимими виразами (4.31) при k = 1, i (4.34), вiдповiдно.
Ентропiя ЧД зi сферичною поверхнею ГП рiвна:

S =
A

4
=

1

4

2π∫
0

dϕ

π∫
0

r2
+ sin θdθ = πr2

+, (4.37)

тобто чвертi площi поверхнi сфери радiуса r+.
Зв’язок мiж термодинамiчним тиском та вiд’ємною космологiчною сталою

обираємо в тому самому виглядi, що i для 3-вимiрних моделей:

P = − Λ

8π
. (4.38)

Використовуючи (4.36), термодинамiчний об’єм:

V =

(
∂M

∂P

)
S,Qe,Qm,β

=
4πr3

+

3
(4.39)

спiвпадає з об’ємом кулi радiуса r+. Також з (4.37) маємо зв’язок:

S = π

(
3V

4π

) 2
3

. (4.40)

У першому законi (4.36) доданок UmdQm входить симерично до UedQe,
тому Um можна назвати магнiтним потенцiалом ЧД49:

Um =

(
∂M

∂Qm

)
S,P,Qe,β

=

+∞∫
r+

βQm√
Q2
e +Q2

m + β2x4
dx. (4.41)

Цей результат спiвпадає iз порахованим альтернативним, «не термодинамi-
чним» методом iз використанням дуальностi Ходжа (Hodge dualisation) [85],
у якiй електричний та магнiтний заряди мiняються мiсцями.

49Також симетрiя членiв UedQe та UmdQm в першому законi разом з еквiвалентним входженням зарядiв
Qe та Qm до функцiї маси (4.25) означає, що магнiтний потенцiал може бути отриманий iз електричного
замiною Qe → Qm, Qm → Qe у формулi (4.34) для Ue. З цiєї причини ми не будуємо графiкiв для Um(r+),
так як вони принципово повторюють якiсну поведiнку Ue(r+) на Рис. 4.6.
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Величина B входить до (4.36) разом зi своєю спряженою величиною β, i
називається поляризацiєю вакууму Борна-Iнфельда (Born-Infeld vacuum pola-
rization) [77], що є характерною особливiстю електродинамiки BI50. Маємо:

B =

(
∂M

∂β

)
S,P,Qe,Qm

, (4.42)

B =
2βr3

+

3
− 2r+

3

√
Q2
e +Q2

m + β2r4
+ +

1

3

+∞∫
r+

Q2
e +Q2

m√
Q2
e +Q2

m + β2x4
dx. (4.43)

У границi β → +∞ величина B зникає:

B
∣∣
β→+∞ = 0, (4.44)

так як у цьому випадку електродинамiка BI переходить у максвелiвську i
змiст B втрачається. Розгляд в першому законi (4.36) членiв UmdQm та Bdβ
є необхiдним для отримання спiввiдношення Смарра, що пов’язує мiж собою
скiнченнi термодинамiчнi величини:

M = 2(TS − V P ) + UeQe + UmQm −Bβ. (4.45)

Зауважимо, що спiввiдношення Смарра, як i перший закон термодинамiки
характеризує термодинамiчнi властивостi ЧД на їх «поверхнi», тобто на ГП,
оскiльки величини T , V , Ue, Um, B є функцiями r+.

Дослiдимо критичну поведiнку ЧД. Переходячи у виразi (4.31) для темпе-
ратури при k = 1 вiд Λ та r+ до термодинамiчних змiнних P (4.38) та V (4.39),
вiдповiдно, i виражаючи тиск, отримуємо рiвняння стану P (V, T,Qe, Qm) ЧД
у розширеному фазовому термодинамiчному просторi:

P =
T

2

(
4π

3V

) 1
3

−

− 1

8π

(
4π

3V

) 2
3 (

1− 2β
√
Q2
e +Q2

m + β2(3V/(4π))4/3
)
− β2

4π
(4.46)

50Як сказано нижче, введення величини B є необхiдним для виконання спiввiдношення Смарра для
скiнченних термодинамiчних величин ЧД. У Роздiлi 2, де розглядаються поля BI та типу BI — LN i
EN теж можна ввести величину B, проте там ми цього не робили, оскiльки спiввiдношення Смарра не
розглядалось. Розширену термодинамiку з членом B розглянуто в [98] для d-вимiрних ЧД в LN та EN
електродинамiках.
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Це рiвняння, однак, зручнiше переписати, виразивши його не через термо-
динамiчний об’єм V , а через питомий об’єм v, лiнiйно пов’язаний з радiусом
ГП:

v = 2r+, (4.47)

Такий зв’язок отримано шляхом розмiрного аналiзу (переходу вiд геометри-
чної системи одиниць до «фiзичної») [76]. З (4.39), (4.47) маємо:

V =
πv3

6
. (4.48)

Тодi рiвняння стану (4.46) запишеться:

P =
T

v
− 1

2πv2

(
1− 2β

√
Q2
e +Q2

m + β2v4/16
)
− β2

4π
. (4.49)

Отримане рiвняння P (v, T,Qe, Qm) є схожим до рiвняння стану газу Ван дер
Ваальса:

P =
T

v − b
− a

v2
, (4.50)

де величини a та b є параметрами моделi газу Ван дер Ваальса51.
Система рiвнянь для критичних значень vc, Tc рiвняння (4.49) має вигляд:

(
∂P

∂v

)
T,Qe,Qm

∣∣∣∣
vc,Tc

= 0

(
∂2P

∂v2

)
T,Qe,Qm

∣∣∣∣
vc,Tc

= 0

(4.51)

i дає рiвняння для vc, Tc:
8(Q2

e +Q2
m + β2v4

c/16)3/2 = β(Q2
e +Q2

m)[16(Q2
e +Q2

m) + 3β2v4
c ]

Tc =
1

πvc

(
1− 2β(Q2

e +Q2
m)√

Q2
e +Q2

m + β2v4
c/16

)
.

(4.52)

Значенням vc, Tc вiдповiдає критичний тиск Pc = P (vc, Tc, Qe, Qm). Перше
рiвняння системи (4.52) є кубiчним по вiдношенню до величини v4

c . Його ана-
лiз приводить до умови iснування дiйсного додатного кореня v4

c , а, значить,
51Детальнiше їх змiст обговорено у наступному пiдроздiлi при розглядi ефекту Джоуля-Томсона.
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дiйсного додатного значення vc:

1√
8β

<
√
Q2
e +Q2

m, (4.53)

тобто iснування критичних параметрiв залежить вiд параметра β. В областi:

1√
8β

<
√
Q2
e +Q2

m <
1

2β
(4.54)

iснує два дiйсних додатних кореня для vc, тодi як в областi:

1

2β
<
√
Q2
e +Q2

m (4.55)

тiльки один. В областi (4.54) ми обиратимемо бiльший iз двох коренiв vc.
Наочно графiчний розв’язок першого рiвняння системи (4.52) для vc в зале-
жностi вiд β при рiзних значеннях параметрiв Qe, Qm демонструє графiк у
Додатку Ґ. Його побудовано для неявно заданої функцiї f(vc, β) = 0, отрима-
ної з першого рiвняння системи (4.52). Цей графiк iлюструє нерiвностi (4.53)
та (4.54), з нього видно, що бiльший корiнь vc iз двох в областi (4.54) обирає-
ться з мiркувань «збереження неперервностi» функцiї vc(β). В силу складно-
стi першого рiвняння системи (4.52) ми не приводимо тут його аналiтичного
розв’язку.

Граничний випадок Qm = 0, β → +∞ приводить рiвняння стану (4.49) до
вiдповiдного рiвняння для ЧД RN-AdS [76]:

PRN =
T

v
− 1

2πv2
+

2Q2
e

πv4
(4.56)

разом iз його критичними параметрами:

PRN
c =

1

96πQ2
e

, vRNc = 2
√

6Qe, TRN
c =

√
6

18πQe
. (4.57)

Рiвняння (4.56) допускає фазовий перехiд для будь-якого значення Qe
52, що

узгоджується iз умовою (4.53), оскiльки в границi Qm = 0, β → +∞ вона
переходить просто в Qe > 0. Також рiвняння (4.56), виражене в приведених
одиницях:

p =
P

Pc
, ν =

v

vc
, τ =

T

Tc
(4.58)

52Електричний заряд ЧД вважається додатним, Qe > 0.
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не залежить вiд параметра Qe (як i для газу Ван дер Ваальса не залежить
вiд параметрiв a, b [47]), приймаючи вигляд:

pRN =
8τ

3ν
− 2

ν2
+

1

3ν4
, (4.59)

тодi як рiвняння (4.49) не володiє такою особливiстю. При великих значеннях
v рiвняння (4.49) дає ту ж асимптотику P = T/v, що i (4.56).

Iзотерми рiвняння стану (4.49) у приведених одиницях на (p, ν) дiаграмi
для рiзних значень температури τ при скiнченному β показано на Рис. 4.7.
Для їх побудови спочатку для заданих значень параметрiв Qe, Qm, β чисель-
но знаходиться корiнь vc першого рiвняння системи (4.52), далi за другою
формулою системи (4.52) обчислюється Tc, а також Pc = P (vc, Tc, Qe, Qm).
Пiсля цього здiйснюється перехiд до приведених одиниць (4.58) i будуються
iзотерми для рiзних значень τ : для критичного значення τ = 1, в областi
низьких τ < 1 та високих τ > 1 температур. Критичнiй iзотермi на графi-
ку вiдповiдає точка перегину (p = 1, ν = 1), що означає фазовий перехiд
2-го роду в околi цiєї точки. В областi високих температур фазовий перехiд
вiдсутнiй, тодi як в областi низьких температур маємо фазовий перехiд 1-го
роду, тобто спiвiснування фаз разом iз дiлянками локального мiнiмуму та ма-
ксимуму, якi у випадку газу Ван дер Ваальса вiдповiдають метастабiльним
станам.
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Рис. 4.7: Iзотерми p(ν, τ,Qe, Qm) при β = 0.5, Qe = 1, Qm = 0. Для цих значень
параметрiв чисельний розрахунок дає vc = 4.5, Tc = 0.045, Pc = 0.0036.
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На Рис. 4.8, 4.9 критичнi iзотерми представлено для рiзних β та Qe, вiдпо-
вiдно, а також для RN-AdS випадку (4.59). Iз другого графiка видно, що для
скiнченного значення β при збiльшеннi заряду Qe кривi прямують до свого
граничного положення. Взгагалi, критичнi iзотерми на цих графiках мають
схожий вигляд, що свiдчить про подiбний якiсний вплив на них параметрiв
Qe (а значить i Qm) та β.
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Рис. 4.8: Критичнi iзотерми p(ν, τ = 1, Qe, Qm) при Qe = 1, Qm = 0. Чисельний
розрахунок дає vc = 4.2, Tc = 0.046, Pc = 0.0038 для β = 0.4; vc = 4.8, Tc = 0.044,
Pc = 0.0034 для β = 0.8.
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Рис. 4.9: Критичнi iзотерми p(ν, τ = 1, Qe, Qm) при β = 0.5, Qm = 0. Чисельний
розрахунок дає vc = 3.3, Tc = 0.057, Pc = 0.0059 для Qe = 0.8; vc = 4.5, Tc =

0.045, Pc = 0.0036 для Qe = 1; vc = 49, Tc = 0.0043, Pc = 0.000033 для Qe = 10.

Використовуючи рiвняння стану (4.49) та друге рiвняння системи (4.52)
для Tc, отримуємо термодинамiчне критичне вiдношення:

Pcvc
Tc

= 1−
2 + β2v2

c − 4β
√
Q2
e +Q2

m + β2v4
c/16

4− 8β(Q2
e +Q2

m)(Q2
e +Q2

m + β2v4
c/16)−1/2

, (4.60)
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де vc задовольняє першому рiвнянню системи (4.52). У границi Qm = 0, β →
+∞ це вiдношення переходить у:

Pcvc
Tc

∣∣∣∣Qm=0
β→+∞

=
3

8
, (4.61)

яке також можна безпосередньо отримати з (4.57). Цiкаво зауважити, що
(4.61) спiвпадає з вiдповiдним результатом для газу Ван дер Ваальса [47].
Саме вiдношення (4.60) залежить вiд параметрiв Qe, Qm, β.

Вiдзначимо одну особливiсть вiдношення (4.60) — його залежнiсть тiльки
вiд комбiнацiї параметрiв β

√
Q2
e +Q2

m, що продемонствовано двома графiка-
ми на Рис. 4.10. Без втрати загальностi прийнято Qm = 0 i згадана комбiнацiя
переходить у βQe. Показано залежностi Pcvc/Tc(β) для рiзних Qe на лiвому i
Pcvc/Tc(Qe) для рiзних β на правому графiках. Параметри Qe та β пiдiбранi
так, щоб комбiнацiя βQe залишалась постiйною. Як видно, цi графiки є iден-
тичними, що i означає незалежнiсть Pcvc/Tc вiд βQe. Це зокрема означає,
що при скiнченному β збiльшення заряду Qe приводить вiдношення (4.60)
до граничного випадку (4.61) ЧД RN-AdS. Графiки на Рис. 4.10 будуються
шляхом чисельного розв’язування першого рiвняння системи (4.52) для vc з
наступною пiдстановкою у (4.60).
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Рис. 4.10: Pcvc/Tc(β) та Pcvc/Tc(Qe) при Qm = 0. Вертикальнi крапковi прямi
вiдповiдають β = 1, β = 2, β = 4 (лiвий графiк) та Qe = 1, Qe = 2, Qe = 4

(правий графiк). На горизонтальнiй крапковiй прямiй в точках її перетину iз
суцiльними кривими маємо однакове значення Pcvc/Tc. В цих точках комбiнацiя
βQe зберiгається i рiвна 2. Лiвий та правий графiки є iдентичними i отриму-
ються замiною β 7→ Qe, Qe 7→ β. Горизонтальна штрихова пряма вiдповiдає
критичному вiдношенню ЧД RN-AdS, рiвному 3/8.
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Нарештi, обчислимо iзобарну теплоємнiсть:

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,Qe,Qm

= T

(
∂T

∂S

)−1

P,Qe,Qm

. (4.62)

Замiсть того, щоб використовувати вираз (4.31) для температури T та зв’язок
(4.37) мiж ентропiєю та радiусом ГП, i отримуючи таким чином теплоємнiсть
у змiнних Λ, r+, як це було зроблено у двох попереднiх роздiлах, отримаємо
її у термодинамiчних величинах P , v. Використовуючи рiвнiсть:(

∂T

∂S

)
P,Qe,Qm

=
dv

dS

(
∂T

∂v

)
P,Qe,Qm

, (4.63)

та залежностi (4.40), (4.48), отримуємо v = 2
√
S/π, dv/dS = 2/(πv). Вира-

жаючи з рiвняння стану (4.49) температуру:

T =

(
P +

β2

4π

)
v +

1

2πv

(
1− 2β

√
Q2
e +Q2

m + β2v4/16
)
, (4.64)

i пiдставляючи в (4.63), маємо з (4.62):

CP = −2π2v3T

(
2− (4πP + β2)v2 − 4β(Q2

e +Q2
m − β2v4/16)√

Q2
e +Q2

m + β2v4/16

)−1

, (4.65)

де T визначається (4.64). Границя Qm = 0, β → +∞ дає вiдомий результат
для теплоємностi ЧД RN-AdS [76]:

CRN
P = −2π2v3T

(
2− 4πPv2 − 24Q2

e

v2

)−1

, (4.66)

де температуру виражено з рiвняння (4.56):

T = Pv +
1

2πv
− 2Q2

e

πv3
. (4.67)

Кривi CP (v) для рiзних значень β, а також для RN-AdS випадку показано
на Рис. 4.11. Як i у двох попереднiх роздiлах, тут є нефiзична область значень
v = 2r+, де CP < 0, що вiдповiдає областi вiд’ємної температури. В областi,
де CP > 0 маємо монотонну зростаючу поведiнку теплоємностi.

Аналогiчнi термодинамiчнi величини для ЧД без магнiтного заряду в еле-
ктродинамiцi BI з одним iнварiантом поля були отриманi в роботi [77].
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Рис. 4.11: Iзобарна теплоємнiсть CP (v) при P = 1, Qe = 1, Qm = 0.

4.5. Ефект Джоуля-Томсона

Ототожнення вiд’ємної космологiчної сталої з термодинамiчним тиском
дозволяє вивчати розширену термодинамiку ЧД в широкому контекстi. Одним
iз класичних термодинамiчних процесiв є процес Джоуля-Томсона, який по-
лягає в адiабатному повiльному стацiонарному протiканнi (дроселюваннi) га-
зу через пористу перегородку внаслiдок пiдтримання сталого перепаду тиску
по рiзнi вiд неї сторони, де стан газу можна вважати рiвноважним. Такий
процес є iзоентальпiйним, пiд час нього ентальпiя газу зберiгається. Для iде-
ального газу його температура по обидвi сторони вiд перегородки не змiнює-
ться, тодi як для реальних газiв вона може як зменшуватись, так i збiльшу-
ватись. Така змiна температури газу при дроселюваннi називається ефектом
Джоуля-Томсона. Наприклад, газ Ван дер Ваальса з рiвнянням стану (4.50)
у випадку нехтування силами мiжмолекулярного притягання (a = 0, b 6= 0)
при такому адiабатному розширеннi нагрiвається (вiд’ємний ефект Джоуля-
Томсона), тодi як у випадку нехтування розмiрами молекул газу (a 6= 0,
b = 0) — охолоджується (додатний ефект Джоуля-Томсона). У загальному
випадку (a 6= 0, b 6= 0) охолодження чи нагрiвання газу Ван дер Ваальса
залежить вiд спiввiдношення мiж параметрами a та b, оскiльки їх вплив на
ефект Джоуля-Томсона протилежний, тому останнiй може бути як вiд’ємним,
так i додатним [35].

Розглянемо процес Джоуля-Томсона для рiвняння стану (4.46). Коефiцi-
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єнт Джоуля-Томсона [47]53:

µ =

(
∂T

∂P

)
M

(4.68)

характеризує змiну температури ЧД вiдносно змiни зовнiшнього тиску при
сталiй ентальпiї ЧД — її масi. Для подальших обчислень (4.68) зручнiше
переписати у виглядi:

µ =
T (∂V/∂T )P − V

CP
. (4.69)

При iнверсних значеннях Vi, Ti, Pi коефiцiєнт µ дорiвнює нулевi, що ви-
значає двi областi — охолодження (µ > 0) та нагрiвання (µ < 0) на (T, P )

дiаграмi. При «розширеннi» ЧД (зростаннi її термодинамiчного об’єму V )
вона охоложується при µ > 0 i нагрiвається при µ < 0. Прирiвнюючи (4.69)
до нуля, маємо iнверсну температуру Ti:

Ti = V

(
∂T

∂V

)
P

∣∣∣∣V=Vi
P=Pi

. (4.70)

Виражаючи з (4.49) температуру, переходячи вiд V до v згiдно (4.48), вра-
ховуючи Vi = V (vi), пiдставляючи в отриманий вираз значення iнверсного
тиску Pi = P (vi, Ti, Qe, Qm) вiдповiдно до (4.49), отримуємо з (4.70):

Ti = − 1

2πvi
+

β(Q2
e +Q2

m)

πv
√
Q2
e +Q2

m + β2v4
i /16

, (4.71)

де Pi дається рiвнянням стану (4.49):

Pi =
Ti
vi
− 1

2πv2
i

(
1− 2β

√
Q2
e +Q2

m + β2v4
i /16

)
− β2

4π
, (4.72)

а Ti визначається з (4.71). Система рiвнянь (4.71)-(4.72) є параметричними
рiвняннями Ti = Ti(vi), Pi = Pi(vi), графiк функцiї Ti(Pi) називається iнвер-
сiйною кривою.

Виключаючи з системи (4.71)-(4.72) iнверсну температуру, отримуємо рiв-
няння для визначення vi при даному Pi:

1 +

(
πPi +

β2

4

)
v2
i −

β[2(Q2
e +Q2

m) + β2v4
i /16]√

Q2
e +Q2

m + β2v4
i /16

= 0. (4.73)

53Тут i далi у цьому роздiлi величини Qe, Qm, β вважаються параметрами, їх фiксування при обчисленнi
вiдповiдних похiдних додатково не вказується.
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Це рiвняння четвертого степеня для величини v2
i , що дає один дiйсний дода-

тний корiнь для vi в областi:

1

2β
<
√
Q2
e +Q2

m. (4.74)

Зауважимо, що умова (4.74) спiвпадає з умовою (4.55) iснування одного дiй-
сного додатного кореня для критичного об’єму vc. Також особливiстю умови
(4.74) є її незалежнiсть вiд Pi. Графiчнi роз’язки рiвняння (4.73) для vi в зале-
жностi вiд β при рiзних фiксованих Qe, Qm для рiзних значень Pi показанi на
рисунках у Додатку Д. Цi графiки також наочно демонструють незалежнiсть
умови (4.74) вiд Pi.

У границi Qm = 0, β → +∞ iнверснi значення (4.71), (4.72) прямують до
вiдповiдних значень для ЧД RN-AdS [109]:

Ti = − 1

2πvi
+

4Q2
e

πv3
i

, (4.75)

Pi =
Ti
vi
− 1

2πv2
i

+
2Q2

e

πv4
i

, (4.76)

i якi приводять до рiвняння для vi:

πPiv
4
i + v2

i − 6Q2
e = 0, (4.77)

розв’язок якого, будучи пiдставленим у (4.75), дає явне рiвняння iнверсiйної
кривої Ti(Pi) [109]:

Ti =

√
Pi
(
1 + 16πQ2

ePi −
√

1 + 24πQ2
ePi
)

√
2π
(
− 1 +

√
1 + 24πQ2

ePi
)3/2

. (4.78)

Умова (4.74) у границi для ЧД RN-AdS переходить просто в умову Qe > 0

для iснування одного дiйсного додатного кореня рiвняння (4.77).
Iнверсiйнi кривi Ti(Pi) для рiзних значень β при фiксованих зарядах Qe,

Qm, а також для ЧД RN-AdS (4.78) показанi на Рис. 4.12. В силу складностi
рiвняння (4.73) їх побудовано поточково шляхом чисельного розв’язування
цього рiвняння для кожного значення аргументу Pi з наступною пiдстанов-
кою у (4.71).
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Рис. 4.12: Iнверсiйнi кривi Ti(Pi) при Qe = 1, Qm = 0.

Побудуємо тепер iзоентальпiйнi кривi T (P ) при сталiй масi ЧД. Викори-
стаємо вирази для маси M(r+,Λ) (4.25) та температури T (r+,Λ) (4.31) при
k = 1 i перейдемо вiд Λ до P згiдно (4.38). З (4.25) виразимо P i отримаємо
P (r+,M). Разом з функцiєю T (r+, P ) маємо параметричнi рiвняння:P = P (r+,M)

T = T (r+, P (r+,M))
(4.79)

для функцiї T (P,M) (параметром є r+), де рiзнi значення M вiдповiдають
iзоентальпiйним кривим.

На Рис. 4.13 iзоентальпiйнi кривi показано для рiзнихM при скiнченному
β та фiксованих зярядах Qe, Qm. Також показано iнверсiйну криву Ti(Pi) для
тих самих значень параметрiв β, Qe, Qm. Вона перетинає iзоентальпiйнi кри-
вi у точках їх максимуму, так як при iнверсних значеннях Pi, Ti коефiцiєнт
Джоуля-Томсона (4.68) рiвний нулевi, що означає екстремум функцiї T (P )54.
Злiва вiд iнверсiйної кривої знаходиться область охолодження (µ > 0), де ЧД
охолоджується, а справа — область нагрiванння (µ < 0), де ЧД нагрiвається
при iзоентальпiйному розширеннi. Iзоентальпiйнi кривi на цьому графiку бу-
дуються параметрично вiдповiдно до (4.79).

Зауважимо, що ми не даємо буквальної iнтерпретацiї ефекту Джоуля-
Томсона для ЧД, що є «пористою перегородкою» i т.п., розглядаючи його
формально, використовуючи вiдповiдне рiвняння стану.

54Протирiччя щодо того, що тут iнверсiйну криву показано на графiку з осями P , T , а не Pi, Ti як на
Рис. 4.12), звичайно немає.
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Рис. 4.13: Iзоентальпiйнi кривi T (P,M) при β = 1, Qe = 1, Qm = 0, а також
iнверсiйна крива для тих самих β, Qe, Qm.

Ефект Джоуля-Томсона для електрично зарядженої ЧД з полем BI було
розглянуто у нещодавнiй статтi [130]. Цю статтю було помiчено вже пiсля
отримання результатiв цього пiдроздiлу, тому в цьому розумiннi вони є пов-
нiстю незалежними.
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Висновки

Дослiджено розширену термодинамiку трьох моделей чорних дiр з нелi-
нiйними матерiальними полями в айнштайнiвськiй гравiтацiї. Усi результати,
включаючи вихiднi рiвняння поля та їх розв’язки були виведенi незалежно
з iнтегралу дiї системи, у цьому сенсi дана робота є самодостатнiм послiдов-
ним дослiдженням. Даються перехреснi посилання мiж рiзними роздiлами
дисертацiї та посилання на наявнi дослiдження у лiтературi. Проаналiзовано
фiзичну поведiнку отриманих розв’язкiв, розглянуто їх частковi та граничнi
випадки.

Особливiстю Моделi 1 є вивчення розширеної термодинамiки для 3-вимiр-
них статичних чорних дiр зi степеневим, Борна-Iнфельда, логарифмiчним та
експоненцiйним електромагнiтними полями, порiвняння їх мiж собою, аналiз
впливу параметрiв нелiнiйностi цих полiв на отриманi розв’язки. Аналогiчнi
рiвняння та розв’язки без дослiдження розширеної термодинамiки було роз-
глянуто в [81] для поля Борна-Iнфельда i полiв типу Борна-Iнфельда, а також
в [88] для степеневого поля. В [98] розширену термодинамiку було дослiдже-
но для статичних ЧД з логарифмiчним та експоненцiйним полями у вищих
(d > 4) вимiрах простору-часу.

Унiкальнiстю Моделi 2 є отримання точних квадратурних, а також ана-
лiтичних асимптотичних розв’язкiв для недiагональної метричної функцiї та
магнiтного поля 3-вимiрної чорної дiри зi степеневим електромагнiтним по-
лем у випадку повiльного обертання. Розв’язки для електромагнiтного поля
знайденi у загальному випадку без накладання на них додаткових зв’язкiв.
Розглянуто питання фiзичного змiсту отриманих констант моделi. В [26] було
розглянуто 3-вимiрну чорну дiру з довiльним обертанням для спецiального
випадку, де електричне та магнiтне поля є пропорцiйними мiж собою. У [67]
було дослiджено d > 4-вимiрнi чорнi дiри з повiльним обертанням та степе-
невим електромагнiтним полем.

Оригiнальнiстю Моделi 3 є розгляд топологiчних розв’язкiв, магнiтного
заряду, термодинамiчного критичного вiдношення, а також ефекту Джоуля-
Томсона для 4-вимiрної статичної чорної дiри з оригiнальним полем Борна-
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Iнфельда, що мiстить два iнварiанти поля. Деякi аналогiчнi результати роз-
ширеної термодинамiки 4-вимiрних статичних чорних дiр без магнiтного за-
ряду з одним iнварiантом поля Борна-Iнфельда були отриманi в [77]. Ефект
Джоуля-Томсона для чорної дiри Райснера-Нордстрьома з вiд’ємною космо-
логiчною сталою було розглянуто в [130] зi зробленим наприкiнцi Роздiлу 4
зауваженням.

Отже, завдання дослiдження, поставленi у Вступi цiєї дисертацiї вико-
нано. Результати описанi у Роздiлах 2, 3, 4 були опублiкованi автором цiєї
дисертацiї у спiвавторствi з моїм науковим керiвником М. М. Стецком у ста-
ттях [122], [126], [131], вiдповiдно.
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Подяки

Ця кадидатська дисертацiя є пiдсумком мого навчання в аспiрантурi ка-
федри теоретичної фiзики iменi професора Iвана Вакарчука фiзичного фа-
культету Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Я дякую моєму науковому керiвнику Миколi Миколайовичу Стецку за
можливiсть доторкнутись до сучасних теоретико-польових фiзичних дослi-
джень, взяти у них безпосередню участь, отримати навчальний та науковий
досвiд. Дякую за цiкаву та важливу тему дисертацiї, що має пряме вiдношен-
ня до сучасних задач та проблем теоретичної фiзики, пов’язаних з її рiзними
роздiлами — гравiтацiї, електродинамiки, термодинамiки, квантової теорiї у
застосуваннi до чорних дiр. Дякую за постановку задач в межах цiєї теми,
всебiчну допомогу, терпiння та кориснi зауваження в ходi роботи над ними
та цiєю дисертацiєю.

Я дякую професору Володимиру Михайловичу Ткачуку, завiдувачу ка-
федрою теоретичної фiзики iменi професора Iвана Вакарчука та старшому
науковому спiвробiтнику Богдану Ярославовичу Мелеху, завiдувачу кафе-
дрою астрофiзики за пiдтримку на моєму навчальному та науковому шляху
на цих кафедрах.

Я дякую проф. А. А. Ровенчаку за кориснi поради та TEXнiчнi пiдказки,
проф. Х. П. Гнатенко за можливiсть взяти участь у науковому проектi для
молодих вчених, доц. В. С. Пастухову за цiкавi та тривалi обговорення фi-
зичних i не тiльки питань, iнж. О. Ю. Кiктєвiй за допомогу у рiзноманiтних
органiзацiйних питаннях. Окремо я дякую моїй колезi Богданi Собко, з якою
я мав радiсть навчатись разом в аспiрантурi.

Бiльш широко, ця дисертацiя є результатом моїх десяти рокiв навчання
та занять астрономiєю i теоретичною фiзикою на кафедрах астрофiзики та
теоретичної фiзики iменi професора Iвана Вакарчука фiзичного факультету
Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Я дякую викла-
дачам фiзичного, механiко-математичного та iнших факультетiв Львiвського
нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка за моє навчання.

Я вдячний усiм, завдяки кому написання цiєї дисертацiї стало можливим.
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and an entropy inequality for the thermodyanamic volume. Physical Review
D. Vol. 84, 024037 (2011).

[74] S. Habib Mazharimousavi, O. Gurtug, M. Halilsoy, O. Unver. 2 + 1 dimensi-
onal magnetically charged solutons in Einstein-power-Maxwell theory. Physi-
cal Review D. Vol. 84, 124021 (2011).

[75] R. A. Konoplya, Alexander Zhidenko. Quasinormal modes of black holes:
from astrophysics to string theory. Reviews of Modern Physics. Vol. 83, 793
(2011).
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[100] David Kubizňák, Robert B. Mann, Mae Teo. Black hole chemistry:
thermodynamics with Lambda. Classical and Quantum Gravity. Vol. 34,
063001 (2017).

[101] Leonardo Balart, Sharmanthie Fernando. A Smarr formula for charged
black holes in nonlinear electrodynamics. Modern Physics Letters A. Vol.
32, 1750219 (2017).

[102] S. I. Kruglov. Notes on Born-Infeld type electrodynamics. Modern Physics
Letters A. Vol. 32, 1750201 (2017).

[103] S. I. Kruglov. Born-Infeld-type electrodynamics and magnetic black holes.
Annals of Physics. Vol. 383, 550 (2017).

[104] S. I. Kruglov. Remarks on Heisenberg-Euler-type electrodynamics. Modern
Physics Letters A. Vol. 32, 1750092 (2017).

110



[105] Nora Bretón, Tyler Clark, Sharmanthie Fernando. Quasinormal modes and
absorption cross-section of Born-Infeld-de Sitter black holes. International
Journal of Modern Physics D. Vol. 26, 1750112 (2017).

[106] S. H. Hendi, B. Eslam Panah, S. Panahiyan, A. Sheykhi. Dilatonic BTZ
black holes with power-law field. Physics Letters B. Vol. 767, 214 (2017).

[107] Wei Xu, De-Cheng Zou. (2+1)-dimensional charged black holes with scalar
hair in Einstein-power-Maxwell theory. General Relativity and Gravitation.
Vol. 49, 73 (2017).

[108] S. H. Hendi, B. Eslam Panah, S. Panahiyan, M. S. Talezadeh. Geometrical
thermodynamics and P − V criticality of the black holes with power-law
Maxwell field. The European Physical Journal C. Vol. 77, 133 (2017).
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Додаток А. Необхiднi вiдомостi ЗТВ

Тут приводяться основнi поняття та використовувана «машинерiя» ЗТВ
у тензорному покомпонентному формалiзмi, а також деякi технiчнi деталi
обчислень, що зустрiчаються при розглядi моделей у Роздiлах 2, 3, 4. Даний
матерiал стосується рiвнянь поля айнштайнiвської гравiтацiї та максвелiв-
ської електродинамiки в 4-вимiрному просторi-часi з космологiчною сталою,
однак окремi розглянутi тут результати використовуються у Роздiлах 2, 3,
4 у випадках 3-вимiрного простору-часу та нелiнiйного електромагнiтного поля.

ЗТВ є геометричною теорiєю гравiтацiї, згiдно до якої, вся матерiя у Все-
свiтi рухається у викривленому 4-вимiрному просторi-часi, i в той же час, ця
матерiя формує геометричну структуру цього простору-часу. Таким чином,
ЗТВ є нелiнiйною теорiєю, матерiя i простiр-час перебувають мiж собою у
постiйнiй взаємодiї, рух матерiї формує простiр-час, а простiр-час визначає
рух матерiї.

Простiр-час ЗТВ є 4-вимiрним рiмановим многовидом iз псевдоевклiдовою
метрикою, його геометрична структура визначається першою квадратичною
формою55:

ds2 = gµνdx
µdxν, µ, ν = 0, 3, (A.1)

де скалярнi функцiї gµν подiї простору-часу є компонентами метричного тен-
зора. Локально простiр-час ЗТВ є лiнiйним простором Мiнковського в СТВ
з дiагональною метрикою:

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (A.2)

тобто достатньо малий окiл подiї многовиду простору-часу iз вiдповiдною
точнiстю розглядається як плоский простiр-час. ЗТВ є узагальненням СТВ
на випадок гравiтацiйної взаємодiї, яка розглядаються як прояв кривизни
простору-часу, таким чином, викривлений простiр-час i є гравiтацiйним по-
лем56.

55Iсторично її називають квадратом iнтервалу.
56Геометрiя може сприйматись як взаємодiя, подiбно до того, як два жуки, якi в даний момент повзуть

поруч сусiднiми меридiанами поверхнi сфери, з часом будуть зближуватись мiж собою, що може бути
iнтерпретовано як їх взаємне притягання.
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Розподiл матерiї та її рух у ЗТВ задаєься тензором енергiї-iмпульсу Tµν.
У випадку, коли матерiєю є максвелiвське електромагнiтне поле тензор Tµν
є пов’язаний iз цим полем. Основними рiвняннями ЗТВ у цьому випадку є
рiвняння Айнштайна для гравiтацiйного поля та рiвняння Максвелла для
електромагнiтного поля. Цi рiвняння є детермiнiстичними i визначають ди-
намiчну взаємодiю мiж гравiтацiйним та електроманiтним полями подiбно
до того, як 2-й закон Ньютона визначає зв’язок мiж прискоренням тiла та
силами, що на нього дiють. Принциповою вiдмiннiстю є те, що на вiдмiну
вiд ньютонiвської механiки, ЗТВ є нелiнiйною теорiєю, 2-й закон Ньютона є
системою iз 3-х скалярних звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь 2-го
порядку для функцiй x(t), y(t), z(t), i прискорення тiла не впливає на сили,
що на нього дiють, тодi як рiвняння Айнштайна є системою, взагалi кажучи,
iз 10-ти скалярних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку у
часткових похiдних для функцiй gµν(x0, x1, x2, x3). Саме складнiсть та громi-
здкiсть рiвнянь Айнштайна є основною математично-технiчною проблемою
ЗТВ.

Як i закон динамiки Ньютона, рiвняння Айнштайна та Максвелла можуть
бути виведенi у лагранжевому формалiзмi. Функцiонал дiї айнштайнiвсько-
го гравiтацiйного та максвелiвського електромагнiтного полiв у 4-вимiрному
просторi часi з космологiчною сталою Λ може бути записаний у виглядi:

I[gµν, Aµ] =
1

16π

∫
Ω

d4x
√
−g(R− 2Λ− F ). (A.3)

Тут iнтегрування вiдбувається по елементу «об’єму» простору-часу i охоплює
його область Ω, компоненти gµν метричного тензора та компоненти Aµ векто-
ра потенцiалу електромагнiтного поля є польовими змiнними гравiтацiйного
та електромагнiтного полiв, вiдповiдно. Позначення g ≡ det gµν є детермi-
нантом матрицi метричного тензора, величина R = Rµ

µ = gµνRµν є слiдом
тензора Рiччi i називається скалярною кривизною простору-часу, величини
gµν є компонентами оберненого метричного тензора, gµρgρν = δνµ, де δµν —
символ Кронекера. Величина F = FµνF

µν, рiвна згортцi тензора електрома-
гнiтного поля Fµν iз самим собою є максвелiвським iнварiантом поля, тензор

115



Fµν = ∂µAν − ∂νAµ у свою чергу виражається через компоненти електрома-
гнiтного потенцiалу шляхом антисиметризацiї.

Принцип найменшої дiї δgµνI = 0 для (A.3) приводить до рiвнянь Айн-
штайна. Маємо:

δgµνI =
1

16π

∫
Ω

d4x
[
(R− 2Λ− F )δgµν

√
−g +

√
−g(δgµνR− δgµνF )

]
. (A.4)

Варiацiя δgµν
√
−g рiвна57:

δgµν
√
−g = −1

2

√
−ggµνδgµνgµν. (A.5)

У варiацiї δgµνR = Rµνδgµνg
µν + gµνδgµνRµν другий доданок може бути опуще-

ний в силу рiвностi: ∫
Ω

d4x
√
−ggµνδgµνRµν = 0. (A.6)

Використовуючи антисиметричнiсть Fµν та перепозначаючи iндекси, маємо
для δgµνF :

δgµνF = FµνFαβδgµν(g
µαgνβ) = 2FµρFν

ρδgµνg
µν. (A.7)

Враховуючи довiльнiсть δgµνgµν, отримуємо рiвняння Айнштайна:

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = Tµν, (A.8)

де тензор енергiї-iмпульсу дається виразом:

Tµν = −1

2
gµνF + 2FµρFν

ρ. (A.9)

Тензор РiччiRµν = Rλ
µλν є слiдом тензора кривизни Рiмана-Крiстоффеля,

тодi як останнiй виражається шляхом антисиметризацiї з використанням сим-
волiв Крiстоффеля 2-го роду та їх перших похiдних:

Rλ
µνκ = ∂νΓ

λ
µκ − ∂κΓλµν + ΓλνρΓ

ρ
µκ − ΓλκρΓ

ρ
µν. (A.10)

Нарештi, символи Крiстоффеля виражаютья через компоненти метричного
тензора та їх першi похiднi:

Γλµν =
1

2
gλρ(∂νgµρ + ∂µgνρ − ∂ρgµν). (A.11)

57Див., наприклад, [43].
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Символи Крiстоффеля задають афiнну зв’язнiсть на многовидi простору-
часу i не є компонентами тензора. Вигляд формули (A.11) дає пiдстави нази-
вати Γλµν гравiтацiйним полем, а gµν його потенцiалом.

Принцип найменшої дiї δAµI = 0 для (A.3) приводить до рiвнянь Максвел-
ла. Маємо:

δAµI = − 1

16π

∫
Ω

d4x
√
−gδAµF. (A.12)

Використовучюи симетричнiсть gµν, антисиметричнiсть Fµν та перепознача-
ючи iндекси, маємо для δAµF :

δAµF = gµαgνβδAµ(FµνFαβ) = 2gµαgνβFαβδAµFµν =

= 2F µνδAµ(∂µAν − ∂νAµ) = 4F µν∂µδAµAν, (A.13)

i що дає: ∫
Ω

d4x
√
−gF µν∂µδAµAν = 0. (A.14)

Використовуючи рiвностi:

∂µ(
√
−gF µνδAµAν) = δAµAν∂µ(

√
−gF µν) +

√
−gF µν∂µδAµAν, (A.15)∫

Ω

d4x∂µ(
√
−gF µνδAµAν) = 0, (A.16)

i довiльнiсть δAµAµ, отримуємо рiвняння Максвелла:

∂µ(
√
−gF µν) = 0. (A.17)

Систему рiвнянь (A.8)-(A.9), (A.17) називають рiвняннями поля Айнштайна-
Максвелла, їх розв’язком є польовi змiннi gµν та Aµ (або Fµν).

На практицi для розв’язування рiвнянь поля до них додають деякi вiдо-
мостi про модель дослiджуваної системи, якi мiстять iнформацiю про вибранi
координати, симетрiї i т.п. Це робиться шляхом задання невiдомих метричних
функцiй та функцiй потенцiалу електромагнiтного поля (або самих компо-
нент електромагнiтного поля).
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Додаток Б. Деякi геометричнi величини

Сюди винесено компоненти gµν та gµν метричного тензора та оберненого до ньо-
го, їх детермiнанти det gµν та det gµν , символи Крiстоффеля Γλµν , компоненти
Rµν тензора Рiччi, а також скалярну кривизну R для усiх трьох дослiджуваних
моделей. Для величин з iндексами приведено тiльки їх ненульовi значення, а
також з урахуванням їх симетрiй.

Модель 1

Метрика та детермiнанти

gtt = −f, grr =
1

f
, gϕϕ = r2,

gtt = −1

f
, grr = f, gϕϕ =

1

r2
,

det gµν = −r2, det gµν = − 1

r2
.

Символи Крiстоффеля

Γttr =
f ′

2f
,

Γrtt =
f ′f

2
, Γrrr = − f

′

2f
, Γrϕϕ = −rf,

Γϕrϕ =
1

r
.

Тензор Рiччi

Rtt =
rf ′′f + f ′f

2r
,

Rrr = −rf
′′ + f ′

2rf
,

Rϕϕ = −rf ′.

Скалярна кривизна

R = −rf
′′ + 2f ′

r
.
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Модель 2

Метрика та детермiнанти

gtt = −f, gtϕ = ar2h, grr =
1

f
, gϕϕ = r2,

gtt = −1

f
, gtϕ =

ah

f
, grr = f, gϕϕ =

1

r2
,

det gµν = −r2, det gµν = − 1

r2
.

Як видно, у випадку повiльного обертання ЧД отриманi детермiнанти спiв-
падають iз вiдповiдним статичним випадком Моделi 1.

Символи Крiстоффеля

Γttr =
f ′

2f
, Γtrϕ = −ar

2h′

2f
,

Γrtt =
f ′f

2
, Γrtϕ = −arf(rh′ + 2h)

2
, Γrrr = − f

′

2f
, Γrϕϕ = −rf,

Γϕtr = −a(rf ′h− rfh′ − 2fh)

2rf
, Γϕrϕ =

1

r
.

Тi символи Крiстоффеля, що не мiстять функцiї h спiвпадають з вiдповiдни-
ми величинами Моделi 1, а решта — Γtrϕ, Γrtϕ, Γϕtr — зумовленi наявнiстю
функцiї h, тобто повiльного обертання ЧД.

Тензор Рiччi

Rtt =
rf ′′f + f ′f

2r
,

Rtϕ = −ar(2f
′h+ rfh′′ + 3fh′)

2
,

Rrr = −rf
′′ + f ′

2rf
,

Rϕϕ = −rf ′.

Дiагональнi компоненти спiвпадають iз вiдповiдними величинами Моделi 1,
а компонента Rtϕ пов’язана з повiльним обертанням ЧД.
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Скалярна кривизна

R = −rf
′′ + 2f ′

r
.

Наявнiсть повiльного обертання не змiнює значення скалярної кривизни по-
рiвняно зi статичним випадком Моделi 1.

Модель 3

Метрика та детермiнанти

k = 1:
gtt = −f, grr =

1

f
, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sin2 θ,

gtt = −1

f
, grr = f, gθθ =

1

r2
, gϕϕ =

1

r2 sin2 θ
,

det gµν = −r4 sin2 θ, det gµν = − 1

r4 sin2 θ
.

k = 0:
gtt = −f, grr =

1

f
, gθθ = r2, gϕϕ = r2θ2,

gtt = −1

f
, grr = f, gθθ =

1

r2
, gϕϕ =

1

r2θ2
,

det gµν = −r4θ2, det gµν = − 1

r4θ2
.

k = −1

gtt = −f, grr =
1

f
, gθθ = r2, gϕϕ = r2 sh2 θ,

gtt = −1

f
, grr = f, gθθ =

1

r2
, gϕϕ =

1

r2 sh2 θ
,

det gµν = −r4 sh2 θ, det gµν = − 1

r4 sh2 θ
.

Видно, що вiдповiднi компоненти gµν та gµν для рiзних значень k вiдрiзняю-
ться мiж собою тiльки ϕϕ-компонентами, якi є функцiями окрiм r, також i
θ, що очевидно, i що в свою чергу впливає на значення детермiнантiв вiдпо-
вiдних метрик та обернених до них.
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Символи Крiстоффеля

k = 1:
Γttr =

f ′

2f
,

Γrtt =
f ′f

2
, Γrrr = − f

′

2f
, Γrθθ = −rf, Γrϕϕ = −rf sin2 θ,

Γθrθ =
1

r
, Γθϕϕ = −sin 2θ

2
,

Γϕrϕ =
1

r
, Γϕθϕ = ctg θ.

k = 0:
Γttr =

f ′

2f
,

Γrtt =
f ′f

2
, Γrrr = − f

′

2f
, Γrθθ = −rf, Γrϕϕ = −rfθ2,

Γθrθ =
1

r
, Γθϕϕ = −θ,

Γϕrϕ =
1

r
, Γϕθϕ =

1

θ
.

k = −1:
Γttr =

f ′

2f
,

Γrtt =
f ′f

2
, Γrrr = − f

′

2f
, Γrθθ = −rf, Γrϕϕ = −rf sh2 θ,

Γθrθ =
1

r
, Γθϕϕ = −sh 2θ

2
,

Γϕrϕ =
1

r
, Γϕθϕ = cth θ.

Тi символи Крiстоффеля, якi є функцiями тiльки r є однаковими для усiх
трьох геометрiй.
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Тензор Рiччi

k = 1:
Rtt =

rf ′′f + 2f ′f

2r
,

Rrr = −rf
′′ + 2f ′

2rf
,

Rθθ = −rf ′ − f + 1,

Rϕϕ = −(rf ′ + f − 1) sin2 θ.

k = 0:
Rtt =

rf ′′f + 2f ′f

2r
,

Rrr = −rf
′′ + 2f ′

2rf
,

Rθθ = −rf ′ − f,

Rϕϕ = −(rf ′ + f)θ2.

k = −1:
Rtt =

rf ′′f + 2f ′f

2r
,

Rrr = −rf
′′ + 2f ′

2rf
,

Rθθ = −rf ′ − f − 1,

Rϕϕ = −(rf ′ + f + 1) sh2 θ.

Тi компоненти тензора Рiччi, якi є функцiями тiльки r, на вiдмiну вiд симво-
лiв Крiстоффеля, не є однаковими для рiзних геометрiй. Так, θθ-компонента,
будучи функцiєю тiльки r, залежить вiд значення k, i може бути записаною
у виглядi Rθθ = −rf ′ − f + k.

Скалярна кривизна

R = −r
2f ′′ + 4rf ′ + 2f − 2k

r2
.

Скалярна кривизна теж є функцiєю тiльки r, але залежить вiд k подiбно до
компоненти Rθθ.
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Додаток В. Коефiцiєнти асимптотичних розв’язкiв

Нижче представленi вирази для коефiцiєнтiв Ai та Bi, i = 1, 5 асимптоти-
чних розв’язкiв для функцiї h Моделi 2, визначеної виразами (3.35) та (3.36),
вiдповiдно.

Ai, i = 1, 5:
A1 =

2qeq

Λ2
,

A2 =
2qeq − c1

2Λ2
,

A3 = −4q3
eq

Λ3
,

A4 =
q2
ec1 − 2q3

eq − 2qeqm

Λ3
,

A5 =
q2
ec1 − 2q3

eq + 2c1m− 2qeqm

4Λ3
.

Bi, i = 1, 5:
B1 = − c1

2Λ2
,

B2 =
c1m

2Λ3
,

B3 = −1− 7s+ 16s2 − 12s3

Λ2s(s− 1)(3s− 1)
q
( qe

2s−1s

) 1
2s−1

,

B4 = −1− 8s+ 24s2 − 32s3 + 16s4

Λ3s2(s− 1)2
qeq
( qe

2s−1s

) 2
2s−1

,

B5 =
1

Λ3(s− 1)(3s− 1)

(
2[qec1 − qm− 4sqec1 + 4sqm+ 4s2qec1−

−4s2qm]
( qe

2s−1s

) 1
2s−1 − 2s−1c1[1− 4s+ 4s2]

( qe
2s−1s

) 2s
2s−1
)
.
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Додаток Г. Обчислення кутового моменту

Розглянемо квазiлокальний формалiзм Бровна-Йорка [24] для знаходже-
ння збережуваної величини ЧД — її кутового моменту у випадку 3-вимiрної
моделi з повiльним обертанням Роздiлу 3. Для цього до об’ємної дiї (3.1)
потрiбно добавити поверхневi доданки — Gibbons-Hawking-York (GHY) [24]
та спецiальний контрчлен, пов’язаний iз наявнiстю космологiчної сталої [34].
Цим доданкам вiдповiдає поверхневий тензор енергiї-iмпульсу [93]:

T bound
µν =

1

8π

(
Θµν − γµνΘ

GHY term

+ γµν
√
−Λ

counterterm

)
. (Г.1)

Тодi кутовий момент ЧД можна визначити з:

J =

2π∫
0

dϕ
√
σT bound

µν uµζν. (Г.2)

Тут:
γµν = gµν − nµnν,
Θ = Θµ

µ = γµνΘµν,
γµν = gµν − nµnν,
nµ = gµνnν,
Θµν = −δλµ∇λnν = −δλµ(∂λnν − Γρλνnρ),
σ ≡ detσµν,
σµν = γµν + uµuν,
uµ = gµνuν.

Величини nµ та uµ є компонентами просторовоподiбного та часовоподiбного
одиничних векторiв, вiдповiдно, nµnµ = 1, uµuµ = −1, величини ζµ є компо-
нентами вектора Кiллiнга ζ ≡ ∂/∂ϕ.

Маємо nµ = (0, nr, 0) = (0, 1/
√
f, 0), uµ = (ut, 0, 0) = (

√
f, 0, 0), ζµ =

(0, 0, 1), що дає nµ = (0,
√
f, 0), uµ = (−1/

√
f, 0, ah/

√
f), а також:

γµν =

(
γtt γtϕ

γϕt γϕϕ

)
=

(
−f ar2h

ar2h r2

)
, (Г.3)
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та σµν = (σϕϕ) = (r2), σ = r2. Ненульовi компоненти тензора Θµν з урахува-
нням його симетричностi:

Θtt =
f ′
√
f

2
, Θtϕ = −ar

√
f(rh′ + 2h)

2
, Θϕϕ = −r

√
f. (Г.4)

Слiд рiвний:

Θ = − f ′

2
√
f
−
√
f

r
. (Г.5)

Ненульовi компоненти T bound
µν з урахуванням його симетричностi:

T bound
tt = − f

8π

(√
f

r
+
√
−Λ

)
, (Г.6)

T bound
tϕ =

ar2h

8π

(
f ′

2
√
f
−
√
fh′

2h
+
√
−Λ

)
, (Г.7)

T bound
ϕϕ =

r2

8π

(
f ′

2
√
f

+
√
−Λ

)
. (Г.8)

Нарештi, кутовий момент:

J =
ar3h′

8
. (Г.9)

Запишемо квадратуру (3.28) для функцiї h з урахуванням результату c2 = 0,
i при вiдсутностi електричного заряду, qe ≡ 0 =⇒ Frt ≡ 0, яка у цьому
випадку iнтегрується:

h =
f̃

r2

∫
c1r

f̃ 2
dr = − c1f̃

2Λr2

∫
df̃

f̃ 2
=

c1

2Λr2
, (Г.10)

де f̃ = −Λr2 −m. Тодi кутовий момент (Г.9) рiвний:

J = −ac1

8Λ
. (Г.11)

Виражаючи з (Г.11) сталу c1 i пiдставлячи її в (Г.10), маємо:

h = − 4

r2

J

a
, (Г.12)

де J/a є кутовим моментом довiльного обертання. Порiвнюючи (Г.12) з ре-
зультатом (3.13) для BTZ, h = −j/(2r2), отримуємо J/a = j/858.

58Пiд виразом J/a слiд розумiти одну величину, тому це не означає, що a = 8.
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Додаток Ґ. Графiчнi розв’язки рiвняння для vc
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Графiчний розв’язок першого рiвняння системи (4.52) для vc(β) при Qe =

0.5, 1, 1.5 (справа налiво), Qm = 0. Горизонтальнi штриховi прямi вiдповiда-
ють значенням vc у випадку RN-AdS для вiдповiдних значень Qe. Вертикаль-
нi крапковi прямi вказують область визначену умовою (4.54) для iснування
двох дiйсних додатних коренiв для vc. З рисунку видно, що при чисельному
розв’язуваннi першого рiвняння системи (4.52) для vc в областi (4.54) ми оби-
раємо бiльше значення кореня vc з двох iснуючих задля збереження неперерв-
ностi функцiї vc(β), так як починаючи зi значення параметра β, визначеного
умовою (4.55) ми маємо тiльки одне значення vc.
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Додаток Д. Графiчнi розв’язки рiвняння для vi

0 2 4 6 8 10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

β

v
i

0 2 4 6 8 10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

β

v
i

Графiчнi розв’язки рiвняння (4.73) для vi(β) при Qe = 0.5, 1, 1.5 (справа
налiво), Qm = 0 для Pi = 1 (верхнiй рисунок), Pi = 5 (нижнiй рисунок).
Горизонтальнi штриховi прямi вiдповiдають значенням vi у випадку RN-AdS
для вiдповiдних значень Qe, Pi. Вертикальнi крапковi прямi вказують по-
чаток областi, визначеної умовою (4.74) для iснування кореня vi рiвняння
(4.73). Ця умова не залежить вiд значення тиску Pi, що i демонструють цi
два графiки, так як видно, що положення вертикальних крапкових лiнiй на
них спiвпадають.
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