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АНОТАЦIЯ

Сухорукова Х.О. Неадитивнi мiри та їх застосування в теорiї рiвноваги.

— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 – ”Математика” (Галузь знань – 11 ”Математика та статисти-

ка”). — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,

2023.

Дисертацiя присвячена дослiдженню класiв неаддитивних мiр, поро-

джених трикутними нормами (∗-мiр). Такi мiри означенi як функцiонали

на просторах неперерiвних функцiй зi значеннями в одиничному вiдрiзку.

Простори ∗-мiр надiляються слабкою* топологiєю i в цiй топологiї утво-

рюють компактнi гаусдорфовi простори. Показана функторiальнiсть кон-

струкцiї простору ∗-мiр у категорiї компактних гаусдорфових просторiв та

їх неперервних вiдображень. Для просторiв ∗-мiр побудовано аналог вiд-

ображення Мiлютiна, вiдомого для просторiв ймовiрнiсних мiр та iдемпо-

тентних мiр, що дозволяє зводити загальний випадок до нульвимiрного.

Одна з мотивацiй дослiдження ∗-мiр лежить у iдемпотентнiй математи-

цi – частинi математики, в якiй одна зi звичайних арифметичних операцiй

на полi дiйсних чисел замiнюється iдемпотентною операцiєю (наприклад,

операцiєю максимуму), перетворюючи множину дiйсних чисел на напiв-

кiльце. Результати та методи iдемпотентної математики знаходять числен-

нi застосування в рiзних частинах математики, а також в iнформатицi та

iнших дисциплiнах. Огляд деяких результатiв iдемпотентної математики

можна знайти у працi [36].

Поняття ймовiрнiсної мiри має свої аналоги в iдемпотентнiй математи-

цi. Iдемпотентнi мiри (також званi мiрами Маслова) введено в працях В.
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Маслова, наприклад [32]. Топологiчнi та категорнi аспекти теорiї iдемпо-

тентних мiр розглядав М. Зарiчний [78]. Вiн, зокрема, показав, що функтор

iдемпотентних мiр у категорiї компактних гаусдорфових просторiв є вiд-

критим функтором, тобто зберiгає клас вiдкритих сюр’єктивних вiдобра-

жень (аналог теореми Дiтора-Ейфлера для ймовiрнiсних мiр). Для функто-

ра iдемпотентних мiр встановлено також властивостi нормальностi: непе-

рервнiсть, збереження ваги, епi- та мономорфiзмiв, перетинiв, прообразiв

та iн. Показано також, що функтори iдемпотентних мiр та ймовiрнiсних

мiр не iзоморфнi.

Уже саме означення ∗-мiри вказує на зв’язок з теорiєю розмитих ме-

тричних просторiв, що iнтенсивно розвивається в останнi роки. Особливо

важливими є розмитi метричнi простори в сенсi Ґеорґе i Веераманi [21].

Одна з причин цього полягає у тому, що топологiя iндукована такою розми-

тою метрикою, метризовна в класичному сенсi. Розмитi метричнi простори

знаходять свої застосування не лише у рiзних роздiлах математики, але

також у розпiзнаваннi образiв. Розмитi метричнi простори тiсно пов’язанi

з ймовiрнiсними метричними просторами. У їх означеннi фiгурує поняття

трикутної норми (t-норми), яке вiдiграє одну з основних ролей у наших

дослiдженнях.

Кожнiй трикутнiй нормi ∗ ми ставимо у вiдповiднiсть функтор M ∗, що

дiє в категорiї компактних гаусдорфових просторiв i неперервних вiдобра-

жень. Цей функтор виявляється нормальним у розумiннi Є. Щепiна [60].

(тобто є неперервним, зберiгає епi- та мономорфiзми, вагу, перетини, про-

образи, iнiцiальний та фiнальний об’єкти. (Модифiкований) функтор iдем-

потентних мiр, а також функтор max-min мiр є частковими випадками

нашої загальної конструкцiї.

Функтор ймовiрнiсних мiр, який дiє в категорiї компактних гаусдор-

фових просторiв та iнших топологiчних категорiях, має рiзноманiтнi за-

стосування, зокрема, в класичнiй теорiї рiвноваги, зокрема в теоремi про
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iснування рiвноваги Неша для iгор зi змiшаними стратегiями. Ця теорема

справедлива як для випадку, коли множини чистих стратегiй є скiнченни-

ми, так i для випадку, коли вони є компактними гаусдорфовими простора-

ми.

Теорiї мiри часто пов’язанi з вiдповiдними теорiями опуклостi. Це добре

вiдомо для ймовiрнiсних мiр [64]. Також у [78] помiчено зв’язок мiж iдем-

потентними мiрами та так званими опуклими множинами max-plus, визна-

ченими в [11]. Зауважимо, що модифiкований функтор iдемпотентних мiр,

тобто функтор ·-мiр (тобто мiр, якi вiдповiдають трикутнiй нормi множен-

ня, вiдповiдає теорiї B-опуклостi розроблено в [5]. У свою чергу, опуклостi

використовуються в теорiї рiвноваги для iгор у мiрнозначних стратегiях,

див. [48].

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження функторiв, означених за

допомогою трикутних норм ∗ в категорiї компактних гаусдорфових просто-

рiв; дослiдження просторiв ∗-мiр з компактними носiями на ультраметри-

чних (неархiмедових) просторах; дослiдження структури монади, породже-

ної функтором ∗-мiр з компактними носiями на категорiї ультраметричних

просторiв i нерозтягуючих вiдображень, i встановлення деяких фундамен-

тальнi властивостi таких монад; означення iгор в ∗-значних стратегiях i

доведення неперервностi функцiй виплат для цих iгор для застосування в

теорiї рiвноваги.

Об’єктом дослiдження дисертацiї є ∗-мiри на компактних гаусдорфо-

вих просторах, породженi трикутними нормами ∗.

Предметом дослiдження є властивостi функтора ∗-мiр на категорiї

компактних гаусдорфових просторiв i неперервних вiдображень, а також

властивостi ультраметризацiї просторiв ∗-мiр з компактними носiями на

категорiї ультраметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень, стру-
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ктура монади, яку породжує функтор ∗-мiр, а також застосуввання до

рiвноваги для iгор з ∗-значними стратегiями.

У дослiдженнях проблематики дисертацiї застосовуються методи теорiї

функторiв у топологiчних категорiях, методи загальної топологiї, iдемпо-

тентної математики, теорiї категорiй та теорiї рiвноваги.

Дисертацiя складається з анотацiй українською й англiйською мовами,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку лiтератури.

Наводиться огляд лiтератури, пов’язаної з результатами дисертацiї. На-

самперед розглядаємо результати, пов’язанi з рiзними неадитивними мiра-

ми, зокрема iдемпотентними мiрами, max-min мiрами, ємностями тощо.

Окремо видiляємо випадок, коли мiри розглядаються на ультраметричних

(неархiмедових) просторах. Оскiльки центральне поняття дисертацiї, а са-

ме поняття простору ∗-мiр, визначає функтор у категорiї компактних га-

усдорфових просторiв та у iнших категорiях, ми наводимо також огляд лi-

тератури, пов’язаної з функторами в категорiях топологiчних i метричних

просторiв.

Багато важливих функторiв доповнюються до структури монади на вiд-

повiднiй категорiї. Наведено також огляд лiтератури, що стосується монад.

Нарештi ми розглядаємо лiтературу, пов’язану з численними застосу-

ваннями функторiв та монад у теорiї iгор, зокрема у теорiї рiвноваги.

У роздiлi “Простори ∗-мiр на компактних гаусдорфових просторах” для

кожної трикутної норми ∗ ми запроваджуємо поняття ∗-мiри як функцiо-

нала на просторi неперервних функцiй C(X, I). Множина усiх ∗-мiр на

компактному гаусдорфовому просторi надiляється слабкою* топологiєю.

Показано, що утворений простiр ∗-мiр є компактним гаусдорфовим. Ця

конструкцiя визначає коварiантний функтор на категорiї компактних гаус-

дорфових просторiв i неперервних вiдображень. Також побудовано аналог

вiдображення Мiлютiна, вперше означеного для ймовiрнiсних мiр, для *-
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мiр та напiвнеперервних згори ємностей. Крiм того, побудовано опис ∗-мiр

як замкнених множин добутку простору на одиничний сегмент з певними

властивостями. Доведено, що множина ∗-мiр зi скiнченними носiями всюди

щiльна в просторi всiх ∗-мiр.

Одним з основних результатiв роздiлу є опис просторiв ∗-мiр як гiпер-

просторiв множин з певними властивостями. Це дає змогу порiвнювати мiж

собою простори ∗-мiр для рiзних трикутних норм ∗.
У роздiлi “Простори ∗-мiр з компактними носiями на ультраметричних

просторах” розглядається ультраметричний випадок (нагадаємо, що метри-

ка називається ультраметрикою, якщо вона задовольняє сильну нерiвнiсть

трикутника), побудована ультраметризацiя просторiв ∗-мiр з компактними

носiями на ультраметричних просторах. Показано, що утворена констру-

кцiя визначає коварiантний функтор у категорiї ультраметричних просто-

рiв та нерозтягуючих вiдображень. Вiн є аналогом для ∗-мiр функторiв,

означених для ймовiрнiсних мiр, iдемпотентних мiр та напiвнеперервних

зверху ємностей з компактними носiями. У дисертацiї доведено, що цей

функтор є локально нерозтягуючим. Також доведено, що простiр ∗-мiр з

компактними носiями на повному ультраметричному просторi є повним

ультраметричним простором.

Одним з основних результатiв цього роздiлу є збереження функтором

*-мiр класу повних ультраметричних просторiв.

Роздiл “Монади, породженi функторами ∗-мiр” присвячений структурi

монади, що визначається функторами ∗-мiр на категорiї Ultr ультраме-

тричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень. Встановлено деякi фун-

даментальнi властивостi таких монад. Наведено приклади неiзоморфних

монад для рiзних трикутних норм ∗. Зокрема, така структура дозволяє

визначити тензорний добуток ∗-мiр у категорiї Ultr. У своєю чергу, ми

визначаємо iгри в ∗-значних стратегiях на ультраметричних просторах i

доводимо неперервнiсть функцiй виплат для цих iгор.



7

Нарештi, доведено, що будь-яку рiвновагу для iгор у ∗-значних страте-

гiях можна апроксимувати майже рiвновагами, що складаються з ∗-мiр зi

скiнченними носiями.

Практичне значення результатiв дисертацiї. Дисертацiя носить

теоретичний характер. Її результати можна застосовувати в загальнiй те-

орiї функторiв у топологiчних категорiях, теорiї ультраметричних просто-

рiв, iдемпотентнiй математицi, загальнiй теорiї рiвноваги.

Ключовi слова: ∗-мiра, компактний гаусдорфовий простiр, вiдобра-

ження Мiлютiна, експонента, *-значна стратегiя, неадитивна мiра, три-

кутна норма, максимiнна мiра, носiй мiри, скiнченний носiй, функтор,

функцiонал, iдемпотентна мiра, тензорний добуток, ультраметричний

простiр, категорiя компактiв, нерозтягуючi вiдображення, природнє пе-

ретворення, монада, рiвновага.
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Abstract
Sukhorukova Kh. O. Non-additive measures and their application in equili-

brium theory. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of Doctor of Philosophy in speciality

111 — “Mathematics” (field of studies 11 — “Mathematics and statistics”). —

Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2023.

The thesis consists of an introduction, four chapters, conclusions and the

references. The introduction substantiates the relevance of research topic. There

are listed the purpose, subject, object and methods of the research. Scientific

novelty, the practical significance of the results, the relation to scientific topic

and applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

The dissertation is dedicated to the study of classes of non-additive measures

generated by triangular norms (∗-measures). Such measures are defined as

functionals on spaces of continuous functions with values in the unit interval.

The spaces of ∗-measures are equipped with the weak* topology and form

compact Hausdorff spaces in this topology. The functoriality of the constructi-

on of ∗-measure spaces in the category of compact Hausdorff spaces and their

continuous mappings is demonstrated. For ∗-measure spaces, an analogue of

the Milyutin mapping is constructed, which is known for probability measures

and idempotent measures, allowing the reduction of the general case to the

zero-dimensional one.

One of the motivations for studying *∗-measures lies in idempotent mathemati-

cs, a part of mathematics in which one of the usual arithmetic operations on

the field of real numbers is replaced by an idempotent operation (for example,

the maximum operation), transforming the set of real numbers into a semiring.

The results and methods of idempotent mathematics find numerous applicati-

ons in various branches of mathematics, as well as in computer science and

other disciplines. An overview of some results in idempotent mathematics can
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be found in [78].

The concept of probability measure has its analogues in idempotent mathemati-

cs. Idempotent measures (also called Maslov’s measures) were introduced in the

works of V. Maslov for example in [32]. Topological and categorical aspects of

the theory of idempotent measures were considered by M. Zarichnyi [78]. In

particular, he showed that the functor of idempotent measures in the category

of compact Hausdorff spaces is an open functor, that is, it preserves the class

of open surjective mappings (an analogue of the Dietor-Eifler theorem for

probability measures). The properties of normality are also established for

the functor of idempotent measures: continuity, conservation of weight, epi-

and monomorphisms, intersections, prototypes, etc. It is also shown that the

functors of idempotent measures and probability measures in the category of

compact Hausdorff spaces are not isomorphic.

In recent years, the theory of fuzzy metric spaces has been developing

intensively. The definition of the ∗-measure itself indicates a connection wi-

th the theory of fuzzy metric spaces, which has been intensively developing in

recent years. Fuzzy metric spaces in the sense of George and Veeramani [21] are

especially important. One of the reasons for this is that the topology induced

by such a fuzzy metric is metrical in the classical sense. Fuzzy metric spaces

find their applications not only in various branches of mathematics, but also

in pattern recognition. Fuzzy metric spaces are closely related to probabili-

stic metric spaces. Their definition includes the concept of the triangular norm

(t-norm), which plays one of the main roles in our research.

We assign to each triangular norm ∗ a functor M ∗ operating in the category

of compact Hausdorff spaces and continuous mappings. This functor turns out

to be normal in the sense of E. Shchepin [60], that is, it is continuous, preserves

epi- and monomorphisms, weight, intersections, prototypes, initial and final

objects. The (modified) functor of idempotent measures as well as the functor

of max-min measures are partial cases of our general construction.
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The functor of probability measures, which operates in the category of

compact Hausdorff spaces and other topological categories, has various appli-

cations, in particular, in classical equilibrium theory, in particular in the theorem

on the existence of Nash equilibrium for games with mixed strategies. This

theorem is valid both for the case when the sets of pure strategies are finite and

for the case when they are compact Hausdorff spaces.

Measure theories are often associated with corresponding convexity theori-

es. This is well known for probability measures [64]. The connection between

idempotent measures and so-called max-plus convex sets defined in [78] is also

noted in [11]. It should be noted that the modified functor of idempotent

measures, i.e., the functor of ·-measures (measures corresponding to the tri-

angular norm of multiplication), corresponds to the theory of B-convexity developed

in [5]. In turn, convexity are used in equilibrium theory for games in infinite-

dimensional strategies, see [48].

The purpose of the dissertation work is to research functors defined by

triangular norms ∗ in the category of compact Hausdorff spaces, to research

∗-measure spaces with compact supports on ultrametric (non-Archimedean)

spaces, to explore the structure of the monad generated by the functor of ∗-
measure spaces with compact supports in the category of ultrametric spaces

and non-expanding mappings, and to establish certain fundamental properties

of such monads, definition of games in ∗-valued strategies and proof of conti-

nuity of payoff functions for these games for application in equilibrium theory,

approximation of equilibrium by quasi-equilibrium with finite supports.

Object of the research in the dissertation is ∗-measures on compact Hausdorff

spaces generated by triangular norms ∗.

The subjects of the study includes the properties of the ∗-measure functor in

the category of compact Hausdorff spaces and continuous mappings, as well as



13

the properties of ultrametricization of ∗-measure spaces with compact supports

in the category of ultrametric spaces and non-expanding mappings. It also

covers the structure of the monad generated by the ∗-measure functor and

its application to equilibrium in games with ∗-valued strategies.

The research in the dissertation employs methods from functor theory in

topological categories, general topology, idempotent mathematics, category theory,

and the game theory.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, an introducti-

on, four chapters, conclusions, and a list of references.

A review of the literature related to the results of the dissertation is provi-

ded. Firstly, we consider results related to various non-additive measures, includi-

ng idempotent measures, max-min measures, capacities, and so on. We specifi-

cally highlight the case when the measures are considered on ultrametric (non-

Archimedean) spaces. Since the central concept of the dissertation, namely

the concept of ∗-measure space, defines a functor in the category of compact

Hausdorff spaces and in other categories, we also provide a review of the li-

terature related to functors in the categories of topological and metric spaces.

Many important functors are augmented with monadic structures in the

corresponding category. A literature review related to monads is also presented.

Finally, we discuss the literature related to various applications of functors

and monads in game theory, particularly in the theory of equilibrium.

In the section “Spaces of ∗-measure on compact Hausdorff spaces”, for each

triangular norm ∗, we introduce the concept of ∗-measure as a functional on the

space of continuous functions C(X, I). The set of all ∗-measures on a compact

Hausdorff space is equipped with the weak* topology. It is shown that the

resulting ∗-measure space is a compact Hausdorff space. This construction defi-

nes a covariant functor in the category of compact Hausdorff spaces and conti-

nuous mappings. Moreover, an analog of the Milyutin mapping, first defined for
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probability measures, is constructed for ∗-measures. Additionally, a description

of ∗-measures as closed subsets of the product space with a unit segment and

certain properties is provided. It is proved that the set of ∗-measures with finite

supports is everywhere dense in the space of all ∗- measures.

One of the main results of this section is the description of ∗-measure spaces

as hyperspaces of sets with certain properties. This allows for the comparison

of ∗-measure spaces for different triangular norms ∗.
In the section “Spaces of ∗-measure with compact supports on ultrametric

spaces”, we consider the case of ultrametric spaces (recall that a metric is

called ultrametric if it satisfies the strong triangle inequality) and construct the

ultrametricization of spaces of ∗-measures with compact supports on ultrametric

spaces. It is shown that this construction defines a covariant functor in the

category of ultrametric spaces and non-expansive mappings. It serves as an

analogue for ∗-measures of functors defined for probability measures, idempotent

measures, and upper semicontinuous capacities with compact supports. The

dissertation proves that this functor is locally non-expansive. Additionally, it

is demonstrated that the space of ∗-measures with compact supports on a

complete ultrametric space is itself a complete ultrametric space.

One of the main results of this section is the preservation of the class of

complete ultrametric spaces by the functor of ∗-measures.

Section, "Monads generated by functors of ∗-measure is dedicated to the

structure of a monad defined by functors of ∗-measure on the category Ultr of

ultrametric spaces and non-expanding mappings. Several fundamental properti-

es of such monads are established. Examples of non-isomorphic monads for

different triangular norms ∗ are provided. In particular, this structure allows

for defining the tensor product of ∗-measures in the category Ultr. For this

purpose, the maximal ultrametric on the product of ultrametric spaces is consi-

dered. Furthermore, we define games in ∗-valued strategies on ultrametric spaces

and prove the continuity of payoff functions for these games.
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Finally, it is proven that any equilibrium for games with ∗-valued strategies

can be approximated by almost equilibrium consisting of ∗-measures with finite

supports.

The practical significance of the results. The dissertation is of theoreti-

cal nature. Its results can be applied in the general theory of functors in

topological categories, the theory of ultrametric spaces, idempotent mathemati-

cs, and the general theory of equilibrium.

Key words: ∗-measure, compact Hausdorff space, Milyutin mapping, exponenti-

al, ∗-valued strategy, non-additive measure, triangular norm, max-min measure,

support of the measure, finite support, functor, functional, idempotent measure,

tensor product, ultrametric space, category of compact spaces, non-expanding

map, natural transformation, monad, equilibrium
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Рiзнi класичнi конструкцiї загальної топологiї

та топологiчної алгебри носять функторiальний характер. Функторiальною

є конструкцiя гiперпростору (експоненти), яку запропонував Ф. Гаусдорф.

Також за допомогою добуткiв можна означити функтори у рiзних тополо-

гiчних категорiях, зокрема степеневий функтор. В останнi десятилiття у

працях рiзних математикiв побудовано загальну теорiю функторiв у топо-

логiчних категорiях, видiлено класи функторiв з певними властивостями,

якi мають застосування не лише в топологiї (теорiя ретрактiв i екстензорiв,

неметризовна топологiя, нескiнченновимiрна топологiя), а й у теорiї iгор та

математичнiй економiцi.

До таких функторiв належать, зокрема, функтори, пов’язанi з понят-

тям мiри, передусiм функтори мовiрнiсних та iдемпотентних мiр. Останнiй

належить до iдемпотентної математики, тобто частини математики, в якiй

одна зi звичайних арифметичних операцiй в полi дiйсних чисел R замiню-

ється iдемпотентною операцiєю (наприклад, операцiєю максимуму) i при

цьому одержується напiвкiльце. Результати та методи iдемпотентної мате-

матики знаходять численнi застосування в рiзних частинах математики,

а також в iнформатицi та iнших дисциплiнах. Огляд деяких результатiв

iдемпотентної математики можна знайти в [36].

Поняття ймовiрнiсної мiри має свої аналоги в iдемпотентнiй математицi.

Iдемпотентнi мiри (також званi мiрами Маслова) введено в [32]. Топологiчнi

та категорiальнi аспекти теорiї iдемпотентних мiр розглядаються в [78]. У

цiй статтi, зокрема, показано, що функтор iдемпотентних мiр є вiдкритим

функтором. Показано також, що функтори iдемпотентних мiр та ймовiрнi-

сних мiр у категорiї компактних гаусдорфових просторiв не iзоморфнi. Ще
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одним аналогом є функтор max-min мiр, розглянутий в [7].

Зауважимо, що iдемпотентнi мiри i max-min мiри є прикладами неадди-

тивних мiр. Неаддитивнiсть у теорiї мiри чи не вперше проявилася у тео-

рiї ємностей Шоке. Особливо важливими виявилися напiвнеперервнi згори

ємностi, якi запровадив Лiн Чжоу (Lin) Zhou [81], а систематично вивчали

Зарiчний i Никифорчин [79]. Результати статтi [79] знайшли застосування

до iгор з непевнiстю [33].

Крiм категорiї компактних гаусдорфових просторiв, функтори мiр, по-

ряд з iншими функторами, розглядалися в категорiях ультраметричних

(неархiмедових) просторiв. Такi дослiдження розпочали Гартоґ i де Вiнк,

якi запровадили ультраметризацiю множини ймовiрнiсних мiр з компа-

ктними носiями на ультраметричних просторах у зв’язку з застосуваннями

до семантики мов програмування. Згодом розглядалися також мiри i єм-

ностi з компактними носiями на ультраметричних просторах: iдемпотентнi

мiри [26], ємностi [25].

В останнi роки iнтенсивно розвивається теорiя розмитих метричних

просторiв. Особливо важливими є розмитi метричнi простори в сенсi Ґе-

орґе i Веераманi. Одна з причин цього полягає у тому, що топологiя iнду-

кована такою розмитою метрикою, метризовна в класичному сенсi. Розмитi

метричнi простори знаходять свої застосування не лише у рiзних роздiлах

математики, але також у розпiзнаванннi образiв. Розмитi метричнi просто-

ри тiсно пов’язанi з ймовiрнiсними метричними просторами в сенсi Ґеорґе i

Веераманi [21]. У їх означеннi фiгурує поняття трикутної норми (t-норми),

яке вiдiграє одну з основних ролей у наших дослiдженнях.

Кожнiй трикутнiй нормi ∗ ми ставимо у вiдповiднiсть функтор M ∗, що

дiє в категорiї компактних гаусдорфових просторiв i неперервних вiдобра-

жень. Цей функтор виявляється нормальним у розумiннi Є. Щепiна [60].

(Модифiкований) функтор iдемпотентних мiр, а також функтор max-min

мiр є частковими випадками нашої загальної конструкцiї. Показано, що
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iснує опис цього функтора в термiнах гiперпросторiв добутку компактно-

го простору на вiдрiзок, аналогiчних до опису iдемпотентних мiр i max-

min мiр (Бридун i Зарiчний). Такий пiдхiд дозволяє встановити iзоморфiзм

функторiв M ∗ для рiзних трикутних норм ∗.
Функтори, означенi на категорiї компактних гаусдорфових просторiв,

при виконаннi деяких природних умов, мають продовження на категорiю

тихоновських просторiв та деякi пов’язанi з нею категорiї.

Теорiї мiри часто пов’язанi з вiдповiдними теорiями опуклостi. Це добре

вiдомо для ймовiрнiсних мiр [64]. Також у [78] помiчено зв’язок мiж iдем-

потентними мiрами та так званими опуклими множинами max-plus, визна-

ченими в [11]. Зауважимо, що модифiкований функтор iдемпотентних мiр,

тобто функтор ·-мiр (тобто мiр, якi вiдповiдають трикутнiй нормi множе-

ння (див. нижче)), вiдповiдає теорiї B-опуклостi розроблено в [5]. У свою

чергу, опуклостi використовуються в теорiї рiвноваги для iгор у мiрнозна-

чних стратегiях, див. [48].

Сказане вище дозволяє прийти до висновку, що тематика дисертацiї

знаходиться на перехрестi сучасних дослiджень в облеста теорiї функто-

рiв в топологiчних i метричних категорiях, пов’язана з теорiєю розмитих

метричних просторiв i теорiєю iгор, i тому є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйна робота виконувалася вiдповiдно до плану наукових дослi-

джень кафедри геометрiї i топологiї (з 2020 року кафедри алгебри, тополо-

гiї та основ математики) механiко-математичного факультету Львiвського

нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Результати дисертацiї час-

тково використанi при виконаннi завдань держбюджетної теми “Топологi-

чна алгебра i асимптотична топологiя та їх застосування” (номер державної

реєстрацiї 0122U001602).
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Мета i завдання дослiдження. За мету було поставлено дослiди-

ти функтори, означенi за допомогою трикутних норм ∗ в категорiї компа-

ктних гаусдорфових просторiв; дослiдити простори ∗-мiр з компактними

носiями на ультраметричних (неархiмедових) просторах; дослiдити стру-

ктуру монади, породженої функтором ∗-мiр з компактними носiями на ка-

тегорiї ультраметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень, i встано-

вити деякi фундаментальнi властивостi таких монад; i доведення неперерв-

ностi функцiй виплат для цих iгор для застосування в теорiї рiвноваги.

Завдання дослiдження полягають у розв’язаннi таких задач:

1) означити iгри в ∗-значних стратегiях;

2) довести неперервнiсть функцiй виплат для цих iгор для застосува-

ння в теорiї рiвноваги.

Об’єктом дослiдження є ∗-мiри на компактних гаусдорфових просто-

рах, породженi трикутними нормами ∗.
Предметом дослiджень є властивостi функтора ∗-мiр на категорiї ком-

пактних гаусдорфових просторiв i неперервних вiдображень, а також вла-

стивостi ультраметризацiї просторiв ∗-мiр з компактними носiями на кате-

горiї ультраметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень, структура

монади, яку породжує функтор ∗-мiр, а також застосуввання до рiвноваги

для iгор з ∗-значними стратегiями.

Методи дослiдження. У дослiдженнях проблематики дисертацiї за-

стосовуються методи теорiї функторiв у топологiчних категорiях, методи

загальної топологiї, iдемпотентної математики, теорiї категорiй та теорiї

рiвноваги.

Наукова новизна отриманих результатiв. Усi одержанi науковi

результати є новими та оригiнальними дослiдженнями. У роботi вперше:

1. Для кожної трикутної норми ∗ означено поняття ∗-мiри на компа-

ктному гаусдорфовому просторi i показано, що конструкцiя просто-
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рiв ∗-мiр визначає функтор на категорiї компактних гаусдорфових

просторiв та їх неперервних вiдображень.

2. Встановлено властивостi функтора ∗-мiр: неперервнiсть, всюди щiль-

нiсть ∗-мiр зi скiнченними носiями, iснування аналогу вiдображення

Мiлютiна.

3. Для просторiв ∗-мiр на компактних гаусдорфових просторах одер-

жано зображення у виглядi гiперпросторiв зi спецiальними власти-

востями. Доведено, що така конструкцiя гiперпростору задає iзо-

морфiзм з функтором ∗-мiр у категорiї компактних гаусдорфових

просторiв.

4. Побудовано ультраметрику на множинi ∗-мiр з компактними носiя-

ми на ультраметричних просторах. Показано, що така ультраметри-

зацiя визначає функтор на категорiї ультраметричних просторiв i

нерозтягуючих вiдображень. Доведено, що цей функтор є локально

нерозтягуючим i зберiгає клас повних ультраметричних просторiв.

5. Доведено, що функтор ∗-мiр з компактними носiями на категорiї

ультраметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень визначає

монаду на цiй категорiї. Описано властивостi тензорного множення,

що визначається цiєю монадою.

6. Наведено приклади неiзоморфних монад породжених рiзними фун-

кторами ∗-мiр з компактними носiями на категорiї ультраметричних

просторiв i нерозтягуючих вiдображень (при цьому самi функтори

є iзоморфними).

7. Запропоновано поняття гри на ультраметричних просторах з

∗-мiрозначними стратегiями. Показано неперервнiсть фунцiї виплат

для такої гри. Означено поняття рiвноваги для такої гри i доведено,

що кожна рiвновага для такої гри апроксимується майже рiвнова-

гами зi скiнченними носiями.



25

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiя носить

теоретичний характер. Її результати можна застосовувати в загальнiй те-

орiї функторiв у топологiчних категорiях, теорiї ультраметричних просто-

рiв, iдемпотентнiй математицi, загальнiй теорiї рiвноваги.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться

на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiкованих у спiв-

авторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що належать автору.

Cпiвавтору належить постановка задач, обговорення результатiв та загаль-

не керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiдже-

ння доповiдалися на наукових конференцiях рiзного рiвня та наукових се-

мiнарах:

1) 14-й Лiтнiй школi “Аналiз, топологiя, алгебра та їх застосування”,

Пiдзахаричi, Чернiвецький район, 2019;

2) XV Мiжнароднiй науковiй конференцiї студентiв та молодих вчених

“Сучаснi проблеми математики та її застосування в природничих

науках та iнформацiйних технологiях”, Харкiв, 2020;

3) Мiжнароднiй конференцiї "Contemporary Mathematics in Kielce 2021;

4) Мiжнароднiй онлайн-конференцiї «Алгебраїчнi та геометричнi ме-

тоди в аналiзi», присвяченiй пам’ятi Юрiя Трохимчука, 2021;

5) 25-тi Рiздвянi дискусiї, Львiв, 2022;

6) Мiжнароднiй онлайн-конференцiї «Сучаснi тенденцiї абстрактного

та прикладного аналiзу», Iвано-Франкiвськ, 2022;

7) Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 160-рiччю Дмитра

Могили (25.08.1863 - 19.12.1939), Одеса, 2023.

Публiкацiї. Основнi результати роботи опублiковано у 9 працях: 3

статтi у журналах, якi входять до перелiку науквих фахових видань Укра-

їни ( [63], [62], [61]); 1 стаття у науковому виданнi, вiднесеному до третього
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квартиля (Q3) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal Rank; 6 тез у

матерiалах мiжнародних конференцiй.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

вступу, п’яти роздiлiв, списку використаних джерел. Повний обсяг роботи

– 105 сторiнок. Список використаної лiтератури займає 7 сторiнок i налiчує

81 найменування.

Подяка. Авторка висловлює щиру подяку науковому керiвнику до-

ктору фiзико-математичних наук, професору кафедри алгебри, топологiї

та основ математики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана

Франка Михайлу Михайловичу Зарiчному за керiвництво роботою.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ, МОТИВАЦIЯ ДОСЛIДЖЕНЬ ТА

ДОПОМIЖНI ВIДОМОСТI

1.1. Iсторична довiдка, огляд лiтератури та мотивацiя

дослiджень

Дослiдження функторiальних конструкцiй у категорiях топологiчних i

метричних просторiв має давню iсторiю, яка починається з означення по-

нять топологiчних добуткiв, гiперпросторiв (експонент), симетричних сте-

пенiв, просторiв ймовiрнiсних мiр та iн. З появою мови та формалiзму тео-

рiї категорiй важливiсть ролi функторiв постiйно зростає. Намiтилися новi

застосування функторiв у теорiї абсолютних ретрактiв i екстензорiв, у не-

скiнченновимiрнiй топологiї. В останнi десятилiття функтори i поняття,

пов’язанi з ними використовуються для моделей теорiї iгор i математичної

економiки, зокрема для теорiї рiвноваги.

Далi розглядаємо лiтературу, пов’язану з результатами дисертацiї, що

дає змогу конкретизувати iсторичну iнформацiю.

1.2. Огляд лiтератури

У цьому роздiлi наводиться огляд лiтератури, пов’язаної з результа-

тами дисертацiї. Насамперед розглядаємо результати, пов’язанi з рiзними

неаддитивними мiрами, зокрема iдемпотентними мiрами, max-min мiрами,

ємностями тощо. Окремо видiляємо випадок, коли мiри розглядаються на

ультраметричних (неархiмедових) просторах. Оскiльки центральне понят-

тя дисертацiї, а саме поняття простору ∗-мiр, визначає функтор у категорiї

компактних гаусдорфових просторiв та у iнших категорiях, ми наводимо
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також огляд лiтератури, пов’язаної з функторами в категорiях топологi-

чних i метричних просторiв.

Багато важливих функторiв доповнюються до структури монади на вiд-

повiднiй категорiї. У роздiлi також наведено також огляд лiтератури, що

стосується монад.

Нарештi ми розглядаємо лiтературу, пов’язану з численними застосу-

ваннями функторiв та монад у теорiї iгор, зокрема у теорiї рiвноваги.

1.2.1. Iдемпотентнi мiри. У статтi Т.М. Радула [49] розглянуто iдем-

потентний аналог вiдображення барицентра з простору P (X) ймовiрнiсних

мiр на опуклому компактi X в X, а саме вiдображення з простору I(X) в

X, де X – max-плюс опуклий компакт в евклiдовому просторi (чи загаль-

нiше, в просторi Rτ ). Показано, що вiдкритiсть iдемпотентного барицен-

тричного вiдображення еквiвалентна вiдкритостi вiдображення max-плюс

опуклої комбiнацiї. Як наслiдок, показано, що iдемпотентне барицентричне

вiдображення вiдкрите у випадку, коли X = I(Y ) для деякого метричного

компакта Y .

У статтi [12] розглянуто iдемпотентний аналог теорiї Гатчiнсона-Барнслi

iнварiантних мiр для iтерованих систем стискуючих вiдображень на ме-

тричних компактах. Тут дається альтернативне доведення iснування iнва-

рiантної iдемпотентної мiри, основане на метризацiї просторiв iдемпотен-

тних мiр, яку запропонував Заїтов [68] та на версiї метризацiї Базилевич-

Реповша-Зарiчного [4].

Iдемпотентний аналог метричних просторiв з мiрами (mm-просторiв)

розглянуто у [7], такi об’єкти називаються mim-просторами. На множинi

всiх mim-просторiв означено метрику. Показано, що утворений метричний

простiр сепарабельний i неповний.

У статтi [78] М. М. Зарiчний довiв, що слабка* топологiзацiя множин

всiх iдемпотентних мiр (мiр Маслова) на компактних хаусдорфових про-
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сторах визначає функтор у категорiї Comp компактних гаусдорфових про-

сторiв i цей функтор є нормальним у сенсi Є. В. Щепiна [60], зокрема має

багато властивостей, спiльних з функторами ймовiрнiсних мiр та гiпер-

простору. Нагадаємо, що функтор в категорiї компактних гаусдорфових

просторiв нормальний, якщо вiн неперервний, зберiгає вагу, перетини, мо-

номорфiзми та епiморфiзми, прообрази, точку та порожню множину.

Крiм того, встановлено, що цей функтор визначає монаду в категорiї

Comp компактних гаусдорфових просторiв. Також у цiй статтi доведено,

що монада iдемпотентних мiр мiстить монаду гiперпростору як пiдмонаду.

Для просторiв iдемпотентних мiр означено аналог вiдображення Мiлютiна

i доведено його iснування. Як застосування твердження про iснування вiд-

ображення Мiлютина для iдемпотентних мiр доведено, що функтор iдем-

потентних мiр є вiдкритим, тобто зберiгає клас вiдкритих сюр’єктивних

вiдображень. Показано, що на вiдмiну вiд випадку просторiв ймовiрнiсних

мiр, вiдповiднiсть, яка ставить кожнiй парi iдемпотентних мiр множину мiр

на добутку iз зазначеними маргiналами, не є неперервною.

Стаття [2] мiстить елементи теорiї мiри, в якiй напiвполе додатних дiй-

сних чисел замiнюється iдемпотентним пiвкiльцем i це призводить до по-

няття iдемпотентної мiри, введеного Масловим. Тодi iдемпотентнi мiри або

iнтеграли зi щiльнiстю вiдповiдають супремумам функцiй для вiдношен-

ня часткового порядку, iндукованого iдемпотентною структурою. Наведено

умови, за яких iдемпотентна мiра має щiльнiсть, i на багатьох прикладах

показано, що вони часто задовольняються. Цi умови залежать вiд стру-

ктури решiтки пiвкiльця та булевої алгебри, в якiй визначена мiра. Як

додаток, отримується необхiдна та достатня умову для сiм’ї ймовiрностей,

щоб задовольнити принцип великого вiдхилення.

Стаття [35] є коротким вступом до iдемпотентної та тропiчної матема-

тики. Тропiчну математику можна розглядати як результат так званого

деквантування Маслова традицiйної математики над числовими полями,
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коли стала Планка ℏ прямує до нуля, приймаючи уявнi значення.

У статтi [36] представлено так званий алгебраїчний пiдхiд до iдемпо-

тентної математики: основнi поняття та результати “симулюються” в чисто

алгебраїчних термiнах. Наведено деякi основнi поняття та результати те-

орiї iдемпотентних зображень. У рамках цiєї теорiї вiдоме перетворення

Лежандра розглядається як Rmax-версiю традицiйного перетворення Фур’є

(це зауваження В.П. Маслова). Обговорюються деякi несподiванi теореми

типу Енгеля.

У статтi [51] дослiджується, за яких умов простiр iдемпотентих мiр

є абсолютним ретрактом, а iдемпотентне барицентричне вiдображення є

м’яким. При цьому вiдображення f : X → Y називають м’яким, якщо для

кожної комутативної дiаграми

A
ϕ //

i
��

X

f
��

Z
ψ
// Y,

у якiй i – вiдображення включення замкненої пiдмножини A паракомпакта

Z, iснує вiдображення Φ: Z → X таке, що Φ|A = ϕ i fΦ = ψ.

Статтi в збiрцi [37] показують, як iдемпотентний аналiз вiдiграє об’єднуючу

роль у багатьох галузях математики, пов’язаних iз зовнiшнiми явищами та

структурами – роль, подiбну до тiєї, яку вiдiграє функцiональний аналiз

у математичнiй фiзицi або чисельнi методи в рiвняннях з частинними по-

хiдними. Така унiфiкацiя зумовлює необхiднiсть вивчення алгебраїчних та

аналiтичних структур, що виникають у просторах функцiй зi значеннями

в iдемпотентних пiвкiльцях.

Частина одержаних результатiв стосується теорiї розмитих метричних

просторiв. Нагадаємо, що трiйка (X,M, ∗) називається розмитим метри-

чним простором (у сенсi [21]), якщо X — множина, а M : X×X×(0,∞)→
[0, 1] — функцiя, що задовольняє умови:
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1. M(x, y, t) > 0;

2. M(x, y, t) = 1 тодi i тiльки тодi, коли x = y;

3. M(x, y, t) = M(y, x, t);

4. M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ⩽M(x, z, t+ s);

5. функцiя M(x, y, ·) : (0,∞)→ [0, 1] неперервна.

Автори статтi [6] як аналоги ймовiрнiсних мiр розглядають iдемпотен-

тнi мiри (мiри Маслова). Вони запроваджують розмиту метризацiю мно-

жини iдемпотентних мiр на розмитих метричних просторах. Доводять, що

ця розмита метризацiя визначає монаду в категорiї розмитих метричних

просторiв i нерозтягуючих вiдображень. При цьому розглядаються розми-

тi метрики в сенсi [21].

У статтi [59] показано, що конструкцiя гiперпростору в сенсi [56] визна-

чає функтор в категорiї розмитих метричних просторiв i нерозтягуючих

вiдображень.

У статтi [8] запропоновано спiльний пiдхiд до опису топологiї просторiв

I(X) та J(X) (max-min мiр). Зокрема, там наведено зображення елементiв

просторiв I(X) та J(X) як компактних пiдмножин у конусi над компа-

ктним простором X.

У статтi [70] автор встановлює, що функтор iдемпотентних ймовiрнi-

сних мiр, що дiє у категорiї компактiв та їх неперервних вiдображень, є

досконало метризованим у сенсi В.В. Федорчука [20].

У цiй статтi [71] будується метрика у просторi iдемпотентних ймовiр-

нiсних мiр на заданому компактi, яка є iдемпотентним аналогом метрики

Канторовича у просторi ймовiрнiсних мiр.

У статтi [74] означено простiр If(X), який є iдемпотентним аналогом

пiдпростору Pf(X) простору ймовiрнiсних мiр, означеного Є.В. Щепiним.

Доведено, що для компактного простору X включення If(X) ∈ ANR ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли X ∈ ANR. Далi показано, що фун-

ктор If(X) зберiгає властивiсть компакта бути Q-многовидом або гiль-
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бертовим кубом, властивостi вiдображень шарiв вiдображень бути ANR-

компактними Q-многовидами, гiльбертовим кубом (скiнченним гiльберто-

вим кубом). Зауважимо, що аналогiчнi властивостi для функтора Pf(X)

доведено у статтi [75].

Автором статтi [27] показано, що функтор iдемпотентних ймовiрнiсних

мiр з компактним носiєм, який дiє в категорiї тихоновських просторiв та їх

неперервних вiдображень, є нормальним. Встановлено, що цей функтор є

монадичним. Далi, доведено, що функтор iдемпотентних ймовiрнiсних мiр

з компактним носiєм зберiгає вiдкритiсть неперервних вiдображень тихо-

нiвських просторiв.

Зарiчний i Мазуренко у статтi [38] визначили поняття iнварiантної мiри

для iдемпотентних мiр (мiр Маслова) в ультраметричнх просторах. Вони

довели, що ультраметричний простiр iдемпотентних мiр на повному ультра-

метричному просторi також є повним, i використали цей факт, щоб довести

iснування iнварiантної iдемпотентної мiри для iтерованих систем стискую-

чих вiдображень. Також розглянули випадок напiвнеперервних зверху єм-

ностей, max-min мiр, а також iдемпотентних мiр на метричних просторах.

У статтi [39] автори вводять поняття iнварiантної iдемпотентної мiри

для системи iтерованих функцiй у повному метричному просторi. Це iдем-

потентний аналог поняття iнварiантної ймовiрнiсної мiри, визначеної Га-

тчiнсоном. Поняття iнварiантної iдемпотентної мiри ранiше розглядалося

авторами для класу ультраметричних просторiв. Одним iз головних резуль-

татiв є теорема iснування та єдиностi для iнварiантних iдемпотентних мiр

у повних метричних просторах. На вiдмiну вiд вiдповiдного результату Ха-

тчiнсона для iнварiантних iмовiрнiсних мiр, доведення наведене авторами

не використовує метризацiю простору iдемпотентних мiр.

Стаття [13] присвячена метризацiї простору iдемпотентних мiр за допо-

могою вкладення простору iдемпотентних мiр у простiр розмитих множин.

Отримана метрика iндукує топологiю, бiльш сильну, нiж канонiчна топо-



33

логiя поточкової збiжностi. Ключовим результатом є iснування бiєкцiї мiж

iдемпотентними мiрами та нечiткими множинами та сполучення мiж мар-

ковським оператором IFS на iдемпотентних мiрах i розмитим фрактальним

оператором асоцiйованої розмитої IFS. Це дозволило авторам довести, що

оператор Маркова для iдемпотентних мiр є звуженням на iндуковану ме-

трику та, з цього, отримали теорему збiжностi та алгоритми, якi малюють

картини iнварiантних мiр як зображення у вiдтiнках сiрого.

Кожен max-плюс опуклий компакт X у евклiдовому просторi визначає

барицентричне вiдображення I(X)→ X. Т.М. Радул у статтi [46] довiв, що

iдемпотентне вiдображення барицентру, обмежене точками з нетривiаль-

ними розшаруваннями, є тривiальним розшаруванням iз шаром гiльбертiв

куб при умовi, що воно вiдкрите.

У статтi [29] розглянута метризацiя просторiв I(X) для метричних ком-

пактних метричних просторiв X. Ця метризацiя задовольняє властивостi

з означення рiвномiрно метризовного функтора з статтi [20] i це дає змогу

метризувати множину I+(X) як метричну пряму границю послiдовностi

I(X)→ I2(X)→ I3(X)→ . . .

Розглядається також поповнення I++(X) простору I+(X) i його компакти-

фiкацiя Iω(X). Одним з основних результатiв статтi є

У статтi [19] показано, що функтор iдемпотентних мiр з компактними

носiями на категорiї тихоновських просторiв зберiгає клас досконалих вiд-

ображень, а також зберiгає вагу та iндекс повноти рiвномiрних просторiв.

Стаття [30] присвячена деяким геометричним властивостям функтора

iдемпотентних мiр. Наведено детальнi доведення гомеоморфностi просто-

рiв P (X) та I(X) для кожного компактного метричного просторуX. Також

наведене детальне доведення неiзоморфностi функторiв iдемпотентних та

ймовiрнiсних мiр – вiдзначимо, що вперше це встановлено в [78]. Доведе-

но також аналог теореми Катетова: якщо для компактного гаусдорфового



34

простору X простiр I3(X) \X спадково нормальний, то простiр X метри-

зовний.

У статтi [69] запропоновано метрику на множинi I(X) iдемпотентних

мiр таку, що природне вкладення гiперпростору expX в I(X) є iзометрiєю

вiдносно метрики Гаусдорфа.

Зауважимо, що дотепер залишається вiдкритою проблема гомеомор-

фностi просторiв ймовiрнiсних мiр P (X) та iдемпотентних мiр I(X) для

кожного компактного гаусдорфового простору X.

Вище згадано про поняття нормального функтора в категорiї компа-

ктних гаусдорфових просторiв. Нормальними є функтори гiперсиметри-

чного степеня, гiперпростору, симетричного степеня (степеневий функтор

– як частковий випадок), ймовiрнiсних мiр та iн. Близькими до нормаль-

них, тобто такими, що задовольняють усi умови з означення нормального

функтора, крiм однiєї, є функтори суперрозширення, гiперпросторiв вклю-

чення, континуальної експоненти та напiвнеперервних згори ємностей [79].

Оскiльки функтор напiвнеперервних згори ємностей близький до фун-

кторiв ймовiрнiсних та iдемпотентних мiр, то розглянемо його трохи де-

тальнiше. Дiйснозначнi функцiї f, g : X → R називаємо комонотонними,

якщо для будь-яких x1, x2 ∈ X виконується

(f(x1)− f(x2))(g(x1)− g(x2)) ⩾ 0.

Ємнiстю на компактi X називааємо функцiю c : expX ∪ {∅} → I. для

якої виконуються наступнi три умови (нижче F,G – замкненi пiдмножини

в X):

• c(∅) = 0, c(X) = 1;

• якщо F ⊂ G, то c(F ) ⩽ c(G) (монотоннiсть);

• якщо c(F ) < a. то iснує така вiдкрита множина U ⊃ F , що для

кожного G ⊂ U виконується c(G) < a (напiвнеперервнiсть зверху).

Множину ємностей на компактi X позначимо через MX. Введемо на
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множинi MX топологiю, передбазу якої складають множини вигляду

O−(F, a) = {c ∈MX | c(F ) < a},

де F ⊆ X – замкнена, a ∈ R, i

O+(U, a) = {c ∈MX | c(U) > a} = {c ∈MX | iснує компакт F ⊂ U, c(F ) > a},

де U ⊆ X – вiдкрита, a ∈ R.

Конструкцiя простору ємностей продовжується до функтора в категорiї

Comp. Для вiдображення f : X → Y в Comp вiдображення Mf : MX →
MY визначаємо формулою Mf(c)(F ) = c(f−1(F )), де c ∈ MX, F ⊂ Y –

замкнена.

Функтор ємностей в категорiї Comp задовольняє всi умови з означення

нормального функтора, крiм умови збереження прообразiв.

Для функторiв ймовiрнiсних мiр, iдемпотентних мiр, max-min мiр та iн.

можна побудувати так званi вiдображення Мiлютiна, якi дають змогу зве-

сти загальний випадок до нульвимiрного випадку (нагадаємо, що простiр

називають нульвимiрним, якщо вiн має базу з вiдкрито-замкнених мно-

жин).

У статтi [?] розглянуто простiр ймовiрнiсних мiр Радона P̂ (X), на-

дiлений слабкою топологiєю вiдносно множини обмежених неперервних

функцiй на просторi X у топологiї рiвномiрної збiжностi. Вiдображення

f : X → Y називають вiдображенням Мiлютiна, якщо iснує вiдображен-

ня g : Y → P̂ (X) таке, що supp(g(y)) ⊂ f−1(y), y ∈ Y . Якщо при цьому

кожна ймовiрнiсна мiра g(y) безатомна (тобто g(y)({x}) = 0 для кожного

x ∈ f−1(y), то f називається безатомним вiдображенням Мiлютiна.

У статтi наведено характеризацiю безатомних вiдображень Мiлютiна.

Крiм того, доведено, що кожна вiдкрита сюр’єкцiя повних метричних про-

сторiв з досконалими шарами є безатомним вiдображенням Мiлютiна.
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Вiдображення f : X → Y називають точним вiдображенням Мiлютiна,

якщо iснує вiдображення g : Y → P̂ (X) таке, що supp(g(y)) = f−1(y), y ∈
Y . У статтi одержано також результати про точнi вiдображення Мiлютiна

повних метричних просторiв з сепарабельними досконалими шарами.

Дослiдженням точних i безатомних вiдображень Мiлютiна присвячено

також статтi [1] та [54].

1.2.2. Ультраметричний випадок. Ряд публiкацiй стосується iдем-

потентних мiр та iнших неадитивних мiр на ультраметричних (неархiмедо-

вих) просторах. Нагадаємо, що метрика d на множинi X називається уль-

траметрикою, якщо вона задовольняє сильну нерiвнiсть трикутника d(x, y) ⩽

max{d(x, z), d(z, y)}, x, y, z ∈ X.

Губаль i Зарiчний [26] перенесли на iдемпотентний випадок констру-

кцiї Гартога i де Вiнка [14] ультраметрики на множинi ймовiрнiсних мiр.

Вони довели, що утворений ультраметричний простiр iдемпотентних мiр

є повний, якщо повний вихiдний ультраметричний простiр. Пропонована

конструкцiя визначає функтор на категорiї ультраметричних просторiв та

нерозтягуючих вiдображень. Цей функтор є функторiальною частиною де-

якої монади на вказанiй категорiї. Показано, що одержана монада мiстить

монаду гiперпростору як пiдмонаду.

Стаття [77] мiстить огляд результатiв щодо просторiв мiр на компактних

i ультраметричних просторах, пов’язаних з процедурою деквантування в

розумiннi школи Маслова. Наведено аналог ультраметризацiї як ультраме-

тризацiї на множинi ймовiрнiсних мiр з компактним носiєм.

Ультраметризацiя множини всiх ймовiрнiсних мiр з компактними но-

сiями на ультраметричних просторах була вперше визначена Гартогом i

де Вiнком [14]. У статтi [9] автори розглядають подiбну конструкцiю для

так званих max–min мiр на ультраметричних просторах. Зокрема, довели,

що функтори max–min мiр та iдемпотентних мiр iзоморфнi на категорiї
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ультраметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень. Цi функтори

утворюють монади на категорiї ультраметричних просторiв та нерозтягу-

ючих вiдображень i в [9] показано, що монади, утворенi цими функторами,

не iзоморфнi.

У теорiї розмитих метричних просторiв iснує аналог ультраметрики, а

саме розмита ультраметрика (див., наприклад, [63]). У статтi [63] показано,

що функтор ймовiрнiсних мiр з компактними носiями на категорiї розми-

тих ультраметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень утворює

монаду на цiй категорiї i доведено, що функтор G-симетричного степеня

має продовження на категорiю Клейслi цiєї монади (тобто категорiю роз-

митих ультраметричних просторiв i мiрозначних нерозтягуючих вiдобра-

жень). У зв’язку з цим згадаємо, що трiйка (X,M, ∗) називається розми-

тим метричним простором (у сенсi [21]), якщо X — довiльна множина, ∗ —

трикутна норма i M : X ×X × (0,∞)→ [0, 1] — функцiя, що задовольняє

умови для всiх x, y, z ∈ X i s, t ∈ (0,∞):

(1) M(x, y, t) > 0;

(2) M(x, y, t) = 1 тодi i лише тодi, коли x = y;

(3) M(x, y, t) = M(y, x, t);

(4) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) ⩽M(x, z, t+ s);

(5) функцiя M(x, y, ·) : (0,∞)→ [0, 1] неперервна.

Розмита метризацiя просторiв iдемпотентних мiр на компактних розмитих

метричних просторах запропонована в [53].

Стаття [34] присвячена побудовi розмитої ультраметрики на множинi

iдемпотентних мiр з компактними носiями на розмитому ультраметрично-

му просторi. При цьому для трикутної норми ∗ = min розмита метрика

(M, ∗) називається розмитою ультраметрикою [40], якщо вона задовольняє

таке посилення умови (4): M(x, y, t)∗M(y, z, s) ⩽M(x, z,max{t, s}). Вiдо-

мо, що остання умова еквiвалентна умовi:M(x, y, t)∗M(y, z, t) ⩽M(x, z, t).

Дослiджується властивiсть повноти одержаного простору. Показано, що
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множина iдемпотентних мiр зi скiнченними носiями всюди щiльна в роз-

глядуваному просторi.

О. Савченко запропонував розглядати поняття, яка дозволяє з однiєї

позицiї розглядати поняття метричного та ультраметричного простору.

Нехай K ⩾ 0 або ∞ . Метрику d на множинi X називають K-ультра-

метрикою, якщо вона задовольняє таку умову: для кожних x, y, z ∈ X

маємо

d(x, y) ⩽ max{d(x, z), d(z, y)},

якщо min{d(x, z), d(z, y)} ∈ K.

Зрозумiло, що при K = 0 одержуємо поняття метричного простору, а

при K = ∞ поняття ультраметричного простору. Зауважимо також, що

кожен K-ультраметричний простiр є K ′-ультраметричним простором,якщо

K ′ ⩽ K.

Також у цiй статтi запропоновано рiвномiрну ультраметризацiю на мно-

жинi ймовiрнiсних мiр з компактними носiями на рiвномiрно K-ультра-

метричному просторi, тобто на такому K-ультраметричному просторi, для

якого виконано умову: iснує ϵ > 0 таке, що кожна куля BK(x) є кулею

BK+ϵ(x).

Т. Радул [52] означив загальне поняття еквiзв’язного функтора i пока-

зав, що кожен такий функтор має властивостi, схожi на властивостi фун-

кторiв ймовiрнiсних та iдемпотентних мiр.

1.2.3. Застосування в теорiї iгор. У теорiї iгор добре вiдоме поня-

ття змiшаних стратегiй, тобто стратегiй зi значеннями в просторах ймовiр-

нiсних мiр P (X), де X – простiр чистих стратегiй, який переважно вважає-

ться компактним гаусдорфовим простором. Одним з популярних напрямкiв

теорiї рiвноваги полягає у вiдмiнi вiд просторiв ймовiрнiсних мiр на користь

мiр неадитивних. Зокрема, вiдзначимо публiкацiї [15,17,22,23,33]. Зарiчний

i Кожан [33] розглядали ємнiснозначнi стратегiї. У статтi [23] автори роз-
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винули результати Кожана i Зарiчного: обчислили тензорнi добутки для

випадку 2× 2 гри з непевнiстю Найта, а також вивели iснування рiвноваги

Неша.

Потреби теорiї ринкової рiвноваги привели до розгляду iдемпотентних

версiй iгор у змiшаних стратегiях, тобто iгор зi стратегiями зi значеннями

у просторах iдемпотентних мiр. Для таких версiй можна довести теорему

iснування рiвноваги Неша, див. [47].

1.3. Термiнологiя, позначення, допомiжнi поняття i

результати

Як правило, у дисертацiї “простiр” означає метричний або топологiчний

простiр — це буде зрозумiло з контексту. “Вiдображення” просторiв означає

неперервне вiдображення, якщо не передбачається, що таке вiдображення

виникає як результат певної конструкцiї i його неперервнiсть потребує до-

ведення. Замикання множини A у просторi позначається Ā.

Через C(X, Y ) позначаємо множину неперервних вiдображень тополо-

гiчного простору X в топологiчний простiр Y .

1.3.1. Трикутнi норми . За означенням, t-норма (трикутна норма)

— це функцiя T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1], яка задовольняє такi властивостi:

Комутативнiсть: T (a, b) = T (b, a)

Монотоннiсть: T (a, b) ⩽ T (c, d), якщо a ⩽ c i b ⩽ d

Асоцiативнiсть: T (a, T (b, c)) = T (T (a, b), c)

Число 1 виступає як нейтральний елемент : T (a, 1) = a

Оскiльки t-норма є бiнарною напiвгруповою алгебраїчною операцiєю на

iнтервалi [0, 1], також поширене iнфiксне алгебраїчне позначення, причому

при цьому t-норма зазвичай позначається як ∗.
Зауважимо, що для кожної t-норми ∗ маємо 0 ∗ x = 0 для кожного

x ∈ [0, 1].
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Визначальними умовами t-норми є умови частково впорядкованого абе-

левого моноїда на дiйсному одиничному iнтервалi [0, 1]. (Порiвняйте впо-

рядковану групу.) Моноїдальну операцiю будь-якого частково впорядкова-

ного абелевого моноїда L деякi автори називають трикутною нормою на

L.

Наведемо деякi приклади:

1) Мiнiмальна t-норма ⊤min(a, b) = min{a, b},
(Це поточково найбiльша t-норма.)

2) Продукт t-норма⊤prod(a, b) = a·b (звичайний добуток дiйсних чисел).

3) t-норма Лукасевича ⊤Luk(a, b) = max{0, a + b − 1}. Назва походить

вiд того, що t-норма є стандартною семантикою для сильного сполучення в

нечiткiй логiцi Лукасевича. Це нiльпотентна архiмедова t-норма, поточково

менша за t-норма добутку.

Конструкцiя порядкової суми утворює t-норму з сiм’ї t-норм, згортаючи

їх у неперетиннi пiдiнтервали iнтервалу [0, 1] i доповнюючи до t-норми,

використовуючи мiнiмум на рештi одиничного квадрата. Наведемо точне

формальне означення:

Нехай Ti, де i пробiгає набiр iндексiв I — деяка сiм’я t-норм i (ai, bi) —

сiм’я попарно диз’юнктних (непорожнiх) вiдкритих пiдiнтервалiв вiдрiзка

[0, 1]. Тодi функцiя T : [0, 1]2 → [0, 1], означена формулою

T (x, y) =

ai + (bi − ai) · Ti
(
x−ai
bi−ai ,

y−ai
bi−ai

)
якщо x, y [ai, bi]

2

min(x, y) iнакше

є t-нормою.

Ця конструкцiя дозволяє генерувати багато нових прикладiв t-норм.

1.3.2. Функтори. Через Comp позначаємо категорiю, об’єктами якої

є компактнi гаусдорфовi простори, а морфiзмами – неперервнi вiдображе-
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ння таких просторiв.

Через Ultr позначаємо категорiю, об’єктами якої є ультраметричнi про-

стори, а морфiзмами – нерозтягуючi вiдображення таких просторiв.

Спочатку опишемо функтор гiперпростору (експоненти) exp. Для ком-

пактного гаусдорфового простору X через expX позначаємо множину всiх

непорожнiх замкнених пiдмножин в просторi X.

Для кожних U1, . . . , Un ⊂ X, нехай

⟨U1, . . . , Un⟩ = {A ∈ expX | A ⊂ ∪ni=1Ui, A ∩ Ui ̸= ∅, i = 1, . . . , n}.

Тодi сiм’я

{⟨U1, . . . , Un⟩ | U1, . . . , Un вiдкритi, n ∈ N}

утворює базу так званої топологiї Вiторiса на просторi expX.

Отриманий топологiчний простiр, який є компактним i гаусдорфовим,

називаємо гiперпростором простору X.

Для кожного неперервного вiдображення f : X → Y компактних гаус-

дорфових просторiв означимо вiдображення exp f : expX → expY фор-

мулою:

exp f(A) = f(A) = {f(a) | a ∈ A}, A ∈ expX.

Одержуємо функтор гiперпростору (експоненти).

Метричний простiр (X, d) називаємо ультраметричним, якщо у ньому

нерiвнiсть трикутника посилена до нерiвностi

d(x, z) ⩽ max {d(x, y), d(y, z)} , x, y, z ∈ X,

яку називають сильною нерiвнiстю трикутника. Ультраметричнi простори

також вiдомi пiд назвою неархiмедових просторiв та рiвнобедрених просто-

рiв.

Наведемо формальне означення. Ультраметрикою на множинi M нази-

вають функцiю d : M ×M → R таку, що для кожних x, y, z ∈M :
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1. d(x, y) ⩾ 0;

2. d(x, y) = d(y, x) (symmetry);

3. d(x, x) = 0;

4. if d(x, y) = 0, then x = y;

5. d(x, z) ⩽ max{d(x, y), d(y, z)} (strong triangle inequality or ultrametric

inequality).

Одним з найважливiших прикладiв ультраметрики є p-адична метрика

на множинi рацiональних чисел Q, означена для кожного простого числа

p.

1.3.3. Монади. Деякi функтори можна надiлити додатковою стру-

ктурою, яку ми називаємо монадою. Використовується також iнша термi-

нологiя: трiйка, стандартна конструкцiя.

Нехай C — деяка категорiя. Монадою на C називають ендофунктор

T : C → C разом з двома природними перетвореннями: η : 1C → T (тут

1C означає тотожнiй функтор на категорiї C) i µ : T 2 → T (тут T 2 означає

композицiю T ◦ T : C → C).

при цьому мають виконуватися такi спiввiдношення:

µ ◦ Tµ = µ ◦ µT (як природнi перетворення T 3 → T ); тут Tµ i µT

утворюються за допомогою “горизонтальних композицiй”),

µ ◦ Tη = µ ◦ ηT = 1T (як природнi перетворення T → T ; при цьому

1T означає природне перетворення з функтора T в функтор T ). Цi умови

можна iнакше записати як комутативнiсть таких дiаграм:

T 3 Tµ //

µT
��

T 2

µ
��

T 2
µ
// T

(асоцiативнiсть множення), а також
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T

1T   A
AA

AA
AA

A
ηT // T 2

µ
��

T

1T~~}}
}}
}}
}}

Tηoo

T

(двостороннiсть одиницi).

Нехай Ti = (Ti, µi, ηi), i = 1, 2 – монади на категорiї C. Природне пере-

творення α : T1 → T2 називається морфiзмом монади T1 в монаду T2, якщо

дiаграми

1C
η1 //

η2

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@ T1

α

��
T2

та

T 2
1

T1α //

��

T1T2
T2α // T 2

2

α2

��
T1 α

// T2

комутативнi.

Якщо α = (αX i всi αX є мономорфiзмами (вкладеннями у випадку

топологiчних категорiй), що монада T1 є пiдмонадою монади T2.

Наведемо деякi приклади монад у категорiї Comp, пов’язанi з темати-

кою дисертацiї.

1) Степенева монада T = (T, η, µ), де T = (−)α – степеневий функтор,

η – дiагональне природне перетворення, ηX(x) = (x)i<α, а природне пере-

творення µ : T 2 → T дiє за формулою:

µX((xij)i<α)j<α) = (xii)i<α.

2) Монада гiперпростору H. Її функторiальною частиною є функтор

гiперпростору exp. Природне перетворення u : exp2 → exp – це природне
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перетворення об’єднання,

uX(A) =
⋃
A, A ∈ exp2X.

Природне перетворення s : 1→ exp задається формулою

sX(x) = {x}, x ∈ X.

Пiдмонадою монади гiперпростору є монада континуального гiперпро-

стору HC = (expC, s, u). При цьому для кожного X простiр expC(X) скла-

дається з усiх пiдконтинуумiв (компактних зв’язних множин) в просторi

X.

3) Монада ймовiрнiсних мiр. Для кожної функцiї φ ∈ C(X) означимо

функцiю φ̄ : P (X) → R формулою φ̄(µ) =
∫
X φdµ, µ ∈ P (X). Означимо

вiдображення ψX : P 2(X)→ P (X) формулою

ψX(M)(φ) = M(φ̄), M ∈ P 2(X), φ ∈ C(X).

Крiм того, природне перетворення Дiрака δ : 1 → P задається умовою

δX(x) = δx (мiра Дiрака, зосереджена в точцi x ∈ X).

4) Монада гiперпросторiв включення. Сiм’ю множин A ∈ exp2X нази-

ваємо гiперпростором включення в просторi X, якщо

A ∈ A, B ⊃ A =⇒ B ∈ A.

Множину всiх гiперпросторiв включення на X позначаємо через G(X).

Зауважимо, що кожну сiм’ю A ∈ G(X) можна ототожнити з 0-1-значною

неаддитивною мiрою µ, означеною на замкнених пiдмножинах простору X:

µ(A) =

1, якщо A ∈ A

0, якщо A ̸∈ A.

Природне перетворення η : 1→ G задається умовою

ηX(x) = {A ∈ expX | x ∈ A}, x ∈ X.
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Природне перетворення µ : G2 → G задається умовою

µX(A) =
⋃
{∩A | A ∈ A}.

Дослiджувалися також пiдмонади монади гiперпросторiв включення,

наприклад монада суперрозширення. При цьому елементами суперрозши-

рення простору X є гiперпростори включення, що є максимальними вiдно-

сно включення зчепленими системами.

5) Монада напiвнеперервних згори ємностей. Функтор напiвнеперерв-

них згори ємностей в категорiї Comp означили М. Зарiчний та О. Ни-

кифорчин [79]. Цей функтор позначено M у статтi [79], що дає певний

конфлiкт позначень з позначеннями дисертацiї, однак не приводитиме до

непорозумiнь. Нагадаємо, що ємнiсть – це функцiя з множини усiх замкне-

них пiдмножин розглядуваного простору у одиничний сегмент [0, 1], що

задовольняє певнi властивостi.

Для кожного x ∈ X нехай

ηX(x)(F ) =

1, якщо x ∈ F,

0, якщо x ̸∈ F.

Одержуємо природне перетворення η : 1→M .

Для того, щоби означити природне перетворення µ : M 2 →M , означимо

для кожного a ∈ [0, 1] i кожної замкненої множини F простору X: Fa =

{c ∈M(X) | c(F ) ⩾ a}. Тодi за означенням

µX(C)(F ) = sup{a ∈ [0, 1] | C(Fa) ⩾ a}, C ∈M 2(X), F ∈ expX.

У статтi [44] показано, що функтор напiвнеперервних згори ємностей

визначає єдину монаду у класi монад, якi допускають автоморфiзми спецi-

ального вигляду. Це ж доведено для двох пiдфункторiв функтора ємностей:

функтора ємностей необхiдностi i ємностей достатньостi.
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6) Монада iдемпотентних мiр I = (I, δ, ζ). Природне перетворення δ —

це природне перетворення Дiрака,

δX(x) = δx ∈ I(X), x ∈ X,

а природне перетворення множення ζ : I2 → I задається формулою

ζX(M)(φ) = M(φ̄), M ∈ I2(X), φ ∈ C(X),

де φ̄ : I(X)→ R — функцiя, означена формулою φ̄(µ) = µ(φ), для кожного

µ ∈ I(X).

Деякi результати, пов’язанi з алгебраїчними аспектами опуклостi, фун-

кторiв iдемпотентних мiр та функтора напiвненерервних згори ємностей,

наведено у статтi [43].

У статтi [59] показано, що функтор гiперпростору в категорiї розмитих

метричних просторiв визначає монаду на цiй категорiї.

Приклади монад на категорiї ультраметричних просторiв та нерозтягу-

ючих вiдображень можна знайти в статтях [25,26].
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РОЗДIЛ 2

ПРОСТОРИ ∗-МIР НА КОМПАКТНИХ ГАУСДОРФОВИХ

ПРОСТОРАХ

У цьому роздiлi для кожної трикутної норми ∗ ми запроваджуємо по-

няття ∗-мiри як функцiонала на просторi неперервних функцiй C(X, I).

Множина усiх ∗-мiр на компактному гаусдорфовому просторi надiляється

слабкою* топологiєю. Показано, що утворений простiр ∗-мiр є компактним

гаусдорфовим. Ця конструкцiя визначає коварiантний функтор на катего-

рiї компактних гаусдорфових просторiв i неперервних вiдображень.

Одним з основних результатiв роздiлу є опис просторiв ∗-мiр як гiпер-

просторiв множин з певними властивостями. Це дає змогу порiвнювати мiж

собою простори ∗-мiр для рiзних трикутних норм ∗.
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2.1. Означення i допомiжнi твердження

2.1.1. Функцiонали. НехайX — компактний гаусдорфовий простiр.

Нагадаємо, що через I позначаємо одиничний вiдрiзок [0, 1].

Функцiонал µ : C(X, I)→ I називається ∗-мiрою, якщо

1. µ(cX) = c;

2. µ(λ ∗ φ) = λ ∗ µ(φ);

3. µ(φ ∨ ψ) = µ(φ) ∨ µ(ψ),

для всiх c ∈ I i φ, ψ ∈ C(X, I). (Тут i надалi через ∨ позначатимемо макси-

мум.)

Зауваження 2.1.1. Поняття ∗-мiри нагадує поняття iдемпотентної мiри

[78], а також max-min мiри [8]. На вiдмiну вiд цього означення, у випадку

просторiв iдемпотентних мiр i max-min мiр, ми працюємо з просторами

C(X, I). Це дозволяє трактувати цi вiдомi мiри подiбним чином (звернiть

увагу, що коефiцiєнти беруться з [−∞, 0] в теорiї iдемпотентних мiр, тодi

як вони беруться з [−∞,∞] в теорiї max-min мiр).

Нехай x ∈ X. Позначимо через δx : C(X, I) → I мiру Дiрака, тобто

вiдображення, яке дiє наступним чином:

δx(φ) = φ(x), φ ∈ C(X, I).

Очевидно, що мiра δx є ∗-мiрою.

Розглянемо ще один приклад. Для кожного φ ∈ C(X, I) нехай ωX(φ) =

sup{φ(x) | x ∈ X}. Легко перевiрити, що ωX є ∗-мiрою на X.

Через M ∗(X) позначатимемо множину всiх ∗-мiр на компактному гаус-

дорфовому просторi X.

Нехай

µ ∈M ∗(X), φ1, . . . , φn ∈ C(X, I), ε > 0.

Приймаємо

O⟨µ;φ1, . . . , φn; ε⟩ = {ν ∈M ∗(X) | |µ(φi)− ν(φi)| < ε, i = 1, . . . , n}.
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Тодi множини вигляду O⟨µ;φ1, . . . , φn; ε⟩, де µ ∈ M ∗(X), φ1, . . . , φn ∈
C(X, I), n ∈ C(X,N i ε > 0, є базою ∗-слабкої топологiї на M ∗(X).

Нехай λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] такi, що ∨ni=1λi = 1. Нехай також µ1, . . . , µn ∈
M ∗(X). Визначтимо µ : C(X, I)→ I за формулою

µ(φ) = ∨ni=1λi ∗ µi(φ). (2.1)

Тодi зрозумiло, що µ ∈M ∗(X). Через M ∗
ω(X) позначимо множину ∗-мiр

на X виду (4.1).

Далi ми припускаємо, що спочатку застосовується ∗, а потiм ∨.

Нехай X, Y — компактнi хаусдорфовi простори,

µ = ∨ni=1αi ∗ δxi ∈M ∗(X), ν = ∨mj=1βi ∗ δyj ∈M ∗(Y ).

Визначимо µ ⊗ ν = ∨ni=1 ∨mj=1 αi ∗ βj ∗ δ(xi,yj). Легко довести, що µ ⊗
ν ∈ M ∗(X × Y ). Аналогiчно, можна визначити µi ∈ M ∗(Xi), як i вище,

i = 1, . . . , k, можна визначити

µ1 ⊗ · · · ⊗ µk = ⊗ki=1µi ∈M ∗(X1 × · · · ×Xk).

Позначимо ι : M ∗(X) →
∏

φ∈C(X,I) Iφ (тут Iφ є копiєю I) вiдображення,

визначеного таким чином:

ι(µ) = (µ(φ))φ∈C(X,I), µ ∈M ∗(X).

Твердження 2.1.2. Вiдображення ι є вкладенням.

Доведення. Той факт, що ι є вкладенням, безпосередньо випливає з ви-

значення *-слабкої топологiї.

Надалi ми ототожнюємо множину M ∗(X) з її образом ι(M ∗(X)). Також

ми розглядаємо кожен x = (xφ)φ∈C(X,I) як функцiонал на C(X, I), x(φ) =

xφ, φ ∈ C(X, I).

Твердження 2.1.3. Множина ι(M ∗(X)) є закритою пiдмножиною в∏
φ∈C(X,I) Iφ.
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Доведення. Припустимо, що µ ∈
(∏

φ∈C(X,I) Iφ
)
\M ∗(X).

1) Якщо iснує c ∈ I такий, що µ(c) ̸= c, то O⟨µ; cX ; |c− µ(c)|⟩ є околом

µ, що не мiститься в M ∗(X).

2) Якщо µ(φ ∨ ψ) ̸= µ(φ) ∨ µ(ψ), то

O⟨µ;φ, ψ, φ ∨ ψ;
|µ(φ ∨ ψ)− (µ(φ) ∨ µ(ψ))|

2
⟩

- це окiл µ, що не мiститься в M ∗(X).

3) Припустимо, що r = |µ(c∗φ)−c∗µ(φ)| > 0. Оскiльки ∗ - неперервна,

iснує ε > 0 таке, що |c ∗ a− c ∗ µ(φ)| < r
3 , коли |a− µ(φ)| < ε. Тодi

O⟨µ;φ, c ∗ φ; min
{
ε,
r

3

}
⟩

є околом µ, що не мiститься в M ∗(X).

Наслiдок 2.1.4. Для кожного компактного хаусдорфового простору X

простiр M ∗(X) є компактним.

Доведення. Дiйсно, за Твердженнями 2.1.2 i 2.1.3 простiр M ∗(X) мо-

жна вкласти як закриту пiдмножину в компактний хаусдорфовий простiр∏
φ∈C(X,I) Iφ i, отже, також є компактним за Хаусдорфом.

Маючи неперервне вiдображення f : X → Y компактних гаусдорфових

просторiв та µ ∈ M ∗(X), визначимо M ∗(f)(µ) : C(X, I) → I наступним

чином:

M ∗(f)(µ)(φ) = µ(φf).

Твердження 2.1.5. Нехай f : X → Y — неперервне вiдображення ком-

пактних хаусдорфових просторiв. Тодi M ∗(f)(µ) ∈ M ∗(Y ) для кожного

µ ∈ M ∗(X). Отримане вiдображення M ∗(f) : M ∗(X) → M ∗(Y ) є непе-

рервним.

Доведення. Нехай µ ∈M ∗(X) i φ, ψ ∈ C(Y, I). Очевидно, що

M ∗(f)(µ)(cX) = c, c ∈ I, i

M ∗(f)(µ)(λ ∧ φ) = µ((λ ∧ φ)f) = λ ∧ µ(φf) = λ ∧M ∗(f)(µ)(φ).
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У нас також є

M ∗(f)(µ)(φ ∨ ψ) =µ((φ ∨ ψ)f) = µ(φf ∨ ψf) = µ(φf) ∨ µ(ψf)

=M ∗(f)(µ)(φ) ∨M ∗(f)(µ)(ψ).

Таким чином, M ∗(f)(µ) ∈ M ∗(Y ). Отже, ми отримуємо вiдображення

M ∗(f) : M ∗(X)→M ∗(Y ).

Нехай µ ∈M ∗(X), ψ1, . . . , ψk ∈ C(Y, I) i ε > 0. Тодi множина

O(M ∗(f)(µ);ψ1, . . . , ψn; ε) є базою околiв M ∗(f)(µ). Оскiльки

M ∗(f)(µ)(O(µ;ψ1f, . . . , ψnf ; ε)) ⊂ O(M ∗(f)(µ);ψ1, . . . , ψn; ε),

ми робимо висновок, що вiдображення M ∗(f) неперервне.

Власне, M ∗ є функтором з категорiї компактних хаусдорфових просто-

рiв i неперервних вiдображень в себе. Те, що M ∗ є функтором, означає

наступне:

M ∗(gf) = M ∗(g)M ∗(f), M ∗(idX) = idM∗(X).

Твердження 2.1.6. Нехай µ1, . . . , µn ∈ M ∗(X) i нехай λ1, . . . , λn ∈ I бу-

дуть такими, що ∨ni=1λi = 1.

Визначимо µ = ∨ni=1λi ∗ µi : C(X, I)→ I таким чином:

µ(φ) = ∨ni=1λi ∗ µi(φ).

Тодi µ ∈M ∗(X).

Доведення. Ми перевiряємо умови з означення ∗-мiри:

1) µ(cX) = ∨ni=1λi ∗ µi(cX) = ∨ni=1λi ∗ cX ⩽ 1 ∗ c = c;

2) µ(λ∗φ) = ∨ni=1λi ∗µi(λ∗φ) = ∨ni=1λi ∗λ∗µi(φ) = λ∗ (∨ni=1λi ∗µi(φ)) =

λ ∗ µ(φ);

3) µ(φ ∨ ψ) = ∨ni=1λi ∗ µi(φ ∨ ψ) = ∨ni=1λi ∗ (µi(φ) ∨ µ(ψ)) = ∨ni=1[(λi ∗
µi(φ))∨ (λi ∗µi(ψ))] = [∨ni=1(λi ∗µi(φ)]∨ [∨ni=1(λi ∗µi(ψ))] = µ(φ)∨µ(ψ).

Наслiдок 2.1.7. Якщо x1, . . . , xn ∈ X i λ1, . . . , λn ∈ I,∨ni=1λi = 1, тодi

µ = ∨ni=1λi ∗ δxi ∈M ∗(X).
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Наступне твердження дає повний опис ∗-мiр для випадку скiнченного

простору.

Твердження 2.1.8. Нехай X = x1, . . . , xn i µ ∈ M ∗(X). Тодi iснують

такi λ1, . . . , λn ∈ I, що ∨ni=1λi = 1 i µ = ∨ni=1λi ∗ δxi.

Доведення. Нехай µ ∈ M ∗(X) i i ∈ {1, . . . , n}. Розглянемо функцiю

φi : X → I, визначену таким чином:

φi(xj) =

1, i = j,

0, i ̸= j.

Нехай λi = µ(φi). Дiйсно, для будь-якого j ∈ {1, ..., n},

φ(xj) = ∨ni=1φ(xi) ∗ φi(xj) = φ(xj) ∗ φj(xj) = φ(xj) ∗ 1 = φ(xj)

.

Тепер нехай φ : X → I — довiльна функцiя. Тодi

φ = ∨ni=1φ(xi) ∗ φi.

i, отже

µ(φ) =µ(∨ni=1φ(xi) ∗ φi) = ∨ni=1 mu(φ(xi) ∗ φi) = ∨ni=1φ(xi) ∗ µ(φi)

= ∨ni=1 φ(xi) ∗ λi.

Ми надiляємо простiр функцiй C(X, I) топологiєю рiвномiрної збiжно-

стi.

Наслiдок 2.1.9. Нехай X — скiнченний простiр i µ ∈M ∗(X). Тодi

µ : C(X, I)→ I є неперервним вiдображенням.

Нагадаємо, що топологiчний простiр є нульвимiрним, якщо X має базу

топологiї, що складається з вiдкритих i закритих множин.
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Твердження 2.1.10. Нехай X — компактний гаусдорфовий нульвимiр-

ний простiр i µ ∈ M ∗(X). Тодi µ : C(X, I) → I є неперервним вiдображе-

нням.

Доведення. Нехай φ ∈ C(X, I) i ε > 0. Оскiльки t-норма ∗ - (рiвномiрно)

неперервна, iснує r > 0 такий, що |a−a′| < r i |b− b′| < r разом означають

|a ∗ b− a′ ∗ b′| < ε, для всiх a, a′, b, b′ ∈ I.

Iснує скiнченне попарно неперетинне вiдкрите покриття U для X, таке,

що diam(φ(U)) < ε для кожного U ∈ U . Нехай Y = X/U — це фактор-

простiр, а q : X → Y — факторне вiдображення. Iснують функцiї

χ, ψ : Y → I такi, що ∥χ− ψ∥ < r i χq < φ < ψq. Множина

V = {φ′ ∈ C(X, I) | χq < φ′ < ψq}

є околом функцiї φ у просторi C(X, I). Тодi для кожного φ′ ∈ V ,

M ∗(q)(µ)(χ) = µ(χq) ⩽ µ(φ′) ⩽ µ(ψq) = M ∗(q)(µ)(ψ).

Припустимо, що Y = {y1, . . . , yn} i M ∗(q)(µ) = ∨ni=1λi ∗ δyi. Тодi

µ(χq) = ∨ni=1λi ∗ χ(yi) ⩽ µ(φ′) ⩽ ∨ni=1λi ∗ ψ(yi).

Вибравши r,

| ∨ni=1 λi ∗ χ(yi)− ∨ni=1λi ∗ ψ(yi)| ⩽ ∨ni=1|λi ∗ χ(yi)− λi ∗ ψ(yi)| < ε.

Ми робимо висновок, що виконується нерiвнiсть |µ(φ′)− µ(φ)| < ε i тому,

оскiльки функцiя φ′ ∈ V є довiльною, вiдображення µ є неперервним у

φ.

Нехай S = {Xα, pαβ;A} — зворотня система над орiєнтованою множи-

ною A. (Див., наприклад, [60] для отримання необхiдної iнформацiї про

зворотнi системи в категорiї Comp.) Для будь-якого α ∈ A, через

pα : X = lim
←−

S → Xα позначаємо граничну проєкцiю. Через M ∗(S) позна-

чимо зворотню систему {M ∗(Xα),M∗(pαβ);A}.
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Наступне твердження є модифiкацiєю Твердження 2.12 з [8]. Його до-

ведення включено для повноти.

Нагадаємо, що компактний гаусдорфовий простiр називається нульви-

мiрним, якщо у ньому iснує база з вiдкрито-замкнених множин.

Твердження 2.1.11. Нехай X — нульвимiрний компактний гаусдорфо-

вий простiр i X = lim←−S, де S = {Xα, pαβ;A}, для орiєнтованої множини

A. Тодi природнє вiдображення

h = (M ∗(pα))α∈A : M ∗(X)→ lim
←−

M ∗(S)

— гомеоморфiзм.

Доведення. Неперервнiсть вiдображення h є безпосереднiм наслiдком

означення топологiї оберненої границi. Спочатку ми покажемо, що вiдобра-

ження h є вкладенням. Припустимо протилежне i нехай µ, ν ∈ M ∗(X),

µ ̸= ν такi, що h(µ) = h(ν). Оскiльки µ ̸= ν, iснує φ ∈ C(X, I) такий, що

µ(φ) ̸= ν(φ). Нехай

C ′ = {φpα |φ ∈ C(Xα, I), α ∈ A}.

Зауважимо, що множина C ′ є щiльною в просторi C(X, I). Оскiльки, за

Твердженням 2.1.10, вiдображення µ, ν є неперервними, звiдси випливає,

що iснує функцiя φ′ ∈ C ′ така, що µ(φ′) ̸= ν(φ′). Тодi φ′ = ψpα для деяких

α ∈ A i ψ ∈ C(Xα, I). Отже,

M ∗(pα)(µ)(ψ) = µ(φ′) ̸= ν(φ′) = M ∗(pα)(ν)(ψ)

i отримуємо протирiччя.

Тепер покажемо, що h є вiдображенням на. Нехай (µα)α∈A ∈ lim
←−

M ∗(S).

Ми збираємося показати, що iснує µ ∈ M ∗(X) таке, що M ∗(pα)(µ) = µα,

для будь-якого α ∈ A. Враховуючи те, що φ, ψ ∈ C ′, можна записати

φ = φ′pα, ψ = ψ′pα, для деякого α ∈ A, звiдки

µ(φ ∨ ψ) =µ((φ′pα)) ∨ (ψ′pα)) = M ∗(pα)(µ)(φ′ ∨ ψ′) = µα(φ′ ∨ ψ′)
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=µα(φ′) ∨ µα(ψ′) = µ(φ′pα) ∨ µ(ψ′pα)

=µ(φ) ∨ µ(ψ).

Оскiльки множина C ′ всюди щiльна в просторi C(X, I), а операцiя ∗
неперервна, ми робимо висновок, що µ(φ ∨ ψ) = µ(φ) ∨ µ(ψ), для всiх

φ, ψ ∈ C(X, I). Аналогiчно можна перевiрити, що µ(λ ∗ φ) = λ ∗ µ(φ) для

всiх φ ∈ C(X, I) i λ ∈ R. Таким чином, µ ∈M ∗(X), що i треба було довести.

Оскiльки вiдображення h є неперервною бiекцiєю компактних гаусдор-

фових просторiв, одержуємо, що h є гомеоморфiзмом.

Твердження 2.1.12. Нехай X — нульвимiрний простiр. Тодi множина

M ∗
ω(X) є всюди щiльною в M ∗(X).

Доведення. Нехай S = {Xα, pαβ;A} — зворотня система, така що всi

простори Xα скiнченнi, pαβ знаходяться на вiдображеннi, а X = lim←−S.

Оскiльки M ∗(X) = lim←−M
∗(S), i всi M(pα)(M ∗

ω(X)) = M ∗(Xα) для всiх

α ∈ A, ми робимо висновок, що множина M ∗
ω(X) всюди щiльна у просторi

M ∗(X).

Нехай Xα|α ∈ A — сiм’я нульвимiрних компактних гаусдорфових про-

сторiв. Подiбно до [8], використовуючи Твердження 2.1.11, можна визна-

чити для будь-якого µα ∈M ∗(Xα),

⊗
α∈A

µα ∈M ∗

(∏
α∈A

Xα

)
.

З цiєю метою розглянемо множину B непорожнiх скiнченних пiдмно-

жин A, частково впорядкованих вiдношенням включення. Якщо A,B ∈ B
i A ⊆ B, то через pAB :

(∏
α∈AXα

)
→
(∏

α∈BXα

)
позначимо вiдображення

проєкцiї. Очевидно, що M ∗(pAB(
⊗

α∈B µα) =
⊗

α∈A µα. Тодi за Тверджен-

ням 2.1.11 iснує µ ∈ M ∗ (∏
α∈AXα

)
такий, що M ∗(pα) = µα, α ∈ A. Ми

покладемо µ =
⊗

α∈A µα.
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2.2. Вiдображення ∗-Мiлютiна

Поняття вiдображення Мiлютiна канторової множини на одиничний

вiдрiзок вперше було використано в теорiї просторiв ймовiрнiсних мiр. Пi-

знiше версiї цього вiдображення для iдемпотентних i max-min мiр були

розглянутi в [1], [54].

Щоб розглянути простори ∗-мiр для довiльних компактних гаусдорфо-

вих просторiв, введемо поняття вiдображення Мiлютiна, що дозволяє зве-

сти загальний випадок до нульвимiрного, який розглянутий у попередньо-

му пiдроздiлi.

Спочатку, враховуючи, що X – компактний гаусдорфовий простiр та Y

– його замкнений пiдпростiр, ми ототожнюємо простiр M ∗(Y ) з пiдпросто-

ром M ∗(i)(M ∗(Y )) M ∗(X), де i : Y → X означає вiдображення включення.

Означення 2.2.1. Вiдображення f : X → Y компактних метризованих

просторiв називається вiдображенням ∗-Мiлютiна, якщо iснує вiдображе-

ння s : Y → M ∗(X) таке, що s(y) ∈ M ∗(f−1(y)) ⊂ M ∗(X), для кожного

y ∈ Y .

Теорема 2.2.2. Для кожного компактного хаусдорфового простору X

iснує вiдображення ∗-Мiлютiна f : Z → X, де Z — нульвимiрний ком-

пактний гаусдорфовий простiр.

Доведення. Доведення полягає в модифiкацiї аргументiв з [8], який, у

свою чергу, спирається на конструкцiю з [1]. Подробицi надаємо для зру-

чностi читача.

Спершу, припустимо, що X – метризований простiр i виберемо деяку

сумiсну з топологiєю метрику на X.

Для кожного n ∈ N виберимо скiнченну сiм’ю An пар замкнених пiд-

множин простору X, що задовольняють властивостi:

1. ∪{B | (A,B) ∈ An} = X;

2. diam(A) ⩽ 1/n, для кожного (A,B) ∈ An;
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3. Int(A) ⊃ B, для кожного (A,B) ∈ An.
Нехай Zn = ⊔{A | (A,B) ∈ An}, n ∈ N. Визначимо вiдображення

fn : Zn → X за умовою: fn|A – це вiдображення включення ιA : A ↪→ X.

Тодi нехай

Z =

{
(zn)

∞
n=1 ∈

∞∏
n=1

Zn | fi(zi) = fj(zj), для всiх i, j ∈ N

}
.

Для кожного n ∈ N нехай

Yn =

{
(zm)nm=1 ∈

n∏
m=1

Zm | fi(zi) = fj(zj), для всiх i, j ⩽ n

}
.

Для n ⩾ k позначимо через gnk : Yn → Yk природну проєкцiю. Очевидно, що

Z = lim←−{Yn, gnk;N}. Легко перевiрити, що Z є компактним нульвимiрним

простором.

Для будь-якого (A,B) ∈ An нехай α(A,B) : X → [0, 1] буде неперервною

функцiєю, такою що α(A,B)|B = 0 i α(A,B)|(X \ A) = 1. Тепер якщо x ∈ X,

то означимо

µn(x) =
∨

(A,B)∈An

α(A,B)(x) ∗ δι−1
A (x).

Зауважимо, що вiдображення µn(x) є коректно означеним. Ми збирає-

мося показати, що вiдображення µn : X → M ∗(Yn) є неперервним. Дiйсно,

враховуючи той факт, що φ ∈ C(X, I), ми бачимо, що функцiя

x 7→ µn(x)(φ) =
∨

(A,B)∈An

α(A,B)(x) ∗ φ(x) : X → R

є неперервною, а це в свою чергу означає неперервнiсть вiдображення µn.

Визначимо вiдображення f : Z → X за формулою f((zn)
∞
n=1) = f1(z1).

Для кожного m ∈ N нехай hm : Ym → X визначається за формулою

hm((zn)
m
n=1) = f1(z1).

Для будь-якого x ∈ X,

f−1(x) = lim←−{h
−1
m (x), gmk|h−1m (x);N}.
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Згiдно з Твердженням 2.1.11, iснує µ(x) ∈M ∗(f−1(x)) такий, що

M ∗(gm)(µ(x)) = ⊗mi=1µi(x)

(через gm : Z → Ym позначаємо вiдображення проєктування на спiвмно-

жник Ym).

Зауважимо, що неперервнiсть вiдображення x 7→ µ(x) є наслiдком не-

перервностi вiдображень µn, n ∈ N.

Тепер припустимо, що X є довiльним компактним гаусдорфовим про-

стором. Тодi можна припустити, що X ⊂
∏

α∈T Xα для деякої сiм’ї

{Xα | α ∈ T} компактних метризованих просторiв. Для кожного α ∈ T

нехай fα : Yα → Xα — вiдображення ∗-Мiлютiна, де Yα — нульвимiрний

компактний хаусдорфовий простiр. Нехай

g =
∏
α∈T

Xα :
∏
α∈T

Yα →
∏
α∈T

Xα.

Нехай Z = g−1(X) i нехай f = g|Z : Z → X. Очевидно, що Z є нульви-

мiрним компактним гаусдорфовим простором.

Ми покажемо, що f — це вiдображення ∗-Мiлютiна.

Для кожного α ∈ T нехай sα : Xα →M ∗(Yα) буде такою, що

sα(x) ∈M ∗(f−1α (x)), для кожного x ∈ Xα. Визначте s((xα)α∈T ) = ⊗α∈Tsα(xα).

Очевидно, що вiдображення s є неперервним i s(x) ∈ M ∗(s−1(x)) для ко-

жного x ∈ X.

Твердження 2.2.3. Нехай X — компактний хаусдорфовий простiр. Тодi

множина M ∗
ω(X) є всюди щiльною в просторi M ∗(X).

Доведення. Нехай f : Z → X — вiдображення ∗-Мiлютiна, де Z — нуль-

вимiрний компактний гаусдорфовий простiр. Оскiльки, за Твердженням

2.1.12 множина M ∗
ω(Z) є всюди щiльною у просторi M ∗(Z), то твердження

справджується.
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2.3. Простiр M̄(X)

Нехай X – компактний гаусдорфовий простiр.

Позначимо через M̄(X) множину всiх A ∈ exp(X × I), що задовольня-

ють наступним умовам:

1. A ∩ (X × {1}) ̸= ∅;

2. X × {0} ⊂ A;

3. A – насичена, тобто якщо (x, t) ∈ A, то (x, s) ∈ A для кожного

s ∈ [0, t].

Доведення наступного твердження можна отримати з доведення Твер-

дження 1.3 з [?], замiнивши сегмент [−∞, 0] на сегмент [0, 1].

Твердження 2.3.1. Множина M̄(X) замкнена в exp(X × I).

Нехай f : X → Y — вiдображення. Означимо вiдображення

M̄(f) : M̄(X)→ M̄(Y ) за формулою:

M̄(f)(A) = exp(f × 1I)(A) ∪ (Y × {0}).

Оскiльки вiдображення об’єднання в гiперпросторi є неперервним (див.,

наприклад, [18]), то i вiдображення M̄(f) також є неперервним.

Насправдi, M̄ є функтором у категорiї Comp: якщо маємо неперервнi

вiдображення f : X → Y , g : Y → Z, то

M̄(gf)(A) = exp((gf)× 1I)(A) ∪ (Z × {0}) =

=(exp(g × 1I) exp(f × 1I))(A) ∪ (Z × {0}) =

=(exp(g × 1I)(exp(f × 1I))(A) ∪ (Y × {0})) ∪ (Z × {0}) =

=M̄(g)M̄f(A).

Для кожного A ∈ M̄ ∗(X) означимо функцiонал hA : C(X, I) → I за

формулою

hA(φ) = sup{t ∗ φ(x) | (x, t) ∈ A}

.
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Твердження 2.3.2. Якщо A ∈ M̄ ∗(X), то hA ∈M ∗(X).

Доведення. Щоб довести це твердження, перевiримо для hA умови з

означення ∗-мiри.

Спочатку, якщо c ∈ I, то (за умовою (2) з означення простору M̄ ∗(X)),

маємо для кожної функцiї φ ∈ C(X, I)

hA(φ) ⩽ 1 ∗ φ(x) = 1 ∗ cX = cX .

Очевидно, що hA(φ) ⩾ cX .

Далi, при λ ∈ I i φ ∈ C(X, I),

hA(λ ∗ φ) = sup{t ∗ (λ ∗ φ)(x) | (x, t) ∈ A}

=λ ∗ sup{t ∗ φ(x) | (x, t) ∈ A} = λ ∗ hA(φ).

I нарештi, при φ, ψ ∈ C(X, I),

hA(φ ∨ ψ) = sup{t ∗ ((φ ∨ ψ)(x)) | (x, t) ∈ A}

= sup{t ∗ (φ(x) ∨ ψ(x)) | (x, t) ∈ A}

= sup{((t ∗ φ)(x)) ∨ ((t ∗ ψ)(x)) | (x, t) ∈ A} =

(за монотоннiстю ∗)

= sup{t ∗ φ(x) | (x, t) ∈ A} ∨ sup{t ∗ ψ(x) | (x, t) ∈ A}

=hA(φ) ∨ hA(ψ).

Твердження 2.3.3. Вiдображення h : M̄ ∗(X) → M ∗(X), A 7→ hA - непе-

рервне.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть (Ai) у просторi M̄ ∗(X), яка збi-

гається до множина A у просторi M̄ ∗(A), i нам потрiбно показати, що

limi→∞ h(Ai) = h(A).

Нехай φ ∈ C(X, I). Ми збираємося показати, що

limi→∞ h(Ai)(φ) = h(A)(φ). При ε > 0 знайдемо скiнченне вiдкрите по-

криття U простору X, таке, що коливання функцiї φ на кожному елементi
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покриття U менше, нiж ε/2. Нехай c таке, що c < inf{φ(x)|x ∈ X}. Тодi

розглянемо скiнченне покриття V [c, 1] таке, що дiаметр кожного елемента

V менший за ε/2.

Розглянемо сiм’ю U ×V = {U ×V |U ∈ U , V ∈ V}. Iснує i0 ∈ N таке, що

для всiх i ⩾ i0 множини Ai i A є (U × V)-близькими.

Iснує (x, t) ∈ A таке, що h(A)(φ) = t ∗ φ(x). Тодi (x, t) ∈ ∪(U × V),

тобто iснує U × V ∈ U × V такий, що (x, t) ∈ U × V . Оскiльки Ai i A

(U × V)-близькi, iснує (x′, t′)Ai ∩ (U × V ). Отже,

h(Ai)(φ) = t′ ∗ φ′(x) ⩾ h(A)(φ) = t ∗ φ(x).

Ми робимо висновок, що limi→∞ h(Ai)(φ) = h(A)(φ). Оскiльки функцiя

φ є довiльною, то звiдси випливає, що limi→∞ h(Ai) = h(A), за означенням

*слабкої топологiї. Таким чином, вiдображення h є неперервним.

Твердження 2.3.4. Вiдображення h : M̄ ∗(X)→M ∗(X) є вкладенням.

Доведення. Припустимо, що A,B ∈ M̄ , A ̸= B i A \ B ̸= ∅. Нехай

(x, t) ∈ A \B i припустимо, що (x, t′) /∈ A, для всiх t′ > t.

Тодi iснує окiл U x ∈ X i r < t < 1 такий, що U × (r, 1] ∩B = ∅.

Нехай φ ∈ C(X, [0, 1]) — така функцiя, що:

(1) φ(x) = ψ(x);

(2) φ|(X \ U) < ψ(x).

Тодi, очевидно, h(A)(φ) ⩾ ψ(x) i h(B)(φ) < ψ(x). Тому h(A) ̸= h(B).

Твердження 2.3.5. Вiдображення h : M̄ ∗(X)→M ∗(X) є вiдображенням

на.

Доведення. Досить показати, що весь простiр M ∗
ω(X) лежить в образi

вiдображення h. Враховуючи те, що µ = ∨ni=1αi ∗ δxi ∈M ∗
ω(X), покладемо

C = (X × {0})
⋃
∪ni=1({xi} × [0, αi]).
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Тодi h(C) = µ. Тепер твердження випливає з всюди щiльностi ∗-мiр зi

скiнченними носiями.

Наслiдок 2.3.6. Простори M̄ ∗(X) i M ∗(X) гомеоморфнi для кожного

компактного гаусдорфового простору X.

Можна показати, що клас вiдображень h = (hX) є природним перетво-

ренням функтора M̄ в функтор M , що встановлює iзоморфiзм цих фун-

кторiв. Для цього потрiбно довести комутативнiсть дiаграми

M̄(X)

M̄(f)
��

hX //M(X)

M(f)
��

M̄(Y )
hY
//M(Y )

для кожного вiдображення f : X → Y .

Нехай A ∈ M̄(X), φ ∈ C(Y, I), тодi

hY M̄(f)(A)(φ) = sup{t ∗ φ(y) | (y, t) ∈ (f × 1I)(A)} =

= sup{t ∗ φf(x) | (x, t) ∈ A} =

=hX(A)(φf) =

=M(f)hX(A)

(у другiй рiвностi ми використали той факт, що 0∗x = x для кожного s ∈ I

– цей факт справедливий для всiх трикутних норм ∗).
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Висновки до роздiлу

Поняття ∗-мiри на компактному гаусдорфовому просторi є природним

аналогом поняття iдемпотентної мiри та max-min мiри. Множина всiх ∗-мiр

на компактному гаусдорфовому просторi топологiзується слабкою* тополо-

гiєю. Утворений топологiчний простiр є компактним гаусдорфовим. Бiль-

ше того, така конструкцiя простору ∗-мiр визначає функтор на категорiї

Comp.

Для просторiв ∗-мiр побудовано аналог вiдображення Мiлютiна, вiдомо-

го для просторiв ймовiрнiсних мiр, iдемпотентних мiр та напiвнеперервних

згори ємностей. Доведено, що множина ∗-мiр зi скiнченними носiями всюди

щiльна в просторi всiх ∗-мiр.

Побудоване зображення ∗-мiр на просторi X як замкнених множин у

X × I зi спецiальними властивостями.
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РОЗДIЛ 3

ПРОСТОРИ ∗-МIР З КОМПАКТНИМИ НОСIЯМИ НА

УЛЬТРАМЕТРИЧНИХ ПРОСТОРАХ

Поняття ∗-мiри на компактному гаусдорфовому просторi запровадже-

не i дослiджене першим автором. У цiй статтi ми розглядаємо множину

всiх ∗-мiр з компактними носiями на ультраметричному просторi. Наведе-

но ультраметризацiю цiєї множини, яка визначає функтор на категорiї уль-

траметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень. Доведено, що цей

функтор локально нерозтягуючий i зберiгає клас повних ультраметричних

просторiв.

Метрика d на множинi X називається ультраметрикою, якщо вона за-

довольняє сильну нерiвнiсть трикутника:

d(x, y) ⩽ max{d(x, z), d(z, y)}, x, y, z ∈ X.

Ультраметричнi простори були вперше введенi Хаусдорфом у 1934 роцi.

Вони знаходять численнi застосування не лише в математицi, а й в iнших

дисциплiнах, напр. бiологiя, фiзика [16,67], iнформатика [42], логiчне про-

грамування та штучний iнтелект [45], лiнгвiстика [55].

У [14] ультраметрика визначається на множинi ймовiрнiсних мiр компа-

ктного носiя на ультраметричному просторi. Показано, що ця конструкцiя

визначає локально нерозтяеуючий функтор в категорiї ультраметричних

просторiв i нерозтягуючих вiдображень, i цей функтор «робить корисний

будiвельний блок для визначення метричних областей для ймовiрнiсних

програмних конструкцiй».

Деякi категорiальнi властивостi цiєї конструкцiї встановленi в [26]. У

ньому, зокрема, доведено, що функтор ймовiрнiсних мiр визначає монаду

в категорiї ультраметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень.
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Поняття ∗-мiри введено попередньому роздiлi. Метою цього роздiлу є

означення ультраметрики на множинi ∗-мiр з компактними носiями, визна-

чених на ультраметричних просторах. Доведено, що отримана конструкцiя

визначає функтор в категорiї ультраметричних просторiв i нерозтягуюсих

вiдображень. Цей функтор є локально нерозтягуючим. Також показано, що

така конструкцiя зберiгає повноту ультраметричних просторiв.
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3.1. Означення i допомiжнi твердження

Як i вище, через I позначимо одиничний вiдрiзок [0, 1]. Нагадаємо, що

трикутна норма (t-норма) є неперервною функцiєю (a, b) 7→ a∗b : I×I→ I,

що задовольняє умовам

1. ∗ є асоцiативною;

2. ∗ є комутативною;

3. ∗ є монотонною, тобто a ⩽ a′ i b ⩽ b′ обидва означають a ∗ b ⩽ a′ ∗ b′

для всiх a, a′, b, b′ ∈ I;

4. 1 є одиницею.

Див. наприклад, [31], щоб дiзнатися бiльше. Нижче наведено приклади t-

норм: · (множення), min, (a, b) 7→ max{a + b − 1, 0} (t-норма Лукасєвича

( Lukasiewicz)).

3.2. Результати

Нагадаймо поняття ∗-мiри (докладнiше див. попереднiй роздiл). Для

топологiчних просторiв X, Y через C(X, Y ) позначимо множину неперерв-

них функцiй вiд X до Y . Через ∨ позначаємо операцiю максимуму, а також

поточковий максимум дiйсних функцiй.

Зауважимо, що ми даємо тут означення не обов’язково для компактного

випадку. Надалi X буде тихоновським (цiлком регулярним) простором.

Означення 3.2.1. Нехай ∗ — t-норма. Функцiонал µ : C(X, I)→ I назива-

ється ∗-мiрою на компактному хаусдорфовому просторi X, якщо виконує-

ться наступне:

1. µ(cX) = c, де cX позначає сталу функцiю на X, що приймає значе-

ння c;

2. µ(λ ∗ φ) = λ ∗ µ(φ);

3. µ(φ ∨ ψ) = µ(φ) ∨ µ(ψ).
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Множина всiх ∗-мiр на X позначається M ∗(X). У попередньому роздi-

лi доведено, що для компактних просторiв X множина M ∗(X) компактна,

надiлена *слабкою топологiєю. Ця конструкцiя визначає функтор у катего-

рiї Comp компактних хаусдорфових просторiв i неперервних вiдображень.

Цей функтор задовольняє деякi природнi властивостi. Зокрема, поняття

носiя визначено для будь-якого елемента µ ∈M ∗(X). За означенням, носi-

єм µ є мiнiмальна (по вiдношенню до включення) замкнена пiдмножина A

простору X, що задовольняє такiй умовi: для кожного φ, ψ ∈ C(X, I),

φ|A = ψ|A µ(φ) = µ(ψ).

Ми можемо описати розширення функтора M ∗ з категорiї компактних

гаусдорфових просторiв на категорiю тихоновських просторiв, яке запропо-

нував А. Чигогiдзе [10]. Нехай тепер X — тихоновський простiр i нехай βX

— компактне розширення Стоуна-Чеха простору X (див., наприклад, [18]).

Приймаємо

M ∗
β(X) = {a ∈M ∗(βX) | supp(a) ⊂ X ⊂ βX}.

Надалi розглядаємо випадок, коли простiр X — це ультраметричний

простiр (X, d). Для кожного r > 0, позначимо через Fr(X) множину всiх

функцiй вiд X до I, якi є сталими на всiх кулях радiуса r. З властивостей

ультраметрики випливає коректнiсть означення такої множини, оскiльки

двi кулi однакового радiуса в ультраметричному просторi, або не перети-

наються, або iдентичнi.

Ми зберiгаємо позначення M ∗(X) для множини всiх ∗-мiр деякої хаус-

дорфової компактифiкацiї bX ⊃ X, носiєм якої є компактна пiдмножина

X. Зауважимо, що це не що iнше, як згадане розширення Чигогiдзе нор-

мальних функторiв.

Враховуючи µ, ν ∈M ∗(X), нехай

d̃(µ, ν) = inf{r > 0|µ(φ) = ν(φ) для всiх φ ∈ Fr}.
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Теорема 3.2.2. Функцiя d̃ : M ∗(X)×M ∗(X)→ R є ультраметрикою на

множинi M ∗(X).

Доведення. Спочатку ми покажемо, що функцiя d̃ коректно визначена.

Оскiльки множини supp(µ), supp(ν) компактнi, вони обмеженi. Останнє

означає, що iснують r > 0 i x0 такi, що

supp(µ) ∪ supp(ν) ⊂ Br(x0).

Розглянемо множину Fr(X). Нехай φ ∈ Fr(X), тодi φ|Br(x0) ≡ c є кон-

стантою i µ(φ) = c = ν(φ) для деякого c ∈ I. Звiдси випливає, що множина,

якої iнфiмум ми шукаємо, непорожня, i тому формальне визначення має

сенс.

За означенням d̃(µ, ν) ⩾ 0. Крiм того, d̃(µ, µ) = 0.

Тепер нехай d̃(µ, ν) = 0. Ми повиннi показати, що µ = ν.

Зауважимо, що для кожного r > 0 i для кожного φ ∈ Fr маємо

µ(φ) = ν(φ). Нам потрiбно показати, що µ(φ) = ν(φ) для всiх φ ∈ C(X, I).

Припустимо навпаки, тобто що iснує функцiя φ ∈ C(X, I) така, що

µ(φ) ̸= ν(φ). Зауважимо, що кожн мiра µ ∈ M ∗(X) є неперервним вiд-

ображенням вiдносно sup-метрики на C(X, I) для будь-якого нульвимiрно-

го простору X (див. попереднiй роздiл).

Оскiльки кожен ультраметричний простiр є нульвимiрним простором

[61], ми бачимо, що якщо φi −→
i→∞

φ по вiдношенню до sup-метрики, потiм

µ(φi) −→
i→∞

µ(φ).

Побудуємо послiдовнiсть функцiй φi ∈ Fri(X), що збiгаються до φ.

Оскiльки множина supp(µ) ∪ supp(ν) є нульвимiрним компактом, ми мо-

жемо вибрати для кожного i ∈ N число ri > 0 i функцiю φi ∈ Fri(X)

такi, що виконано нерiвнiсть ∥φ − φr∥ ⩽ ε. Отже, вибираючи ε = 1
2i , ми

отримуємо шукану послiдовнiсть функцiй (φi). Тодi

µ(φ) = lim
i→∞

µ(φi) = lim
i→∞

ν(φi) = ν(φ).
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Симетрiя функцiї d̃ очевидно випливає з її означення:

d̃(µ, ν) = d̃(ν, µ), µ, ν ∈M ∗(X).

Тепер нам потрiбно довести сильну нерiвнiсть трикутника для функцiї

d̃. Нехай

µ, ν, τ ∈M ∗(X), d̃(µ, ν) = a, d̃(ν, τ) = b.

Без втрати загальностi можна вважати, що a ⩽ b. Тодi для кожного ε > 0

i кожного φ ∈ Fa+ε(X), ψ ∈ Fb+ε(X), ми маємо µ(φ) = ν(φ) i ν(ψ) = τ(ψ).

I тодi для кожного φ ∈ Fb+ε(X) ми маємо µ(φ) = ν(φ) = τ(φ) . Отже,

d̃(µ, τ) ⩽ b+ ε i при ε→ 0, ми бачимо, що d̃(µ, τ) ⩽ b.

Позначимо через Ultr категорiю ультраметричних просторiв i нерозтя-

гуючих вiдображень. Нехай (X, d), (Y, d) — ультраметричнi простори. Не-

хай f : X → Y — нерозтягуюче вiдображення.

Визначимо M ∗(f) : M ∗(X)→M ∗(Y ) за формулою:

M ∗(f)(µ)(φ) = µ(φf),

µ ∈M ∗(X), φ ∈ C(X, I).

Твердження 3.2.3. Вiдображення M ∗(f) — нерозтягуюче.

Доведення. Нехай µ, ν ∈M ∗(X) i d̃(µ, ν) < r.

Зауважимо, що, оскiльки вiдображення f нерозтягуюче, за умови φ ∈
Fr(Y ), можнемо отримати, що φf ∈ Fr(X).

Тодi

M ∗(f)(µ)(φ) = µ(φf) = ν(φf) = M ∗(f)(ν)(φ).

Отже, ρ̃(M ∗(f)(µ),M∗(f)(ν)) < r i ми бачимо, що вiдображення M ∗(f)

нерозтягуюче.

Власне, ми отримали функтор у категорiї Ultr. Ми зберiгаємо позна-

чення M ∗ для цього функтора.
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Функтор F у категорiї Ultr називається локально нерозтягуючим, якщо

ρ̃(F (f), F (g)) = ρ(f, g)

(див. [14]).

Твердження 3.2.4. Функтор M ∗ у категорiї Ultr локально нерозтягу-

ючий .

Доведення. Нехай r > 0 i ρ(f, g) < r.

Тодi для всiх x ∈ X, ρ(f(x), g(x)) < r i потiм g(x) ∈ Br(f(x)).

Нехай тепер µ ∈M ∗(X). Нам потрiбно показати, що виконується нерiв-

нiсть

ρ̃(M ∗(f)(µ),M∗(g)(µ)) < r.

Нехай φ ∈ Br(Y ), тобто нам потрiбно перевiрити рiвнiсть

M ∗(f)(µ)(φ) = µ(φf) = µ(φg) = M ∗(g)(µ)(φ).

Нехай x ∈ X, тодi ρ(f(x), g(x)) < r, а оскiльки φ є сталою функцiєю на

кулях радiуса r, то g(x) ∈ Br(f(x)). Це означає, що φf(x) = φg(x) i, отже,

µ(φf) = µ(φg).

З iншого боку, нехай x ∈ X i δx ∈M ∗(X). Ми маємо, що

ρ̃(M ∗(f)(δx),M
∗(g)(δx)) = ρ̃(M ∗(f)(φ)(x),M∗(g)(φ)(x)) ⩾ ρ(f(x), g(x)).

I це доводить той факт, що функтор M ∗ локально нерозтягуючий.

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y метричного простору (X, d) в

метричний простiр (Y, ρ) називається лiпшицевим, якщо iснує C > 0 таке,

що

ρ(f(x), f(y)) ⩽ Cd(x, y)

для кожних x, y ∈ X.

Легко бачити, що ультраметричнi простори та їх лiпшицевi вiдображе-

ння утворюють категорiю; ми позначаємо цю категорiю UltrL.
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Аналогiчно до твердження 3.2.3 можна показати, що M ∗ є функтором

на категорiї UltrL.

Нагадаємо, що гiперпростiр expX метричного простору X – це множи-

на всiх непорожнiх компактних пiдмножин X, надiлених метрикою Гаус-

дорфа

dH(A,C) = inf{r > 0 | A ⊂ Br(C), C ⊂ Br(A)}, A, C ∈ expX.

Для будь-якого µ ∈ M ∗(X) його носiєм є за означенням непорожня

компактна пiдмножина X, тобто елемент гiперпростору expX.

Вiдомо, що метрика Гаусдорфа на гiперпросторi ультраметричного про-

стору також є ультраметрикою. Крiм того, exp є функтором в категорiї

Ultr.

Твердження 3.2.5. Вiдображення носiя s = sX : M ∗(X)→ expX нероз-

тягуюче.

Доведення. Нехай µ, ν ∈M ∗(X) i d̃(µ, ν) < r.

Припустимо, що dH(s(µ), s(ν)) > r, тодi

M ∗(f)(µ) = M ∗(f)(ν)

i

f(s(µ)) ̸= f(s(ν))

, де f : X → f(X) - це фактор-вiдображення щодо розкладання X на

диз’юнктнi кулi радiуса r.

Не втрачаючи загальностi, можна вважати, що f(s(µ)) \ f(s(ν)) ̸= ∅.

За означенням носiя iснують такi φ, ψ ∈ C(f(X), I), що

φ|f(s(µ)) = ψ|f(s(ν)), M ∗(f)(µ)(φ) ̸= M ∗(f)(ν)(ψ).

Це явно суперечить вибору r.
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Зауважимо, що клас вiдображень s = (sX) є природним перетворен-

ням функтора M ∗ до функтора гiперпростору exp. Справдi, для кожного

нерозтягуючого вiдображення f : X → Y ультраметричних просторiв ми

покажемо, що дiаграма

M ∗(X)
supp //

M∗(f)
��

expX

exp f
��

M ∗(Y ) supp
// expY

комутативна.

Нехай µ ∈M ∗(X) i φ, ψ ∈ C(X, I) — такi функцiї, що

φ|f(supp(µ)) = ψ|f(supp(µ)).

Тодi

φf |(supp(µ)) = ψf |(supp(µ)),

тому µ(φf) = µ(ψf), а отже

M ∗(f)(µ)(φ) = M ∗(f)(µ)(ψ).

Робимо висновок, що

supp(M ∗(f)(µ)) ⊂ f(supp(µ)).

Обернене включення встановлюється аналогiчно.

Твердження 3.2.6. Нехай (X, d) — ультраметричний простiр. Тодi вiд-

ображення δ : X →M ∗(X), δ(x) = δx є iзометричним вкладенням.

Доведення. Нам потрiбно показати, що для всiх x, y ∈ X виконується

рiвнiсть d(x, y) = d̃(δx, δy).

За означенням,

d̃(δx, δy) = inf{r > 0 | δx(φ) = δy(φ),∀φ ∈ Fr}

i δx(φ) = φ(x), δy(φ) = φ(y).
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Нехай d(x, y) < r, тодi x, y ∈ Br(X) i φ(x) = φ(y) для кожного φ ∈ Fr.
Тому d̃(δx, δy) ⩽ d(x, y).

Тепер нехай d̃(δx, δy) < d(x, y). Тодi iснує r > 0 таке, що d(x, y) > r i

φ(x) = φ(y) для кожного φ ∈ Fr.
Оскiльки d(x, y) > r, ми бачимо, що Br(x) ∩Br(y) = ∅.

Розглядаємо тепер функцiї φ ∈ Fr, такi що φ|Br(x) = 0 i

φ|X \ Br(x) = 1. З того, що φ ∈ Fr випливає рiвнiсть φ(x) = φ(y). Таким

чином ми дiйшли до протирiччя.

Зауважимо, що клас вiдображень δ = (δX) є природним перетворенням

тотожного функтора у функтор M ∗.

Для кожного ультраметричного простору X позначимо через M ∗
ω(X)

пiдмножину в просторi M ∗(X), що складається з ∗-мiр зi скiнченними но-

сiями, тобто ∗-мiр вигляду µ = ∨ni=1λi ∗ δxi. Справедливий аналог твердже-

ння, виконаного для простору ∗-мiр у категорiї компактних гаусдорфових

просторiв.

Твердження 3.2.7. Множина M ∗
ω(X) є всюди щiльною в просторi M ∗(X).

Доведення. Нехай µ ∈ M ∗(X) i нехай r > 0. Нехай {Br(xi) | i =

1, . . . , n}— скiнченне диз’юнктне покриття множини supp(µ) кулями радiу-

са r. Через φi позначимо характеристичну функцiю множини через Br(xi).

Тепер нехай φ ∈ Fr(X). Не втрачаючи загальностi можна вважати, що

φ ≡ 0 на множинi X \ ∪ni=1Br(xi). Тодi φ = ∨ni=1φ(xi) ∗ φi.
Нехай ν = ∨ni=1µ(φi) ∗ δxi. Зауважимо, що

1 = µ(1X) = µ (∨ni=1φi) = ∨ni=1µ(φi),

тому ν ∈M ∗(X).

Тепер, враховуючи ψ ∈ Fr(X), можна записати ψ = ∨ni=1ψ(xi) ∗φ. Тодi

ν(ψ) = ν(∨ni=1ψ(xi) ∗ φ) = ∨ni=1ψ(xi) ∗ ν(φi) = ∨ni=1ψ(xi) ∗ ν(φi) = µ(ψ).

Отже, d̃(µ, ν) < r.
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Далi ми надiлимо множину C(X, I) sup-метрикою.

Лема 3.2.8. Нехай X — компактний ультраметричний простiр. Мно-

жина F(X) = ∪r>0Fr(X) є щiльною в C(X, I).

Теорема 3.2.9. Припустимо, що (X, d) є повним ультраметричним про-

стором. Тодi простiр (M ∗(X), d̃) також повний.

Доведення. Нехай (µi) — послiдовнiсть Кошi в M ∗(X). З твердження

3.2.5 легко випливає, що множина Y = ∪∞i=1supp(µi) компактна. Без втрати

загальностi можна вважати, що Y = X.

Нехай φ ∈ F(Y ). Iснує r > 0 такий, що φ ∈ Fr(Y ). Iснує N ∈ N такий,

що для будь-якого m,n ⩾ N d̃(µm, µn) < r. Тому µm(φ) = µn(φ) для будь-

якi m,n ⩾ N . Ми покладемо µ(φ) = limi→∞ µi(φ) = µN(φ).

Таким чином, ми визначили вiдображення µ : F(Y )→ I. Легко перевi-

рити, що µ задовольняє умовам з означення 4.1.1, якщо замiнити C(X, I)

на F(Y ).

Тепер ми збираємося розширити µ на множину C(Y, I).

Claim. Вiдображення µ : F(Y )→ I є рiвномiрно неперервним.

Нехай ε > 0. Оскiльки вiдображення ∗ : I×I→ I рiвномiрно неперервне,

iснує δ > 0 таке, що |a−a′| < δ i |b−b′| < δ разом означає |a∗b−a′∗b′| < ε.

Нехай φ′, φ′′ ∈ F(Y ). Можна припустити, що φ′, φ′′ ∈ Fr(Y ) для деякого

r > 0. Нехай {Br(xi) | i = 1, . . . , n} — диз’юнктне покриття Y кулями.

Нехай χi позначається характеристична функцiя кулi Br(xi), = 1, . . . , n.

Тодi можна написати

φ′ = ∨ni=1α
′
i ∗ χi, φ′′ = ∨ni=1α

′′
i ∗ χi,

для деяких α′i, α′′i ∈ I.

Якщо ∥φ′ − φ′′∥ < δ, то ∨ni=1|α′i − α′′i | < δ i отримуємо

|µ(φ′)− µ(φ′′)| = |µ (∨ni=1α
′
i ∗ χi)− µ (∨ni=1α

′′
i ∗ χi)|

= |∨ni=1α
′
i ∗ µ (χi)− ∨ni=1α

′′
i ∗ µ (χi)|
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⩽ ∨ni=1 |α′i ∗ µ (χi)− α′′i ∗ µ (χi) | ⩽ ε.

Повернемося до доведення теореми. Вiдображення допускає одиничне

неперервне розширення множини C(Y, I) (ми зберiгаємо позначення µ для

цього розширення). Очевидно, що при цьому µ ∈ M ∗(X) i µ = limi→∞ µi.

Топологiя, iндукована метрикою d̃ на просторi M ∗(X) для ультраме-

тричного простору (X, d), взагалi кажучи, не рiвна топологiї, iндукованiй

слабкою* збiжнiстю. Це показує наступний приклад.

Розглянемо ультраметричний простiр

X = {x, y}, x ̸= y, d(x, y) = 1.

Нехай ∗ = min = ∧.

µn = δx ∨
(

1

n
∧ δy

)
∈M ∗(X), n ∈ N,

i нехай µ0 = δx.

Тодi нескладно показати, що limn→∞ µn = µ0 в топологiї слабкої* збi-

жностi.

Водночас легко бачити, що для функцiї

φ : X → {0, 1} ⊂ I, φ(x) = 0, φ(y) = 1,

маємо:

µn(φ) = 0 ∨
(

1

n
∧ 1

)
=

1

n
̸= 0 = µ0(φ),

φ ∈ F1(X).

Отже d̃(µn, µ0) = 1 для кожного натурального n i тому limn→∞ µn ̸= µ0

в топологiї, iндукованiй метрикою d̃.

Цей приклад нескладно узагальнити на випадок довiльного неодното-

чкового ультраметричного простору X.
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3.3. Зауваження

Деякi результати щодо розмитої ультраметризацiї функторiальних кон-

струкцiй розглядаються в численних публiкацiях. Нагадаємо, що розмитi

ультраметричнi простори були введенi в [40, 57]. Сильна нерiвнiсть трику-

тника для розмитої метрики M виглядає так:

M(x, y, t) ⩾ min{M(x, z, t),M(z, y, t)}, x, y, z ∈ X, t > 0.

У [63] розглядається розмита ультраметризацiя множин iмовiрнiсних

мiр. Випадок iдемпотентних мiр розглядається в [34]. Сформульовано за-

гальну задачу розмитої ультраметризацiї множин ∗-мiр компактного носiя,

визначених на розмитих ультраметричних просторах.

Зауважимо, що простiр ймовiрнiсних мiр з компактними носiями на пов-

ному ультраметричному просторi також є повним [14]. Аналогiчний факт

вiдомий i для iдемпотентних мiр.

Ультраметричний простiр (X, d) називається сферично повним, якщо

кожен спадний набiр замкнених куль у X має непорожнiй перетин.

Невiдомо, чи є простiр ∗-мiр з компактними носiями на сферично пов-

ному ультраметричному просторi також сферично повним.



77

3.4. Висновки до роздiлу

Простiр ∗-мiр з компактними носiями на ультраметричному просторi

допускає ультраметризацiю, аналогiчну до ультраметризацiї Гартоґа i де

Вiнка просторiв ймовiрнiсних мiр. Ця ультраметризацiя зберiгає повноту

ультраметричних просторiв.
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РОЗДIЛ 4

МОНАДИ, ПОРОДЖЕНI ФУНКТОРАМИ ∗-МIР

У попередньому роздiлi означено функтори ∗-мiр на категорiї Ultr уль-

траметричних просторiв i нерозтягуючих вiдображень i встановлено деякi

їх фундаментальнi властивостi.

Цей роздiл присвячений структурi монади, що визначається цими фун-

кторами. Зокрема, така структура дозволяє визначити тензорний добуток

∗-мiр у категорiї Ultr. У своєю чергу, ми визначаємо iгри в ∗-значних стра-

тегiях на ультраметричних просторах i доводимо неперервнiсть функцiй

виплат для цих iгор.

Нарештi, доведено, що будь-яку рiвновагу для iгор у ∗-значних страте-

гiях можна апроксимувати майже рiвновагами, що складаються з ∗-мiр зi

скiнченними носiями.

4.1. Попереднi вiдомостi

Для зручностi читання нагадаємо деякi означення. Метрика d на мно-

жинi X називається ультраметрикою (неархiмедовою метрикою), якщо d

задовольняє сильну нерiвнiсть трикутника d(x, y) ⩽ max{d(x, z), d(z, y)},
x, y, z ∈ X.

Через I позначимо одиничний вiдрiзок [0, 1]. Нагадаємо, що трикутна

норма (t-норма) є неперервною функцiєю (a, b) 7→ a ∗ b : I × I → I, що

задовольняє умовам

1. ∗ є асоцiативна;

2. ∗ є комутативна;

3. ∗ є монотонна, тобто a ⩽ a′ i b ⩽ b′ обидва означають a ∗ b ⩽ a′ ∗ b′

для всiх a, a′, b, b′ ∈ I;
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4. 1 є одиницею.

Див. наприклад, [31], де наведено детальну iнформацiю про t-норми.

Нагадаємо важливi приклади t-норм: · (множення), min,

(a, b) 7→ max{a+ b− 1, 0} ( Lukasiewicz t- норма).

Згадаємо поняття ∗-мiри (докладнiше див. роздiл ref). Для топологi-

чних просторiв X, Y через C(X, Y ) позначимо множину неперервних фун-

кцiй вiд X до Y . Через ∨ позначаємо операцiю максимуму чисел, а також

поточковий максимум дiйсних функцiй.

Означення 4.1.1. Нехай ∗ — деяка t-норма. Функцiонал µ : C(X, I) →
I називається ∗-мiрою на компактному хаусдорфовому просторi X, якщо

виконується наступне:

1. µ(cX) = c, де cX позначає сталу функцiю на X, що приймає значе-

ння c;

2. µ(λ ∗ φ) = λ ∗ µ(φ);

3. µ(φ ∨ ψ) = µ(φ) ∨ µ(ψ).

Поняття ∗-мiри можна також сформулювати для тихоновських просто-

рiв X. При цьому використовуємо конструкцiю продовження нормального

функтора з категорiї компактних гаусдорфових просторiв на категорiю ти-

хоновських просторiв. Додатково вимагаємо, щоб у X iснувала компактна

пiдмножина A, яка задовольняє умовi: для кожного φ, ψ ∈ C(X, I), якщо

φ|A = ψ|A, тодi µ(φ) = µ(ψ). Мiнiмальна (по вiдношенню до включення)

множина A, що задовольняє такiй умовi, називається носiєм µ i позначає-

ться supp(µ).

Через M ∗(X) позначимо множину всiх ∗-мiр з компактними носiями на

тихоновському просторi X.

Нехай x1, . . . , xn ∈ X i α1, . . . , αn ∈ I такi, що ∨ni=1αi = 1. Нижче наве-

дено приклад ∗-мiри: µ = ∨ni=1αi ∗ δxi.
Можна легко побачити, що supp(µ) = {xi | αi > 0}.
Якщо f : X → Y є неперервним вiдображенням тихонiвських просторiв,
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то можна визначити вiдображення M ∗(X)→M ∗(Y ) за умовою

M ∗(f)(µ)(φ) = µ(φf), µ ∈M ∗(X), φ ∈ C(X, I).

Для ультраметричного простору X через Fr(X) позначимо множину

функцiй iз C(X, I), сталих на всiх кулях радiуса r у X. З властивостей

ультраметрики виплаває, що таке означення коректне.

Нехай X — ультраметричний простiр, а M ∗(X) — множина всiх ∗-мiр з

компактним носiєм на X. Нагадаємо, що вiдстань d̃(µ, ν) мiж µ, ν ∈M ∗(X)

визначається за формулою:

d̃(µ, ν) = inf{r > 0 | µ(φ) = ν(φ) для всiх φ ∈ Fr(X)}.

Можна надати альтернативний опис ультраметрики d̃ наступним чи-

ном. Враховуючи r > 0, позначимо через Xr фактор-простiр X щодо роз-

кладанняX, елементами якого є кулi радiуса r. Нехай qr : X → Xr позначає

коефiцiєнт. Очевидно, що фактор-метрика на Xr є ультраметрикою. Тодi

неважко показати, що виконується рiвнiсть

d̃(µ, ν) = inf{r > 0 |M ∗(qr)(µ) = M ∗(qr)(ν)}.

Через expX позначаємо гiперпростiр X, тобто множину всiх непоро-

жнiх компактних пiдмножин X, надiлених хаусдорфовою метрикою. Вла-

сне, в ультраметричному випадку хаусдорфова метрика може бути визна-

чена умовою

dH(A1, A2) = inf{r > 0 | для кожного x ∈ X,

Br(x) ∩ A1 ̸= ∅ ⇐⇒ Br(x) ∩ A2 ̸= ∅}.

У [63] доведено, що вiдображення supp: M ∗(X) → expX є нерозтягу-

ючим.

Твердження 4.1.2. Нехай µ ∈ M ∗(X). Вiдображення µ : C(X, I) → I

рiвномiрно неперервне.
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Доведення. Власне, це частина доведення [63, теореми 2.9].

Маємо функцiю φ ∈ C(X, [0, 1]), визначимо φ̄ : M ∗(X) −→ [0, 1] за

формулою φ̄(µ) = µ(φ).

Твердження 4.1.3. Вiдображення φ̄ - неперервне.

Доведення. Спочатку припустимо, щоX компактний. Нехай µ0 ∈M ∗(X).

За умови ε > 0 за твердженням 4.1.2 iснує η > 0 таке, що для кожного

χ, ψ ∈ C(X, I), |χ− ψ∥ < η означає |µ0(χ)− µ0(ψ)| < ε.

Iснує δ > 0 таке, що коливання φ на кожнiй кулi радiуса δ, що перетинає

supp(µ0), не перевищує η. Iснує скiнченне покриття {Bδ(x1), . . . , Bδ(xn)}
supp(µ0).

Припустимо, що d̃(µ, µ0) < δ. Тодi явно supp(µ) ⊂ ∪ni=1Bδ(xi). Iснують

такi ψ1, ψ2 ∈ Fδ(X), що ψ1 ⩽ φ ⩽ ψ2 i ∥ψ1 − ψ2∥ < η.

Звiдси випливає, що

µ0(ψ1) = µ(ψ1) ⩽ µ0(φ) ⩽ µ0(ψ2) = µ(ψ2)

i

µ0(ψ1) = µ(ψ1) ⩽ µ(φ) ⩽ µ0(ψ2) = µ(ψ2).

Вибравши таке η, |µ0(φ)− µ(φ)| < ε i, отже, |φ̄(µ0)− φ̄(µ)| < ε.

Тепер перейдемо до загального випадку, тобто до довiльного ультра-

метричного простору X. Припустимо, що послiдовнiсть (µi)
∞
i=1 збiгається

до µ0 у M ∗(X). Оскiльки вiдображення supp нерозтягуюче, не втрачаючи

загальностi можна вважати, що

X = supp(µ0) ∪ ∪∞i=1supp(µi),

тобто X є компактним.

Маючи ультраметричний простiр X, ми визначаємо вiдображення

ζX : M ∗2(X)→M ∗(X) за формулою

ζX(M)(φ) =M(φ̄).
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Ми збираємося показати, щоM(φ̄) ∈M ∗(X).

Очевидно,M( ¯(cX) = c, тому що cX = cM∗(X).

Враховуючи φ ∈ C(X, I) i c ∈ I, отримуємо

ζX(M)(c ∗ φ) =M(c ∗ φ) =M(c ∗ φ̄) = c ∗M(φ̄) = c ∗ ζX(M)

(ми використовували рiвнiсть c ∗ φ = c ∗ φ̄: дiйсно, для будь-якого

µ ∈M ∗(X),

c ∗ φ(µ) = µ(c ∗ φ) = c ∗ µ(φ) = c ∗ φ̄(µ)).

Далi, для будь-якого φ, ψ ∈ C(X, I) ми бачимо, що, очевидно, φ ∨ ψ =

φ̄ ∨ ψ̄, отже

ζX(M)(φ ∨ ψ) =M(φ ∨ ψ) =M(φ̄) ∨M(ψ̄) = ζX(M)(φ) = ζX(M)(ψ).

Ми покажемо, що носiй ζX(M) компактний. Зауважимо, що, оскiльки

вiдображення supp(µ) нерозтягуюче, множина

A =
⋃
{supp(µ) | µ ∈ supp(M)}

компактна. Маємо φ, ψ ∈ C(X, [0, 1]) таке, що φ|A = ψ|A, ми бачимо,

що µ(φ) = µ(ψ) для кожного µ ∈ supp(M). Ми робимо висновок, що

φ̄|supp(M) ≡ ψ̄|supp(M) i, отже,

ζX(M)(φ) =M(φ̄) =M(ψ̄) = ζX(M)(ψ).

Таким чином, ζX(M) ∈M ∗(X).

Лема 4.1.4. Якщо φ ∈ Fr(X), то φ̄ ∈ Fr(M ∗(X)).

Доведення. Для µ, µ′ ∈ M ∗(X) ми маємо, що d̃(µ, µ0) < r тодi i тiльки

тодi, коли µ(φ) = µ′(φ) для всiх φ ∈ Fr(X). За означенням φ̄(µ) = φ̄(µ′) i

випливає, що φ̄ ∈ Fr(M ∗(X)).

Твердження 4.1.5. Вiдображення ζX нерозтягуюче.
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Доведення. Припустимо, що M,M′ ∈ M ∗2(X). Нехай ˜̃d(M,M′) < r i

φ ∈ Fr(X) для деяких r > 0. За означенням,

ζX(M)(φ) =M(φ̄) =M′(φ̄) = ζX(M′)(φ)

i ми бачимо, що d̃(ζX(M), ζX(M′)) < r.

4.2. Монади

Твердження 4.2.1. Клас вiдображень ζ = (ζ(X)) є природним перетво-

ренням функтора M ∗2 у функтор M ∗.

Доведення. Нехай f : X −→ Y – нерозтягуюче вiдображення ультраме-

тричних просторiв. Нам потрiбно показати, що дiаграма

M ∗2(X)
M∗2(f)

//

ζX
��

M ∗2(X)

ζY
��

M ∗(X)
M∗(f)

//M ∗(Y )

комутативна.

НехайM∈M ∗2(X) i φ ∈ C(X, [0, 1]). Насамперед зауважимо, що φf =

φ̄M ∗(f). Використовуючи це, ми отримуємо

M ∗(f)(ζX(M))(φ) =ζX(M)(φf) =M(φf)

=M(φ̄M ∗(f)) = M ∗2(f)(M)(φ̄)

=ζYM
∗2(f)(M)(φ).

Нагадаємо, що монада в категорiї C є трiйкою T = (T, η, µ), де T : C → C
є ендофунктором, η : 1C → T , µ : T 2 → T є природними перетвореннями,

такими, що µTη = µηT = 1T i µµT = µTµ (докладнiше див., наприклад,

[3]).
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Враховуючи, що монади Ti = (Ti, ηi, µi), i = 1, 2, в категорiї C, ми

говоримо, що природне перетворення γ : T1 → T2 є морфiзмом T1 до T2,

якщо γη1 = η2 i µ2γT2T1(γ) = γµ1.

Нехай H = (exp, s, u) — гiперпросторова монада в категорiї Ultr. Нага-

даємо, що синглетон sX дiє так: sX(x) = {x}, x ∈ X. Крiм того, uX : exp2X →
expX є одиничним вiдображенням.

Теорема 4.2.2. Трiйка M∗ є монадою на категорiї Ultr.

Доведення. Доведемо спочатку, що дiаграма

M ∗(X)
δM∗(X) //M ∗2(X)

ζX

��

M ∗(X)
M∗(δX)
oo

M ∗(X)

IIIIIIIIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIIIIIIIIII

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu

(4.1)

комутативна.

Спочатку зауважимо, що

ψ̄δX(x) = ψ̄δx = δx(ψ) = ψ(x)

для будь-якого ψ ∈ C(X, [0, 1]).

Тодi нехай µ ∈M ∗(X)

ζXM
∗(δX)(µ)(ψ) = M ∗(δX)(µ)(ψ̄) = µ(ψ̄δX) = µ(ψ),

тобто ζXM ∗(δX) = 1M∗(X).

Крiм того,

ζXδM∗(X)(µ)(ψ) = δM∗(X)(µ)(ψ̄) = ψ̄(µ) = µ(ψ),

тобто ζXδM∗(X) = 1M∗(X).

Доведемо тепер, що дiаграма
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M ∗3(X)
M∗(ζX)

//

ζM∗
X
��

M ∗2(X)

ζX
��

M ∗2(X)
ζX
//M ∗(X)

комутативна.

Нехай M ∈M ∗3(X), тодi

ζXζM∗
X

(M)(φ) = ζM∗
X

(M)(φ̄) = M( ¯̄φ).

З iншого боку,

ζXM
∗(ζX)(M)(φ) = M ∗(ζX)(M)(φ̄) = M(φ̄ · ζX).

Нам потрiбно показати, що ¯̄φ = φ̄ · ζX . Дiйсно,

¯̄φ(M) =M(φ̄) = ζX(M)(φ) = φ̄ζX(M).

Ми говоримо, що t-норма ∗ не має дiльникiв нуля, якщо з a ∗ b = 0

випливає a ∧ b = 0.

Теорема 4.2.3. Припустимо, що t-норма ∗ не має дiльникiв нуля. Тодi

природне перетворення supp є морфiзмом монади M∗ до монади H.

Доведення. Очевидно, supp(δx) = {x} = sX(x), x ∈ X. Тому ми повиннi

показати, що дiаграма

M ∗2(X)
suppM∗(X)//

ζX
��

expM ∗(X)
exp(suppX)

// exp2X

uX
��

M ∗
supp

// expX

(4.2)

комутативна.

НехайM∈M ∗2(X),

M = ∨ni=1αi ∗ δµi
,
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де µi = ∨mi

j=1βij ∗ δxij , xij ∈ X. Без втрати загальностi можна вважати, що

αi > 0, βij > 0 для всiх i, j. Потiм

suppM∗(X)(M) = {µ1, . . . , µn}, suppX(µi) = {xi1, . . . , ximi
},

де i = 1, . . . , n.

Тодi

ζX(M) = ∨ni=1 ∨
mi

j=1 αi ∗ βij ∗ δxij

i оскiльки ∗ не має дiльникiв нуля,

supp(ζX(M)) = {xij | i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,mj}.

Це показує що дiаграма (4.2) є комутативною для M, як зазначено вище.

Оскiльки згiдно з [63, Твердження 2.7] такi мiри є щiльними в M ∗2(X), ми

робимо висновок, що дiаграма (4.2) є комутативною.

Наступний приклад показує, що вимога вiдсутностi дiльникiв нуля є

суттєвою. Припустимо, що ∗ є t-нормою  Lukasiewicz. Нехай X = {a, b},
a ̸= b, µ = δa, ν = δa ∨ 1

2 ∗ δb iM = δµ ∨ 1
2 ∗ δν. Тодi

ζX(M) = δa ∨
1

2
∗ δb ∨

1

2
∗ 1

2
∗ δb = δa

i

supp(ζX(M)) = {a} ≠ {a, b} =
⋃

τ∈supp(M)

supp(τ).

Твердження 4.2.4. Монада гiперпростору H = (exp, s, u) є пiдмонадою

монади M∗ = (M ∗, δ, ψ) на категорiї Ultr.

Доведення. Нехай A ⊂ X – непорожня копактна пiдмножина. Означи-

мо функцiонал µA : C(X, I)→ I формулою:

µA(φ) = sup{φ(a)|a ∈ A}.
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Покажемо, що φA задовольняє умови з означення ∗-мiри з компактними

носiями на ультраметричному промторi X.

Насамперед, очевидно, що µA(cX) = c для кожного c ∈ I.

Якщо φ ∈ C(X, I) i λ ∈ I, то

µA(λ ∗ φ) = sup{(λ ∗ φ)(x)|x ∈ A} = λ ∗ sup{φ(x)|x ∈ A}

(остання рiвнiсть випливає з монотонностi ∗ норми).

Нарештi, якщо φ, ψ ∈ C(X, I), то

µA(φ ∨ ψ) = sup{φ(x) ∨ ψ(x)|x ∈ A} =

= sup{φ(x)|x ∈ A} ∨ sup{ψ(x)|x ∈ A} = µA(φ) ∨ µA(ψ).

Зауважимо також, що якщо φ, ψ ∈ C(X, I), то µA(φ) = µA(ψ). Таким

чином, supp(µA) ⊂ A, а тому µA має компактний носiй i тому є елементом

множини M ∗(X).

Покажемо, що вiдображенея αX : expX → M ∗(x), означене формулою

αX(A) = µA, є морфiзмом категорiї Ultr, тобто є нерозтягуючим вiдобра-

женням.

Нехай A,C ∈ expX i dH(A,C) < r для деякого r > 0. Тодi для кожного

x ∈ X маємо еквiваленцiю

A ∩Br(x) ̸= ∅ ⇐⇒ C ∩Br ̸= ∅.

Нехай φ ∈ Fr, тодi iснує x ∈ X таке, що µA(φ) = φ(x). Але тодi

C ∩Br ̸= ∅ i, оскiльки функцiя φ стала на кулi Br(x), одержимо, що

µC(φ) = sup{φ(y)|y ∈ C} ⩾ φ(x) = µA(φ).

Аналогiчно доводимо, що µC(φ) ⩽ µA(φ), тобто µC(φ) = µA(φ). Звiдси

безпосередньо випливає, що d̂(µA, µC) < r, тобто, що вiдображення αX

нерозтягуюче.
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Тепер перевiримо комутативнiсть дiаграм (1) i (2) з означення морфiзму

монад.

У нашому випадку цi дiаграми виглядають так:

X
sX //

δX ##G
GG

GG
GG

GG
G expX

αX
��

M ∗(X)

та

exp2(X)
αexpX//

uX
��

M ∗(expX)
M∗(αX)

//M ∗2(X)

ζX
��

expX αX

//M ∗(X)

Комутативнiсть першої з дiаграм очевидна: якщо x ∈ X, то

αXsX(x)(φ) = sup{φ(x)|x ∈ {x}}

= φ(x) = ηX(x)(φ),

φ ∈ C[X, I], тобто αXsX = ηX .

Нехай тепер A ∈ exp2X, φ ∈ C[X, I]. Тодi

αXuX(A)(φ) = sup{φ(x)|x ∈ ∪A} =

= sup{sup{φ(x)|x ∈ A|A ∈ A}}

.

З iншого боку,

ζXM
∗(αX)αexpX(A)(φ) = M ∗(αX)αexpX(A)(φ̄) =

= αexpX(A)(φ̄αX) = sup{φ̄αX(A)|A ∈ A} =

= sup{αX(A)(φ)|A ∈ A} = αXuX(A)(φ)

.

Зауваження. З твердження 4.1.3 випливає, що трiйку (M ∗, η, ζ) можна

також розглядати як монаду на категорiї UltrL ультраметричних просто-

рiв та їх лiпшицевих вiдображень.
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4.3. Тензорнi добутки

НехайX, Y — ультраметричнi простори, µ ∈M ∗(X), ν ∈M ∗(Y ). Згада-

ємо визначення тензорного добутку (див., наприклад, [65] для загального

випадку).

Далi ми розглянемо максимальну ультраметрику на добутку ультраме-

тричних просторiв. Маємо x ∈ X, визначимо вiдображення ix : Y → X×Y
за формулою ix(y) = (x, y), y ∈ Y . Очевидно, що ix є iзометричним вкла-

денням.

Маючи ν ∈ M ∗(Y ), визначимо вiдображення jν : X → M ∗(X × Y ) за

формулою: jν(x) = M ∗(ix)(ν), x ∈ X.

Лема 4.3.1. Вiдображення jν є iзометричним вкладенням.

Доведення. Припустимо, що x, y ∈ X i d(x, y) < r. Звернiть увагу, що

для будь-якого s ⩾ r

i−1x (BX×Y
s (a, b)) = i−1x (BX×Y

s (a, b)) = BY
s (b).

Отже, для будь-якого φ ∈ Fs(X × Y ) ми маємо φix = φiy. Таким чином,

для будь-якого φ ∈ Fs(X × Y ),

jν(x)(φ) = ν(φix) = ν(φiy) = jν(y)(φ)

i, отже, d̃(jν(x), jν(y)) < r. Ми робимо висновок, що jν є нерозтягуючим

вiдображенням.

Тепер припустимо, що d(x, y) ⩾ r. Тодi ясно,

dH(supp(jν(x)), supp(jν(y)) ⩾ r

i, отже, згiдно з [63, Твердження 2.5] , d̃(jν(x), jν(y)) ⩾ r.

Нарештi, означимо тензорний добуток ∗-мiр µ i ν такою формулою:

µ⊗ ν = ζX×YM
∗(jν)(µ) ∈M ∗(X × Y ).

Встановимо деякi властивостi операцiї тензорного добутку ∗-мiр.
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Твердження 4.3.2. Вiдображення

⊗ : M ∗(X)×M ∗(Y )→M ∗(X × Y )

нерозтягуюче.

Доведення. Нехай µ, µ′ ∈ M ∗(X), ν, ν ′ ∈ M ∗(Y ). Спочатку зауважимо,

що очевидно d̃(jν, jν′) ⩽ d̃(ν, ν ′), а оскiльки функтор M ∗ локально нероз-

тягуючий, то d̃(M ∗(jν),M
∗(jν′)) ⩽ d̃(ν, ν ′).

Нарештi,

d̃(µ⊗ ν, µ′ ⊗ ν ′) =d̃(ζX×YM
∗(jν)(µ), ζX×YM

∗(jν′)(µ
′))

⩽d̃(M ∗(jν)(µ),M∗(jν′)(µ
′))

⩽max{d̃(M ∗(jν)(µ),M∗(jν)(µ
′)), d̃(M ∗(jν)(µ

′),M∗(jν′)(µ
′))}

⩽max{d̃(µ, µ′), d̃(ν, ν ′)} = d̃((µ, ν), (µ′, ν ′)),

що й означає нерозтягуванiсть вiдображення тензорного добутку ⊗.

Опис тензорного добутку двох ∗-мiр зi скiнченними носiями дається

таким твердженням.

Твердження 4.3.3. Нехай

µ = ∨ni=1αi ∗ δxi ∈M ∗(X), ν = ∨mj=1βj ∗ δyj ∈M ∗(Y ).

Тодi

µ⊗ ν = ∨ni=1 ∨mj=1 αi ∗ βj ∗ δ(xi,yj) ∈M
∗(X × Y ).

Доведення. Зауважимо, що

M ∗(jν)(µ) = ∨ni=1αi ∗ δ(jν(xi)) = ∨ni=1αi ∗ δ(∨mj=1βj ∗ δ(xi, yj))

i тому

µ⊗ ν = ζX×Y (∨ni=1αi ∗ δ(∨mj=1βj ∗ δ(xi, yj)))

звiдки випливає твердження.
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Наступний приклад показує певну вiдмiннiсть поведiнки тензорних до-

буткiв ∗-мiр i тензорних добуткiв ймовiрнiсних та iнших мiр. Причина ефе-

кту зменшення носiїв полягає у iснування дiльникiв нуля для напiвгрупи

(трикутної норми) ∗.
Нехай ∗ – t-норма Лукасєвича. Приймемо X = {a, b}, де a ̸= b. Нехай

µ = ν =
1

2
∗ δa ∨ 1 ∗ δb ∈M ∗(X).

Тодi

µ⊗ ν =

(
1

2
∗ 1

2

)
∗ δ(a,a) ∨

(
1

2
∗ 1

)
∗ δ(a,b)∨

∨
(

1 ∗ 1

2

)
∗ δ(b,a) ∨ (1 ∗ 1) ∗ δ(b,b) =

=δ(a,b) ∨ δ(b,a) ∨ δ(b,b)

i отже

supp(µ⊗ ν) ̸= supp(µ)× supp(ν),

як це маємо у випадку ймовiрнiсних мiр, iдемпотентних мiр, а також max-

min мiр.

4.4. Застосування

Ми розглянемо гру двох осiб зi стратегiями в ультраметричних просто-

рах Xi, i = 1, 2. Така гра задається своїми функцiями виплат, якi позна-

чаються ui : X1 × X2 → [0, 1], i = 1, 2. При цьому ∗-мiрозначна стратегiя

гравця i є елементом означеного вище ультраметричного простору M ∗(Xi),

i = 1, 2.

Таким чином, ∗-мiрозначнi стратегiї можна вважати неадитивним ана-

логом змiшаних стратегiй (стратегiй зi значеннями у множинi ймовiрнiсних

мiр). Зважаючи на багатство прикладiв трикутних норм ∗ та можливiсть їх



92

комбiнування за допомогою операцiї порядкової суми, можна сподiватися

на рiзноманiтнi економiчнi iнтерпретацiї нашого пiдходу.

Означимо функцiї виплат для iгор в ∗-мiрозначних стратегiях

Ui : M
∗(X1)×M ∗(X2)→ [0, 1]

таким чином:

Ui(µ1, µ2) = (µ1 ⊗ µ2)(ui), i = 1, 2.

Твердження 4.4.1. Вiдображення Ui, i = 1, 2, неперервне.

Доведення. Оскiльки (µ1 ⊗ µ2)(ui) = ūi(µ1 ⊗ µ2), i = 1, 2, то це комбi-

нацiя тверджень 4.3.2 та 4.1.3.

Ми говоримо, що пара ∗-значних стратегiй (µ01, µ
0
2) ∈M ∗(X1)×M ∗(X2)

є рiвновагою в ∗-значних стратегiях, якщо U2(µ
0
1, µ2) ⩽ U2(µ

0
1, µ

0
2) для ко-

жного µ2 ∈M ∗(X2) i U1(µ1, µ
0
2) ⩽ U2(µ

0
1, µ

0
2) для кожного µ1 ∈M ∗(X1).

Можна також означити поняття ε-рiвноваги для iгор у ∗-значних стра-

тегiях. Для кожного ε > 0, ми говоримо, що (µ01, µ
0
2) ∈M ∗(X1)×M ∗(X2) є

ε-рiвновагою в ∗-мiрнозначнiй стратегiї, якщо

U2(µ
0
1, µ2) ⩽ U2(µ

0
1, µ

0
2) + ε

для кожного µ2 ∈M ∗(X2), i

U1(µ1, µ
0
2) ⩽ U2(µ

0
1, µ

0
2) + ε

для кожного µ1 ∈M ∗(X1).

Твердження 4.4.2. Для кожної рiвноваги

(µ01, µ
0
2) ∈M ∗(X1)×M ∗(X2)

i кожного ε > 0 iснує ε-рiвновага в просторi M ∗
ω(X).

Доведення. Це випливає з твердження 4.4.1 i того факту, що множина

∗-мiр зi скiнченними носiями є щiльною в просторi M ∗(X).
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Зауважимо, що теорема наближення для iгор у змiшаних стратегiях

розглядається в [24].

Питання про iснування рiвноваги для iгор у ∗-значних стратегiях за-

лишається вiдкритим. Гiпотеза полягає у тому, що така рiвновага iснує.

Основна проблема полягає у вiдсутностi опуклої структури в просторах

виду M ∗(X) в ультраметричному випадку (див. [50] для випадку компа-

ктних метричних просторiв).
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Висновки до роздiлу

Функтор ∗-мiр з компактними носiями на категорiї ультраметричних

просторiв та нерозтягуючих вiвдображень є функторiальною частиною мо-

нади на цiй категорiї. Структура монади дозволяє означити тензорний до-

буток ∗-мiр з компактними носiями на категорiї ультраметричних просто-

рiв. Доведено, що операцiя тензорного множення нерозтягуюча.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi результати:

1. Для кожної трикутної норми ∗ запроваджено поняття ∗-мiри на

компактному гаусдорфовому просторi. Воно є природним аналогом

поняття iдемпотентної мiри та max-min мiри. Множина всiх ∗-мiр

на компактному гаусдорфовому просторi топологiзується слабкою*

топологiєю. Утворений топологiчний простiр є компактним гаусдор-

фовим. Бiльше того, така конструкцiя простору ∗-мiр визначає фун-

ктор на категорiї Comp.

2. Для просторiв ∗-мiр побудовано аналог вiдображення Мiлютiна, вi-

домого для просторiв ймовiрнiсних мiр, iдемпотентних мiр та напiв-

неперервних згори ємностей. Доведено, що множина ∗-мiр зi скiн-

ченними носiями всюди щiльна в просторi всiх ∗-мiр.

3. Побудоване зображення ∗-мiр на просторi X як замкнених множин

у X × I зi спецiальними властивостями. За допомогою такого зо-

браження можна показати iзоморфнiсть функтора ∗-мiр для рiзних

трикутних норм ∗.
4. Простiр ∗-мiр з компактними носiями на ультраметричному про-

сторi допускає ультраметризацiю, аналогiчну до ультраметризацiї

Гартоґа i де Вiнка просторiв ймовiрнiсних мiр. Показано, що фун-

ктор ∗-мiр є локально нерозтягуючим функтором у категорiї уль-

траметричних просторiв та нерозтягуючих вiдображень. Одним з

основних результатiв дисертацiї є той факт, що побудована ультра-

метризацiя також зберiгає повноту ультраметричних просторiв.

5. Функтор ∗-мiр з компактними носiями на категорiї ультраметри-

чних просторiв та нерозтягуючих вiвдображень є функторiальною
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частиною монади на цiй категорiї. Структура монади дозволяє озна-

чити тензорний добуток ∗-мiр з компактними носiями на категорiї

ультраметричних просторiв. Доведено, що операцiя тензорного мно-

ження нерозтягуюча.

6. Розглянуто iгри, у яких стратегiї набувають значення у просторах

∗-мiр. Показано неперервнiсть функцiй виплат для таких iгор, озна-

чено поняття рiвноваги i доведено, що кожна рiвновага має набли-

ження майже рiвновагами зi скiнченними носiями.
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