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ÀÍÎÒÀÖIß

Ìîêðèöüêèé Ò.Â. Íàïiâãðóïè ÷àñòêîâèõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ÷àñò-

êîâî âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðiâ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ

ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà ñïåöi-

àëüíiñòþ 111 � �Ìàòåìàòèêà� (Ãàëóçü çíàíü � 11 �Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòè-

êà�). � Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ,

2023.

ßêùî äåÿêà ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü çàäàíî¨ ìíîæèíè çàìêíåíà âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ êîìïîçèöi¨, òî öÿ ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ êîìïîçèöi¨. Îñêiëüêè äîâiëüíà íàïiâãðóïà içîìîðôíà äåÿêié íàïiâãðó-

ïi ïåðåòâîðåíü, òî ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ ¹ íàéáiëüø çðó÷íèì äëÿ âèâ÷åí-

íÿ íàïiâãðóï â íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi. Ïåðøîþ ôóíäàìåíòàëüíîþ

ïðàöåþ ç òåîði¨ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü ââàæà¹òüñÿ äèñåðòàöiÿ Àíòîíà Ñó-

øêåâè÷à �Òåîðèÿ äåéñòâèÿ êàê îáùàÿ òåîðèÿ ãðóïï� [11]. Îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè â îáëàñòi òåîði¨ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü áóëè îòðèìàíi ó 50-70-õ ðîêàõ

ÕÕ-ãî ñòîëiòòÿ i ïðåäñòàâëåíi â îãëÿäàõ: Ìåããiëà [78] òà Ãëóñêiíà-Øàéíà-

Øíåïåðìàí-ßðîêåðà [46]. Äî ÷èñëà âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿêi ïðàöþâàëè

ó öüîìó íàïðÿìêó, âõîäÿòü Ãàói, Ãëóñêií, �ðií, Êëiôôîðä, Ëÿïií, Ìåããië,

Ïðåñòîí, Ñàááiàõ, Ñóøêåâè÷, Óëÿì, Øàéí, Øíåïåðìàí, Øóòîâ òà ßðîêåð.

Ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü âèçíà÷åíó íà ìíî-

æèíi ñòðóêòóðó (íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ, îïåðàöiþ, òîïîëîãiþ ÷è iíøó �ãåî-

ìåòðiþ�). Òàê îñîáëèâå ìiñöå ó äîñëiäæåííÿõ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü çàéìà-

þòü íàïiâãðóïè ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.

Öi¹þ ïðîáëåìàòèêîþ çàéìàëèñü òàêi ìàòåìàòèêè ÿê Àéçåíøòàò [1,2], Ãàð-

áà [45], Ãîìåñ i Ãàói [47], Ãëóñêií [4], Ãóòiê i Ðåïîâø [56, 58, 59], Äîðîøåí-
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êî [6, 32], Êiì i Êîæóõîâ [7, 8], Ëàðàäæi òà Óìàð [72,73], Ñîëîìîí [96].

Âiäîìî, ùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà íàïiâãðóïi CN(α, β), ÿêà
ïîðîäæåíà ÷àñòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè α i β ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

N, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàê: (n)α = n+1, ÿêùî n ⩾ 1 i (n)β = n−1, ÿêùî n >

1. Áiëüøå òîãî, íàïiâãðóïà CN(α, β) ¹ íàïiâãðóïîþ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ

ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì ëiíiéíèì

ïîðÿäêîì.

Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) áiïðîñòà òà êîæíà ¨¨ êîíãðóåíöiÿ ¹ àáî

îäèíè÷íîþ, àáî ãðóïîâîþ. Áiëüøå òîãî, àáî ãîìîìîðôiçì h ç áiöèêëi÷íî¨

íàïiâãðóïè ¹ içîìîðôiçìîì, àáî îáðàç C(p, q) ñòîñîâíî ãîìîìîðôiçìó h ¹ öè-
êëi÷íîþ ãðóïîþ (äèâ. [30, íàñëiäîê 1.32]). Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà âiäiãðà¹

âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàïiâãðóï i â òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Çîêðåìà,

äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò Àíäåðñîíà [18] ñòâåðäæó¹, ùî (0�)ïðîñòà íàïiâãðó-

ïà ç (íåíóëüîâèì) iäåìïîòåíòîì ¹ öiëêîì (0�)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíî¨ êîïi¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Áiöèêëi÷íèé ìî-

íî¨ä äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ, i ÿêùî

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü éîãî ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, òî C(p, q) ¹
âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â S [33]. Ó êîæíié ãàóñäîðôîâié íàïiâòîïîëîãi÷íié

(à îòæå, é ó òîïîëîãi÷íié) íàïiâãðóïi S, ÿêà ìiñòèòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó

C(p, q) ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, ïiäïðîñòið áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè ¹ âiä-

êðèòèì i äèñêðåòíèì, i áiëüøå òîãî, ïiäìíîæèíà S \ C(p, q) ¹ iäåàëîì â

S [26]. Ñòàáiëüíi òà Γ-êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè íå ìiñòÿòü áiöè-

êëi÷íîãî ìîíî¨äà [19, 62]. Ïðîáëåìà içîìîðôíîãî çàíóðåííÿ áiöèêëi÷íîãî

ìîíî¨äà â òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè áëèçüêi äî êîìïàêíèõ âèâ÷àëàñü â ïðà-

öÿõ [21, 22, 57]. Íåçàëåæíî âiä ðåçóëüòàòiâ Åáåðãàðò-Ñåëäåí ïðî òîïîëî-

ãiçàöiþ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè, â ïðàöi [14] Òàéìàíîâ ïîáóäóâàâ ïðèêëàä

êîìóòàòèâíî¨ íàïiâãðóïè, ÿêà äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó òîïî-

ëîãiþ. Òàêîæ Òàéìàíîâ â ïðàöi [13] îïèñàâ äîñòàòíi óìîâè íà êîìóòàòèâíó

íàïiâãðóïó, ùîá íà íié iñíóâàëà íàïiâãðóïîâà íåäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ. Ó
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ïðàöi [60] ïîêàçàíî, ùî äëÿ íàïiâãðóïè Òàéìàíîâà Aκ ç [14] âèêîíóþòüñÿ

òàêi óìîâè: êîæíà T1-òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi Aκ òàêà, ùî (Aκ, τ) òîïî-

ëîãi÷íà íàïiâãðóïà ¹ äèñêðåòíîþ; äëÿ êîæíî¨ T1-òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè,

ùî ìiñòèòü Aκ ÿê ïiäíàïiâãðóïó, Aκ ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â S; i

êîæíèé ãîìîìîðôíèé íåiçîìîðôíèé îáðàç Aκ ¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëüîâèì

ìíîæåííÿì.

Îñêiëüêè áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà íàïiâãðóïi CN(α, β), ÿêà ¹

íàïiâãðóïîþ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì, òî ïðèðîäíî âèíèêàþòü

íàñòóïíi óçàãàëüíåííÿ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè:

� íàïiâãðóïà IPF(Nn) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ

ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç ïîðÿäêîì äî-

áóòêó äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2;

� íàïiâãðóïà IPF(κN) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ

ìíîæèíè

κN = {a ∈ Nκ : |{x ∈ κ : (x) a ̸= 1}| < ∞}

ç ïîðÿäêîì äîáóòêó äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ.

Ìåòà äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííi àëãåáðè÷íèõ âëà-

ñòèâîñòåé ìîíî¨äiâ IPF(Nn) i IPF(κN), çîêðåìà, âñòàíîâëåííi òàêèõ âëà-

ñòèâîñòåé ÿê áiïðîñòîòà, E-óíiòàðíiñòü, F -iíâåðñíiñòü; äîñëiäæåííi âiäíî-

øåíü �ðiíà; àíàëiçi êîíãðóåíöié íà öèõ íàïiâãðóïàõ òà âèçíà÷åííi ìiíiìàëü-

íî¨ ãðóïîâî¨ êîíãðóåíöi¨; äîñëiäæåííi òîïîëîãiçàöi¨ íàïiâãðóïè IPF(Nn),

çîêðåìà, ó ïåðåâiðöi iñíóâàííÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ãàóñäîðôîâî¨ òðàíñ-

ëÿöiéíî-íåïåðåðâíî¨ íåäèñêðåòíî¨ òîïîëîãi¨, äîñëiäæåííi âêëàäåíü ìîíî¨äà

IPF(Nn) ó áëèçüêi äî êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè òà äîñëiäæåííi

òîïîëîãi÷íî¨ áóäîâè ãàóñäîðôîâî¨ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ íàïiâòîïîëîãi÷íî¨

íàïiâãðóïè IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì.
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Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìîíî¨äè IPF(Nn) i IPF(κN), íàïiâòîïîëîãi÷-

íà íàïiâãðóïà IPF(Nn).

Ïðåäìåò äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ � àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî-

¨äà IPF(Nn) òà éîãî òîïîëîãiçàöiÿ, à òàêîæ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà

IPF(κN).

Ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíèõ çàäà÷ çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè àë-

ãåáðè÷íî¨ òåîði¨ íàïiâãðóï, çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ òà òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè.

Äèñåðòàöiÿ ìiñòèòü àíîòàöi¨ óêðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêîþ ìîâàìè, âñòóï,

÷îòèðè îñíîâíi ðîçäiëè, âèñíîâêè, ïåðåëiê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè òà äî-

äàòîê.

Ó âñòóïi âèñâiòëåíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäíèöüêî¨ òåìè, âèçíà÷åíî ìåòó,

ïîñòàâëåíi çàâäàííÿ, îá'¹êò òà ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, à òàêîæ îïèñàíî ìå-

òîäè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü. Òàêîæ íàâåäåíî íàóêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷-

íå çíà÷åííÿ çäîáóòèõ ðåçóëüòàòiâ, çâ'ÿçîê ðîáîòè ç äåðæàâíîþ íàóêîâî-

äîñëiäíîþ òåìîþ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à i äåòàëi àïðîáàöi¨ òà ïóáëi-

êàöi¨ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî îãëÿä âiäïîâiäíî¨ ëiòåðàòóðè ïî òåìi

äèñåðòàöi¨, íàäàíî iñòîðè÷íèé êîíòåêñò, îá ðóíòóâàííÿ äëÿ ïðîâåäåííÿ äî-

ñëiäæåíü, à òàêîæ âèêëàäåíî îçíà÷åííÿ ïîíÿòü òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ ç

àëãåáðè, çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ òà òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ

â òåêñòi äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 2 âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(Nn) ïî-

ðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæè-

íè (Nn,⩽), äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Çîêðåìà, äîâåäåíî,

ùî íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ áiïðîñòîþ (òâåðäæåííÿ 2.1.1), E-óíiòàðíîþ (íà-

ñëiäîê 2.1.22) òà F -iíâåðñíîþ (íàñëiäîê 2.1.23) íàïiâãðóïîþ. Îïèñàíî âiä-

íîøåííÿ �ðiíà (òâåðäæåííÿ 2.1.1), íàïiâ ðàòêó iäåìïîòåíòiâ (òâåðäæåííÿ

2.1.1) i ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) (òâåðäæå-

ííÿ 2.1.21). Äîâåäåíî, ùî ãðóïà îäèíèöü H (I) ìîíî¨äà IPF(Nn) içîìîð-
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ôíà ãðóïi ïiäñòàíîâîê Sn (òåîðåìà 2.1.5), à òàêîæ îïèñàíî ìàêñèìàëüíi

ïiäãðóïè öüîãî ìîíî¨äà. Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF(Nn) içîìîðôíà íà-

ïiâïðÿìîìó äîáóòêó ïðÿìîãî n-ãî ñòåïåíÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ãðóïîþ

ïiäñòàíîâîê Sn (òåîðåìà 2.1.18). Ïîêàçàíî, ùî êîæíà íåîäèíè÷íà êîíãðó-

åíöiÿ C íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ¹ ãðóïîâîþ (òåîðåìà 2.1.12), îïèñàíî ìi-

íiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðåíöiþ Cmg (òåîðåìà 2.1.19) i äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-

íàïiâãðóïà IPF(Nn) /Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sn ⋉ Zn
+ ïðÿ-

ìîãî n-ãî ñòåïåíÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Zn
+ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê Sn

(òåîðåìà 2.1.20).

Ðîçäië 3 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiäðîçiäiëiâ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåí-

íÿì òîïîëîãiçàöi¨ íàïiâãðóïè IPF(Nn). Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî,

ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi

IPF(Nn) ¹ äèñêðåòíîþ (òåîðåìà 3.1.1). Öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹ ðåçóëü-

òàò Áåðòìàí-Âåñòà ç [26] (à îòæå, i ðåçóëüòàò Åáåðãàðòà-Ñåëäåíà ç [33]). Òà-

êîæ äîâåäåíî òåîðåìó 3.1.2, ÿêà óçàãàëüíþ¹ ùå îäèí ðåçóëüòàò Åáåðãàðòà-

Ñåëäåíà, òåîðåìó I.3 ç [33]: ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2

íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ãàóñäîðôîâî¨ íàïiâòîïîëî-

ãi÷íî¨ íàïiâãðóïè (S, ·) é I = S \ IPF(Nn) ̸= ∅, òî I � äâîái÷íèé iäåàë

â S. Â òåîðåìi 3.1.6 äîâåäåíî, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n ⩾ 2, ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íàïiâãðóïó IPF(Nn)

ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, òî êâàäðàò S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì ïðî-

ñòîðîì.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ãàóñäîðôîâî¨ êîì-

ïàêòíî¨ òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíî¨ òîïîëîãi¨ τAc íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ç

ïðè¹äíàíèì íóëåì (ïðèêëàä 3.2.8). Äîâåäåíî, ùî ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî

êîìïàêòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹

àáî êîìïàêòíîþ, àáî äèñêðåòíîþ (òåîðåìà 3.2.10). Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþ¹

ðåçóëüòàò Ãóòiêà [61], ùî êîæíèé ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íà-

ïiâòîïîëîãi÷íèé áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C0 ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî êîìïà-
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êòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(κN) ïîðÿä-

êîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè κN ç ïîðÿäêîì äîáóòêó, äå

κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà

IPF(κN) ¹ áiïðîñòîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.1), E-óíiòàðíîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.18)

òà F -iíâåðñíîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.19) íàïiâãðóïîþ. Îïèñàíî ¨¨ íàïiâ ðàòêó

iäåìïîòåíòiâ (òâåðäæåííÿ 4.1.1), ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê (òâåðäæåí-

íÿ 4.1.17) i âiäíîøåííÿ �ðiíà (òâåðäæåííÿ 4.1.1) íà íàïiâãðóïi IPF(κN).

Äîâåäåíî, ùî ãðóïà îäèíèöü H (I) ìîíî¨äà IPF(κN) içîìîðôíà ãðóïi ái¹-

êöié Sκ êàðäèíàëà κ (òåîðåìà 4.1.6), à òàêîæ îïèñàíî ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè

öüîãî ìîíî¨äà. Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF(κN) içîìîðôíà íàïiâïðÿìî-

ìó äîáóòêó Sκ ⋉ κB íàïiâãðóïè κB ãðóïîþ Sκ (òåîðåìà 4.1.13). Äîâåäå-

íî, ùî êîæíà íåîäèíè÷íà êîíãðåíöiÿ C íà ìîíî¨äi IPF(κN) ¹ ãðóïîâîþ

(òåîðåìà 4.1.23), îïèñàíî ìiíiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ Cmg íà öié íà-

ïiâãðóïi (òåîðåìà 4.1.15) i äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà IPF (κN) /Cmg
ïî ìiíiìàëüíié ãðóïîâié êîíãðóåíöi¨ Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó

Sκ ⋉ κZ+ ãðóïè κZ+ ãðóïîþ Sκ (òåîðåìà 4.1.16).

Äîäàòîê âêëþ÷à¹ ïåðåëiê ïóáëiêàöié àâòîðà, ïîâ'ÿçàíèõ ç òåìîþ äèñåð-

òàöi¨, à òàêîæ äåòàëi ùîäî àïðîáàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ: äîñëiäæåííÿ, ïðî-

âåäåíi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íó îñíîâó i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â

îáëàñòÿõ òåîði¨ íàïiâãðóï òà òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíâåðñíà íàïiâãðóïà, ìîíîòîííå ïåðåòâîðåííÿ, íà-

ïiâãðóïà ÷àñòêîâèõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ, ìiíiìàëüíà ãðóïîâà êîíãðó-

åíöiÿ, ãðóïà ïiäñòàíîâîê, áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä, íàïiâïðÿìèé äîáóòîê, âiä-

íîøåííÿ �ðiíà, íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, ëî-

êàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið, êîìïàêòíèé ïðîñòið.
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Abstract

Mokrytskyi T.V. Semigroups of partial order isomorphisms of partially

ordered spaces. � Qualifying scienti�c work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of Doctor of Philosophy in speciality

111 � �Mathematics� (�eld of studies 11 � �Mathematics and statistics�). �

Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2023.

If some family of transformations of a given set is closed under the composi-

tion operation, then this family of transformations forms a semigroup under the

operation of composition operation. Since an arbitrary semigroup is isomorphic

to some semigroup of transformations, the concept of transformations is the

most convenient for studying semigroups in the most general form. Anton

Sushkevich's thesis �The theory of action as a general theory of groups� [11] is

the �rst work on semigroups of transformations. The main results in the theory

of semigroup transformation were obtained in the 50s-70s of the 20th century

and are presented in the following reviews: Magill [78] and Gluskin, Schein,

�Sneperman, Yaroker [46]. Works on the theory of semigroups of transformati-

ons were published by mathematicians such as Gaui, Gluskin, Green, Cli-

�ord, Lyapin, Magill, Preston, Sabbiah, Sullivan, Sushkevich, Ulam, Shine,

�Sneperman, Shutov, Yaroker.

It is natural to consider transformations that preserve the structure de�ned

on the set (for example, a relation, operation, topology, or other �geometry�).

Thus, semigroups of monotone transformations of partially ordered sets occupy

a special place in studies of transformation semigroups. This topic was studied

by mathematicians such as Aizenshtat [1,2], Garba [45], Gomes and Howie [47],

Gluskin [4], Gutik and Repov�s [56, 58, 59], Doroshenko [6, 32], Kim and Ko-

zhukhov [7, 8], Laradji and Umar [72,73], Solomon [96].

It is known that the bicyclic semigroup is isomorphic to the semigroup

CN(α, β), which is generated by the partial transformations α and β of the set

of positive integers N, which are de�ned as follows: (n)α = n+ 1, if n ⩾ 1 and
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(n)β = n− 1, if n > 1 (see remark 1.2.10). Moreover, the semigroup CN(α, β)
is a semigroup of order isomorphisms between principal �lters of the set of

positive integers N with the usual linear order.

The bicyclic semigroup is bisimple and every its congruence is either identi-

ty or a group congruence. Moreover, every homomorphism h of the bicyclic

semigroup is either an isomorphism or the image of C(p, q) under h is a cyclic

group (see [30, Corollary 1.32]). The bicyclic semigroup plays an important role

in algebraic theory of semigroups and in the theory of topological semigroups.

For example a well-known Andersen's result [18] states that a (0�)simple semi-

group with an (non-zero)idempotent is completely (0�)simple if and only if

it contains no isomorphic copy of the bicyclic semigroup. The bicyclic monoid

admits only the discrete semigroup Hausdor� topology and if a topological semi-

group S contains it as a dense subsemigroup, then C(p, q) is an open subset of

S [33]. In every Hausdor� semitopological (and hence in topological) semigroup

S that contains the bicyclic semigroup C(p, q) as a dense subsemigroup, the

subspace of the bicyclic semigroup is open and discrete, and moreover the subset

S \ C(p, q) is an ideal in S [26]. Stable and Γ-compact topological semigroups

do not contain the bicyclic monoid [19, 62]. The problem of embedding the bi-

cyclic monoid into compact-like topological semigroups are studied in [21,22,57].

Independently to Eberhart-Selden results on topolozabilty of the bicyclic semi-

group, in [14] Taimanov constructed a commutative semigroup Aκ of cardinali-

ty κ which admits only the discrete semigroup topology. Also, Taimanov [13]

gave su�cient conditions on a commutative semigroup to have a non-discrete

semigroup topology. In the paper [60] it was showed that for the Taimanov

semigroup Aκ from [14] the following conditions hold: every T1-topology τ on

the semigroup Aκ such that (Aκ, τ) is a topological semigroup is discrete; for

every T1-topological semigroup which contains Aκ as a subsemigroup, Aκ is a

closed subsemigroup of S; and every homomorphic non-isomorphic image of Aκ

is a zero-semigroup.
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Since the bicyclic semigroup is isomorphic to the semigroup CN(α, β), which
is the semigroup of order isomorphisms between principal �lters of positive

integers N with the usual linear order, then the following generalizations of the

bicyclic semigroup naturally arise:

� The semigroup IPF(Nn) of order isomorphisms between principal �-

lters of �nite power of the set of positive integers with product order,

for any positive integer n ⩾ 2;

� The semigroup IPF(κN) of order isomorphisms between principal �l-

ters of the set

κN = {a ∈ Nκ : |{x ∈ κ : (x) a ̸= 1}| < ∞}

with product order, for any in�nite cardinal κ.

The purpose of the work is to study the algebraic properties of the monoids

IPF(Nn) and IPF(κN), in particular check that this monoids are bisimple, E-

unitary, F -inverse; to study the Green's relations; to analyze the congruences on

these semigroups and describe the least group congruence; to study the topologi-

zation of the semigroup IPF(Nn), in particular to check that on the semi-

group IPF(Nn) there exists a Hausdor� shift-continuous non-discrete topology,

to study embeddings of the monoid IPF(Nn) into compact-like spaces and

to study Hausdor� locally compact semitopological semigroup IPF(Nn) with

adjoined zero.

The object of the research are monoids IPF(Nn) and IPF(κN), the semi-

topological semigroup IPF(Nn).

The subjects of the study are algebraic properties of the monoid IPF(Nn)

and its topologization, as well as algebraic properties of the monoid IPF(κN).

The methods of the algebraic theory of semigroups, general topology, and

topological algebra are used in the process of researching thesis problems.

The thesis consists of an abstracts in Ukrainian and in English, an introducti-
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on, four main chapters, conclusions, references and an appendix.

The introduction highlights the relevance of the research topic, de�nes

the purpose, tasks, object and subject of the research, and also describes the

methods used. The scienti�c novelty, the practical signi�cance of the obtained

results, the connection of the work with the state scienti�c research topic, the

applicant's contribution and the details of the approval and publication of the

main results of the thesis are also given.

The �rst chapter presents a review of relevant publications on the topic of

the thesis, provides historical context, a motivation for research, and formulates

de�nitions and auxiliary statements from algebra, topology, and topological

algebra.

In Chapter 2 we study the algebraic properties of the monoid IPF(Nn) of

order isomorphisms between principal �lters of the �nite power of the set of

positive integers with the product order, for any positive integer n ⩾ 2. It is

shown that the semigroup IPF(Nn) is bisimple (Proposition 2.1.1), E-unitary

(Corollary 2.1.22) and F -inverse (Corollary 2.1.23) semigroup. Green's relati-

on (Proposition 2.1.1), the semilattice of the idempotents (Proposition 2.1.1)

and the natural partial order (Proposition 2.1.21) on the monoid IPF(Nn) is

described. It is proved (Theorem 2.1.5) that the group of units H (I) of the

monoid IPF(Nn) is isomorphic to the permutation group Sn, and maximal

subgroups of this monoid are described. Also, it is proved (Theorem 2.1.18)

that the semigroup IPF(Nn) is isomorphic to the semidirect product of the

direct n-th power of the bicyclic monoid by the group of permutation Sn. It is

shown (Theorem 2.1.12) that every non-identity congruence C on the semigroup

IPF(Nn) is a group congruence. The least group congruence Cmg is described

(Theorem 2.1.19) and it is proved that the quotient-semigroup IPF(Nn) /Cmg

by the least group congruence Cmg is isomorphic to the semidirect product

Sn ⋉ Zn
+ of the direct n-th power of the additive group of integers Zn

+ by the

group of permutations Sn (Theorem 2.1.20).
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Chapter 3 consists of two subsections, which are devoted to the topologizati-

on of the semigroup IPF(Nn). In the �rst subsection, it is shown

(Theorem 3.1.1) that each Hausdor� shift-continuous topology on the semi-

group IPF(Nn) is discrete.

This result generalizes the Bertman-West result from [26] (and hence

Eberhart-Selden result from [33]). Theorem 3.1.2 is also proved, which generali-

zes another Eberhart-Selden result, Theorem I.3 from [33]. So, Theorem 3.1.2

states that if for some positive integer n ⩾ 2 the semigroup IPF(Nn) is

a dense subset of the Hausdor� semitopological semigroup (S, ·) and I =

S \ IPF(Nn) ̸= ∅, then I is a two-sided ideal in S. Next, Theorem 3.1.6

states that if for some positive integer n ⩾ 2, the Hausdor� topological semi-

group S contains the semigroup IPF(Nn) as a dense subsemigroup, then the

square S × S is not a feebly compact space.

The second subsection considers an example (3.2.8) of a non-discrete

Hausdor� compact shift-continuous topology τAc on the semigroup IPF(Nn)

with adjoined zero. It is justi�ed (Remark 3.2.9) why this topology τAc is the

unique Hausdor� compact shift-continuous topology on IPF(Nn)0. And it is

proved that the Hausdor� locally compact semitopological semigroup IPF(Nn)

with adjoined zero is either compact or discrete (Theorem 3.2.10). This theorem

extends the following Gutik's result [61]: every Hausdor� locally compact semi-

topological bicyclic monoid C0 with adjoined zero is either compact or discrete.

In Chapter 4 the algebraic properties of the monoid IPF(κN) of order

isomorphisms between principal �lters of the set κN with the product order, for

any in�nite cardinal κ are studied. It is shown that the semigroup IPF(κN)

is bisimple (Proposition 4.1.1), E-unitary (Proposition 4.1.18) and F -inverse

(Proposition 4.1.19) semigroup. It is described the semilattice of the idempotents

(Proposition 4.1.1), the natural partial order (Proposition 4.1.17) and Green's

relations (Proposition 4.1.1) on the monoid IPF(κN). It is proved (Theo-

rem 4.1.6) that the group of units H (I) of the monoid IPF(κN) is isomorphic
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to the group Sκ of all bijections of the cardinal κ, and maximal subgroups

of this monoid are described, too. Also, it is proved (Theorem 4.1.13) that

the semigroup IPF(κN) is isomorphic to the semidirect product Sκ ⋉ κB of

the semigroup κB by the group Sκ. It is shown (Theorem 4.1.23) that every

non-identity congruence C on the semigroup IPF(κN) is a group, described

(Theorem 4.1.15) the least group congruence Cmg and proved (Theorem 4.1.16)

that the quotient-semigroup IPF (κN) /Cmg is isomorphic to the semidirect

product Sκ ⋉ κZ+ of the group κZ+ by the group Sκ.

The appendix contains a list of the author's publications related to the topic

of the thesis, as well as details on the approbation of the research results.

Practical signi�cance of the obtained results: the studies carried out

in the thesis have a theoretical basis and can be used in the �elds of semigroup

theory and topological algebra.

Keywords: inverse semigroup, monotone mapping, semigroup of parti-

al order isomorphisms, least group congruence, permutation group, bicyclic

monoid, semidirect product, Green's relations, semitopological semigroup, topo-

logical semigroup, locally compact space, compact, discrete space.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Îäíå ç îñíîâíèõ çàâäàíü ìàòåìàòèêè � âèâ÷å-

ííÿ âçà¹ìîâiäíîøåíü ìiæ îá'¹êòàìè çà äîïîìîãîþ ïîíÿòü âiäîáðàæåííÿ,

÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ òà ïåðåòâîðåííÿ.

Íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü íåÿâíî ç'ÿâèëèñÿ â XIX ñòîëiòòi â ðîáîòàõ Àáå-

ëÿ òà Ëi i ñòàëè àêòèâíî âèâ÷àòèñÿ ó XX ñòîëiòòi. Âîíè çàéìàþòü âàæëè-

âå ìiñöå â ìàòåìàòèöi, îñîáëèâî ïðè ðîçãëÿäi íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü, ÿêi

çáåðiãàþòü âèçíà÷åíó íà ìíîæèíi ñòðóêòóðó (íàïðèêëàä âiäíîøåííÿ, îïå-

ðàöiþ, òîïîëîãiþ ÷è iíøó �ãåîìåòðiþ�). Çîêðåìà, îñîáëèâå ìiñöå çàéìàþòü

íàïiâãðóïè ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.

Îñíîâíi ïèòàííÿ â òåîði¨ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü ñòîñóþòüñÿ âçà¹ìîçâ'ÿç-

êó ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ñòðóêòóðè òà àëãåáðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ¨¨

íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü. Áàãàòî äîñëiäæåíü ïðèñâÿ÷åíî íàïiâãðóïàì ìîíî-

òîííèõ ïåðåòâîðåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, çîêðåìà ëàíöþãiâ,

i ¨õ àëãåáðè÷íèì òà êîìáiíàòîðíèì âëàñòèâîñòÿì. Àéçåíøòàò â ïðàöi [1]

ïîáóäóâàëà êîçîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè O(X) ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ñêií-

÷åííîãî ëàíöþãà X. Â îãëÿäi [85] âèñâiòëåííî ðiçíi ïèòàííÿ i ïðîáëåìàòèêà

íàïiâãðóï ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ãðàôiâ. Ãëóñêií â ïðàöi [4] ïîêàçàâ, ùî

ç içîìîðôiçìó íàïiâãðóï O(X) òà O(Y ) ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ÷àñòêîâî

âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí X òà Y âèïëèâà¹, ùî X òà Y ¹ içîìîðôíèìè àáî

àíòèiçîìîðôíèìè. Êiì i Êîæóõîâ â ïðàöi [10] îïèñàëè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi

óìîâè ðåãóëÿðíîñòi íàïiâãðóïè ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü O(X) çëi÷åííîãî

ëàíöþãà X.

Òàêîæ áàãàòî ïðàöü ïðèñâÿ÷åíî îá÷èñëþâàëüíî-êîìáiíàòîðíèì çàäà-

÷àì òåîði¨ íàïiâãðóï ìîíîòîííèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü ñêií÷åííèõ ëàí-

öþãiâ, ñåðåä ÿêèõ ìîæíà âêàçàòè ïðàöi [28, 37�42] òà iíøi. Çîêðåìà, Ãàói â
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ïðàöi [68] îá÷èñëèâ ïîòóæíiñòü ìîíî¨äà On âñiõ ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü

ñêií÷åííîãî n-åëåìåíòíîãî ëàíöþãà i ñïiëüíî ç Ãîìåñîì â ïðàöi [47] îá-

÷èñëèâ ïîòóæíiñòü ìîíî¨äà POn âñiõ ìîíîòîííèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

n-åëåìåíòíîãî ëàíöþãà. Òàêîæ â ïðàöi [68] Ãàói îá÷èñëèâ ïîòóæíiñòü ìíî-

æèíè iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðóïè On, à Ëàðàäæi òà Óìàð â ïðàöÿõ [72, 73]

îá÷èñëèëè ïîòóæíiñòü ìíîæèíè iäåìïîòåíòiâ ìîíî¨äà POn. Ãàói òà Ãîìåñ â

ïðàöi [47] âèâ÷àëè ðàíã ìîíî¨äiâ On i POn, à â ïðàöi [45] Ãàðáà âèâ÷àâ iäåì-

ïîòåíòíèé ðàíã íàïiâãðóï ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ñêií÷åííîãî ëàíöþãà. Â

ïðàöi [96] Ñîëîìîí äîñëiäæóâàâ çîáðàæåííÿ ìîíî¨äà POn.

Ó ïðàöi [5] Äîðîøåíêî îïèñàâ ïiäíàïiâãðóïè íàïiâãðóï ií'¹êòèâíèõ ïå-

ðåòâîðåíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i â ïðàöÿõ [6, 32] äîñëiäæóâàâ íàïiâãðóïè

ìîíîòîííèõ ôóíêöié ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i öiëèõ ÷èñåë ç ïðèðîäíèì âiä-

íîøåííÿì ñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà öèõ ìíîæèíàõ, à òàêîæ ¨õíi ïiä-

íàïiâãðóïè êîñêií÷åííèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié.

Íàïiâãðóïó ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åííèõ ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äîñëiäæóâàëè Ãóòiê i Ðåïîâø â ïðàöi [56]. Âîíè äîâå-

ëè, ùî àëãåáðè÷íà ñòðóêòóðà öi¹¨ íàïiâãðóïè ¹ áëèçüêîþ äî áiöèêëi÷íîãî

ìîíî¨äà. Òàêîæ Ãóòiê i Ðåïîâø ó ïðàöi [56] äîñëiäæóâàëè íàïiâãðóïó âñiõ

÷àñòêîâèõ êîñêií÷åííèõ ìîíîòîííèõ ái¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè öi-

ëèõ ÷èñåë i â ïðàöi [58] âèâ÷àëè íàïiâãðóïó êîñêií÷åííèõ ÷àñòêîâèõ ái¹êöié

íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ïîòóæíîñòi λ.

Òåîðiÿ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï âèíèêëà â êiíöi 40-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòî-

ëiòòÿ íà îñíîâi ïðàöü ðÿäó ìàòåìàòèêiâ, â òîìó ÷èñëi Êîõà [71], Íóìà-

êóðè [87, 88], Òàìóðè [99], Óîëëåñà [100, 102�107], Ôîñåòòà [35, 36], Øâàð-

öà [15,16,93], Iñåêi [69]. Óîëëåñîâà îãëÿäîâà ñòàòòÿ �The structure of topologi-

cal semigroups� [101] ñòàëà âàæëèâîþ äëÿ ðîçâèòêó öi¹¨ îáëàñòi. Çãîäîì

äîñëiäæåííÿ ïåðåîði¹íòóâàëèñÿ íà êîìïàêòíi çâ'ÿçíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðó-

ïè. Ó 60-õ ðîêàõ ç'ÿâèëèñÿ íîâi íàïðÿìè â òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï,

çîêðåìà íàïiâòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè. Îñíîâíi çàäà÷i òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ
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íàïiâãðóï âêëþ÷àþòü òîïîëîãiçàöiþ íàïiâãðóïè, çàìèêàííÿ ïiäíàïiâãðóïè

â òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi òà äîñëiäæåííÿ âêëàäåííÿ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâ-

ãðóï ó òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè ç �õîðîøèìè� âëàñòèâîñòÿìè, íàïðèêëàä, ó

òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè ç âëàñòèâîñòÿìè áëèçüêèìè äî êîìïàêòíèõ íàïiâ-

ãðóï.

Âiäîìî, ùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà íàïiâãðóïi CN(α, β), ÿêà
ïîðîäæåíà ÷àñòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè α i β ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë N, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàê: (n)α = n + 1, äëÿ n ⩾ 1 i (n)β = n − 1,

äëÿ n > 1 (äèâ. çàóâàæåííÿ 1.2.10). Îñêiëüêè íàïiâãðóïà CN(α, β) ¹ íàïiâ-
ãðóïîþ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ

÷èñåë âiäíîñíî çâè÷àéíîãî ïîðÿäêó, òî ïðèðîäíî âèíèêàþòü íàñòóïíi óçà-

ãàëüíåííÿ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè:

• íàïiâãðóïà IPF(Nn) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ

ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiäíîñíî ïîðÿä-

êó äîáóòêó, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2;

• íàïiâãðóïà IPF(κN) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ

ìíîæèíè

κN = {a ∈ Nκ : |{x ∈ κ : (x) a ̸= 1}| < ∞}

âiäíîñíî ïîðÿäêó äîáóòêó, äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíà-

ëà κ.

Äàíà äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííÿì ìîíî¨äiâ IPF(Nn) i

IPF(κN), çîêðåìà äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ: ÷è ìàþòü öi íàïiâãðóïè àë-

ãåáðè÷íi i òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi àíàëîãi÷íi äî âëàñòèâîñòåé áiöèêëi-

÷íîãî ìîíî¨äà?

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíóâàëàñÿ âiäïîâiäíî äî ïëàíó íàóêîâèõ äîñëi-

äæåíü êàôåäðè ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨ (ç 2020 ðîêó êàôåäðè àëãåáðè, òîïîëî-
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ãi¨ òà îñíîâ ìàòåìàòèêè) ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Ëüâiâñüêîãî

íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ÷àñ-

òêîâî âèêîðèñòàíi ïðè âèêîíàííi çàâäàíü äåðæáþäæåòíî¨ òåìè �Òîïîëîãiÿ

òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ó ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨ òà ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi� (íî-

ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U001537).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Çà ìåòó áóëî ïîñòàâëåíî äîñëi-

äèòè àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äiâ IPF(Nn) i IPF(κN); âèâ÷èòè òîïî-

ëîãi÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè IPF(Nn); äîñëiäèòè ãàóñäîðôîâó ëîêàëüíî

êîìïàêòíó íàïiâòîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü ó ðîçâ'ÿçàííi òàêèõ çàäà÷:

1) âñòàíîâèòè òàêi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äiâ IPF(Nn) i IPF(κN), ÿê ái-

ïðîñòîòà, E-óíiòàðíiñòü, F -iíâåðñíiñòü; äîñëiäèòè âiäíîøåíÿ �ðiíà;

ïðîàíàëiçóâàòè êîíãðóåíöi¨ íà öèõ íàïiâãðóïàõ òà âèçíà÷èòè ìiíi-

ìàëüíi ãðóïîâi êîíãðóåíöi¨;

2) äîñëiäèòè iñíóâàííÿ ãàóñäîðôîâî¨ òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíî¨ íåäèñ-

êðåòíî¨ òîïîëîãi¨ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn);

3) äîñëiäèòè âêëàäåííÿ ìîíî¨äà IPF(Nn) ó ïðîñòîðè áëèçüêi äî êîì-

ïàêòíèõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ìîíî¨äè IPF(Nn) i IPF(κN), íàïiâòîïîëîãi-

÷íà íàïiâãðóïà IPF(Nn).

Ïðåäìåò äîñëiäæåíü � àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(Nn) òà

éîãî òîïîëîãiçàöiÿ, à òàêîæ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(κN).

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöiéíèõ ïðî-

áëåì çàñòîñîâóþòüñÿ ìåòîäè àëãåáðè÷íî¨ òåîði¨ íàïiâãðóï, çàãàëüíî¨ òîïî-

ëîãi¨ òà òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè îòðè-

ìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ¹ íîâèìè. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ùî âè-

íîñÿòüñÿ íà çàõèñò:
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1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 îïèñàíî àëãåáðè÷íó

ñòðóêòóðó ìîíî¨äà IPF(Nn). Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF(Nn)

içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sn ⋉Φ Cn(p, q) n-ãî ñòåïåíÿ áiöè-

êëi÷íî¨ íàïiâãðóïè C(p, q) ãðóïîþ Sn.

2. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 êîæíà ãàóñ-

äîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn)

¹ äèñêðåòíîþ.

3. Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 êîæíà íå-

äèñêðåòíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâ-

íà òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì çáiãà¹òü-

ñÿ ç îäíîòî÷êîâîþ êîìïàêòèôiêàöi¹þ Àë¹êñàíäðîâà çëi÷åííîãî äèñ-

êðåòíîãî ïðîñòîðó.

4. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ îïèñàíî àëãåáðè÷íó

ñòðóêòóðó ìîíî¨äà IPF(κN). Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF (κN)

içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sκ ⋉Φ
κB κ êîäîáóòêó κB áiöè-

êëi÷íî¨ íàïiâãðóïè B ãðóïîþ Sκ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi ó òîïîëîãi÷íié

àëãåáði.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Àâòîð ñàìîñòiéíî îòðèìàâ îñíîâíi

ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò. Â îïóáëiêîâàíèõ ñïiëüíî ç íàóêîâèì

êåðiâíèêîì ïðàöÿõ, Î. Â. Ãóòiêó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, âèáið ìåòîäiâ

äîñëiäæåííÿ òà îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåí-

íÿ äîïîâiäàëèñÿ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ ðiçíîãî ðiâíÿ òà íàóêîâèõ ñåìi-

íàðàõ:

1) Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ïðèñâÿ÷åíié

125-ði÷÷þ Ñòåôàíà Áàíàõà, ì. Ëüâiâ, 2017;
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2) Âñåóêðà¨íñüêîìó êîíêóðñi ñòóäåíòñüêèõ íàóêîâèõ ðîáiò iç ãàëóçi

çíàíü �Ìàòåìàòèêà òà ñòàòèñòèêà. Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà (ìåõàíiêà)�,

ì. Ëüâiâ, 2018;

3) Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Áàíàõîâi ïðîñòîðè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�

ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ À. Ì. Ïëi÷êà, ì. Ëüâiâ, 2019;

4) Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �At the End of the Year�, ì. Êè¨â, 2021;

5) Cåìiíàði �Òåîðiÿ ïîëiãîíiâ i ñïåêòðàëüíi ïðîñòîðè� ó Ëüâiâñüêîìó

íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, ì. Ëüâiâ, 2021, 2022.

6) Cåìiíàði �Òîïîëîãi÷íà àëãåáðà� ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, ì. Ëüâiâ, 2017, 2019, 2021.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè îïóáëiêîâàíî ó 6 ïðàöÿõ: 2

ñòàòòi ó æóðíàëàõ, ÿêi âõîäÿòü äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà-

¨íè ([81], [84]); 1 ñòàòòÿ ó íàóêîâîìó âèäàííi, âiäíåñåíîìó äî äðóãîãî êâàð-

òèëÿ (Q2) âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal Rank([50]); 3 òåçè ó

ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié ([51], [82], [83]).

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç âñòóïó,

÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó ëiòåðàòóðè òà îäíîãî äîäàòêà.

Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè � 120 ñòîðiíîê. Ñïèñîê âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè

çàéìà¹ 9 ñòîðiíîê i íàëi÷ó¹ 107 íàéìåíóâàíü.

Ïîäÿêà. Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êåðiâíèêó êàíäè-

äàòó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ñòàðøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó, äî-

öåíòó êàôåäðè àëãåáðè, òîïîëîãi¨ òà îñíîâ ìàòåìàòèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiî-

íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà Îëåãó Âîëîäèìèðîâè÷ó Ãóòiêó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, äîïîìîãó â ðîáîòi íàä äèñåðòàöi¹þ i éîãî òåðïëÿ÷iñòü,

êîëè âèíèêàëè òðóäíîùi.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ, ÌÎÒÈÂÀÖIß ÄÎÑËIÄÆÅÍÜ ÒÀ

ÄÎÏÎÌIÆÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI

1.1. Iñòîðè÷íà äîâiäêà, îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ìîòèâàöiÿ

äîñëiäæåíü

Íà äóìêó áàãàòüîõ äîñëiäíèêiâ iñòîði¨ ìàòåìàòèêè, ïåðøi äîñëiäæåííÿ ç

àëãåáðè÷íî¨ òåîði¨ íàïiâãðóï ðîçïî÷àëèñÿ ç ïðàöü Àíòîíà Ñóøêåâè÷ [97,98],

äå âií îïèñàâ ñòðóêòóðó ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ íàïiâãðóï i ñòðóêòóðó ìiíi-

ìàëüíîãî iäåàëà ñêií÷åííèõ íàïiâãðóï. Îäíàê íà äóìêó êëàñèêiâ òåîði¨

òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï Äæèììi Ä. Ëîóñîíà [74�76] òà Êàðëà Ã. Ãîôìà-

íà [63�66] iäå¨ òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï áóëè çàêëàäåíi ùå Íiëüñîì Ã.

Àáåëåì ó ïðàöi 1826 ðîêó [17], à iäåîëîãiÿ âèêîðèñòàííÿ àëãåáðè÷íèõ ìå-

òîäiâ â ãåîìåòði¨, à îòæå, é ó âñié ìàòåìàòèöi, ïðîãîëîøåíà â Åðëàãåíñüêié

ïðîãðàìi Ôåëiêñà Êëÿéíà [70]. Ñàì òåðìií �íàïiâãðóïà� (semigroup, demi-

group, halbgruppe) âèíèêà¹ ÿê äîïîìiæíèé ïðè îçíà÷åííi ïîíÿòòÿ �ãðóïà� â

ïðàöÿõ äå Ñåã'¹ [94], Äiêñîíà [31], Ôðîáåíióñà òà Øóðà [44] íà ïî÷àòêó ÕÕ-

ãî ñòîëiòòÿ. Â 1937 ðîöi Ñóøêåâè÷ îïóáëiêóâàâ ïåðøó ìîíîãðàôiþ ç òåîði¨

íàïiâãðóï �Òåîðiÿ óçàãàëüíåíèõ ãðóï� [12]. Ìàëüöåâ äîñëiäæóâàâ çàíóðåí-

íÿ íàïiâãðóï ó ãðóïè [9], Äåâiä Ðiñ ó ïðàöi [90] íà ìîâi ìàòðè÷íèõ íàïiâãðóï

íàä ãðóïàìè ñïðîñòèâ ñêëàäíèé îïèñ Ñóøêåâè÷åì áóäîâè ïðîñòèõ íàïiâ-

ãðóï. Êëiôîðä òà Ïðåñòîí â 1961 ðîöi îïóáëiêóâàëè ïåðøèé òîì ìîíîãðà-

ôi¨ �Àëãåáðè÷íà òåîðiÿ íàïiâãðóï� [30], à â 1967 ðîöi, ðàçîì ç ïåðåâèäàííÿì

âiäðåäàãîâàíîãî ïåðøîãî òîìó âèéøîâ äðóãèé òîì öi¹¨ ìîíîãðàôi¨.

ßêùî äåÿêà ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü çàäàíî¨ ìíîæèíè çàìêíåíà âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ êîìïîçèöi¨, òî öÿ ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ êîìïîçèöi¨. Îñêiëüêè äîâiëüíà íàïiâãðóïà içîìîðôíà äåÿêié íàïiâãðó-
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ïi ïåðåòâîðåíü, òî ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ ¹ íàéáiëüø çðó÷íèì äëÿ âèâ÷åí-

íÿ íàïiâãðóï â íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi. Ïåðøîþ ôóíäàìåíòàëüíîþ

ïðàöåþ ç òåîði¨ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü ââàæà¹òüñÿ äèñåðòàöiÿ Àíòîíà Ñó-

øêåâè÷à �Òåîðèÿ äåéñòâèÿ êàê îáùàÿ òåîðèÿ ãðóïï� [11]. Îñíîâíi ðåçóëü-

òàòè â îáëàñòi òåîði¨ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü áóëè îòðèìàíi ó 50-70-õ ðîêàõ

ÕÕ-ãî ñòîëiòòÿ i ïðåäñòàâëåíi â îãëÿäàõ: Ìåããiëà [78] òà Ãëóñêiíà-Øàéíà-

Øíåïåðìàí-ßðîêåðà [46]. Äî ÷èñëà âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿêi ïðàöþâàëè

ó öüîìó íàïðÿìêó, âõîäÿòü Ãàói, Ãëóñêií, �ðií, Êëiôôîðä, Ëÿïií, Ìåããië,

Ïðåñòîí, Ñàááiàõ, Ñóøêåâè÷, Óëÿì, Øàéí, Øíåïåðìàí, Øóòîâ òà ßðîêåð.

Ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çáåðiãàþòü âèçíà÷åíó íà ìíî-

æèíi ñòðóêòóðó (íàïðèêëàä, âiäíîøåííÿ, îïåðàöiþ, òîïîëîãiþ ÷è iíøó �ãåî-

ìåòðiþ�). Òàê îñîáëèâå ìiñöå ó äîñëiäæåííÿõ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü çàéìà-

þòü íàïiâãðóïè ìîíîòîííèõ ïåðåòâîðåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí.

Öi¹þ ïðîáëåìàòèêîþ çàéìàëèñü òàêi ìàòåìàòèêè ÿê Àéçåíøòàò [1,2], Ãàð-

áà [45], Ãîìåñ i Ãàói [47], Ãëóñêií [4], Ãóòiê i Ðåïîâø [56, 58, 59], Äîðîøåí-

êî [6, 32], Êiì i Êîæóõîâ [7, 8], Ëàðàäæi òà Óìàð [72,73], Ñîëîìîí [96].

Âiäîìî, ùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà íàïiâãðóïi CN(α, β), ÿêà
ïîðîäæåíà ÷àñòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè α i β ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë

N, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàê: (n)α = n+1, ÿêùî n ⩾ 1 i (n)β = n−1, ÿêùî n >

1. Áiëüøå òîãî, íàïiâãðóïà CN(α, β) ¹ íàïiâãðóïîþ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ

ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N çi çâè÷àéíèì ëiíiéíèì

ïîðÿäêîì.

Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) áiïðîñòà òà êîæíà ¨¨ êîíãðóåíöiÿ ¹ àáî

îäèíè÷íîþ, àáî ãðóïîâîþ. Áiëüøå òîãî, àáî ãîìîìîðôiçì h ç áiöèêëi÷íî¨

íàïiâãðóïè ¹ içîìîðôiçìîì, àáî îáðàç C(p, q) ñòîñîâíî ãîìîìîðôiçìó h ¹ öè-
êëi÷íîþ ãðóïîþ (äèâ. [30, íàñëiäîê 1.32]). Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà âiäiãðà¹

âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàïiâãðóï i â òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Çîêðåìà,

äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò Àíäåðñîíà [18] ñòâåðäæó¹, ùî (0�)ïðîñòà íàïiâãðó-

ïà ç (íåíóëüîâèì) iäåìïîòåíòîì ¹ öiëêîì (0�)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
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âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíî¨ êîïi¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Áiöèêëi÷íèé ìî-

íî¨ä äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ, i ÿêùî

òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü éîãî ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, òî C(p, q) ¹
âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â S [33]. Ó êîæíié ãàóñäîðôîâié íàïiâòîïîëîãi÷íié

(à îòæå, é ó òîïîëîãi÷íié) íàïiâãðóïi S, ÿêà ìiñòèòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó

C(p, q) ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, ïiäïðîñòið áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè ¹ âiä-

êðèòèì i äèñêðåòíèì, i áiëüøå òîãî, ïiäìíîæèíà S \ C(p, q) ¹ iäåàëîì â

S [26]. Ñòàáiëüíi òà Γ-êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè íå ìiñòÿòü áiöè-

êëi÷íîãî ìîíî¨äà [19, 62]. Ïðîáëåìà içîìîðôíîãî çàíóðåííÿ áiöèêëi÷íîãî

ìîíî¨äà â òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè áëèçüêi äî êîìïàêíèõ âèâ÷àëàñü â ïðà-

öÿõ [21, 22, 57]. Íåçàëåæíî âiä ðåçóëüòàòiâ Åáåðãàðò-Ñåëäåí ïðî òîïîëî-

ãiçàöiþ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè, â ïðàöi [14] Òàéìàíîâ ïîáóäóâàâ ïðèêëàä

êîìóòàòèâíî¨ íàïiâãðóïè, ÿêà äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó òîïî-

ëîãiþ. Òàêîæ Òàéìàíîâ â ïðàöi [13] îïèñàâ äîñòàòíi óìîâè íà êîìóòàòèâíó

íàïiâãðóïó, ùîá íà íié iñíóâàëà íàïiâãðóïîâà íåäèñêðåòíà òîïîëîãiÿ. Ó

ïðàöi [60] ïîêàçàíî, ùî äëÿ íàïiâãðóïè Òàéìàíîâà Aκ ç [14] âèêîíóþòüñÿ

òàêi óìîâè: êîæíà T1-òîïîëîãiÿ τ íà íàïiâãðóïi Aκ òàêà, ùî (Aκ, τ) òîïî-

ëîãi÷íà íàïiâãðóïà ¹ äèñêðåòíîþ; äëÿ êîæíî¨ T1-òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè,

ùî ìiñòèòü Aκ ÿê ïiäíàïiâãðóïó, Aκ ¹ çàìêíåíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â S; i

êîæíèé ãîìîìîðôíèé íåiçîìîðôíèé îáðàç Aκ ¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëüîâèì

ìíîæåííÿì.

Â ïðàöi [67] Õîãàí äîâiâ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α êîæíà íàïiâ-

ãðóïîâà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà α-áiöèêëi÷íié íà-

ïiâãðóïi ¹ äèñêðåòíîþ. Òàêîæ ó [95] Ñåëäåí ïîáóäóâàëà íåäèñêðåòíó íàïiâ-

ãðóïîâó ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ íà α-áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Ïðîòå Áàðäè-

ëà çíàéøîâ ïðîãàëèíó â äîâåäåííi òåîðåìè 3.9 [67] i â ïðàöi [25] ïîáóäóâàâ

íåäèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó ãàóñäîðîôîâó ëîêàëüíî êîìïàêòíó òîïîëîãiþ íà

(ω+1)-áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Òàêîæ â ïðàöi [25] Áàðäèëà ïîêàçàâ, ùî òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè 3.9 [67] âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ âèïàäêó, êîëè α ⩽ ω i â ïðà-
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öi [25] äëÿ äîâiëüíîãî îðäèíàëà α ⩽ ω îïèñàâ âñi òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíi

ëîêàëüíî êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi òîïîëîãi¨ íà α-áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi.

Ó ïðàöi [43] äîâåäåíî, ùî äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ � ¹äèíà òðàíñëÿöiéíî-

íåïåðåðâíà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãiÿ íà ðîçøèðåííié òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi

CZ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (0-)áiïðîñòèõ íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü S

âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ: êîæíà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà ãàóñäîðôî-

âà áåðiâñüêà (çîêðåìà, ëîêàëüíî êîìïàêòíà) òîïîëîãiÿ íà S ¹ äèñêðåòíîþ

(äèâ. [29, 55, 56, 59]). Â ñòàòi [80] Ìåñÿí, Ìiò÷åë, Ìîðàéíå i Ïåðåñ ïîêàçà-

ëè, ùî äëÿ ñêií÷åííîãî ãðàôà E êîæíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà ãàóñäîðôîâà

íàïiâãðóïîâà òîïîëîãiÿ íà ãðàôîâié iíâåðñíié íàïiâãðóïi G(E) ¹ äèñêðå-

òíîþ. Ó [23] äîâåäåíî, ùî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ãðàôà

E, ÿêèé ìiñòèòü îäíó âåðøèíó i íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ïåòåëü. Íåî÷iêóâàíà

äèõîòîìiÿ äëÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ç ïðè¹äíàíèì íóëåì C0 = C(p, q)⊔{0}
äîâåäåíà â [61]: êîæåí ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íàïiâòîïîëîãi-

÷íèé áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C0 ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî êîìïàêòíèì, àáî

äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì. Íàâåäåíà âèùå äèõîòîìiÿ áóëà ïîøèðåíà Áàðäè-

ëîþ â [24] äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ λ-ïîëiöèêëi÷íèõ íàïiâòîïîëîãi÷íèõ

ìîíî¨äiâ i Ãóòiêîì òà Ìàêñèìèê äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ íàïiâòîïîëîãi-

÷íèõ iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ç ïðè¹äíàíèì íóëåì [49].

Çàóâàæèìî, ùî äåÿêi êëàñè iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

ç êîñêií÷åííèìè îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòÿìè çíà÷åíü ìàþòü àíà-

ëîãi÷íi àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi, ùî i áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä. Ó ïðàöi [58] äîâå-

äåíî, ùî íàïiâãðóïà Icf
λ ií'¹êòèâíèõ êîñêií÷åííèõ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü

êàðäèíàëà λ ¹ áiïðîñòîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ i, ùî äëÿ êîæíîãî íåïîðî-

æíüîãî ëàíöþãà L â E(Icf
λ ) iñíó¹ iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà S â Icf

λ òàêà, ùî S

içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi i L ⊆ E(S), à òàêîæ äîâåäåíî, ùî êîæíà

íåòðèâiàëüíà êîíãðóåíöiÿ íà Icf
λ ¹ ãðóïîâîþ.

Íàïiâãðóïè I↗∞(N) i I↗∞(Z) ií'¹êòèâíèõ içîòîííèõ ÷àñòêîâèõ âëàñíèõ

ïåðåòâîðåíü ç êîñêií÷åííèìè îáëàñòÿìè âèçíà÷åííÿ òà îáëàñòÿìè çíà÷åíü
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íàòóðàëüíèõ i öiëèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî, äîñëiäæåííi â ïðàöÿõ [56] i [59]. Äî-

âåäåíî, ùî íàïiâãðóïè I↗∞(N) i I↗∞(Z) ¹ áiïðîñòèìè i êîæíèé íåòðèâiàëüíèé

ãîìîìîðôíèé îáðàç I↗∞(N) i I↗∞(Z) ¹ ãðóïîþ, i áiëüøå òîãî, ìàêñèìàëüíèé

ãðóïîâèé îáðàç íàïiâãðóïè I↗∞(N) ¹ àäèòèâíîþ ãðóïîþ öiëèõ ÷èñåë Z+, à

ìàêñèìàëüíèé ãðóïîâèé îáðàç íàïiâãðóïè I↗∞(Z) ¹ ãðóïîþ Z+× Z+.

Ó ïðàöi [55] äîñëiäæóâàëàñü íàïiâãðóïà IO∞(Zn
lex) ìîíîòîííèõ ií'¹êòèâ-

íèõ ÷àñòêîâèõ âëàñíèõ ïåðåòâîðåíü ìíîæèíè Ln ×lex Z, ÿêi ìàþòü êîñêií-

÷åííi îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü, äå Ln×lexZ � öå ëåêñèêîãðàôi-

÷íèé äîáóòîê n-åëåìåíòíîãî ëàíöþãà i ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë çi çâè÷àéíèì

ëiíiéíèì ïîðÿäêîì. Ïîêàçàíî, ùî íàïiâãðóïà IO∞(Zn
lex) ¹ áiïðîñòîþ i äîñëi-

äæåíî ¨¨ ïðîåêòèâíi êîíãðóåíöi¨. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IO∞(Zn
lex)

� ñêií÷åííî ïîðîäæåíà, êîæåí àâòîìîðôiçì IO∞(Z) ¹ âíóòðiøíiì, i ïî-

êàçàíî, ùî ó âèïàäêó n ⩾ 2 íàïiâãðóïà IO∞(Zn
lex) íåìà¹ âíóòðiøíiõ àâ-

òîìîðôiçìiâ. Ó ïðàöi [55] äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-

ñëà n ôàêòîð-íàïiâãðóïà IO∞(Zn
lex)/Cmg, äå Cmg ìiíiìàëüíà êîíãðóåíöiÿ íà

IO∞(Zn
lex), içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó Z2n

+ . Ñòðóêòóðà ïiäíàïiâ ðàòêè êîí-

ãðóåíöié íà IO∞(Zn
lex), ÿêi ìiñòÿòü íàéìåíøó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ îïèñàíà

â [54].

Ç iíøîãî áîêó, íàïiâãðóïà PO∞(N2
⩽) ìîíîòîííèõ ií'¹êòèâíèõ ÷àñòêî-

âèõ âëàñíèõ ïåðåòâîðåíü ç êîñêií÷åííèìè îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ i îáëàñòþ

çíà÷åíü êâàäðàòó N2 ç ïîðÿäêîì äîáóòêó ìà¹ áiëüø ñêëàäíi âëàñòèâîñòi,

íiæ âèùå îïèñàíi iíâåðñíi íàïiâãðóïè [53]. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî D = J .

Â [52] äîâåäåíî, ùî ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê≼ íà PO∞(N2
⩽) çáiãà¹òüñÿ

ç ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêèé iíäóêó¹òüñÿ ç ñèìåòðè÷íîãî iíâåð-

ñíîãî ìîíî¨äà IN×N íàä N×N íà íàïiâãðóïó PO∞(N2
⩽). Îïèñàíà êîíãðóåíöiÿ

σ íà íàïiâãðóïi PO∞(N2
⩽), ÿêà ïîðîäæåíà ïðèðîäíiì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì

≼ íà íàïiâãðóïi PO∞(N2
⩽): ασβ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè α i β ïîðiâíÿëüíi

â
(
PO∞(N2

⩽),≼
)
. Òàêîæ áóëî äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà PO∞(N2

⩽)/σ

içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó âiëüíîãî êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà AMω
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íàä íåñêií÷åííîþ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ íà öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó äâà

Z2.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíó ìíîæèíó (Nn,⩽) ÿê n-òèé ñòåïiíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ç ïîðÿäêîì

äîáóòêó:

(x1, . . . , xn) ⩽ (y1, . . . , yn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè xi ⩽ yi

äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.

Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ ââîäèòüñÿ ïîðÿäîê

äîáóòêó íà Nκ.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà âñiõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëü-

òðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) âiäíîñíî îïåðàö¨¨ êîìïîçèöi¨

÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó. Öþ íàïiâãðóïó ìè ïîçíà÷àòè-

ìåìî ÷åðåç IPF(Nn).

Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííî êàðäèíàëà κ âèçíà÷èìî íàïiâ-

ãðóïó IPF(κN) ÿê ìíîæèíó âñiõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëü-

òðiâ ìíîæèíè

κN = {a ∈ Nκ : |{x ∈ κ : (x) a ̸= 1}| < ∞}

âiäíîñíî ïîðÿäêó äîáóòêó ç îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü.

Iç çàóâàæåííÿ 1.2.10 âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïè IPF(Nn) i IPF (κN) ¹

óçàãàëüíåííÿìè áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè C(p, q). Òîìó ïðèðîäíèì ¹ ïèòàííÿ:

÷è ìàþòü öi íàïiâãðóïè àëãåáðè÷íi i òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi àíàëîãi÷íi

äî âëàñòèâîñòåé áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà?
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1.2. Îçíà÷åííÿ i äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåêñòi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Òåðìiíîëîãiþ, îçíà÷åííÿ

òà ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòàíî òàêi, ÿê ó ìîíîãðàôiÿõ [27,30,34,89,91].

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè ïîçíà÷àòèìåìî

ìíîæèíè, íàïiâãðóïè òà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, à ìàëèìè - ¨õíi åëåìåíòè.

Óñi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ââàæàòèìåìî ãàóñäîðôîâèìè, ÿêùî íå çàçíà÷åíî

iíøå.

Ìíîæèíè X òà Y íàçèâàþòüñÿ ðiâíîïîòóæíèìè, ÿêùî iñíó¹ âçà¹ìî-

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X íà Y . Ó öüîìó âèïàäêó ïèøåìî

|X| = |Y |, äå |X| � íàéìåíøèé îðäèíàë ðiâíîïîòóæíèé ìíîæèíi X. Òà-

êi îðäèíàëè íàçèâàþòü êàðäèíàëàìè (êàðäèíàëüíèìè ÷èñëàìè) àáî ïîòó-

æíiñòþ ìíîæèíè X. Iíîäi àáñòðàãóþ÷èñü âiä ïðèðîäè ìíîæèíè X, ìè

îòîòîæíþâàòèìåìî ìíîæèíó X ç ¨¨ ïîòóæíiñòþ |X|, é ó âèïàäêó, êîëè

|X| = κ, çàìiñòü X, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ κ. ×åðåç Z ïî-

çíà÷àòèìåìî ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë, ÷åðåç N0 � ìíîæèíó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ

÷èñåë, à ÷åðåç N � ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüî-

âîãî êàðäèíàëà κ, ÷åðåç Sκ ïîçíà÷èìî ñèìåòðè÷íó ãðóïó ïîðÿäêó κ, òîáòî

ãðóïó âñiõ ái¹êöié êàðäèíàëà κ.

Ïiäìíîæèíà A ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ (àáî ìiñòèòüñÿ â X

âëàñíî), ÿêùî A ̸= X.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ç ìíîæèíè X ó ìíîæèíó Y îáðàç åëåìåí-

òà x ∈ X ïðè âiäîáðàæåííi f ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (x)f . ßêùî A ïiäìíî-

æèíà â X, òî ÷åðåç (A)f ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ îáðàçiâ åëåìåíòiâ

ç A, òîáòî (A)f = {(x) f | x ∈ A} i ÷åðåç f
∣∣
A
� ïîçíà÷àòèìåìî çâóæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíó A. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè X ïîçíà-

÷àòèìåìî ÷åðåç idX . Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êàðäèíàëà κ ÷åðåç Xκ

ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü ç êàðäèíàëà κ â ìíîæèíó X.
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Âiäíîøåííÿì (àáî áiíàðíèì âiäíîøåííÿì) íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ

ïiäìíîæèíà äåêàðòîâîãî äîáóòêó ρ ⊆ X ×X. Áóäåìî êàçàòè, ùî åëåìåíòè

x òà y ìíîæèíè X ¹ ó âiäíîøåííi ρ, ÿêùî (x, y) ∈ ρ i áóäåìî öå çàïèñóâàòè

òàê: xρy. Âiäíîøåííÿ ∆X = {(x, x) | x ∈ X} íàçèâàòåìåìî äiàãîíàëüíèì

âiäíîøåííÿì.

Âiäíîøåííÿ ρ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíî-

ñòi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) xρx äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

(2) ÿêùî xρy, òî yρx äëÿ âñiõ x, y ∈ X;

(3) ÿêùî xρy i yρz, òî xρz äëÿ âñiõ x, y, z ∈ X.

Íåõàé ρ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi X. Åëåìåíòè x òà y

ìíîæèíè X íàçèâàþòüñÿ ρ-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî xρy. Âiäíîøåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòi ρ ðîçáèâà¹ ìíîæèíó X íà äèç'þíêòíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi

çà âiäíîøåííÿì ρ:

ρx = {y ∈ X| yρx}

Ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ìíîæèíè X çà âiä-

íîøåííÿì ρ, íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ìíîæèíîþ ìíîæèíè X çà âiäíîøåííÿì

ρ i ïîçíà÷à¹òüñÿ X/ρ. Âiäîáðàæåííÿ ρ̄ : X → X/ρ, îçíà÷åíå òàê: (x)ρ̄ = ρx,

íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì.

Âiäíîøåííÿ ⩽ íà ìíîæèíi X íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) x ⩽ x äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

(2) ÿêùî x ⩽ y i y ⩽ x, òî x = y äëÿ âñiõ x, y ∈ X;

(3) ÿêùî x ⩽ y i y ⩽ z, òî x ⩽ z äëÿ âñiõ x, y, z ∈ X.

Ìíîæèíà X iç çàäàíèì íà íié âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ⩽ íà-

çèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ, i ïîçíà÷à¹òüñÿ (X,⩽). Åëåìåíòè x òà

y ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,⩽) íàçèâàþòüñÿ ïîðiâíÿëüíèìè,

ÿêùî x ⩽ y àáî y ⩽ x; ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó åëåìåíòè x òà y íàçè-
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âàþòüñÿ íåïîðiâíÿëüíèìè.

Ïiäìíîæèíà A ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,⩽) íàçèâà¹òüñÿ ëi-

íiéíî âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî äâà äîâiëüíi åëåìåíòè ç A ¹ ïîðiâíÿëüíèìè. Ó

öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî (A,⩽) � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà àáî

ëàíöþã, i ⩽ � ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà A. Ñêií÷åííèé ëàíöþã ç k åëåìåíòiâ

íàçèâà¹òüñÿ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì.

Íåõàé (X,⩽) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Äëÿ äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà x ∈ X ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

↑x = {y ∈ X : x ⩽ y} , ↓x = {y ∈ X : y ⩽ x} .

Ìíîæèíè ↑x i ↓x íàçèâàþòüñÿ ãîëîâíèì ôiëüòðîì i ãîëîâíèì iäåàëîì,

âiäïîâiäíî, ïîðîäæåíi åëåìåíòîì x ∈ X.

Åëåìåíò v ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (X,⩽) íàçèâà¹òüñÿ íàé-

áiëüøèì, ÿêùî x ⩽ v äëÿ âñiõ x ∈ X. ßêùî v ⩽ x äëÿ âñiõ x ∈ X, òî

åëåìåíò v íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì.

Âiäîáðàæåííÿ α : (X,⩽) → (Y,⪕) ç ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(X,⩽) â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (Y,⪕) íàçèâà¹òüñÿ ìîíîòîííèì,

ÿêùî ç òîãî, ùî x ⩽ y â (X,⩽) âèïëèâà¹, ùî (x)α ⪕ (y)α â (Y,⪕). Ái¹-

êòèâíå ìîíîòîííå âiäîáðàæåííÿ α : (X,⩽) → (Y,⪕) íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêî-

âèì içîìîðôiçìîì, ÿêùî îáåðíåííå äî íüîãî âiäîáðàæåííÿ α−1 : (Y,⪕) →
(X,⩽) ¹ ìîíîòîííèì.

Íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iç çàäàíîþ íà íié áiíàð-

íîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ.

Åëåìåíò 1 ∈ S íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ, ÿêùî s1 = 1s = s äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà s ∈ S. Íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì.

Íàïiâãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈
G iñíóþòü åëåìåíòè x, y ∈ G òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

ax = b i ya = b.
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Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà T íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ïiäíàïiâãðóïîþ â

S, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ç T âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ab ∈ T i ïiä-

ãðóïîþ â S, ÿêùî aT = Ta = T äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ç T .

Ïiäãðóïà T íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî âîíà íå ìi-

ñòèòüñÿ âëàñíî â áóäü-ÿêié iíøié ïiäãðóïi ç S. Ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà ìî-

íî¨äà S, ÿêà ìiñòèòü îäèíèöþ öüîãî ìîíî¨äà íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ îäèíèöü i

ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç H(I).

Åëåìåíò e íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, ÿêùî ee = e. ßêùî

S � íàïiâãðóïà, òî ïiäìíîæèíó óñiõ iäåìïîòåíòiâ ç S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

E(S). Êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ íàçèâà¹òüñÿ íàïiâ ðàòêîþ.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ç

S iñíó¹ ¹äèíèé x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x i x−1xx−1 = x−1. Ó öüîìó

âèïàäêó åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x ∈ S. ßêùî S � iíâåðñ-

íà íàïiâãðóïà, òî âiäîáðàæåííÿ inv : S → S, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü

êîæíîìó åëåìåíòîâi x iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S éîãî iíâåðñíèé åëåìåíò x−1,

íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñi¹þ.

Êîæíà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S äîïóñêà¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê:

a ≼ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ e ∈ E(S) òàêèé, ùî a = be.

Òàê âèçíà÷åíèé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà

S. Çàóâàæèìî, ùî a ≼ b â iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

a = fb äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ E(S) (äèâ. ëåìà 1.2.1)

Ëåìà 1.2.1 ( [77, ëåìà 1.4.6] ). Íåõàé S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Òîäi íà-

ñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

(i) a ≼ b;

(i) a = fb, äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà f ∈ E(S).

Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ E-óíiòàðíîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî ae ∈
E(S), äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà e ∈ E(S) âèïëèâà¹, ùî a ∈ E(S) [77]. E-
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óíiòàðíà iíâåðñíà íàïiâãðóïà âïåðøå ââåäåíà Ñàéòî â [92], äå âîíà íàçèâà-

ëàñü �âëàñíî âïîðÿäêîâàíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ�.

Âiäîáðàæåííÿ φ : S → S ′ ç íàïiâãðóïè S â íàïiâãðóïó S ′ íàçèâà¹òüñÿ

ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî (ab)φ = (a)φ(b)φ, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ S.

Ái¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì íàïiâãðóïè S ó íàïiâãðóïó S ′ íàçèâà¹òüñÿ içî-

ìîðôiçìîì S â S ′. Ãîìîìîðôiçì íàïiâãðóïè S â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ åíäîìîð-

ôiçìîì, à içîìîðôiçì íàïiâãðóïè S íà ñåáå íàçèâà¹òüñÿ àâòîìîðôiçìîì.

Ëåìà 1.2.2 ( [89, ëåìà II.1.10] ). Ãîìîìîðôíèé îáðàç iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi C íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi-

¹þ, ÿêùî äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ S ç òîãî, ùî aCb âèïëèâà¹, ùî acCbc i

caCcb. Êîíãðóåíöiÿ∆ = {(s, s)|s ∈ S} íàçèâà¹òüñÿòîòîæíîþ, à êîíãðóåí-

öiÿ S×S � óíiâåðñàëüíîþ. Êîíãðóåíöiÿ, ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òîòîæíî¨ òà

óíiâåðñàëüíî¨ êîíãðóåíöié íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ. Ôàêòîð-ìíîæèíà

S/C âñiõ C-êëàñiâ ç îïåðàöi¹þ

CaCb = Cab

íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-íàïiâãðóïîþ, iíäóêîâàíîþ êîíãðóåíöi¹þ C. Âiäîáðà-

æåííÿ

C̃ : s 7→ Cs (s ∈ S)

íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ãîìîìîðôiçìîì ç S íà S/C. ßêùî ôàêòîð-íàïiâãðó-

ïà S/C ¹ ãðóïîþ, òî êîíãðóåíöiÿ C íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâîþ.

Íà êîæíié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S iñíó¹ ìiíiìàëüíà ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ

Cmg (äèâ. [89, § III]): sCmgt òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ S

òàêèé, ùî se = te.

Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ F -iíâåðñíîþ, ÿêùî Cmg-êëàñ êîæíî-

ãî åëåìåíòà s ìiñòèòü íàéáiëüøèé åëåìåíò ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî

ïîðÿäêó íà S [79].
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Òâåðäæåííÿ 1.2.3 ( [77, òâåðäæåííÿ 2.3.4] ). Íåõàé C � êîíãðóåíöiÿ íà

iíâåðñíié íàïiâãðóïi S. Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) ÿêùî (s, t) ∈ C, òî

(s−1, t−1) ∈ C, (s−1s, t−1t) ∈ C i (ss−1, tt−1) ∈ C;

(2) ÿêùî (s, e) ∈ C äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e, òî

(s, s−1) ∈ C, (s, s−1s) ∈ C i (s, ss−1) ∈ C.

Ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ òàêà íåïîðîæíÿ ïiä-

ìíîæèíà A â S, ùî SA ⊆ A (AS ⊆ A). Äâîái÷íèì iäåàëîì (àáî ïðîñòî

iäåàëîì) íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà íàïiâãðóïè, ÿêà îäíî÷àñíî ¹ i ëiâèì, i

ïðàâèì iäåàëîì. Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ, ÿêùî S íå ìiñòèòü

âëàñíèõ äâîái÷íèõ iäåàëiâ.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òîäi:

• ÷åðåç S1 ïîçíà÷àòèìåìî íàïiâãðóïó S ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ [30];

• ÷åðåç S0 ïîçíà÷àòèìåìî íàïiâãðóïó S ç ïðè¹äíàíèì íóëåì [30].

Íåõàé s ∈ S � äåÿêèé åëåìåíò íàïiâãðóïè S. Ïåðåòèí âñiõ ëiâèõ iäå-

àëiâ íàïiâãðóïè S, ÿêi ìiñòÿòü åëåìåíò s, íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì iäåàëîì

ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì s i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç L(s). Ïðàâi òà äâîái÷íi

ãîëîâíi iäåàëè íàïiâãðóïè S, ïîðîäæåíi åëåìåíòîì s, âèçíà÷àþòüñÿ àíàëî-

ãi÷íî i ïîçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç R(s) òà J(s), âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, L(s) = S1s,

R(s) = sS1 òà J(s) = S1sS1.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òîäi ÷åðåç L, R, J , D òà H áóäåìî ïîçíà÷àòè

âiäíîøåííÿ �ðiíà íà S (äèâ. [48] ÷è [30, ðîçäië 2.1]):

aLb òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1a = S1b;

aRb òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aS1 = bS1;

aJ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1aS1 = S1bS1;
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D = L◦R = R◦L;
H = L ∩R.

Òàêîæ äëÿ òîãî, ùîá óòî÷íèòè íà ÿêié ñàìå íàïiâãðóïi ðîçãëÿäàþòüñÿ öi

âiäíîøåííÿ, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ L(S), R(S), J (S), D(S)

òà H(S). ßêùî a � åëåìåíò íàïiâãðóïè S, òî ÷åðåç La, Ra, Ja, Da òà Ha

áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî L-, R-, J -, D- òà H-êëàñ íàïiâãðóïè S, ùî

ìiñòèòü åëåìåíò a.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ áiïðîñòîþ, ÿêùî âñi åëåìåíòè S ¹ D-åêâiâà-
ëåíòíèìè.

Ëåìà 1.2.4 ( [86, ëåìà 1.1] ). Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ¹ áiïðîñòîþ òîäi i ëè-

øå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ e, f ∈ S iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

a ∈ S, ùî aa−1 = e i a−1a = f .

Çàóâàæåííÿ 1.2.5 ( [77, ñ. 82] ). ßêùî S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî ìîæíà

ðîçãëÿíóòè òàêi åêâiâàëåòíi îçíà÷åííÿ âiäíîøåíü L i R:

sLt òîäi i ëèøå òîäi, êîëè s−1s = t−1t;

sRt òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ss−1 = tt−1.
Òâåðäæåííÿ 1.2.6 ( [77, òâåðäæåííÿ 3.2.11] ). Íåõàé S � iíâåðñíà ïiäíà-

ïiâãðóïà iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè T . Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) L(T ) ∩ (S × S) = L(S);
(2) R(T ) ∩ (S × S) = R(S);

(3) H(T ) ∩ (S × S) = H(S).

Òåîðåìà 1.2.7 ( [30, òåîðåìà 2.3] ). Íåõàé a i c � äîâiëüíi D-åêâiâàëåíòíi

åëåìåíòè íàïiâãðóïè S. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò b ∈ S, ùî aRb i bLc, à
îòæå, as = b, bs′ = a, tb = c, t′c = b äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ s, s′, t, t′ ∈ S1.

Âiäîáðàæåííÿ x 7→ txs (x ∈ Ha) òà z 7→ t′zs′ (z ∈ Hc) âçà¹ìîîáåðíåíi i

âçà¹ìîîäíîçíà÷íî âiäîáðàæàþòü êëàñè Ha òà Hc. Çîêðåìà, äâà H-êëàñè,

ùî ëåæàòü â îäíîìó D-êëàñi, ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê.

Òåîðåìà 1.2.8 ( [30, òåîðåìà 2.20] ). Íåõàé e òà f � äåÿêi D-åêâiâàëåíòíi

iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè S. Íåõàé a � äîâiëüíèé, àëå ôiêñîâàíèé åëåìåíò
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ç ìíîæèíè Re ∩ Lf , i íåõàé a′ � iíâåðñíèé åëåìåíò äî åëåìåíòà a ç

ìíîæèíè Rf ∩ Le. Òîäi âiäîáðàæåííÿ x 7→ a′xa òà y 7→ aya′ ¹ âçà¹ìî-

îáåðíåíèìè içîìîðôiçìàìè âiäïîâiäíî He íà Hf i Hf íà He.

Íåõàé D � ïiäìíîæèíà íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X. Âiäîáðàæåííÿ α ç

D â X íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâèì ïåðåòâîðåííÿì (àáî ÷àñòêîâèì âiäîáðà-

æåííÿì) ìíîæèíè X. Ó òàêîìó âèïàäêó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åí-

íÿ α : X ⇀ X. Ìíîæèíà D íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî

âiäîáðàæåííÿ α i ïîçíà÷à¹òüñÿ domα. Îáðàç åëåìåíòà x ∈ domα ñòîñîâ-

íî âiäîáðàæåííÿ α ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (x)α. Ìíîæèíà {x ∈ X : (y)α =

x, äëÿ äåÿêîãî y ∈ D} íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ çíà÷åíü ÷àñòêîâîãî âiäîáðà-

æåííÿ α i ïîçíà÷à¹òüñÿ ranα.

Êîìïîçèöi¹þ ÷àñòêîâèõ ïåðåòâîðåíü α i β ìíîæèíè X (äèâ. [77, ñ. 4])

íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ αβ ìíîæèíè X âèçíà÷åíå òàê:

dom(αβ) = {y ∈ domα | (y)α ∈ dom β};

(x)(αβ) = ((x)α)β, x ∈ dom(αβ).
(1.1)

×åðåç IX áóäåìî ïîçíà÷àòè íàïiâãðóïó âñiõ ÷àñòêîâèõ ií'¹êòèâíèõ ïåðå-

òâîðåíü íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ

âiäîáðàæåíü. Íàïiâãðóïà IX íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ íàä ìíîæèíîþ X. Ñèìåòðè÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà áóëà ââåäåíà

Âàãíåðîì ó [3] i âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ íàïiâãðóï.

Íåõàé {Xi}i∈I � ñiì'ÿ îá'¹êòiâ êàòåãîði¨ C. Îá'¹êò X íàçèâà¹òüñÿ äîáóò-

êîì ñiì'¨ {Xi}i∈I , ÿêùî iñíóþòü òàêi ìîðôiçìè πi : X → Xi, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî îá'¹êòà Y , òà äëÿ äîâiëüíî¨ I-iíäåêñîâàíî¨ ñiì'¨ ìîðôiçìiâ fi : Y → Xi

iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì f : Y → X òàêèé, ùî íàñòóïíà äiàãðàìà ¹ êîìóòà-
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òèâíîþ äëÿ âñiõ i ∈ I:
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Xi

Çàóâàæèìî, ùî äîáóòîê îá'¹êòiâ äóàëüíèé ¨õíüîìó êîäîáóòêó, òîáòî îçíà-

÷åííÿ êîäîáóòêó ìîæíà îòðèìàòè ç îçíà÷åííÿ äîáóòêó îáåðòàííÿì óñiõ

ñòðiëîê. Îá'¹êò X íàçèâà¹òüñÿ êîäîáóòêîì ñiì'¨ {Xj}j∈I , ÿêùî iñíóþòü òà-
êi ìîðôiçìè ij : Xj → X, ùî äëÿ äîâiëüíîãî îá'¹êòà Y , òà äëÿ äîâiëüíî¨

I-iíäåêñîâàíî¨ ñiì'¨ ìîðôiçìiâ fj : Xj → Y iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì f : X → Y

òàêèé, ùî òàêà äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ äëÿ âñiõ j ∈ I:
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Íåõàé (S, ∗) � íàïiâãðóïà i κ � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé êàðäèíàë. Ïðÿ-

ìèì κ äîáóòêîì (àáî ïðÿìèì äîáóòêîì ñòåïåíÿ κ) íàïiâãðóïè S íàçèâà-

¹òüñÿ íàïiâãðóïà (Sκ, ∗κ), âèçíà÷åíà ÿê ìíîæèíà Sκ ç îïåðàöi¹þ ïîêîîðäè-

íàòíîãî ìíîæåííÿ ∗κ:

(x)(α ∗κ β) = (x)α ∗ (x)β,

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ κ i äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ Sκ. ×àñòî äëÿ

ñïðîùåííÿ ôîðìóë, çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ ∗κ, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ñèìâîë ∗.
Íåõàé S � ìîíî¨ä, 1 ∈ S � îäèíèöÿ ìîíî¨äà S i κ� äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé

êàðäèíàë. Â Sκ ðîçãëÿíåìî òàêó ïiäìíîæèíó:

κS = {s ∈ Sκ | ìíîæèíà {x ∈ κ | (x)s ̸= 1} − ñêií÷åííà}.
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Ïðÿìèì κ êîäîáóòêîì ìîíî¨äà S íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà (κS, ∗κ), âèçíà-
÷åíà ÿê ìíîæèíà κS ç îïåðàöi¹þ ïîêîîðäèíàòíîãî ìíîæåííÿ ∗κ.

Çàóâàæèìî, ùî âèáið íàçâè �ïðÿìèé êîäîáóòîê� i ïîçíà÷åííÿ κS çóìîâ-

ëåíèé òèì, ùî ó âèïàäêó äîâiëüíîãî àáåëåâîãî ìîíî¨äà S, òàê âèçíà÷åíèé

ïðÿìèé κ äîáóòîê κS ¹ êîäîáóòêîì ñiì'¨ ùî ìiñòèòü κ êîïié ìîíî¨äà S â

êàòåãîði¨ àáåëåâèõ ìîíî¨äiâ.

Íåõàé φ � ãîìîìîðôiçì ç íàïiâãðóïè S â íàïiâãðóïó End(T ) âñiõ åí-

äîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè T ñòîñîâíî îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨. Íàïiâïðÿìèì äî-

áóòêîì íàïiâãðóïè T íàïiâãðóïîþ S íàä ãîìîìîðôiçìîì φ íàçèâà¹òüñÿ

íàïiâãðóïà S ⋉φ T , âèçíà÷åíà ÿê ìíîæèíà S × T ç òàêîþ îïåðàöi¹þ:

(s1, t1)(s2, t2) = (s1s2, (t1)(s2)φt2).

×åðåç Z+ ïîçíà÷àòèìåìî àäèòèâíó ãðóïó öiëèõ ÷èñåë. Äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ÷åðåç Zn
+ ïîçíà÷àòèìåìî ïðÿìèé äîáóòîê ñòå-

ïåíÿ n ãðóïè Z+, i äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ ÷åðåç κZ+

ïîçíà÷àòèìåìî ïðÿìèé κ êîäîáóòîê ãðóïè Z+.

Áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ (àáî áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì) C(p, q) íàçèâà-
¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ, ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè p i q òà âèçíà÷àëüíèì

ñïiââiäíîøåííÿì pq = 1 [30]. Åëåìåíòè íàïiâãðóïè C(p, q) çðó÷íî çîáðàæà-
òè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ òàáëèöi

1 p p2 p3 · · ·
q qp qp2 qp3 · · ·
q2 q2p q2p2 q2p3 · · ·
q3 q3p q3p2 q3p3 · · ·
... ... ... ... . . .

Çàóâàæåííÿ 1.2.9. Ó áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi C(p, q) íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ
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âèçíà÷åíà òàê:

qipj · qkpl =


qipj−k+l, ÿêùî j > k;

qipl, ÿêùî j = k;

qi−j+kpl, ÿêùî j < k,

ùî åêâiâàëåíòíî:

qipj · qkpl = qi+max{j,k}−jpl+max{j,k}−k.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà C(p, q) içîìîðôíà íàïiâ-

ãðóïi (N× N, ∗), ÿêà âèçíà÷åíà íà äåêàðòîâîìó êâàäðàòi íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë N× N ç òàêîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ:

(i, j) ∗ (k, l) = (i+max{j, k} − j, l +max{j, k} − k). (1.2)

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ

f : C (p, q) → N× N : qipj
f7→ (i+ 1, j + 1)

¹ içîìîðôiçìîì íàïiâãðóï C (p, q) i (N× N, ∗). Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âè-

êîðèñòîâóâàòèìåìî íàïiâãðóïó (N× N, ∗) ÿê içîìîðôíå çîáðàæåííÿ áiöè-

êëi÷íî¨ íàïiâãðóïè C (p, q) i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç B.

Çàóâàæåííÿ 1.2.10. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà içîìîðôíà íàïiâãðóïi CN(α, β),
ÿêà ïîðîäæåíà ÷àñòêîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè α i β ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ

÷èñåë N, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàê: (n)α = n + 1, ÿêùî n ⩾ 1 i (n)β = n − 1,

ÿêùî n > 1 (äèâ. âïðàâà IV.1.11(ii) â [89]).

Ëåìà 1.2.11 ( [30, ëåìà 1.31] ). Íåõàé e, a, b � åëåìåíòè íàïiâãðóïè S

òàêi, ùî ea = ae = a, eb = be = b, ab = e i ba ̸= e. Òîäi êîæåí åëåìåíò

ïiäíàïiâãðóïè ⟨a, b⟩ ç S, ïîðîäæåíî¨ åëåìåíòàìè a òà b, ¹äèíèì ÷èíîì

çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿäi bman, äå m òà n � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà (i a0 =

b0 = e), à îòæå, íàïiâãðóïà ⟨a, b⟩ içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi C(p, q).
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Íàñëiäîê 1.2.12 ( [30, íàñëiäîê 1.32] ). ßêùî φ � ãîìîìîðôiçì áiöèêëi÷íî¨

íàïiâãðóïè C(p, q) â íàïiâãðóïó S, òî àáî φ ¹ içîìîðôiçìîì íàïiâãðóïè

C(p, q) â S, àáî (C(p, q))φ � öèêëi÷íà ãðóïà.

Ïîêðèòòÿì ìíîæèíè X íàçèâà¹òüñÿ ñiì'ÿ A = {Ai}i∈I ïiäìíîæèí â X
òàêà, ùî

⋃
i∈I

Ai = X. Ïiäñiì'ÿ A0 â A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîêðèòòÿì ìíîæèíè

X, ÿêùî A0 � ïîêðèòòÿ ìíîæèíè X. Ó âèïàäêó, êîëè X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, òî ñiì'þ A = {Ai}i∈I íàçèâàþòü âiäðèòèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó

X, ÿêùî âñi åëåìåíòè ñiì'¨ A ¹ âiäðèòèìè ïiäìíîæèíàìè â X.

Ñiì'ÿ {Ai}i∈I ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëü-

íî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U

òî÷êè x òàêèé, ùî ìíîæèíà {i ∈ I : U ∩ Ai ̸= ∅} � ñêií÷åííà.

ßêùîX � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið iM ⊆ X, òîäi ÷åðåç clX(M) (àáîM) òà

intX(M) ïîçíà÷àòèìåìî òîïîëîãi÷íå çàìèêàííÿ òà âíóòðiøíiñòü ìíîæèíè

M â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, âiäïîâiäíî.

Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî

îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} ¹ âiäðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â X.

Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿòî÷êîþ íàêîïè÷åííÿ ïiäìíîæèíèA â òîïîëîãi÷íî-

ìó ïðîñòîði X, ÿêùî êîæåí âiäêðèòèé îêië òî÷êè x ìiñòèòü íåñêií÷åííó

êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè A.

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíîþ â òîïî-

ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî clX(A) = X.

Ñiì'ÿ B íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ÿêùî äîâiëü-

íó íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíó ïðîñòîðó X ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

îá'¹äíàííÿ äåÿêî¨ ïiäñiì'¨ ñiì'¨ B.
Ñiì'ÿ B(x) íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X â òî÷öi x,

ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x iñíó¹ òàêèé åëåìåíò V ∈ B(x), ùî
x ∈ V ⊂ U .

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y
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íàçèâà¹òüñÿ ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî f âçà¹ìîîäíîçíà÷íî âiäîáðàæà¹ X íà

Y i îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ f−1 : Y → X ¹ íåïåðåðâíèì. Âêëàäåííÿì (çàíó-

ðåííÿì) òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X â òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ

ãîìåîìîðôiçì f : X → Y ç ïðîñòîðó X ó ïðîñòið Y , òîáòî íà îáðàç (X) f .

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ:

• äèñêðåòíèì, ÿêùî êîæíà ïiäìíîæèíà â X ¹ âiäêðèòîþ;

• T0-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹

òàêà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U â X, ùî ìiñòèòü òiëüêè îäíó ç öèõ

òî÷îê;

• T1-ïðîñòîðîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹

òàêà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà U â X, ùî x ∈ U i y /∈ U ;

• T2-ïðîñòîðîì (ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì), ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè

ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè U, V â X,

ùî x ∈ U , y ∈ V i U ∩ V = ∅;

• T3-ïðîñòîðîì (ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì), ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè F â

X òàêî¨, ùî x /∈ F , iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè U, V â X, ùî

x ∈ U , F ⊂ V i U ∩ V = ∅;

• T3 1
2
-ïðîñòîðîì (òèõîíîâñüêèì àáî öiëêîì ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì),

ÿêùî X ¹ T1-ïðîñòîðîì i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X òà áóäü-ÿêî¨

çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè F â X òàêî¨, ùî x /∈ F , iñíó¹ íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : X → [0; 1] òàêà, ùî f(x) = 0 i f(y) = 1, äëÿ âñiõ y ∈ F .

• êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X ìiñòèòü

ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• çëi÷åííî êîìïàêòíèì, ÿêùî ç êîæíîãî âiäêðèòîãî çëi÷åííîãî ïî-

êðèòòÿ ïðîñòîðó X ìîæíà âèáðàòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ;

• ñëàáêî êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå ëîêàëüíî-ñêií÷åííå âiäêðèòå ïî-

êðèòòÿ ïðîñòîðó X ¹ ñêií÷åííèì [20];

• ïñåâäîêîìïàêòíèì, ÿêùî X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé i êîæíà íåïå-
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ðåðâíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ íà X îáìåæåíà;

• ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x â X iñíó¹ âiä-

êðèòèé îêië U(x) òàêèé, ùî éîãî çàìèêàííÿ clX(U(x)) ¹ êîìïàêòíèì

ïiäïðîñòîðîì â X.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → X íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêöi¹þ ïðîñòîðó

X, ÿêùî ff = f ; ìíîæèíà âñiõ çíà÷åíü ðåòðàêöi¨ ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ

ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X.

Òâåðäæåííÿ 1.2.13 ( [34, çàäà÷à 1.5.Ñ] ). Äîâiëüíèé ðåòðàêò ãàóñäîðôî-

âîãî ïðîñòîðó ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 1.2.14 ( [34, òåîðåìà 3.3.1] ). Êîæåí ëîêàëüíî êîìïàêòíèé òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið ¹ òèõîíîâñüêèì.

Òåîðåìà 1.2.15 ( [34, òåîðåìà 3.3.9] ). Êîæåí ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïiä-

ïðîñòið M ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ â çàìè-

êàííi M ìíîæèíè M , òîáòî âií ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ó ôîðìi F ∩V ,

äå F � çàìêíåíà i V � âiäêðèòà ìíîæèíè â X

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið (S, τ) ðàçîì iç çàäàíîþ íà íüîìó íàðiçíî íåïå-

ðåðâíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ íàïiâòîïîëîãi÷íîþ íàïiâ-

ãðóïîþ, à òîïîëîãiÿ τ íàçèâà¹òüñÿ òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíîþ òîïîëîãi¹þ

íà S. ßêùî íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ, òîäi òîïîëîãi÷íèé ïðîñ-

òið (S, τ) íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, à òîïîëîãiÿ τ � íàïiâ-

ãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà S.

Içîìîðôiçì φ : S → T òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï S i T íàçèâà¹òüñÿ òîïî-

ëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì, ÿêùî φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ

S i T . Òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì (çàíóðåííÿì) òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè S

ó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó T íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì íàïiâ-

ãðóïè S ó íàïiâãðóïó T .

Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ Γ-êîìïàêòíîþ, ÿêùî äëÿ êî-

æíîãî åëåìåíòà x ∈ S çàìèêàííÿ ìíîæèíè {x, x2, x3, . . .} ¹ êîìïàêòíèì â

ïðîñòîði S (äèâ. [62]).
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Ç ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíèõ â ïðàöÿõ [19, 21, 22, 57, 62] âèïëèâà¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.2.16 ( [19, 21, 22, 57, 62] ). ßêùî ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà

íàïiâãðóïà S çàäîâiëüíÿ¹ îäíó ç òàêèõ óìîâ:

(i) S ¹ êîìïàêòîì;

(ii) S ¹ Γ-êîìïàêòíîþ;

(iii) S � çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà;

(iv) êâàäðàò S × S çëi÷åííî êîìïàêòíèé; àáî

(v) êâàäðàò S × S � òèõîíiâñüêèé ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið,

òî S íå ìiñòèòü áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè.
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ÐÎÇÄIË 2

ÍÀÏIÂÃÐÓÏÀ IPF(Nn) ÏÎÐßÄÊÎÂÈÕ IÇÎÌÎÐÔIÇÌIÂ

ÃÎËÎÂÍÈÕ ÔIËÜÒÐIÂ ×ÀÑÒÊÎÂÎ ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍÎ�

ÌÍÎÆÈÍÈ (Nn,⩽)

Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ⩽ � çâè÷àéíèé ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi íà-

òóðàëüíèõ ÷èñåë N. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ðîçãëÿíåìî

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó (Nn,⩽) ÿê n-òèé ñòåïiíü íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë N ç ïîðÿäêîì äîáóòêó:

(x1, . . . , xn) ⩽ (y1, . . . , yn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè xi ⩽ yi

äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè IPF(Nn)

ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-

æèíè (Nn,⩽), äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [50].

2.1. Àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè IPF(Nn)

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. ×åðåç I ïîçíà÷àòèìåìî òî-

òîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Nn. Î÷åâèäíî, ùî I ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì

íàïiâãðóïè IPF(Nn). Òàêîæ ÷åðåç H(I) ïîçíà÷àòèìåìî ãðóïó îäèíèöü íà-

ïiâãðóïè IPF(Nn). Ëåãêî áà÷èòè, ùî åëåìåíò α ∈ IPF(Nn) ¹ åëåìåíòîì

ãðóïè îäèíèöü H(I) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè α � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñò-

êîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽).

×åðåç P↑(Nn) ïîçíà÷èìî ñiì'þ âñiõ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), òîáòî P↑(Nn) = {↑x : x ∈ Nn}. Î÷åâèäíî, ùî
ñiì'ÿ P↑ (Nn) ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî îïåðàö¨¨ ïåðåòèíó, i òîìó (P↑(Nn),∩) ¹
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ïiäíàïiâ ðàòêîþ íàïiâ ðàòêè (P (Nn) ,∩). Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî íàïiâ ðà-

òêà (Nn,max), ÿêà óòâîðåíà ìíîæèíîþ Nn ç îïåðàöi¹þ ïîòî÷êîâîãî ìàêñè-

ìóìó:

(x1, . . . , xn) (y1, . . . , yn) = (max {x1, y1} , . . . ,max {xn, yn}) ,

içîìîðôíà íàïiâ ðàòöi (P↑ (Nn) ,∩), i öåé içîìîðôiçì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðà-

æåííÿì (x1, . . . , xn) 7→ ↑ (x1, . . . , xn).
Òâåðäæåííÿ 2.1.1. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Òîäi:

(1) IPF(Nn) - iíâåðñíà íàïiâãðóïà;

(2) íàïiâ ðàòêà E (IPF(Nn)) içîìîðôíà íàïiâ ðàòöi (P↑ (Nn) ,∩), ñòî-
ñîâíî âiäîáðàæåííÿ ε 7→ dom ε, à òîìó âîíà içîìîðôíà íàïiâ ðà-

òöi (Nn,max);

(3) αLβ â IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè domα = dom β;

(4) αRβ â IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ranα = ran β;

(5) αHβ â IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè domα = dom β i

ranα = ran β;

(6) äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ ε, ι ∈ IPF(Nn) iñíóþòü åëåìåíòè

α, β ∈ IPF(Nn) òàêi, ùî αβ = ε i βα = ι;

(7) IPF(Nn) � áiïðîñòà íàïiâãðóïà, à îòæå ïðîñòà.

Äîâåäåííÿ. (1) Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè IPF(Nn) âèïëèâà¹, ùî IPF(Nn)

¹ iíâåðñíèì ïiäìîíî¨äîì ñèìåòðè÷íîãî iíâåðñíîãî ìîíî¨äà INn íàä ìíîæè-

íîþ Nn.

Âëàñòèâiñòü (2) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (1).

Âëàñòèâîñòi (3)�(5) âèïëèâàþòü ç (1) i ç òâåðäæåíü 1.2.6(1)�(3).

(6) Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi iäåìïîòåíòè ε, ι ∈ IPF(Nn). Îñêiëüêè dom ε i

dom ι ¹ ãîëîâíèìè ôiëüòðàìè â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽) ìè

ïîêëàäåìî, ùî dom ε i dom ι ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè
(
x01, . . . , x

0
n

)
i
(
y01, . . . , y

0
n

)
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ó (Nn,⩽). Âèçíà÷èìî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α : Nn ⇀ Nn òàê:

domα = dom ε, ranα = dom ι i

(z1, . . . , zn)α =
(
z1 − x01 + y01, . . . , zn − x0n + y0n

)
,

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (z1, . . . , zn) ∈ domα. Òîäi αα−1 = ε i α−1α = ι, à

òîìó, ïîêëàäåìî β = α−1.

Âëàñòèâiñòü (7) âèïëèâà¹ ç (6) i ç ëåìè 1.2.4.

Äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ äâîõ ëåì î÷åâèäíå.

Ëåìà 2.1.2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 i äîâiëüíîãî

i = 1, . . . , n ïðîåêöiÿ íà i-òó êîîðäèíàòó

πi : Nn → Nn : (x1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , xn) 7−→ (1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)

¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì, i áiëüøå òîãî,

(1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1) ⩽ (x1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , xn) ó (Nn,⩽) .

Ëåìà 2.1.3. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 êîæíå âiäîáðà-

æåííÿ α : Nn → Nn, ÿêå ïåðåñòàâëÿ¹ êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè Nn

¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽).

Ëåìà 2.1.4. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i âiäîáðàæåííÿ α : Nn → Nn

ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) òàêèé,

ùî
(
x2i
)
α = x2i äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n, äå x2i = (1, . . . , 2︸︷︷︸

i

, . . . , 1) �

åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) òàêèé, ùî ëèøå i-òà

êîîðäèíàòà åëåìåíòà x2i äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1.

Òîäi α � òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ ìíîæèíè (Nn,⩽).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíò (1, 1, . . . , 1) ¹ íàéìåíøèì åëåìåí-

òîì ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽), i îñêiëüêè α � ¨¨ ïîðÿäêîâèé

içîìîðôiçì, òî (1, 1, . . . , 1)α = (1, 1, . . . , 1).
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Äàëi, çà iíäóêöi¹þ, ìà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ⩾ 2,

äëÿ åëåìåíòà xk1 = (k, 1, 1, . . . , 1) ìíîæèíà ↓xk1 ¹ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì.

Òîäi ìíîæèíà (xk1)α òàêîæ ¹ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì, ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî

ëèøå ïåðøà êîîðäèíàòà åëåìåíòà (xk1)α äîðiâíþ¹ k, à âñi éîãî iíøi êîîð-

äèíàòè äîðiâíþþòü 1, áî ó âèïàäêó, êîëè öå íå òàê, òî ìíîæèíà ↓(xk1)α íå

¹ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì â (Nn,⩽). Àíàëîãi÷íî, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà i = 2, . . . , n çà iíäóêöi¹þ, ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî

k ⩾ 2 äëÿ åëåìåíòà xki , â ÿêîãî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà äîðiâíþ¹ k, à âñi iíøi

êîîðäèíàòè äîðiíþþòü 1, ìíîæèíà ↓xki ¹ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì, à òîìó

ìíîæèíà ↓(xki )α ¹ k-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ëèøå i-òà

êîîðäèíàòà åëåìåíòà (xki )α äîðiâíþ¹ k, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiíþþòü 1.

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî (xpi )α = xpi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà i = 1, . . . , n, äå

xpi = (1, . . . , p︸︷︷︸
i

, . . . , 1) � åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽)

òàêèé, ùî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà äîðiâíþ¹ p, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâ-

íþþòü 1.

Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ α−1 : Nn → Nn äî ïîðÿäêîâî-

ãî içîìîðôiçìó α ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) ¹ òàêîæ ¨¨ ïî-

ðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì, i âîíî çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ ëåìè. Òîìó ç ïî-

ïåðåäíüî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî (xpi )α
−1 = xpi äëÿ êîæíîãî

i = 1, . . . , n, äå xpi = (1, . . . , p︸︷︷︸
i

, . . . , 1) � òàêèé åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), ùî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà åëåìåíòà xpi äîðiâíþ¹

p à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò (x1, . . . , xn) ∈ Nn i ïðèïóñòèìî, ùî

(x1, . . . , xn)α = (y1, . . . , yn).

Ç òîãî, ùî êîìïîçèöiÿ ìîíîòîíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ìîíîòîíèì âiäîáðàæåí-

íÿì, ç ëåìè 2.1.2 i ç ïîïåðåäíüî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-
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âiëüíîãî i = 1, . . . , n ìà¹ìî, ùî:

(1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1) = (1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)πi =

= ((1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)α)πi ⩽

⩽ ((x1, . . . , xn)α)πi =

= (y1, . . . , yn)πi =

= (1, . . . , yi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)

i

(1, . . . , yi︸︷︷︸
i

, . . . , 1) = (1, . . . , yi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)πi =

= ((1, . . . , yi︸︷︷︸
i

, . . . , 1)α−1)πi ⩽

⩽ ((y1, . . . , yn)α
−1)πi =

= (x1, . . . , xn)πi =

= (1, . . . , xi︸︷︷︸
i

, . . . , 1).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn), i öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

ëåìè.

Òåîðåìà 2.1.5. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ãðóïà îäèíèöü

H(I) íàïiâãðóïè IPF(Nn) içîìîðôíà ãðóïi Sn. Áiëüøå òîãî, êîæåí åëå-

ìåíò ãðóïè îäèíèöü ïåðåñòàâëÿ¹ êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè Nn, i

ëèøå òàêi ïiäñòàíîâêè ¹ åëåìåíòàìè ãðóïè îäèíèöü.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî êîæåí ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïî-

ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) ïåðåñòàâëÿ¹ êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè

Nn. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.1.3.

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò x21 = (2, 1, 1, . . . , 1) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæè-
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íè (Nn,⩽). Îñêiëüêè ↓x21 � ëàíöþã, ùî ìiñòèòü ðiâíî äâà åëåìåíòè é α � ïî-

ðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), òî ↓(x21)α �

òàêîæ ëàíöþã, ùî ìiñòèòü ðiâíî äâà åëåìåíòè. Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ ÷àñò-

êîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò (x21)α ìà¹ òàêó

âëàñòèâiñòü: ëèøå îäíà êîîðäèíàòà åëåìåíòà (x21)α äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi

êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1. Öþ êîîðäèíàòó ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ1. Àíàëî-

ãi÷íî, ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x2i ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæè-

íè (Nn,⩽) ç âëàñòèâiñòþ, ùî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà åëåìåíòà x2i äîðiâíþ¹ 2,

à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1, ëèøå σi-òà êîîðäèíàòà åëåìåíòà (x2i )α

äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1, äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n.

Îñêiëüêè α � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(Nn,⩽), òî σi = σj òîäi i ëèøå òîäi, êîëè i = j, äëÿ âñiõ i, j = 1, . . . , n.

Îòæå, ìè âèçíà÷èëè ïiäñòàíîâêó σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Òîäi êîì-
ïîçèöi¨ ασ−1 i σ−1α ¹ ïîðÿäêîâèìè içîìîðôiçìàìè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨

ìíîæèíè (Nn,⩽). Áiëüøå òîãî, åëåìåíòè ασ−1 i σ−1α çàäîâiëüíÿþòü ïðè-

ïóùåííÿ ëåìè 2.1.4, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ασ−1 : Nn → Nn i σ−1α : Nn → Nn

¹ òîòîæíèìè âiäîáðàæåííÿìè ìíîæèíè Nn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî α = σ, ùî

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ç òåîðåì 1.2.7 i 1.2.8 òà òåîðåìè 2.1.5 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.1.6. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 êîæíà ìàêñè-

ìàëüíà ïiäãðóïà íàïiâãðóïè IPF(Nn) içîìîðôíà ãðóïi Sn, à îòæå, êîæåí

H-êëàññ ó IPF(Nn) ìiñòèòü n! åëåìåíòiâ.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ äàþòü äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ïiäíàïiâãðóïà íà-

ïiâãðóïè IPF(Nn), ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòîì ç IPF(Nn) i éîãî iíâåðñíèì,

içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C(p, q).
Òâåðäæåííÿ 2.1.7. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 i äîâiëü-

íîãî åëåìåíòà α íàïiâãðóïè IPF(Nn) òàêîãî, ùî ranα ⫋ domα ïiäíàïiâ-

ãðóïà
〈
α, α−1

〉
íàïiâãðóïè IPF(Nn), ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòîì α i éîãî
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iíâåðñíèì α−1, içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C(p, q).

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè domα. Ç

îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â IPF(Nn) âèïëèâà¹, ùî

εα = αε = α, εα−1 = α−1ε = α−1, αα−1 = ε i α−1α ̸= ε

Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìó 1.2.11.

Íàñëiäîê 2.1.8. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

iäåìïîòåíòiâ ε i ι íàïiâãðóïè IPF(Nn) òàêèõ, ùî ε ≼ ι iñíó¹ ïiäíàïiâ-

ãðóïà C íàïiâãðóïè IPF(Nn), ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C(p, q)
i ìiñòèòü iäåìïîòåíòè ε i ι.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ε ̸= ι. Íåõàé α � äîâiëüíèé ïîðÿäêîâèé

içîìîðôiçì ç dom ι â dom ε. Äàëi ìè çàñòîñîâó¹ìî òâåðäæåíÿ 2.1.7.

ßêùî ε = ι, òî âèáåðåìî äîâiëüíèé iäåìïîòåíò ν ̸= ε òàêèé, ùî ν ≼ ε i

çàñòîñó¹ìî ïîïåðåäíþ ÷àñòèíó äîâåäåííÿ.

Ëåìà 2.1.9. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i C � êîíãðóåíöiÿ íà ìî-

íî¨äi IPF(Nn) òàêà, ùî εCι äëÿ äåÿêèõ äâîõ ðiçíèõ iäåìïîòåíòiâ ε, ι ∈
IPF(Nn). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæà-

òè, ùî ε ≼ ι, äå≼ � ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïiE(IPF(Nn)).

Ñïðàâäi, ÿêùî ε, ι ∈ E(IPF(Nn)), òî ç òîãî, ùî εCι âèïëèâà¹, ùî ε = εεCιε,

i îñêiëüêè iäåìïîòåíòè ε i ι ðiçíi, òî îòðèìó¹ìî, ùî ιε ≼ ε.

Ç íåðiâíîñòi ε ≼ ι âèïëèâà¹, ùî dom ε ⊆ dom ι, à îòæå,

(x1, . . . , xn) ⩽ (y1, . . . , yn) ,

äå ↑ (x1, . . . , xn) i ↑ (y1, . . . , yn) � ãîëîâíi ôiëüòðè â (Nn,⩽) òàêi, ùî

↑ (x1, . . . , xn) = dom ι i ↑ (y1, . . . , yn) = dom ε.

Îçíà÷èìî ÷àñòêîâi âiäîáðàæåííÿ α, β : Nn ⇀ Nn òàê:
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(a) domα = Nn, ranα = dom ι,

(z1, . . . , zn)α = (z1 + x1 − 1, . . . , zn + xn − 1),

äëÿ âñiõ (z1, . . . , zn) ∈ domα;

(b) dom β = dom ι, ran β = Nn,

(z1, . . . , zn) β = (z1 − x1 + 1, . . . , zn − xn + 1),

äëÿ âñiõ (z1, . . . , zn) ∈ dom β.

Î÷åâèäíî, ùî αιβ = I i βα = ι, i áiëüøå òîãî, îñêiëüêè αβ = I, òî

(αεβ) (αεβ) = αε (βα) εβ = αειεβ = αεεβ = αεβ,

i ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî αεβ ¹ iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè IPF(Nn) òàêèì, ùî

αεβ ̸= I.

Îòæå, áóëî äîâåäåíî, ùî iñíó¹ íåîäèíè÷íèé iäåìïîòåíò ε∗ â IPF(Nn)

òàêèé, ùî ε∗CI. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ε0CI äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà ε0

òàêîãî, ùî ε∗ ≼ ε0 ≼ I. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè IPF(Nn) i òâåðäæåí-

íÿ 2.1.1(ii) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò x2i = (1, . . . , 2︸︷︷︸
i

, . . . , 1) ÷àñòêîâî

âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) òàêèé, ùî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà åëåìåíòà

x2i äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1 òà iñíó¹ iäåìïîòåíò εi

òàêèé, ùî dom ε0 ⊆ dom εi = ↑x2i .
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî j ∈ {1, . . . , n}\{i}. Íåõàé σ(i,j) �

ïiäñòàíîâêà êîîðäèíàò åëåìåíòiâ ìíîæèíè Nn, ÿêà ïåðåñòàâëÿ¹ ëèøå j-òó

òà i-òó êîîðäèíàòè, òîáòî, öå öèêë (i, j) íà êîîðäèíàòàõ. Òîäi ç îçíà÷åííÿ

íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â IPF(Nn) âèïëèâà¹, ùî

σ(i,j)Iσ(i,j) = I i σ(i,j)εiσ(i,j) = εj,

äå εj - òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ãîëîâíîãî ôiëüòðà ↑x2j ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-
íî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) òàêîãî, ùî x2j = (1, . . . , 2︸︷︷︸

j

, . . . , 1), òîáòî ëèøå j-òà

êîîðäèíàòà åëåìåíòà x2j äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1.

Ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî εiCI äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåí-
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òà εi ∈ IPF(Nn) òàêîãî, ùî εi � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ãîëîâíîãî ôiëüòðà

↑x2i ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), i = 1, . . . , n. Ç öüîãî âèïëè-

âà¹, ùî IC (ε1 . . . εn). Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â IPF(Nn) âèïëè-

âà¹, ùî iäåìïîòåíò ε1 . . . εn ¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì ãîëîâíîãî ôiëüòðà

↑(2, . . . , 2) ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽). Âèçíà÷èìî ÷àñòêîâå

âiäîáðàæåííÿ γ : Nn ⇀ Nn òàê:

dom γ = Nn, ran γ = ↑(2, . . . , 2) i (z1, . . . , zn) γ = (z1 + 1, . . . , zn + 1) ,

äëÿ (z1, . . . , zn) ∈ dom γ. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.7 ïiäíàïiâãðóïà
〈
γ, γ−1

〉
ìîíî-

¨äà IPF(Nn), ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòîì γ i éîãî iíâåðñíèì γ−1, içîìîðôíà

áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi C(p, q). Î÷åâèäíî, ùî γγ−1 = I i γ−1γ = ε1 . . . εn.

Îñêiëüêè IC (ε1 . . . εn), òî çà íàñëiäêîì 1.2.12 âñi iäåìïîòåíòè ïiäíàïiâãðó-

ïè
〈
γ, γ−1

〉
¹ C-åêâiâàëåíòíèìè â IPF(Nn). Òàêîæ ç îçíà÷åííÿ áiöèêëi÷íî¨

íàïiâãðóïè C(p, q) i ç ëåìè 1.2.11 âèïëèâà¹, ùî âñi iäåìïîòåíòè ïiäíàïiâ-

ãðóïè
〈
γ, γ−1

〉
íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ åëåìåíòàìè âèãëÿäó

(
γ−1

)k
γk, äå k �

äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Òåïåð çà ç îçíà÷åííÿì ìîíî¨äà IPF(Nn) ìà¹-

ìî, ùî
(
γ−1

)k
γk ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ãîëîâíîãî ôiëüòðà ↑(k, . . . , k)

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), äëÿ äåÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëî-

ãî ÷èñëà k. Áiëüøå òîãî, äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà ζ íàïiâãðóïè IPF(Nn),

ÿêèé ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì ãîëîâíîãî ôiëüòðà ↑(a1, . . . , an) ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) ìà¹ìî, ùî(

γ−1
)m

γm ≼ ζ, äå m = max {a1, . . . , an} ,

ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ICζ.

Ëåìà 2.1.10. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i C � êîíãðóåíöiÿ íà ìî-

íî¨äi IPF(Nn) òàêà, ùî αCβ äëÿ äåÿêèõ íå H-åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ

α, β ∈ IPF(Nn). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ C-åêâiâà-

ëåíòíèìè.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè åëåìåíòè α i β íå ¹H-åêâiâàëåíòíèìè â IPF(Nn),

òî ç çàóâàæåííÿ 1.2.5 îòðèìó¹ìî, ùî àáî αα−1 ̸= ββ−1, àáî α−1α ̸= β−1β.

Òîäi ç òâåðäæåííÿ 1.2.3 âèïëèâà¹, ùî αα−1Cββ−1 i α−1αCβ−1β, à òîìó âè-

êîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ ëåìè 2.1.9.

Ëåìà 2.1.11. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i C � êîíãðóåíöiÿ íà ìî-

íî¨äi IPF(Nn) òàêà, ùî αCβ äëÿ äåÿêèõ äâîõ ðiçíèõ H-åêâiâàëåíòíèõ

åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF(Nn). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹

C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.1(vii) íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ ïðîñòîþ

i ç òåîðåìè 1.2.7 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü åëåìåíòè µ, ξ ∈ IPF(Nn) òàêi, ùî

âiäîáðàæåííÿ f : Hα → HI : χ 7→ µχξ âiäîáðàæà¹ α â I i β â γ ̸= I, âiä-

ïîâiäíî, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ICγ. Îñêiëüêè γ ̸= I � åëåìåíò ãðóïè îäè-

íèöü íàïiâãðóïè IPF(Nn), òî çà òåîðåìîþ 2.1.5 ïiäñòàíîâêà γ ïåðåñòàâ-

ëÿ¹ êîîðäèíàòè åëåìåíòiâ ìíîæèíè Nn, à òîìó iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî

iγ òàêå, ùî
(
x2i
)
α ̸= x2iγ , äå åëåìåíò x2iγ = (1, . . . , 2︸︷︷︸

iγ

, . . . , 1) íàëåæèòü

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽) òàêèé, ùî ëèøå iγ-òà êîîðäèíà-

òà åëåìåíòà x2iγ äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1. Òàêîæ

çà òåîðåìîþ 2.1.5 iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî jγ ∈ {1, . . . , n} \ {iγ} òàêå, ùî(
x2iγ

)
γ = x2jγ = (1, . . . , 2︸︷︷︸

jγ

, . . . , 1) � åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-

æèíè (Nn,⩽) ç âëàñòèâiñòþ, ùî éîãî jγ-òà êîîðäèíàòà äîðiâíþ¹ 2, à âñi

iíøi êîîðäèíàòè äîðiâíþþòü 1.

Íåõàé ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ãîëîâíîãî ôiëüòðà ↑x2iγ . Îñêiëüêè C

êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) i γ ∈ HI, òî

ε = εε = εIεCεγε.

Îñêiëüêè jγ ̸= iγ, òî ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ íà IPF(Nn) âè-

ïëèâà¹, ùî dom(εγε) ⫋ dom ε. Çà òâåðäæåííÿì 2.1.1(v) åëåìåíòè εγε i ε íå
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¹ H-åêâiâàëåíòíèìè â IPF(Nn). Äàëi çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.1.10.

Òåîðåìà 2.1.12 óçàãàëüíþ¹ òîé ôàêò, ùî íà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi óñi

íåîäèíè÷íi êîíãðóåíöi¨ ¹ ãðóïîâèìè (äèâ. [30, íàñëiäîê 1.32])

Òåîðåìà 2.1.12. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Òîäi êîæíà íåòðèâi-

àëüíà êîíãðóåíöiÿ C íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ¹ ãðóïîâîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåòðèâiàëüíî¨ êîíãðóåíöi¨ C íà IPF(Nn) iñíó-

þòü äâà ðiçíi åëåìåíòè α, β ∈ IPF(Nn) òàêi, ùî αCβ. ßêùî αHβ â IPF(Nn),

òî çà ëåìîþ 2.1.11 óñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè,

à â iíøîìó âèïàäêó çà ëåìîþ 2.1.10 îòðèìó¹ìî àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê. Òîìó

çà ëåìîþ 1.2.2 ôàêòîð-íàïiâãðóïà IPF(Nn) /C ìiñòèòü ¹äèíèé iäåìïîòåíò,

à îòæå, ¹ ãðóïîþ.

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) ìíîæèíè Nn

i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ïîçíà÷èìî

(x)σ =
(
x(1)σ−1, . . . , x(n)σ−1

)
;

max{x,y} = (max{x1, y1}, . . . ,max{xn, yn}) .

Ëåìà 2.1.13. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 i äëÿ äîâiëüíèõ

x,y ∈ Nn âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

(i) (x+ y)σ = (x)σ + (y)σ;

(ii) (x− y)σ = (x)σ − (y)σ, äëÿ y ⩽ x;

(iii) (max{x,y})σ = max{(x)σ, (y)σ}.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó (i) ìà¹ìî, ùî

(x+ y)σ = (x1 + y1, . . . , xn + yn)σ = (p1, . . . , pn)σ

äëÿ pi = xi + yi, i = 1, . . . , n, à òîìó,

(p1, . . . , pn)σ = (p(1)σ−1, . . . , p(n)σ−1) =

= (x(1)σ−1 + y(1)σ−1, . . . , x(n)σ−1 + y(n)σ−1) = (x)σ + (y)σ.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü (ii) òà (iii) ¹ àíàëîãi÷íèìè.

Ëåìà 2.1.14 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè IPF(Nn).

Ëåìà 2.1.14. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF(Nn) iñíóþòü ¹äèíi

x,y ∈ Nn, ρα, λα ∈ IPF(Nn) i σα ∈ Sn

òàêi, ùî α = ρασαλα i

dom ρα = domα = ↑x, ran ρα = Nn, (z)ρα = z− x+ 1, z ∈ dom ρα;

ranλα = ranα = ↑y, domλα = Nn, (z)λα = z+ y − 1, z ∈ domλα,

äå 1 = (1, . . . , 1) � íàéìåíøèé åëåìåíò ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(Nn,⩽).

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF(Nn) ÷åðåç ρα, λα i

σα áóäåìî ïîçíà÷àòè åëåìåíòè ρα, λα ∈ IPF(Nn) i σα ∈ Sn, ÿêi âèçíà÷åíi â

ôîðìóëþâàííi ëåìè 2.1.14.

Ëåìà 2.1.15. Íåõàé α i β � åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) òàêi, ùî

domα = ↑x, ranα = ↑y, dom β = ↑u i ran β = ↑v. Òîäi

dom(αβ) = ↑[(max{y,u} − y)σ−1
α + x];

ran(αβ) = ↑[(max{y,u} − u)σβ + v];

σαβ = σασβ.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiä-

îáðàæåíü âèïëèâà¹, ùî

dom(αβ) = [ranα ∩ dom β]α−1 = [↑y ∩ ↑u]α−1 = [↑max{y,u}]α−1.

Îñêiëüêè α � ìîíîòîííå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ãîëîâíèìè ôiëüòðàìè

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), òî

[↑max{y,u}]α−1 = ↑
(
[max{y,u}]α−1

)
,
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i çà ëåìîþ 2.1.14 îòðèìó¹ìî, ùî

dom(αβ) = ↑
(
[max{y,u}]α−1

)
=

= ↑
(
[max{y,u}]λ−1

α σ−1
α ρ−1

α

)
=

= ↑
(
[max{y,u} − y + 1]σ−1

α ρ−1
α

)
=

= ↑
(
[(max{y,u} − y)σ−1

α + 1]ρ−1
α

)
=

= ↑[(max{y,u} − y)σ−1
α + x].

Àíàëîãi÷íî, çà îçíà÷åííÿì îáëàñòi çíà÷åíü êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiä-

îáðàæåíü, ìà¹ìî, ùî

ran(αβ) = [ranα ∩ dom β]β = [↑y ∩ ↑u]β = [↑max{y,u}]β.

Îñêiëüêè β � ìîíîòîííå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ãîëîâíèìè ôiëüòðàìè

÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), òî

[↑max{y,u}]β = ↑ ([max{y,u}]β) ,

i çà ëåìîþ 2.1.14 îòðèìó¹ìî, ùî

ran(αβ) = ↑ ([max{y,u}]β) =

= ↑ ([max{y,u}]ρβσβλβ) =

= ↑ ([max{y,u} − u+ 1]σβλβ) =

= ↑ ([(max{y,u} − u)σβ + 1]λβ) =

= ↑[(max{y,u} − u)σβ + v].

Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåíü σα i σβ âèïëèâà¹, ùî

domσα = ranσα = domσβ = ranσβ = Nn,

à òîìó dom(σασβ) = ran(σασβ) = Nn. Îñêiëüêè ρα, λα, σα, ρβ, λβ, σβ � ÷àñò-

êîâi ái¹êöi¨ ìíîæèíè Nn i dom(αβ) = dom(ραβσασβλαβ), òî ç ðiâíîñòi αβ =

ραβσασβλαβ âèïëèâà¹, ùî σαβ = σασβ.
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Äàëi äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü αβ = ραβσασβλαβ. Çàóâàæèìî,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ dom(αβ) iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò

p ∈ Nn ∪ {(0, . . . , 0), (1, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 1)}

òàêèé, ùî

z = (max{y,u} − y)σ−1
α + x+ p.

Òîäi

(z)αβ =
(
(max{y,u} − y)σ−1

α + x+ p
)
αβ =

=
(
(max{y,u} − y)σ−1

α + x+ p
)
ρασαλαβ =

=
(
(max{y,u} − y)σ−1

α + p+ 1
)
σαλαβ =

= (max{y,u} − y + (p)σα + 1)λαβ =

= (max{y,u}+ (p)σα) ρβσβλβ =

= (max{y,u} − u+ (p)σα + 1)σβλβ =

= ((max{y,u} − u)σβ + ((p)σα)σβ + 1)λβ =

= (max{y,u} − u)σβ + ((p)σα)σβ + v

i

(z)ραβσασβλαβ =
(
(max{y,u} − y)σ−1

α + x+ p
)
ραβσασβλαβ =

= (p+ 1)σασβλαβ =

= (((p)σα)σβ + 1)λαβ =

= (max{y,u} − u)σβ + v + ((p)σα)σβ),

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

Òâåðäæåííÿ 2.1.16. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2, α i β �

åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) òàêi, ùî

domα = ↑x, ranα = ↑y, dom β = ↑u i ran β = ↑v.
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Òîäi:

(i) α ¹ iäåìïîòåíòîì íàïiâãðóïè IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

λα ¹ îáåðíåíèì ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì äî ρα, òîáòî, x = y,

i σα � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè Sn;

(ii) α iíâåðñíèé åëåìåíò äî β â IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x = v,

y = u (òîáòî, λα ¹ îáåðíåíèì ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì äî ρβ i

λβ ¹ îáåðíåíèì ÷àñòêîâèì âiäîáðàæåííÿì äî ρα) i σα � îáåðíåíèé

åëåìåíò äî σβ â ãðóïi Sn.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî α � iäåìïîòåíò íàïiâãðóïè IPF(Nn).

Îñêiëüêè α � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ äåÿêîãî ãîëîâíîãî ôiëüòðà ÷àñòêîâî

âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽), òî x = y, à òîìó λα � îáåðíåíå ÷àñòêîâå

âiäîáðàæåííÿ äî ρα. Òîäi ç ðiâíîñòi

ρασαλα = α = αα = ρασαλαρασαλα = ρασασαλα

i ç ëåìè 2.1.14 âèïëèâà¹, ùî σα = σασα, à òîìó σα � îäèíè÷íèé åëåìåíò

ãðóïè Sn.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî α i β � iíâåðñíi åëåìåíòè â IPF(Nn). Òîäi domα =

ran β i ranα = dom β, à îòæå, x = v i y = u. Çâiäñè òà ç ëåìè 2.1.14

âèïëèâà¹, ùî λα � îáåðíåíå ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ äî ρβ i λβ � îáåðíåíå

÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ äî ρα. Îñêiëüêè αβ iäåìïîòåíò ìîíî¨äà IPF(Nn),

òî ç âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

αβ = ρασαλαρβσβλβ = ρασασβλβ,

à òîìó çà òâåðäæåííÿì (i) åëåìåíò σασβ ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì ãðóïè Sn.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò σα îáåíåíèé äî σβ â Sn.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ÷åðåç Cn(p, q) ïîçíà÷àòè-
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ìåìî n-èé ïðÿìèé ñòåïiíü íàïiâãðóïè B, òîáòî Cn(p, q) � öå n-é ñòåïiíü

N×N ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ âèçíà÷åíîþ ôîð-

ìóëîþ (1.2). Òàêîæ ÷åðåç [x,y] ïîçíà÷àòèìåìî âïîðÿäêîâàíèé íàáið åëå-

ìåíòiâ ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) íàïiâãðóïè Cn(p, q), äå x = (x1, . . . , xn) i

y = (y1, . . . , yn), i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}
ïîêëàäåìî

(x)σ =
(
x(1)σ−1, . . . , x(n)σ−1

)
.

Íåõàé Aut(Cn(p, q)) � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè Cn(p, q). Âèçíà-

÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φ ç ãðóïè Sn â íàïiâãðóïó âñiõ ïåðåòâîðåíü íàïiâãðóïè

Cn(p, q) ïîêëàâøè σ 7→ Φσ, äå âiäîáðàæåííÿ Φσ : Cn(p, q) → Cn(p, q) âèçíà-

÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

([x,y])Φσ = [(x)σ, (y)σ]. (2.1)

Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ Φσ ¹ ái¹êöi¹þ i Φσ1
̸= Φσ2

äëÿ ðiçíèõ

σ1, σ2 ∈ Sn.

Îñêiëüêè

([x,y]∗[u,v])Φσ =

=([max{y,u} − y + x,max{y,u} − u+ v]) Φσ =

= [(max{y,u} − y + x)σ, (max{y,u} − u+ v)σ] =

= [max{(y)σ, (u)σ} − (y)σ + (x)σ,max{(y)σ, (u)σ} − (u)σ + (v)σ] =

= [(x)σ, (y)σ] ∗ [(u)σ, (v)σ] =

= [x,y] Φσ ∗ [u,v] Φσ

i

([x,y])Φσ1σ2
= [(x)σ1σ2, (y)σ1σ2] = ([(x)σ1, (y)σ1])Φσ2

= ([x,y])Φσ1
Φσ2

,

äëÿ äîâiëüíèõ [x,y], [u,v] ∈ Cn(p, q) i äëÿ äîâiëüíèõ σ, σ1, σ2 ∈ Sn, òî âè-

êîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 2.1.17. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 âiäîáðà-

æåííÿ Φ ¹ ií'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç ãðóïè Sn â ãðóïó Aut(Cn(p, q))

àâòîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè Cn(p, q).

Òåîðåìà 2.1.18. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 íàïiâãðóïà

IPF(Nn) içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sn ⋉Φ Cn(p, q) íàïiâãðóïè

Cn(p, q) ãðóïîþ Sn.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿΨ: IPF(Nn) → Sn⋉ΦCn(p, q) òàê:

(α)Ψ = (σα, [(x)σα,y]),

äëÿ α ∈ IPF(Nn), äå ↑x = domα i ↑y = ranα. Îñêiëüêè σα � ái¹êöiÿ, òî Ψ

¹ ái¹êöi¹þ òàêîæ.

Äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ IPF(Nn) ç domα = ↑x, ranα = ↑y, dom β = ↑u,
ran β = ↑v çà ëåìîþ 2.1.15 ìà¹ìî, ùî

(αβ)Ψ =
(
σασβ, [((max{y,u} − y)σ−1

α + x)σασβ, (max{y,u} − u)σβ + v]
)
=

=(σασβ, [max{(y)σβ,(u)σβ}−(y)σβ+(x)σασβ,max{(y)σβ,(u)σβ}−(u)σβ+v])

= (σασβ, ([(x)σα,y])σβ ∗ [(u)σβ,v]) =

= (σα, [(x)σα,y]) (σβ, [(u)σβ,v]) =

= (α)Ψ(β)Ψ,

à òîìó Ψ � içîìîðôiçì.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF(Nn) ïîêëàäåìî (σα, [(xα)σα,yα]) =

(α)Ψ � îáðàç åëåìåíòà α ïðè içîìîðôiçìi Ψ: IPF(Nn) → Sn ⋉Φ Cn(p, q),

ÿêèé âèçíà÷åíèé â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1.18.

Òåîðåìà 2.1.19 îïèñó¹ ìiíiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ Cmg íà íàïiâãðó-

ïi IPF(Nn).

Òåîðåìà 2.1.19. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Òîäi αCmgβ â
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íàïiâãðóïi IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

σα = σβ i (xα)σα − yα = (xβ)σβ − yβ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ÿêùî ε ¹ iäåìïîòåíòîì â IPF(Nn),

òî ç òâåðäæåííÿ 2.1.16(i) òà ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ Ψ: IPF(Nn) →
Sn⋉Φ Cn(p, q) âèïëèâà¹, ùî σε ¹ îäèíè÷íîþ ïiäñòàíîâêîþ é xε = yε. Òîäi ç

ðiâíîñòåé

(σα, [(xα)σα,yα]) (σε, [(xε)σε,xε]) =

= (σασε, [max{(yα)σε,xε}−(yα)σε+((xα)σα)σε,max{(yα)σε,xε}−xε+xε]) =

= (σα, [max{yα,xε} − yα + (xα)σα,max{yα,xε}]) ,

(σβ, [(xβ)σβ,yβ]) (σε, [(xε)σε,xε]) =

= (σβσε, [max{(yβ)σε,xε}−(yβ)σε+((xβ)σβ)σε,max{(yβ)σε,xε}−xε+xε]) =

= (σβ, [max{yβ,xε} − yβ + (xβ)σβ,max{yβ,xε}]) ,

âèïëèâà¹, ùî äëÿ iäåìïîòåíòà ε ∈ IPF(Nn) ðiâíiñòü αε = βε âèêîíó¹òüñÿ

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

σα = σβ i (xα)σα − yα = (xβ)σβ − yβ.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2, äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} i äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó z =

(z1, . . . , zn) öiëèõ ÷èñåë, ïîêëàäåìî

(z)σ =
(
z(1)σ−1, . . . , z(n)σ−1

)
.

Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 iAut(Zn
+) � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ

ïðÿìîãî n-ãî ñòåïåíÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z+. Âèçíà÷èìî âiäîáðà-

æåííÿ Θ: Sn → Aut(Zn
+) òàê: íåõàé (σ)Θ = Θσ � âiäîáðàæåííÿ ç Zn â Zn,
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âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(z)Θσ = (z)σ.

Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ Θ i Θσ ¹ ií'¹êòèâíèìè. Îñêiëüêè

(z+ v)σ = (z)σ + (v)σ

i

(z)Θσ1σ2
= (z)(σ1σ2) = ((z)σ1)σ2 = ((z)Θσ1

)Θσ2
,

äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ z = (z1, . . . , zn) i v = (v1, . . . , vn) ïðÿìîãî n-ãî

ñòåïåíÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z+ i äëÿ äîâiëüíèõ σ, σ1, σ2 ∈ Sn, òî

ìà¹ìî, ùî òàê âèçíà÷åíå âiäáðàæåííÿ Θ: Sn → Aut(Zn
+) ¹ ií'¹êòèâíèì

ãîìîìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 2.1.20. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2, ôàêòîð-

íàïiâãðóïà IPF(Nn) /Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sn⋉ΘZn
+ ïðÿ-

ìîãî n-ãî ñòåïåíÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Zn
+ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê

Sn.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Υ: IPF(Nn) → Sn ⋉Θ Zn
+. ßêùî

(σα, [(xα)σα,yα]) = (α)Ψ � îáðàç åëåìåíòà α ç IPF(Nn) ïðè ãîìîìîðôiçìi

Ψ: IPF(Nn) → Sn⋉ΦCn(p, q), ÿêèé âèçíà÷åíèé â äîâåäåííi òåîðåìè 2.1.18,

òî ïîêëàäåìî (α)Υ = (σα, (xα)σα − yα).

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF(Nn) ç domα = ↑xα, ranα = ↑yα,

dom β = ↑xβ, ran β = ↑yβ çà ëåìîþ 2.1.15 ìà¹ìî, ùî

(αβ)Υ =

=
(
σασβ, ((max{yα,xβ}−yα)σ

−1
α + xα)σασβ−(max{yα,xβ} − xβ)σβ − yβ

)
=

= (σασβ,max{(yα)σβ, (xβ)σβ} − (yα)σβ + (xα)σασβ

−max{(yα)σβ, (xβ)σβ}+ (xβ)σβ − yβ) =

= (σασβ, (xα)σασβ − (yα)σβ + (xβ)σβ − yβ) =

= (σασβ, ((xα)σα − yα)σβ + ((xβ)σβ − yβ)) =
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= (σα, (xα)σα − yα) · (σβ, (xβ)σβ − yβ) = (α)Υ · (β)Υ,
à òîìó Υ ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ Υ ñþð'¹êòèâíå. Òà-

êîæ ç òåîðåìè 2.1.19 âèïëèâà¹, ùî αCmgβ â IPF(Nn) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(α)Υ = (β)Υ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãîìîìîðôiçì Υ ïîðîäæó¹ ìiíiìàëüíó

ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ Cmg íà ìîíî¨äi IPF(Nn).

ßêùî ε � iäåìïîòåíò â IPF(Nn), òî ç òâåðäæåííÿ 2.1.16(i) òà îçíà÷åííÿ

içîìîðôiçìó Ψ: IPF(Nn) → Sn ⋉Φ Cn(p, q) âèïëèâà¹, ùî σε � òîòîæíà ïiä-

ñòàíîâêà i xε = yε. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF(Nn) ç ðiâíîñòi

(σα, [(xα)σα,yα]) = (α)Ψ âèïëèâà¹, ùî

(σα, [(xα)σα,yα]) (σε, [xε,xε]) =

= (σασε, [max{(yα)σε,xε}−(yα)σε+((xα)σα)σε,max{(yα)σε,xε}−xε+xε]) =

= (σα, [max{yα,xε} − yα + (xα)σα,max{yα,xε}]) .

(2.2)

Ç âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 2.1.21, ÿêå îïèñó¹

ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi IPF(Nn).

Òâåðäæåííÿ 2.1.21. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i α, β ∈
IPF(Nn). Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) α ≼ β;

(ii) σα = σβ, (xα)σα − yα = (xβ)σβ − yβ i xβ ⩽ xα â ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽);

(iii) σα = σβ, (xα)σα − yα = (xβ)σβ − yβ i yβ ⩽ yα â ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽).

Ç ôîðìóëè (2.2) âèïëèâà¹ òàêà âëàñòèâiñòü: ÿêùî åëåìåíò

(σα, [(xα)σα,yα]) · (σε, [xε,xε]) ¹ iäåìïîòåíòîì ó íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó

Sn ⋉Φ Cn(p, q), òî åëåìåíò (σα, [(xα)σα,yα]) òàêîæ ¹ iäåìïîòåíòîì ó íà-

ïiâãðóïi Sn ⋉Φ Cn(p, q). Îòæå, îòðèìó¹ìî íàñëiäîê 2.1.22

Íàñëiäîê 2.1.22. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 iíâåðñíà íà-
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ïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ E-óíiòàðíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.1.23. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 íàïiâãðó-

ïà IPF(Nn) ¹ F -iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò β0 = (σ, [x,y]) íàïiâãðóïè

Sn⋉ΦCn(p, q), äå x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn). Êîæíîìó íàòóðàëüíîìó

÷èñëó k ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò βk = (σ, [x− k,y − k]), äå

x− k = (x1 − k, . . . , xn − k) i y − k = (y1 − k, . . . , yn − k).

Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ òàêå íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî k0, ùî

(x1 − k0, . . . , xn − k0), (y1 − k0, . . . , yn − k0) ∈ Nn,

àëå

(x1 − k0 − 1, . . . , xn − k0 − 1) /∈ Nn àáî (y1 − k0, . . . , yn − k0) /∈ Nn.

Òîäi ç òåîðåìè 2.1.19 i òâåðäæåííÿ 2.1.21 âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò βk0 � íàé-

áiëüøèé åëåìåíò ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó ó Cmg-êëàñi åëå-

ìåíòà β0 ìîíî¨äà Sn ⋉Φ Cn(p, q).

Òâåðäæåííÿ 2.1.24. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF(Nn), îáèäâi

ìíîæèíè

{χ ∈ IPF(Nn) : α · χ = β} i {χ ∈ IPF(Nn) : χ · α = β}

ñêií÷åííi.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà A = {χ ∈ IPF(Nn) : χ · α = β}
ñêií÷åííà. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîæèíà {χ ∈ IPF(Nn) : α · χ = β} ñêií-

÷åííà, àíàëîãi÷íå.

Î÷åâèäíî, ùî A ¹ ïiäìíîæèíîþ â

B = {χ ∈ IPF(Nn) : χ · αα−1 = βα−1}.
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Òîäi B ìiñòèòüñÿ â

C = {ξ ∈ IPF(Nn) : ξ ≼ βα−1}.

Îñêiëüêè êîæåí ãîëîâíèé iäåàë â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi (Nn,⩽)

ñêií÷åííèé, òî ç òâåðäæåííÿ 2.1.24 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà C ñêií÷åííà, à

òîìó A � ñêií÷åííà ìíîæèíà.
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2.2. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(Nn)

ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-

æèíè (Nn,⩽), äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. Çîêðåìà, äîâåäåíî,

ùî íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ áiïðîñòîþ (òâåðäæåííÿ 2.1.1), E-óíiòàðíîþ (íà-

ñëiäîê 2.1.22) òà F -iíâåðñíîþ (íàñëiäîê 2.1.23) íàïiâãðóïîþ. Îïèñàíî âiä-

íîøåííÿ �ðiíà (òâåðäæåííÿ 2.1.1), íàïiâ ðàòêó iäåìïîòåíòiâ (òâåðäæåííÿ

2.1.1) i ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) (òâåðäæå-

ííÿ 2.1.21). Äîâåäåíî, ùî ãðóïà îäèíèöü H (I) ìîíî¨äà IPF(Nn) içîìîð-

ôíà ãðóïi ïiäñòàíîâîê Sn (òåîðåìà 2.1.5), à òàêîæ îïèñàíî ìàêñèìàëüíi

ïiäãðóïè öüîãî ìîíî¨äà. Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF(Nn) içîìîðôíà íà-

ïiâïðÿìîìó äîáóòêó ïðÿìîãî n-ãî ñòåïåíÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ãðóïîþ

ïiäñòàíîâîê Sn (òåîðåìà 2.1.18). Ïîêàçàíî, ùî êîæíà íåîäèíè÷íà êîíãðó-

åíöiÿ C íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ¹ ãðóïîâîþ (òåîðåìà 2.1.12), îïèñàíî ìi-

íiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðåíöiþ Cmg (òåîðåìà 2.1.19) i äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-

íàïiâãðóïà IPF(Nn) /Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sn ⋉ Zn
+ ïðÿ-

ìîãî n-ãî ñòåïåíÿ àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Zn
+ ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê Sn

(òåîðåìà 2.1.20).
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ÐÎÇÄIË 3

ÍÀÏIÂÒÎÏÎËÎÃI×ÍÀ ÍÀÏIÂÃÐÓÏÀ IPF (Nn)

3.1. Âëàñòèâîñòi íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè IPF (Nn)

Òåîðåìà 3.1.1 óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò Áåðòìàí-Âåñòà ç [26] (à îòæå, i ðå-

çóëüòàò Åáåðãàðòà-Ñåëäåíà ç [33]).

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 êîæíà ãàóñ-

äîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) äèñ-

êðåòíà.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíó ãàóñäîðôî-

âó òîïîëîãiþ τ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn). Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà

ε ∈ IPF(Nn) ëiâèé i ïðàâèé çñóâè lε : IPF(Nn) → IPF(Nn) : x 7→ ε · x i

rε : IPF(Nn) → IPF(Nn) : x 7→ x · ε ¹ íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òî

ç ãàóñäîðôîâîñòi ïðîñòîðó (IPF(Nn), τ) i ç òâåðäæåííÿ 1.2.13 âèïëèâà¹,

ùî ãîëîâíi iäåàëè εIPF(Nn) i IPF(Nn)ε ¹ çàìêíåíèìè ïiäìíîæèíàìè â

(IPF(Nn), τ).

Êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó i = 1, . . . , n ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ εi ïiäìíîæèíè ↑(1, . . . , 2︸︷︷︸
i

, . . . , 1) ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽). Î÷åâèäíî, ùî

H(I)=IPF(Nn)\(ε1IPF(Nn)∪· · ·εnIPF(Nn)∪IPF(Nn)ε1∪· · ·∪IPF(Nn)εn).

Òîäi ç âèùå íàâåäåíîãî äîâåäåííÿ âèïëèâà¹, ùî H(I) � âiäêðèòà ïiäìíî-

æèíà â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (IPF(Nn), τ), i çà òåîðåìîþ 2.1.5, H(I) �

ñêií÷åííèé äèñêðåòíèé âiäêðèòèé ïiäïðîñòið â (IPF(Nn), τ).

Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 2.1.1(vii) íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ ïðîñòîþ, òî

äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF(Nn) iñíóþòü åëåìåíòè β, γ ∈ IPF(Nn)
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òàêi, ùî βαγ = I. Ç òâåðäæåííÿ 2.1.24 âèïëèâà¹, ùî òî÷êà α ìà¹ ñêií÷åííèé

âiäêðèòèé îêië â ïðîñòîði (IPF(Nn), τ), à òîìó α � içîëüîâàíà òî÷êà â

òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (IPF(Nn), τ).

Òåîðåìà 3.1.2 óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó I.3 ç [33].

Òåîðåìà 3.1.2. ßêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 íàïiâãðóïà

IPF(Nn) ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ãàóñäîðôîâî¨ íàïiâòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-

ãðóïè (S, ·) i I = S \ IPF(Nn) ̸= ∅, òî I � äâîái÷íèé iäåàë â S.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò y ∈ I. ßêùî x · y = z /∈ I

äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà x ∈ IPF(Nn), òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(y) òî÷êè

y â ïðîñòîði S òàêèé, ùî {x} · U(y) = {z} ⊂ IPF(Nn). Òîäi âiäêðèòèé

îêië U(y) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè IPF(Nn),

ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåíþ 2.1.24. Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî

x · y ∈ I äëÿ âñiõ x ∈ IPF(Nn) i y ∈ I. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî y · x ∈ I äëÿ

âñiõ x ∈ IPF(Nn) i y ∈ I àíàëîãi÷íå.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: x · y = w /∈ I äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ I.

Òîäi w ∈ IPF(Nn), à òîìó ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨

â S âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü âiäêðèòi îêiëè U(x) i U(y) òî÷îê x i y â S,

âiäïîâiäíî, òàêi, ùî {x} · U(y) = {w} i U(x) · {y} = {w}. Îñêiëüêè çà

òâåðäæåííÿì 2.1.24 îáèäâà îêîëè U(x) i U(y) ìiñòÿòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü

åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè IPF(Nn), òî îáèäâi ðiâíîñòi {x} ·U(y) = {w} i U(x) ·
{y} = {w} ñóïåðå÷àòü íàâåäåíié âèùå ÷àñòèíi äîâåäåííÿ, à òîìó {x} ·
(U(y) ∩ IPF(Nn)) ⊆ I. Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî x·y ∈ I.

Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 2.1.7 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2

íàïiâãðóïà IPF(Nn) ìiñòèòü áiöèêëi÷íó íàïiâãðóïó ÿê ïiäíàïiâãðóïó, òî ç

òâåðäæåííÿ 1.2.16 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.3. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. ßêùî ãàóñ-

äîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S çàäîâiëüíÿ¹ îäíó ç òàêèõ óìîâ:

(i) S ¹ êîìïàêòîì;



69

(ii) S ¹ Γ-êîìïàêòíîþ;

(iii) S � çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà;

(iv) êâàäðàò S × S çëi÷åííî êîìïàêòíèé; àáî

(v) êâàäðàò S × S � òèõîíiâñüêèé ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið,

òî S íå ìiñòèòü íàïiâãðóïó IPF(Nn).

Òàêîæ ç òåîðåì 2.1.12, 2.1.20 i íàñëiäêó 3.1.3 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.1.4. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. ßêùî ãàóñ-

äîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S çàäîâiëüíÿ¹ îäíó ç òàêèõ óìîâ:

(i) S ¹ êîìïàêòîì;

(ii) S ¹ Γ-êîìïàêòíîþ;

(iii) S � çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà;

(iv) êâàäðàò S × S çëi÷åííî êîìïàêòíèé; àáî

(v) êâàäðàò S × S � òèõîíiâñüêèé ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið,

òî äëÿ êîæíîãî ãîìîìîðôiçìó h : IPF(Nn) → S îáðàç (IPF(Nn))h ¹ ïiä-

ãðóïîþ â S. Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî ãîìîìîðôiçìó h : IPF(Nn) → S

iñíó¹ ¹äèíèé ãîìîìîðôiçì uh : Sn ⋉Θ Zn
+ → S òàêèé, ùî òàêà äiàãðàìà

IPF(Nn)
h //

Υ

��

S

Sn ⋉Θ Zn
+

uh

<<xxxxxxxxxxxxxxxxxxx

êîìóòàòèâíà.

Òâåðäæåííÿ 3.1.5. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2 i S �

ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, ÿêà ìiñòèòü ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó

IPF(Nn). Òîäi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà c ∈ IPF(Nn) ìíîæèíà

Dc = {(x, y) ∈ IPF(Nn)× IPF(Nn) : x · y = c}

¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â ïðîñòîði S × S.
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 3.1.1 IPF(Nn) � äèñêðåòíèé ïiäïðîñòið â S i

òîìó ç òåîðåìè 1.2.15 âèïëèâà¹, ùî IPF(Nn) � âiäêðèòèé ïiäïðîñòið â S.

Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî Dc � âiäêðèòèé

ïiäïðîñòið â S × S äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c ∈ IPF(Nn).

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò c ∈ IPF(Nn) òàêèé, ùî ïiäìíîæèíà Dc �

íå ¹ çàìêíåíà â ïðîñòîði S×S. Òîäi iñíó¹ òî÷êà íàêîïè÷åííÿ (a, b) ∈ S×S

ìíîæèíè Dc. Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â S âèïëèâà¹, ùî

a ·b = c. Ïðîòå IPF(Nn)×IPF(Nn) � äèñêðåòíèé ïiäïðîñòið â S×S, i òîäi

çà òåîðåìîþ 3.1.2 òî÷êè a i b ìiñòÿòüñÿ â äâîái÷íîìó iäåàëi I = S\IPF(Nn).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê a · b ∈ S \ IPF(Nn) âiäìiííèé âiä åëåìåíòà

c.

Òåîðåìà 3.1.6. Íåõàé n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2. ßêùî ãàóñäîð-

ôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íàïiâãðóïó IPF(Nn) ÿê ùiëüíó

ïiäíàïiâãðóïó, òî êâàäðàò S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3.1.5 äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà c ∈ IPF(Nn)

êâàäðàò S ×S ìiñòèòü âiäêðèòî-çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Dc. Ó âèïàäêó êîëè

c � îäèíèöÿ I íàïiâãðóïè IPF(Nn), òî çà íàñëiäêîì 2.1.8 iñíó¹ ïiäíàïiâãðó-

ïà C â IPF(Nn), ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi C(p, q) i ìiñòèòü I.

ßêùî îòîòîæíèòè åëåìåíòè ïiäíàïiâãðóïè C ç åëåìåíòàìè áiöèêëi÷íîãî ìî-
íî¨äà C(p, q) içîìîðôiçìîì h : C(p, q) → C, òî ïiäïðîñòið Dc ìiñòèòü íåñêií-

÷åííó ìíîæèíó
{(

(qi)h, (pi)h
)
: i ∈ N0

}
, à òîìó Dc � íåñêií÷åííà ìíîæèíà.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êâàäðàò S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì òîïîëîãi÷íèì

ïðîñòîðîì.
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3.2. Äèõîòîìiÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ íàïiâòîïîëîãi÷íî¨

íàïiâãðóïè IPF (Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì

Íàäàëi ÷åðåç IPF(Nn)0 ïîçíà÷àòèìåìî ìîíî¨ä IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì

íóëåì.

Ëåìà 3.2.1. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi:

(1) äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó íóëÿ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ)

iñíó¹ âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië íóëÿ V (0) â (IPF(Nn)0, τ) òà-

êèé, ùî V (0) ⊂ U(0);

(2) äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó íóëÿ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ)

i êîæíîãî âiäêðèòîãî êîìïàêòíîãî îêîëó íóëÿ V (0) â (IPF(Nn)0, τ)

ìíîæèíà V (0) ∩ U(0) ¹ êîìïàêòíîþ òà âiäêðèòîþ, i ìíîæèíà

V (0) \ U(0) ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé U(0) � äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië íóëÿ â ïðî-

ñòîði (IPF(Nn)0, τ). Çà òåîðåìîþ 1.2.14 ïðîñòið (IPF(Nn)0, τ) ¹ ðåãóëÿð-

íèì. Îñêiëüêè âií ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië íóëÿ

V (0) ⊆ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) òàêèé, ùî clIPF(Nn)
0(V (0)) ⊆ U(0).

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 3.1.1 âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn)0 ¹

içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ), òî clIPF(Nn)
0(V (0)) = V (0),

à òîìó òâåðäæåííÿ (1) âèêîíó¹òüñÿ.

(2) Íåõàé V (0) � äîâiëüíèé êîìïàêòíèé âiäêðèòèé îêië íóëÿ â ïðî-

ñòîði (IPF(Nn)0, τ). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî îêîëó íóëÿ U(0) â

(IPF(Nn)0, τ) ñiì'ÿ

U = {U(0)} ∪ {{x} : x ∈ V (0) \ U(0)}

¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì îêîëó V (0). Îñêiëüêè ñiì'ÿ U ¹ äèç'þíêòíîþ, òî

âîíà ñêií÷åííà. Òîäi ìíîæèíà V (0) \ U(0) ñêií÷åííà, à îòæå, ìíîæèíà

V (0) ∩ U(0) ¹ êîìïàêòíîþ.
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Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 ÷åðåç C(p, q)n ïîçíà÷èìî n-

òèé ïðÿìèé ñòåïiíü (N × N, ∗), òîáòî C(p, q)n ¹ n-èì ñòåïåíåì ìíîæèíè

N × N ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ, âèçíà÷åíîþ çà

ôîðìóëîþ (1.2):

(i, j) ∗ (k, l) = (i+max{j, k} − j, l +max{j, k} − k).

Òàêîæ ÷åðåç [x,y] ïîçíà÷àòèìåìî âïîðÿäêîâàíèé íàáið ((x1, y1), . . . , (xn, yn))

ç C(p, q)n, äå x = (x1, . . . , xn) òà y = (y1, . . . , yn), i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ïîêëàäåìî

(x)σ =
(
x(1)σ−1, . . . , x(n)σ−1

)
.

Çà òåîðåìîþ 2.1.18 íàïiâãðóïà IPF(Nn) içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äî-

áóòêó Sn ⋉ C(p, q)n, à òîìó ìîæåìî ðîçãëÿäàòè íàïiâãðóïó IPF(Nn) ÿê

ìíîæèíó Sn × (N× N)n ç òàêîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ:

(α, [x,y]) · (β, [u,v]) = (α ◦ β, [(x)β, (y)β] ∗ [u,v]) =

= (α ◦ β, [(x)β +max{(y)β,u} − (y)β,v+max{(y)β,u} − u]).

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn n-åëåìåíî¨ ìíîæèíè òà äëÿ äîâiëüíî¨

âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó a = (a1, . . . , an) ∈ Nn ïîçíà÷èìî

La
σ = {(σ, [a,x]) ∈ IPF(Nn) : x ∈ Nn} .

Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , n} ÷åðåç 2i ïîçíà÷èìî åëåìåíò Nn ç âëàñòèâi-

ñòþ, ùî ëèøå i-òà êîîðäèíàòà åëåìåíòà 2i äîðiâíþ¹ 2, à âñi iíøi êîîðäèíàòè

äîðiâíþþòü 1, òîáòî 2i = (1, . . . , 2︸︷︷︸
i

, . . . , 1).

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îêî-

ëó íóëÿ U(0) i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn iñíó¹ åëåìåíò a ∈ Nn

òàêèé, ùî ìíîæèíà La

σ ∩ U(0) ñêií÷åííà.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië íóëÿ U(0) i ïiäñòà-

íîâêà σ ∈ Sn òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ Nn ìíîæèíà La
σ ∩ U(0)

ñêií÷åííà. Òîäi ç ëåìè 3.2.1(1) i ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïå-

ðàöi¨ â (IPF(Nn)0, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië íóëÿ

V (0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) òàêèé, ùî V (0) · (1, [1, 21]) ⊂ U(0).

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà a ∈ Nn ìíîæèíà La
σ∩U(0)

ñêií÷åííà, òî iñíó¹ åëåìåíò

ma = (σ, [a, (x1, . . . , xn)]) ∈ La
σ ∩ U(0) (3.1)

òàêèé, ùî

U(0) ̸∋ (σ, [a, (x1 + 1, . . . , xn)]) = ma · (1, [1, 21]). (3.2)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó M = {ma : a ∈ Nn}. Ç óìîâè (3.2) âèïëèâà¹, ùî

M∩V (0) = ∅. Òîìó U(0) \ V (0) ⊃ M , à öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 3.2.1(2), îñêiëü-

êè ìíîæèíà M ñêií÷åííà.

Ëåìà 3.2.3. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, A òà B � íåñêií÷åííi ïiäìíî-

æèíè ìíîæèíè â Nn òàêi, ùî A ⊔ B = Nn i A ∩ B = ∅. Òîäi iñíóþòü

íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà C ⊂ A i íàòóðàëüíå ÷èñëî k ∈ {1, . . . , n} òà-

êi, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç äâîõ ìíîæèí (C)gk àáî (C)g−1
k ¹ ïiäìíîæèíîþ

ìíîæèíè B, äå gk âiäîáðàæåííÿ ç Nn â Nn, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ:

(x1, . . . , xn)gk = (x1, . . . , xk + 1, . . . , xn).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ n = 1 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó C = {a ∈ A : a + 1 ∈ B},
ÿêà íåñêií÷åííà i (C)g1 ⊂ B.

Íåõàé n ⩾ 2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r ⩾ 2, âïîðÿäêîâàíèé íàáið

p =
(
p1,p2, . . . ,pr−1,pr

)
åëåìåíòiâ ç Nn íàçèâàòèìåìî øëÿõîì ç òî÷êè a

â òî÷êó b, ÿêùî p1 = a, pr = b i äëÿ êîæíîãî iíäåêñà i ∈ {2, . . . , r} iñíó¹
÷èñëî mi ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî (pi−1)gmi

= pi àáî (pi−1)g−1
mi

= pi.
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Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè X ⊂ Nn ïîçíà÷èìî

↓X = {a ∈ Nn : iñíó¹ åëåìåíò x ∈ X òàêèé, ùî a ⩽ x} .

Ïðèéìåìî A0 = B0 = ∅. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i âèáå-

ðåìî åëåìåíòè ai ∈ A\ ↓ (Ai−1 ∪Bi−1) i bi ∈ B\ ↓ (Ai−1 ∪Bi−1) òà øëÿõ

pi = (p1, . . . ,pr) ç òî÷êè ai â òî÷êó bi ç âëàñòèâiñòþ: pj /∈ Ai−1∪Bi−1. Iñíó¹

òî÷êà pj øëÿõó pi òàêà, ùî pj ∈ A i pj+1 ∈ B. Ïðèéìåìî Ai = Ai−1 ∪ {pj}
i Bi = Bi−1 ∪ {pj+1}.

Òåïåð âèçíà÷èìî ìíîæèíó C̃ =
∞⋃
i=1

Ai. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî-

ãî åëåìåíòà a ∈ C̃ iñíóþòü ÷èñëà k ∈ {1, . . . , n} i s ∈ {1,−1} òàêi, ùî

(a)gsk ∈
∞⋃
i=1

Bi ⊂ B i ïîçíà÷èìî öi ÷èñëà ÷åðåç ka i sa. Îñêiëüêè ìíîæèíà C̃

íåñêií÷åííà, òî iñíó¹ òàêà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà C ⊂ C̃, ùî äëÿ êîæíîãî

c ∈ C, ÷èñëà kc i sc ðiâíi.

Ëåìà 3.2.4. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îêî-

ëó íóëÿ U(0) i äëÿ êîæíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn iñíó¹ åëåìåíò a ∈ Nn

òàêèé, ùî ìíîæèíà La

σ \ U(0) ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îêië íóëÿ U(0) â òîïîëîãi÷íîìó ïðî-

ñòîði (IPF(Nn)0, τ) i äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó σ ∈ Sn. Ç ëåìè 3.2.2 âèïëèâà¹

iñíóâàííÿ åëåìåíòà a ∈ Nn òàêîãî, ùî ìíîæèíà La
σ ∩ U(0) ñêií÷åííà.

Ìíîæèíà La
σ ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì:

La
σ = (La

σ ∩ U(0)) ⊔ (La
σ \ U(0)).

Òâåðäæåííÿ ëåìè áóäå äåâåäåííî, ùî ìíîæèíà La
σ \ U(0) ñêií÷åííà. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî ìíîæèíà La
σ \ U(0) íåñêií÷åííà.
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Ðîçãëÿíåìî ái¹êöiþ fa
σ : L

a
σ → Nn, âèçíà÷åíó çà ôîðìóëîþ:

(σ, [a,x])fa
σ = x.

Ç ëåìè 3.2.3 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà C â La
σ ∩ U(0)

i ÷èñëî k ∈ {1, . . . , n} òàêi, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç äâîõ ìíîæèí (C)(fa
σ ◦ gk)

àáî (C)(fa
σ ◦ g−1

k ) ìiñòèòüñÿ â (La
σ \ U(0))fa

σ .

Çàóâàæèìî, ùî êîìïîçèöiÿ fa
σ ◦ gk ◦ (fa

σ)
−1 çáiãà¹òüñÿ çi çâóæåííÿì ïðà-

âîãî çñóâó ρ(1,[0,1k]) íà ìíîæèíó La
σ, òîáòî

fa
σ ◦ gk ◦ (fa

σ)
−1 = ρ(1,[1,2k])

∣∣
Laσ

i, àíàëîãi÷íî,

fa
σ ◦ g−1

k ◦ (fa
σ)

−1 = ρ(1,[2k,1])
∣∣
Laσ\{(σ,[a,x]) : x∈Nn, xk=2}

Ç ëåìè 3.2.1 i íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â

(IPF(Nn)0, τ) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië íóëÿ V (0)

â (IPF(Nn)0, τ) òàêèé, ùî

V · (1, [1, 2k]) ⊂ U(0) i V · (1, [2k, 1]) ⊂ U(0).

Ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ ìíîæèíà C ìiñòèòüñÿ â U(0) \ V (0). Ñïðàâäi:

(i) ÿêùî (C)(fa
σ ◦ gk) ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (La

σ \ U(0))fa
σ , òî

C · (1, [1, 2k]) = (C)ρ(1,[1,2k]) =

= (C)ρ(1,[1,2k])
∣∣
Laσ

=

= (C)(fa
σ ◦ gk ◦ (fa

σ)
−1) ⊂

⊂ La
σ \ U(0);

(ii) ÿêùî (C)(fa
σ ◦ g−1

k ) ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (La
σ \ U(0))f , òî
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C · (1, [2k, 1]) = (C)ρ(1,[2k,1]) =

= (C)ρ(1,[2k,1])
∣∣
Laσ\{(σ,[a,x]) | x∈Nn, xk=2} =

= (C)(fa
σ ◦ g−1

k ◦ (fa
σ)

−1) ⊂

⊂ La
σ \ U(0).

Îñêiëüêè ìíîæèíà C íåñêií÷åííà, òî öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 3.2.1(2).

Ëåìà 3.2.5. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî îêî-

ëó íóëÿ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ), äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ Sn

i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ Nn ìíîæèíà La

σ \ U(0) ¹ ñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îêië íóëÿ U(0) â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñ-

òîði (IPF(Nn)0, τ) i äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó σ ∈ Sn. Ç ëåìè 3.2.4 âèïëèâà¹

iñíóâàííÿ åëåìåíòà b ∈ Nn òàêîãî, ùî ìíîæèíà Lb
σ \ U(0) ñêií÷åííà. Çà-

ôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ Nn \ {b}. Âèçíà÷èìî åëåìåíòè q,p ∈ Nn

òàê: äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà i ∈ {1, . , n} ïîêëàäåìî

qi = 1, pi = bi − ai, ÿêùî bi ⩾ ai;

pi = 1, qi = ai − bi, ÿêùî bi < ai.

Çàóâàæèìî, ùî q − p = a − b i max{p,b} = b. Òîäi çâóæåííÿ ëiâîãî

çñóâó λ(1,[(q)σ−1,(p)σ−1]) íà ìíîæèíó Lb
σ ¹ ái¹êöi¹þ ç Lb

σ íà L
a
σ: äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà (σ, [b,x]) ∈ Lb
σ ìà¹ìî, ùî

(σ, [b,x])λ(1,[(q)σ−1,(p)σ−1]) = (1, [(q)σ−1, (p)σ−1]) · (σ, [b,x]) =

= (σ, [q,p] ∗ [b,x]) =

= (σ, [max{p,b} − p+ q,max{p,b} − b+ x]) =

= (σ, [b− p+ q,x]) = (σ, [a,x]).

Ç ëåìè 3.2.1 i íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â

(IPF(Nn)0, τ) âèïëèâà¹, ùî â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) iñíó¹ âiäêðèòèé êîì-
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ïàêòíèé îêië íóëÿ V (0) òàêèé, ùî

(1, [(q)σ−1, (p)σ−1]) · V (0) ⊂ U(0).

Îñêiëüêè

La
σ \ U(0) ⊆ La

σ \ (1, [(q)σ−1, (p)σ−1]) · V (0) =

= La
σ \ (V (0))λ(1,[(q)σ−1,(p)σ−1]) =

= (Lb
σ \ V (0))λ(1,[(q)σ−1,(p)σ−1]),

i ìíîæèíà Lb
σ \ V (0) ñêií÷åííà, òî ìíîæèíà La

σ \U(0) òàêîæ ¹ ñêií÷åííîþ.

Ëåìà 3.2.6. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiä-

êðèòîãî îêîëó íóëÿ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) i äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòà-

íîâêè σ ∈ Sn iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ a ∈ Nn òàêèõ,

ùî ìíîæèíà La

σ \ U(0) íåïîðîæíÿ, òîáòî ìíîæèíà

{a ∈ Nn : La

σ \ U(0) ̸= ∅}

ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: iñíóþòü âiäêðèòèé îêië íóëÿ U(0)

â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) i ïiäñòàíîâêà σ ∈ Sn òàêi, ùî ìíî-

æèíà M =
{
b ∈ Nn : Lb

σ \ U(0) ̸= ∅
}
íåñêií÷åííà. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåí-

òà b ∈ M çà ëåìîþ 3.2.5 ìíîæèíà Lb
σ \ U(0) ñêií÷åííà, à îòæå, iñíóþòü

åëåìåíò xb ∈ Nn i íàòóðàëüíå ÷èñëî kb ∈ {1, . . . , n} òàêi, ùî

(σ, [b,xb]) /∈ Lb
σ \ U(0) i (σ, [b,xb − (0, . . . , 1︸︷︷︸

kb

, . . . , 0)]) ∈ Lb
σ \ U(0).

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ:

γ : M → Nn, b 7→ xb,
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ϕ : M → {1, . . . , n}, b 7→ kb.

Îñêiëüêè ìíîæèíà M íåñêií÷åííà é îáðàç (M)ϕ ñêií÷åííèé, òî iñíóþòü

íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíàM ′ ⊂ M i íàòóðàëüíå ÷èñëî kM ′ ∈ {1, . . . , n} òàêi,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ u,v ∈ M ′ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(u)ϕ = (v)ϕ = kM ′.

Ç ëåìè 3.2.1 i íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â

(IPF(Nn)0, τ) âèïëèâà¹, ùî â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) iñíó¹

âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië íóëÿ V (0) òàêèé, ùî V (0) · (1, [2kM ′ , 1]) ⊂ U(0).

Ïîêëàäåìî

P = {(σ, [b, (b)γ]) : b ∈ M ′} .

Ç âèáîðó ìíîæèíè M ′ âèïëèâà¹, ùî P ⊂ U(0) \ V (0), à öå ñóïåðå÷èòü

ëåìi 3.2.1(2), îñêiëüêè ìíîæèíà M ′ íåñêií÷åííà.

Íàñëiäîê 3.2.7. Íåõàé n ⩾ 2 i (IPF(Nn)0, τ) � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî

êîìïàêòíà íåäèñêðåòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

âiäêðèòîãî îêîëó íóëÿ U(0) â ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) ìíîæèíà IPF(Nn)0\
U(0) ñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

IPF(Nn) =
⊔
σ∈Sn

{σ} × (
⊔
a∈Nn

La
σ),

òî ç ëåìè 3.2.6 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

IPF(Nn) \ U(0) =
⊔
σ∈Sn

{σ} ×
⊔
a∈Nn

La
σ \ U(0) =

⊔
σ∈Sn

{σ} ×
⊔
a∈Nn

La
σ \ U(0)

ñêií÷åííà.

Ïðèêëàä 3.2.8. Îçíà÷èìî òîïîëîãiþ τAc íà íàïiâãðóïi IPF(Nn)0 òàê:

(i) óñi åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â ïðîñ-

òîði (IPF(Nn)0, τAc);
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(ii) ñiì'ÿ

BAc(0) =
{
U ⊂ IPF(Nn)0 : U ∋ 0 i |IPF(Nn) \ U | < ∞

}
âèçíà÷à¹ áàçó òîïîëîãi¨ τAc â òî÷öi 0 ∈ IPF(Nn)0.

Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið (IPF(Nn)0, τAc) ãîìåîìîðôíèé îäíîòî÷êîâié êîìïà-

êòèôiêàöi¨ Àë¹êñàíäðîâà äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó IPF(Nn) ç íàðîñòîì {0}.
Íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ â (IPF(Nn)0, τ) ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ îñêiëüêè âñi

åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF(Nn) ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â òîïîëîãi÷íîìó

ïðîñòîði (IPF(Nn)0, τ) i çà òâåðäæåííÿì 2.1.24, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ

α, β ∈ IPF (Nn) ðiâíÿííÿ α · χ = β i χ · α = β ìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ â ìîíî¨äi IPF (Nn).

Çàóâàæåííÿ 3.2.9. Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi (äèâ. òåîðåìà 3.1.1) äîâå-

äåíî, ùî äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ τd � ¹äèíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïå-

ðåðâíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn). Òîìó τAc � ¹äèíà ãàóñäîðôîâà

êîìïàêòíà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà IPF(Nn)0.

Ç ëåìè 3.2.7 i çàóâàæåííÿ 3.2.9, âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.10. Íåõàé n ⩾ 2 i IPF(Nn)0 � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi ïðîñòið IPF(Nn)0 àáî äèñêðå-

òíèé àáî òîïîëîãi÷íî içîìîðôíèé ïðîñòîðó (IPF(Nn)0, τAc).

Çà íàñëiäêîì 3.1.4 íàïiâãðóïà IPF(Nn) íå âêëàäà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íî içî-

ìîðôíî â êîìïàêòíó ãàóñäîðôîâó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó. Òîìó ç òåîðå-

ìè 3.2.10 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 3.2.11.

Íàñëiäîê 3.2.11. Íåõàé n ⩾ 2 i IPF(Nn)0 � ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà. Òîäi ïðîñòið IPF(Nn)0 äèñêðåòíèé.
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3.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Öåé ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiäðîçiäiëiâ, ÿêi ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæå-

ííÿì òîïîëîãiçàöi¨ íàïiâãðóïè IPF(Nn). Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî,

ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi

IPF(Nn) ¹ äèñêðåòíîþ (òåîðåìà 3.1.1). Öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹ ðåçóëü-

òàò Áåðòìàí-Âåñòà ç [26] (à îòæå, i ðåçóëüòàò Åáåðãàðòà-Ñåëäåíà ç [33]). Òà-

êîæ äîâåäåíî òåîðåìó 3.1.2, ÿêà óçàãàëüíþ¹ ùå îäèí ðåçóëüòàò Åáåðãàðòà-

Ñåëäåíà, òåîðåìó I.3 ç [33]: ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2

íàïiâãðóïà IPF(Nn) ¹ ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ãàóñäîðôîâî¨ íàïiâòîïîëî-

ãi÷íî¨ íàïiâãðóïè (S, ·) é I = S \ IPF(Nn) ̸= ∅, òî I � äâîái÷íèé iäåàë

â S. Â òåîðåìi 3.1.6 äîâåäåíî, ùî ÿêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n ⩾ 2, ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü íàïiâãðóïó IPF(Nn)

ÿê ùiëüíó ïiäíàïiâãðóïó, òî êâàäðàò S × S íå ¹ ñëàáêî êîìïàêòíèì ïðî-

ñòîðîì.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ïðèêëàä íåäèñêðåòíî¨ ãàóñäîðôîâî¨ êîì-

ïàêòíî¨ òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíî¨ òîïîëîãi¨ τAc íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ç

ïðè¹äíàíèì íóëåì (ïðèêëàä 3.2.8). Äîâåäåíî, ùî ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî

êîìïàêòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹

àáî êîìïàêòíîþ, àáî äèñêðåòíîþ (òåîðåìà 3.2.10). Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþ¹

ðåçóëüòàò Ãóòiêà [61], ùî êîæíèé ãàóñäîðôîâèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé íà-

ïiâòîïîëîãi÷íèé áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C0 ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî êîìïà-

êòíèì, àáî äèñêðåòíèì ïðîñòîðîì.
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ÐÎÇÄIË 4

ÍÀÏIÂÃÐÓÏÀ IPF (κN) ÏÎÐßÄÊÎÂÈÕ IÇÎÌÎÐÔIÇÌIÂ

ÃÎËÎÂÍÈÕ ÔIËÜÒÐIÂ ×ÀÑÒÊÎÂÎ ÂÏÎÐßÄÊÎÂÀÍÎ�

ÌÍÎÆÈÍÈ (κN,⩽)

Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ îçíà÷èìî

κN = {a ∈ Nκ | ìíîæèíà {x ∈ κ | (x) a ̸= 1} � ñêií÷åííà }.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî κZ ÿê ïiäìíîæèíó â Zκ, ÿêà ìiñòèòü óñi âiäîá-

ðàæåííÿ a òàêi, ùî ìíîæèíà {x ∈ κ | (x) a ̸= 0} ñêií÷åííà.
×åðåç 1 ïîçíà÷èìî åëåìåíò ç Nκ òàêèé, ùî (x)1 = 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ κ.

Íà ìíîæèíi Zκ ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê äîáóòêó ⩽:

a ⩽ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (x) a ⩽ (x) b äëÿ âñiõ x ∈ κ.

Òàêîæ íà Zκ ðîçãëÿíåìî ïîòî÷êîâi îïåðàöi¨ �+�, �−�, �max� i �min�. Äëÿ

äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ âèçíà÷èìî:

(x) (a+ b) = (x) a+ (x) b,

(x) (a− b) = (x) a− (x) b,

(x) (max{a, b}) = max{(x) a, (x) b},

(x) (min{a, b}) = min{(x) a, (x) b},

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ κ. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà κZ çàìêíåíà ñòîñîâíî

âèùå îçíà÷åíèõ îïåðàöié. Ìíîæèíà κN òàêîæ çàìêíåíà ñòîñîâíî îïåðàöié

�max� i �min�, àëå öå íå òàê ó âèïàäêó îïåðàöié �+� i �−�. Áiëüøå òîãî,

a+ b, a− b /∈ κN äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ κN.
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Îäíàê

a+ b− 1 ∈ κN äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ κN,

i

a− b+ 1 ∈ κN äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ κN i b ∈ ↓a.

Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Âèçíà÷èìî íàïiâãðóïó

IPF (κN) ÿê ìíîæèíó âñiõ ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ìiæ ãîëîâíèìè ôiëüò-

ðàìè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (κN,⩽) ç îïåðàöi¹þ êîìïîçèöi¨ ÷àñ-

òêîâèõ âiäîáðàæåíü.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF (κN) ÷åðåç

dα i rα ïîçíà÷àòèìåìî òàêi åëåìåíòè ç κN, ùî domα = ↑dα i ranα = ↑rα.
Òàêîæ âèçíà÷èìî ÷àñòêîâi ïåðåòâîðåííÿ λα, ρα ∈ IPF (κN) òàê:

dom ρα = domα = ↑dα, ran ρα = κN, (a) ρα = a− dα + 1 äëÿ a ∈ dom ρα;

ranλα = ranα = ↑rα, domλα = κN, (a)λα = a+ rα − 1 äëÿ a ∈ domλα.

Îñêiëüêè a+ rα− 1 ∈ κN äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ domλα, òî ÷àñòêîâå

âiäîáðàæåííÿ λα âèçíà÷åíî êîðåêòíî. Àíàëîãi÷íî, a − dα + 1 ∈ κN äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ dom ρα, à òîìó ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ ρα òàêîæ

âèçíå÷åíî êîðåêòíî.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ i äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ

âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Fg : Zκ → Zκ çà ôîðìóëîþ:

(x) (a)Fg =
(
(x) g−1

)
a, a ∈ Zκ, x ∈ κ.
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4.1. Àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè IPF (κN)

Òâåðäæåííÿ 4.1.1. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Òîäi:

(i) IPF (κN) � iíâåðñíà íàïiâãðóïà;

(ii) íàïiâ ðàòêà iäåìïîòåíòiâ E (IPF (κN)) içîìîðôíà íàïiâ ðàòöi

(κN,max) ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ ε 7→ dε;

(iii) αLβ â IPF (κN) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè domα = dom β;

(iv) αRβ â IPF (κN) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ranα = ran β;

(v) αHβ â IPF (κN) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè domα = dom β i ranα =

ran β;

(vi) äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ ε, ι ∈ IPF (κN) iñíóþòü åëåìåíòè

α, β ∈ IPF (κN) òàêi, ùî αβ = ε i βα = ι, à òîìó íàïiâãðóïà

IPF (κN) áiïðîñòà, à îòæå, ïðîñòà.

Äîâåäåííÿ. (i) Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè IPF (κN) âèïëèâà¹, ùî ìîíî¨ä

IPF (κN) ¹ iíâåðñíèì ïiäìîíî¨äîì ñèìåòðè÷íîãî iíâåðñíîãî ìîíî¨äó IκN

íàä ìíîæèíîþ κN.

Òâåðäæåííÿ (ii) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (i).

Òâåðäæåííÿ (iii)�(v) âèïëèâàþòü ç âëàñòèâîñòi (i) i ç òâåðäæåíü 1.2.6(1)�

(3).

(vi) Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi iäåìïîòåíòè ε, ι ∈ IPF (κN). Âèçíà÷èìî ÷àñò-

êîâå âiäîáðàæåííÿ α : κN ⇀ κN òàê:

domα = dom ε, ranα = dom ι i (z)α = z − dε + dι, äëÿ z ∈ domα.

Îñêiëüêè ε, ι ∈ IPF (κN), òî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ α âèçíà÷åíå êîðåêòíî

é α ∈ IPF (κN). Òîäi αα−1 = ε i α−1α = ι, à òîìó ïîêëàäåìî β = α−1. Ç

ëåìè 1.2.4 âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà IPF (κN) áiïðîñòà, à îòæå, ïðîñòà.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ⩾ 2 i äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ κ âè-
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çíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ kx : κ → N òàê:

(t) kx =

k, ÿêùî t = x;

1, â iíøîìó âèïàäêó.

Ëåìà 4.1.2. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ i äëÿ äîâiëüíî¨

ái¹êöi¨ g ∈ Sκ âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi.

(i) Âiäîáðàæåííÿ Fg ¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-

âàíî¨ ìíîæèíè (Zκ,⩽) i (Fg)
−1 = Fg−1.

(ii) (κN)Fg = κN.

(iii) (κZ)Fg = κZ.

(iv) Fgh = FgFh äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ h ∈ Sκ.

(v) (kx)Fg = k(x)g äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà k ∈ N i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåí-

òà x ∈ κ.

(vi) (1)Fg = 1.

(vii) Äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ h ∈ Sκ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: g ̸=h =⇒ Fg ̸=Fh.

(viii) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(a+b)Fg=(a)Fg+(b)Fg.

(ix) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(a−b)Fg=(a)Fg−(b)Fg.

(x) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(max{a, b})Fg = max{(a)Fg, (b)Fg}.

(xi) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

(min{a, b})Fg = min{(a)Fg, (b)Fg}.

Äîâåäåííÿ. (i)Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿFg ¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiç-
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ìîì. Çàôiêñó¹ìî ðiçíi åëåìåíòè a, b ∈ Zκ. Iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà x ∈ κ, ùî

(x) a ̸= (x) b. Äëÿ êîîðäèíàòè y = (x) g ìà¹ìî, ùî x = (y) g−1, à òîìó ç

íåðiâíîñòi
(
(y) g−1

)
a ̸=

(
(y) g−1

)
b îòðèìó¹ìî, ùî (a)Fg ̸= (b)Fg, à îòæå,

âiäîáðàæåííÿ Fg ií'¹êòèâíå.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ Zκ âèçíà÷èìî åëåìåíò b òàê:

(x) b = ((x) g) a, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ κ,

òîäi

(x) (b)Fg =
(
(x) g−1

)
b =

((
(x) g−1

)
g
)
a = (x) a, äëÿ x ∈ κ,

à îòæå, âiäîáðàæåííÿ Fg ñþð'¹êòèâíå i, áiëüøå òîãî, éîãî îáåðíåííå âiäîá-

ðàæåííÿ (Fg)
−1 çáiãà¹òüñÿ ç Fg−1.

Íåõàé a, b ∈ Zκ i a ⩽ b. Äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ ìà¹ìî, ùî(
(x) g−1

)
a ⩽

(
(x) g−1

)
b,

à îòæå,

(x) (a)Fg ⩽ (x) (b)Fg,

òîáòî

(a)Fg ⩽ (b)Fg.

Òîìó âiäîáðàæåííÿ Fg ¹ ìîíîòîííèì, à îòæå, i âiäîáðàæåííÿ F−1
g òàêîæ

¹ ìîíîòîííèì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Fg � ïîðÿäêîâèé içîìîð-

ôiçì.

(ii) Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò a ∈ κN. Îñêiëüêè

(x) (a)Fg =
(
(x) g−1

)
a ∈ N äëÿ êîæíîãî x ∈ κ,

òî (a)Fg ∈ Nκ. Âèçíà÷èìî ìíîæèíó A={x ∈ κ | (x) a ̸= 1} i ïðèïóñòèìî,

ùî äëÿ äåÿêî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (x) (a)Fg ̸= 1.

Òîäi
(
(x) g−1

)
a ̸= 1, à îòæå, (x) g−1 ∈ A, à òîìó x ∈ (A) g. Îñêiëüêè
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ìíîæèíà A ñêií÷åííà à g � ái¹êöiÿ, òî ìíîæèíà (A) g òàêîæ ñêií÷åííà.

Îòæå, (a)Fg ∈ κN, à òîìó (κN)Fg ⊂ κN. Ç îòðèìàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî

(a)Fg−1 ∈ κN, i âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü ((a)Fg−1)Fg = a, îòðèìó¹ìî, ùî
κN ⊂ (κN)Fg.

(iii) Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (iii) ¹ àíàëîãi÷íèì äî äîâåäåííÿ òâåðäæå-

ííÿ (ii)

(iv) Äëÿ äîâiëüíèõ ái¹êöi¨ h ∈ Sκ, åëåìåíòà a ∈ Zκ i êîîðäèíàòè x ∈ κ

ìà¹ìî, ùî

(x) (a)Fgh =
(
(x) (gh)−1

)
a =

(
(x)

(
h−1g−1

))
a =

=
((
(x)h−1

)
g−1

)
a =

=
(
(x)h−1

)
(a)Fg =

= (x) ((a)Fg)Fh =

= (x) (a) (FgFh) .

(v) Íåõàé k ∈ N i x ∈ κ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè t ∈ κ ìà¹ìî, ùî

(t) (kx)Fg =
(
(t) g−1

)
kx =

k, ÿêùî (t) g−1 = x;

1, â iíøîìó âèïàäêó;
=

=

k, ÿêùî t = (x) g;

1, â iíøîìó âèïàäêó;
=

= (t) k(x)g.

(vi) Äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè t ∈ κ ìà¹ìî, ùî

(t) (1)Fg=
(
(t) g−1

)
1=1.

(vii) Íåõàé h ∈ Sκ i g ̸= h. Òîäi iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà x ∈ κ, ùî

(x) g−1 ̸= (x)h−1. Ðîçãëÿíåìî îáðàç åëåìåíòà 2(x)g−1 ñòîñîâíî âiäîáðàæåíü



87

Fg i Fh. Ç âëàñòèâîñòi (v) i íåðiâíîñòi (x) g−1 ̸= (x)h−1 âèïëèâà¹, ùî(
2(x)g−1

)
Fg = 2x ̸= 2((x)g−1)h =

(
2(x)g−1

)
Fh.

(viii) Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Zκ i äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ

ìà¹ìî, ùî

(x) (a+ b)Fg =
(
(x) g−1

)
(a+ b) =

=
(
(x) g−1

)
a+

(
(x) g−1

)
b =

= (x) (a)Fg + (x) (b)Fg.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü (ix), (x) i (xi) àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òâåðäæåííÿ

(viii).

Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ i äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ

âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F◦
g :

κN → κN ÿê çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ Fg íà

ìíîæèíó κN. Ç ëåìè 4.1.2(ii) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F◦
g âèçíà÷åíå

êîðåêòíî òà F◦
g � ái¹êöiÿ. Çâiäñè òà ç ëåìè 4.1.2(i) îòðèìó¹ìî, ùî âiäîáðà-

æåííÿ F◦
g ¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(κN,⩽). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F⋄
g :

κZ → κZ ÿê çâóæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ Fg íà ìíîæèíó κZ. Äàëi, àíàëîãi÷íî, ç ëåìè 4.1.2(iii) îòðè-

ìó¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F⋄
g âèçíà÷åíå êîðåêòíî i F⋄

g � ái¹êöiÿ.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.1.3 àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 4.1.2.

Ëåìà 4.1.3. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ òà äëÿ äîâiëüíî¨

ái¹êöi¨ g ∈ Sκ âëàñòèâîñòi (iv)− (xi) ëåìè 4.1.2 âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äëÿ

âiäîáðàæåíü F◦
g òà F⋄

g .

×åðåç I ïîçíà÷èìî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè κN. Î÷åâèäíî, ùî

I � îäèíèöÿ ìîíî¨äà IPF (κN). Òàêîæ ÷åðåç H (I) ïîçíà÷èìî ãðóïó îäè-

íèöü íàïiâãðóïè IPF (κN). Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ α ∈ IPF (κN)

¹ åëåìåíòîì ãðóïè îäèíèöü H (I) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè α � ïîðÿäêîâèé

içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (κN,⩽).
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Ëåìà 4.1.4. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i α ∈ H (I). Òîäi

(1)α = 1 i äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà y ∈ κ,

ùî (kx)α = ky, äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ⩾ 2.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi 1 ⩽ (1)α âèïëèâà¹, ùî

(1)α−1 ⩽ ((1)α)α−1 = 1,

à òîìó (1)α = 1.

Òåïåð çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó êîîðäèíàòó x ∈ κ i ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

(2x)α. Îñêiëüêè 1 = (1)α ̸= (2x)α, òî iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà y ∈ κ, ùî

2y ⩽ (2x)α, à òîìó ç íåðiâíîñòi (2y)α−1 ⩽ 2x îòðèìó¹ìî, ùî (2x)α = 2y.

Íåõàé k � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ⩾ 2, i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩽ k âèêîíóþòüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ ðîçãëÿíåìî îáðàç ((k + 1)x)α. Iñíó¹ òà-

êà êîîðäèíàòà z ∈ κ, ùî (k + 1)z ⩽ ((k + 1)x)α. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå:

(k + 1)z ⩽̸ ((k + 1)x)α äëÿ âñiõ z ∈ κ. Îñêiëüêè

((k + 1)x)α /∈ {1, 2z, 3z, . . . , kz | z ∈ κ},

òî iñíóþòü äâi ðiçíi êîîðäèíàòè z1, z2 ∈ κ òàêi, ùî

1 < (z1) ((k + 1)x)α < k + 1 i 1 < (z2) ((k + 1)x)α < k + 1.

Îòæå,

2z1 ⩽ ((k + 1)x)α i 2z2 ⩽ ((k + 1)x)α,

à òîìó

(2z1)α
−1 ⩽ (k + 1)x i (2z2)α

−1 ⩽ (k + 1)x .

Îñêiëüêè

(2z1)α
−1 = 2z′1 i (2z2)α

−1 = 2z′2

äëÿ äåÿêèõ z′1, z
′
2, òî z′1 = z′2. Òîäi 2z1 = 2z2, à îòæå, z1 = z2, ùî ñóïåðå÷èòü
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óìîâi z1 ̸= z2. Òîìó

((k + 1)z)α
−1 ⩽ (k + 1)x .

Îñêiëüêè

((k + 1)z)α
−1 /∈ {1, 2x, 3x, . . . , kx},

òî ((k + 1)z)α
−1 = (k + 1)x, à îòæå, ((k + 1)x)α = (k + 1)z. Ïåðåâiðèìî,

ùî x = y. Ç íåðiâíîñòi 2x < (k + 1)x îòðèìó¹ìî, ùî (2x)α < ((k + 1)x)α.

Îñêiëüêè (2x)α = 2y i ((k + 1)x)α = (k + 1)z, òî 2y < (k + 1)z, à òîìó

z=y.

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ πx :
κN→κN

çà ôîðìóëîþ:

(t) (a) πx =

(t) a, ÿêùî t = x;

1, â iíøîìó âèïàäêó,
a ∈ κN, t ∈ κ.

Ëåìà 4.1.5. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. ßêùî α ∈ H (I)

çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâiòü (2x)α = 2x äëÿ âñiõ êîîðäèíàò x ∈ κ, òî α �

òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a ∈ κN. Îñêiëüêè íåðiâíiñòü (a) πx ⩽ a âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ êîîðäèíàò x ∈ κ é α � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì, òî ((a)πx)α ⩽

(a)α. Ç ëåìè 4.1.4 i ç ïðèïóùåííÿ ìà¹ìî, ùî ((a) πx)α = (a) πx, à òîìó

(a) πx ⩽ (a)α äëÿ âñiõ x ∈ κ, à îòæå, a ⩽ (a)α.

Ìè ïîêàçàëè, ùî íåðiâíiñòü a ⩽ (a)α âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ

a ∈ κN i âñiõ âiäîáðàæåíü α, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü ïðèïóùåííÿ ëåìè. Çàñòî-

ñóâàâøè öåé ðåçóëüòàò äî åëåìåíòà (a)α i âiäîáðàæåííÿ α−1, îòðèìó¹ìî,

ùî (a)α ⩽ ((a)α)α−1 = a.

Ç íåðiâíîñòåé a ⩽ (a)α i (a)α ⩽ a îòðèìó¹ìî, ùî (a)α = a.

Òåîðåìà 4.1.6. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ ãðóïà îäèíèöü

H (I) íàïiâãðóïè IPF (κN) içîìîðôíà ãðóïi Sκ ái¹êòèâíèõ ïåðåòâîðåíü
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êàðäèíàëà κ. Áiëüøå òîãî, α ∈ H (I) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè α = F◦
g äëÿ

äåÿêî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F : Sκ → H (I) òàê:

(g)F = F◦
g , äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ.

Îñêiëüêè F◦
g � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè

(κN,⩽), òî âiäîáðàæåííÿ F◦
g ¹ åëåìåíòîì ãðóïè îäèíèöü H (I), à îòæå,

âiäîáðàæåííÿ F âèçíà÷åíå êîðåêòíî. Äàëi äîâåäåìî, ùî F � içîìîðôiçì.

Ç ëåìè 4.1.2(iv) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ F ¹ ãîìîìîðôiçìîì i ç

ëåìè 4.1.2(vii) âèïëèâà¹, ùî F � ií'¹êòèâíå.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F � ñþð'¹êòèâíå. Íåõàé α ∈ H (I). Ç ëå-

ìè 4.1.4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ iñíó¹ òàêà êîîðäèíà-

òà y ∈ κ, ùî (2x)α = 2y. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ g : κ → κ òàê: (x) g = y.

Îñêiëüêè α ái¹êöiÿ, òî g òàêîæ ái¹êöiÿ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî êîìïîçèöiþ α ◦F◦
g−1. Íåõàé x ∈ κ. Ç îçíà÷åííÿ âiäîá-

ðàæåííÿ g âèïëèâà¹, ùî

(2x)
(
α ◦ F◦

g−1

)
=

(
2(x)g

)
F◦

g−1

i ç ëåìè 4.1.2(v) âèïëèâà¹, ùî
(
2(x)g

)
F◦

g−1 = 2x, à òîìó (2x)
(
α ◦ F◦

g−1

)
= 2x.

Çà ëåìîþ 4.1.5 α ◦ F◦
g−1 � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, à îòæå,

α =
(
F◦

g−1

)−1
= F◦

g .

Íàñëiäîê 4.1.7 âèïëèâà¹ ç òåîðåì 1.2.7, 1.2.8 i 4.1.6.

Íàñëiäîê 4.1.7. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ êîæíà ìàêñè-

ìàëüíà ïiäãðóïà íàïiâãðóïè IPF (κN) içîìîðôíà ãðóïi Sκ ái¹êöié êàðäèíà-

ëà κ.

Òâåðäæåííÿ 4.1.8. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i
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α ∈ IPF (κN). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ái¹êöiÿ gα ∈ Sκ òàêà, ùî α = ραF◦
gα
λα.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ åëåìåíòà ρ−1
α αλ−1

α âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ραρ
−1
α αλ−1

α λα = εαι,

äå ε i ι � iäåìïîòåíòè ç dom ε = domα i dom ι = ranα, à îòæå, εαι = α.

Îñêiëüêè

dom
(
ρ−1
α αλ−1

α

)
= ran

(
ρ−1
α αλ−1

α

)
= κN,

òî ρ−1
α αλ−1

α ∈ H (I). Çà òåîðåìîþ 4.1.6 äëÿ åëåìåíòà ρ−1
α αλ−1

α iñíó¹ òàêà

ái¹êöiÿ gα ∈ Sκ, ùî ρ−1
α αλ−1

α = F◦
gα
.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ái¹êöiÿ h ∈ Sκ, òàêà, ùî α = ραF◦
hλα. Òîäi ç

ðiâíîñòi ραF◦
hλα = ραF◦

gα
λα âèïëèâà¹, ùî(

ρ−1
α ρα

)
F◦

h

(
λαλ

−1
α

)
=

(
ρ−1
α ρα

)
F◦

gα

(
λαλ

−1
α

)
.

Ç îçíà÷åíü ÷àñòêîâèõ âiäîáðåæåíü λα i ρα âèïëèâà¹, ùî

ρ−1
α ρα = λαλ

−1
α = I,

à îòæå, F◦
h = F◦

gα
. Ç ëåìè 4.1.2(v) âèïëèâà¹, ùî h = gα.

Íàñëiäîê 4.1.9 ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí åëåìåíò α íàïiâãðóïè IPF (κN)

¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæà¹òüñÿ ÿê êîìïîçèöiÿ òðüîõ áàçîâèõ ïåðåòâîðåíü: çñóâ

â ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì âñi¹¨ ìíîæèíè κN i çñóâ â

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ α.

Íàñëiäîê 4.1.9. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i α äîâiëü-

íèé åëåìåíò íàïiâãðóïè IPF (κN). Çîáðàæåííÿ α = ραF◦
gα
λα ¹äèíå.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà α ∈ IPF (κN) ÷åðåç gα ïîçíà÷àòèìåìî åëåìåíò

ãðóïè Sκ, ÿêèé ðåàëiçó¹ çîáðàæåííÿ α = ραF◦
gα
λα.

Ëåìà 4.1.10. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i α, β åëåìåíòè
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íàïiâãðóïè IPF (κN). Òîäi

dαβ = (max{rα, dβ} − rα)F−1
gα

+ dα;

rαβ = (max{rα, dβ} − dβ)Fgβ + rβ;

F◦
gαβ

= F◦
gα
F◦

gβ
.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiäîá-

ðàæåíü âèïëèâà¹, ùî

dom (αβ) = (ranα ∩ dom β)α−1 = (↑rα ∩ ↑dβ)α−1 = (↑max{rα, dβ})α−1.

Îñêiëüêè α � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì, òî

(↑max{rα, dβ})α−1 = ↑
[
(max{rα, dβ})α−1

]
.

Ç íàñëiäêó 4.1.9 òà òâåðäæåíü (vi) , (viii) ëåìè 4.1.2 âèïëèâà¹, ùî

dom (αβ) = ↑
[
(max{rα, dβ})α−1

]
=

= ↑
(
[max{rα, dβ}]λ−1

α

(
F◦

gα

)−1
ρ−1
α

)
=

= ↑
(
[max{rα, dβ} − rα + 1]

(
F◦

gα

)−1
ρ−1
α

)
=

= ↑
([
(max{rα, dβ} − rα)F−1

gα
+ 1

]
ρ−1
α

)
=

= ↑
[
(max{rα, dβ} − rα)F−1

gα
+ dα

]
.

Àíàëîãi÷íî, çà îçíà÷åííÿì îáëàñòi çíà÷åíü êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiäîá-

ðàæåíü, ìà¹ìî, ùî

ran (αβ) = (ranα ∩ dom β) β = (↑rα ∩ ↑dβ)β = (↑max{rα, dβ}) β.

Îñêiëüêè β � ïîðÿäêîâèé içîìîðôiçì, òî

(↑max{rα, dβ})β = ↑ [(max{rα, dβ})β] .
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Ç íàñëiäêó 4.1.9 òà òâåðäæåíü (vi) , (viii) ëåìè 4.1.2 âèïëèâà¹, ùî

ran (αβ) = ↑ [(max{rα, dβ})β] =

= ↑
(
[max{rα, dβ}]λβF◦

gβ
ρβ

)
=

= ↑
(
[max{rα, dβ} − dβ + 1]F◦

gβ
ρβ

)
=

= ↑
([
(max{rα, dβ} − dβ)Fgβ + 1

]
ρβ
)
=

= ↑
[
(max{rα, dβ} − dβ)Fgβ + rβ

]
.

Äîâåäåìî, ùî αβ = ραβF◦
gα
F◦

gβ
λαβ. Ç îçíà÷åíü âiäîáðàæåíü ραβ, F◦

gα
,

F◦
gβ
, λαβ i ç îçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiäîáðàæåíü âèïëèâà¹, ùî

dom
(
ραβF◦

gα
F◦

gβ
λαβ

)
= dom (αβ)

i

ran
(
ραβF◦

gα
F◦

gβ
λαβ

)
= ran (αβ) .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò a ∈ dom (αβ) i éîãî çîáðàæåííÿ

a = dαβ + a− dαβ.

Ïîçíà÷èìî a−dαβ ÷åðåç b. Òîäi åëåìåíò a ìà¹ òàêå çîáðàæåííÿ: a = dαβ+b.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îáðàç åëåìåíòà a ñòîñîâíî âiäîáðàæåíü ραβF◦
gα
F◦

gβ
λαβ i

αβ:

(a) ραβF◦
gα
F◦

gβ
λαβ = (dαβ + b) ραβF◦

gα
F◦

gβ
λαβ =

= (b+ 1)F◦
gα
F◦

gβ
λαβ =

=
(
(b)FgαFgβ + 1

)
λαβ =

= (b)FgαFgβ + rαβ;
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(a)αβ = (dαβ + b)αβ =

=
(
[max{rα, dβ} − rα]F−1

gα
+ dα + b

)
αβ =

=
(
[max{rα, dβ} − rα]F−1

gα
+ dα + b

)
ραF◦

gα
λαρβF◦

gβ
λβ =

=
(
[max{rα, dβ} − rα]F−1

gα
+ 1+ b

)
F◦

gα
λαρβF◦

gβ
λβ =

= (max{rα, dβ} − rα + 1+ (b)Fgα)λαρβF◦
gβ
λβ =

= (max{rα, dβ}+ (b)Fgα) ρβF◦
gβ
λβ =

= (max{rα, dβ} − dβ + 1+ (b)Fgα)F◦
gβ
λβ =

=
(
[max{rα, dβ} − dβ]Fgβ + 1+ (b)FgαFgβ

)
λβ =

= [max{rα, dβ} − dβ]Fgβ + (b)FgαFgβ + rβ =

= rαβ + (b)FgαFgβ .

Îòæå, αβ = ραβF◦
gα
F◦

gβ
λαβ, à òîìó çà íàñëiäêîì 4.1.9 îòðèìó¹ìî, ùî F◦

gαβ
=

F◦
gα
F◦

gβ
.

Ç ëåìè 4.1.10 âèïëèâàþòü òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 4.1.11. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ i äëÿ äîâiëü-

íèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF (κN) ái¹êöiÿ gαβ çáiãà¹òüñÿ ç gαgβ.

Íàñëiäîê 4.1.12. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i ε � iäåì-

ïîòåíò íàïiâãðóïè IPF (κN). Òîäi gε = idκ i F◦
gε
= I.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ, ðîçãëÿíåìî íàïiâãðóïó κB,

ÿê ìíîæèíó κN× κN ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ∗κ, ÿêà ¹ àíàëîãi÷íîþ äî îïå-

ðàöi¨ ìíîæåííÿ (1.2) â íàïiâãðóïi B:

(a, b) ∗κ (c, d) = (a+max{b, c} − b, d+max{b, c} − c) , (4.1)

äå a, b, c, d ∈ κN.

Çàóâàæèìî, ùî íàïiâãðóïà κB içîìîðôíà ïðÿìîìó κ êîäîáóòêó áiöèêëi-

÷íî¨ íàïiâãðóïè.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φg :
κB → κB

òàê: äëÿ äîâiëüíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ïàðè (a, b) ∈ κB âèçíà÷èìî ((a, b)) Φg =
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(
(a)F◦

g , (b)F◦
g

)
. Ç òâåðäæåíü (i) , (ii) ëåìè 4.1.2 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ Φg âèçíà÷åíå êîðåêòíî òà Φg � ái¹êöiÿ. Ïåðåâiðèìî, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ Φg ¹ àâòîìîðôiçìîì íàïiâãðóïè κB. Äëÿ äîâiëüíèõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð

(a, b) , (c, d) ∈ κB çà òâåðäæåííÿìè (xiii)− (x) ëåìè 4.1.2 ìà¹ìî, ùî

((a, b) ∗κ (c, d)) Φg = ((a+max{b, c} − b, d+max{b, c} − c)) Φg =

=
(
(a+max{b, c} − b)F◦

g , (d+max{b, c} − c)F◦
g

)
=

= ((a)Fg+max{(b)Fg, (c)Fg}− (b)Fg, (d)Fg+max{(b)Fg, (c)Fg}− (c)Fg)

= ((a)Fg, (b)Fg) ∗κ ((c)Fg, (d)Fg) =
(
(a)F◦

g , (b)F◦
g

)
∗κ

(
(c)F◦

g , (d)F◦
g

)
=

= (a, b) Φg ∗κ (c, d) Φg.

Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë iAut(κB) � ãðóïà àâòîìîð-

ôiçìiâ íàïiâãðóïè κB. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φ: Sκ → Aut (κB) òàê: äëÿ

äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ ïîêëàäåìî (g) Φ = Φg. Ç ëåìè 4.1.2(vii) âèïëèâà¹,

ùî Φ � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ãîìîìîð-

ôiçìîì. Íåõàé g, h ∈ Sκ, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà [a, b] ∈ κB ìà¹ìî,

ùî

([a, b]) (gh) Φ = ([a, b]) Φgh =
[
(a)F◦

gh, (b)F◦
gh

]
.

Ç ëåìè 4.1.2(iv) âèïëèâà¹, ùî[
(a)F◦

gh, (b)F◦
gh

]
=

[
(a)F◦

gF◦
h, (b)F◦

gF◦
h

]
,

i îñêiëüêè [
(a)F◦

gF◦
h, (b)F◦

gF◦
h

]
=

([
(a)F◦

g , (b)F◦
g

])
Φh =

= ([a, b]) ΦgΦh =

= ([a, b]) (g) Φ (h) Φ,

òî

([a, b]) (gh) Φ = ([a, b]) (g) Φ (h) Φ,
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òîáòî Φ � ãîìîìîðôiçì.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ ðîçãëÿíåìî íàïiâïðÿìèé äî-

áóòîê Sκ ⋉Φ
κB íàïiâãðóïè κB ãðóïîþ Sκ ÿê ìíîæèíó Sκ × κB ç òàêîþ

îïåðàöi¹þ:

(g, [a, b]) (h, [c, d]) = (gh, ([a, b]) Φh ∗κ [c, d]) ,

äå (g, [a, b]) , (h, [c, d]) ∈ Sκ × κB.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Ψ: IPF (κN) → Sκ ⋉Φ
κB òàê:

(α)Ψ =
(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

])
.

Ç îçíà÷åííÿ åëåìåíòiâ dα, rα, gα i F◦
gα
âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Ψ âèçíà-

÷åíå êîðåêòíî.

Òåîðåìà 4.1.13. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ íàïiâãðóïà

IPF (κN) içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sκ⋉Φ
κB íàïiâãðóïè κB ãðóïîþ

Sκ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿΨ. Çà íàñëiäêîì 4.1.9 âiäîáðàæåí-

íÿ Ψ ái¹êòèâíå. Äîâåäåìî, ùî Ψ òàêîæ ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF (κN) ìà¹ìî, ùî

(αβ)Ψ =
(
gαβ,

[
(dαβ)F◦

gαβ
, rαβ

])
.

Ç íàñëiäêó 4.1.11 i ëåìè 4.1.10 âèïëèâà¹, ùî(
gαβ,

[
(dαβ)F◦

gαβ
, rαβ

])
=

=
(
gαgβ,

[(
(max{rα, dβ}−rα)F−1

gα
+dα

)
F◦

gα
F◦

gβ
, (max{rα, dβ}−dβ)Fgβ+rβ

])
.

Ç ëåìè 4.1.2, îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ∗κ i îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ Φ âèïëèâà¹,

ùî(
gαgβ,

[(
(max{rα, dβ}−rα)F−1

gα
+dα

)
F◦

gα
F◦

gβ
, (max{rα, dβ}−dβ)Fgβ+rβ

])
=

= (gαgβ, [max{(rα)Fgβ , (dβ)Fgβ}− (rα)Fgβ+(dα)FgαFgβ ,

max{(rα)Fgβ , (dβ)Fgβ}− (dβ)Fgβ+rβ]) =

=
(
gαgβ,

[
(dα)FgαFgβ , (rα)Fgβ

]
∗κ

[
(dβ)Fgβ , rβ

])
=
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=
(
gαgβ,

[
(dα)F◦

gα
F◦

gβ
, (rα)F◦

gβ

]
∗κ

[
(dβ)F◦

gβ
, rβ

])
=

=
(
gαgβ,

([
(dα)F◦

gα
, rα

])
Φgβ ∗κ

[
(dβ)F◦

gβ
, rβ

])
=

=
(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

]) (
gβ,

[
(dβ)F◦

gβ
, rβ

])
= (α)Ψ (β)Ψ.

Äëÿ åëåìåíòà α ∈ IPF (κN) ÷åðåç
(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

])
=(α)Ψ ïîçíà÷àòè-

ìåìî îáðàç åëåìåíòà α ïðè içîìîðôiçìi Ψ: IPF (κN) → Sκ ⋉Φ
κB.

Òâåðäæåííÿ 4.1.14. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë, α �

äîâiëüíèé åëåìåíò íàïiâãðóïè IPF (κN) i ε � äîâiëüíèé iäåìïîòåíò â

íàïiâãðóïi IPF (κN). Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

(αε)Ψ =
(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

])
(idκ, [dε, dε]) =

=
(
gα,

[
max{rα, dε} − rα + (dα)F◦

gα
,max{rα, dε}

])
;

(εα)Ψ = (idκ, [dε, dε])
(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

])
=

=
(
gα,

[
(max{dε, dα})F◦

gα
, (max{dε, dα})F◦

gα
− (dα)F◦

gα
+ rα

])
.

Äîâåäåííÿ. Çà íàñëiäêîì 4.1.12 gε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, òîáòî gε =

idκ i F◦
gε
= I. Îñêiëüêè dom ε = ran ε, òî dε = rε, à îòæå, (dε)F◦

gε
= dε = rε.

Òîìó (
gε,

[
(dε)F◦

gε
, rε

])
= (idκ, [dε, dε]) .

Äàëi, âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà íàïiâãðóïi Sκ ⋉Φ
κB,

îòðèìó¹ìî íåîáõiäíi ðiâíîñòi.

Òåîðåìà 4.1.15 îïèñó¹ ìiíiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ íà íàïiâãðóïi

IPF (κN).

Òåîðåìà 4.1.15. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Òîäi αCmgβ

â íàïiâãðóïi IPF (κN) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

gα = gβ i (dα)F◦
gα
− rα = (dβ)F◦

gβ
− rβ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé iäåìïîòåíò ε íàïiâãðóïè IPF (κN).
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Çà òâåðäæåííÿì 4.1.14(
gα,

[
(dα)F◦

gα
, rα

])
(idκ, [dε, dε]) =

=
(
gα,

[
max{rα, dε} − rα + (dα)F◦

gα
,max{rα, dε}

])
,(

gβ,
[
(dβ)F◦

gβ
, rβ

])
(idκ, [dε, dε]) =

=
(
gβ,

[
max{rβ, dε} − rβ + (dβ)F◦

gβ
,max{rβ, dε}

])
,

à îòæå, ðiâíiñòü αε = βε âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

gα = gβ i (dα)F◦
gα
− rα = (dβ)F◦

gβ
− rβ.

Íåõàé Aut(κZ+) � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè κZ+. Âèçíà÷èìî âiäîá-

ðàæåííÿ Θ: Sκ → Aut (κZ+) òàê: äëÿ äîâiëüíî¨ ái¹êöi¨ g ∈ Sκ ïîêëàäåìî

(g)Θ = F⋄
g .

Ç òâåðäæåíü (i) , (iii) i (viii) ëåìè 4.1.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ái-

¹êöi¨ g ∈ Sκ âiäîáðàæåííÿ F⋄
g ¹ àâòîìîðôiçìîì ãðóïè κZ+, à îòæå, âiäîá-

ðàæåííÿ Θ âèçíà÷åíå êîðåêòíî. Ç òâåðäæåíü (iv) i (vii) ëåìè 4.1.2 âèïëè-

âà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Θ � ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì.

Ðîçãëÿíåìî íàïiâïðÿìèé äîáóòîê Sκ ⋉Θ
κZ+ ÿê ìíîæèíó Sκ × κZ ç íà-

ïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(g,m) (h, n) = (gh, (m)F⋄
h + n) .

Òåîðåìà 4.1.16. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ � ôàêòîð-

íàïiâãðóïà IPF (κN) /Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó Sκ⋉Θ
κZ+ ãðó-

ïè κZ+ ãðóïîþ Sκ.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Υ: IPF (κN) → Sκ ⋉Θ
κZ+ òàê:

äëÿ äîâëiüíîãî α ∈ IPF (κN) ïîêëàäåìî

(α)Υ =
(
gα, (dα)F◦

gα
− rα

)
.



99

Îñêiëüêè a− b ∈ κZ äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ κN, òî âiäîáðàæåííÿ Υ âèçíà÷åíå

êîðåêòíî.

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF (κN), çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ

Υ, ìà¹ìî, ùî:

(αβ)Υ =
(
gαβ, (dαβ)F◦

gαβ
− rαβ

)
,

i çà ëåìîþ 4.1.10 îòðèìó¹ìî:

(αβ)Υ =

=
(
gαgβ,

(
(max{rα, dβ}−rα)F−1

gα
+dα

)
F◦

gα
F◦

gβ
− (max{rα, dβ}−dβ)Fgβ−rβ

)
,

à îòæå, çà òâåðäæåííÿìè (viii) , (ix) ëåìè 4.1.2 ìà¹ìî, ùî

(αβ)Υ =

= (gαgβ,(max{rα,dβ})Fgβ−(rα)Fgβ+(dα)FgαFgβ−(max{rα,dβ})Fgβ+(dβ)Fgβ−rβ)

=
(
gαgβ, (dα)FgαFgβ − (rα)Fgβ + (dβ)Fgβ − rβ

)
=

=
(
gα, (dα)F◦

gα
− rα

) (
gβ, (dβ)F◦

gβ
− rβ

)
=

= (α)Υ (β)Υ,

à îòæå, âiäîáðàæåííÿ Υ � ãîìîìîðôiçì.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Υ � ií'¹êòèâíå. Äëÿ äîâiëüíî¨ âïîðÿäêî-

âàíî¨ ïàðè (g, z) ∈ Sκ × κZ ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ a, b : κ → N. Äëÿ

äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ ïðèéìåìî:

(x) a =


(x) z, ÿêùî (x) z > 0;

1, ÿêùî (x) z = 0;

0, ÿêùî (x) z < 0;
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i

(x) b =


0, ÿêùî (x) z > 0;

1, ÿêùî (x) z = 0;

− (x) z, ÿêùî (x) z < 0.

Ìà¹ìî, ùî a, b ∈ κN i z = a − b. Òåïåð ðîçãëÿíåìî åëåìåíò α ∈ IPF (κN)

òàêèé, ùî

gα =g,

dα =(a)
(
F◦

g

)−1
,

rα =b.

Òîäi

(α)Υ =
(
gα, (dα)F◦

gα
− rα

)
=

(
g,
(
(a)

(
F◦

g

)−1
)
F◦

g − b
)
= (g, a− b) = (g, z) ,

à îòæå, Υ � ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Òàêîæ ç òåîðåìè 4.1.15 âèïëèâà¹, ùî αCmgβ â IPF (κN) òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè (α)Υ = (β)Υ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãîìîìîðôiçì Υ ïîðîäæó¹

ìiíiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ Cmg íà íàïiâãðóïi IPF (κN).

Ç ëåìè 1.2.1 i òâåðäæåííÿ 4.1.14 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 4.1.17, ÿêå îïèñó¹

ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi IPF (κN).

Òâåðäæåííÿ 4.1.17. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i α, β

� äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè IPF (κN). Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) α ≼ β;

(ii) gα = gβ, (dα)F◦
gα
− rα = (dβ)F◦

gβ
− rβ i dβ ⩽ dα ó ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíié ìíîæèíi (κN,⩽);

(iii) gα = gβ, (dα)F◦
gα
− rα = (dβ)F◦

gβ
− rβ i rβ ⩽ rα ó ÷àñòêîâî âïîðÿä-

êîâàíié ìíîæèíi (κN,⩽).

Òâåðäæåííÿ 4.1.18. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ iíâåðñíà

íàïiâãðóïà IPF (κN) ¹ E-óíiòàðíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ IPF (κN). Ïðèïóñòèìî, ùî αε � iäåìïîòåíò

äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà ε ∈ IPF (κN). Ç òâåðäæåííÿ 4.1.14 i âëàñòè-

âîñòi dαε = rαε âèïëèâà¹, ùî gα = idκ i dα = (dα)Fgα = rα, à îòæå,

α � iäåìïîòåíò.

Òâåðäæåííÿ 4.1.19. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ íàïiâãðó-

ïà IPF (κN) ¹ F -iíâåðñíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α ∈ IPF (κN). Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò β â íàïiâãðóïi

IPF (κN) òàêèé, ùî

gβ =gα,

dβ =dα −min{dα, (rα)
(
F◦

gα

)−1}+ 1,

rβ =rα −min{(dα)F◦
gα
, rα}+ 1.

Îòæå,

min{dα, (rα)
(
F◦

gα

)−1} ∈ κN i min{dα, (rα)
(
F◦

gα

)−1} ⩽ dα,

à òîìó dβ ∈ κN. Àíàëîãi÷íî, rβ ∈ κN, à îòæå, åëåìåíò β âèçíà÷åíèé êî-

ðåêòíî. Òàêîæ ìà¹ìî, ùî gβ = gα i

(dβ)F◦
gβ
− rβ =

=
(
dα −min{dα, (rα)

(
F◦

gα

)−1}+ 1
)
F◦

gα
−

(
rα −min{(dα)F◦

gα
, rα}+ 1

)
=

= (dα)F◦
gα
−min{(dα)F◦

gα
, rα}+ 1− rα +min{(dα)F◦

gα
, rα} − 1 =

= (dα)F◦
gα
− rα,

i òîäi ç òåîðåìè 4.1.15 âèïëèâà¹, ùî βCmgα.

Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà γ ∈ IPF (κN) òàêîãî, ùî γCmgα ðîçãëÿ-

íåìî iäåìïîòåíò ε ç dε = rγ i ðîçãëÿíåìî äîáóòîê (β)Ψ (ε)Ψ. Çà òâåðäæåí-
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íÿì 4.1.14 ìà¹ìî, ùî

(β)Ψ (ε)Ψ =
(
gβ,

[
(dβ)F◦

gβ
, rβ

])
(idκ, [dε, dε]) =

=
(
gβ,

[
max{rβ, dε} − rβ + (dβ)F◦

gβ
,max{rβ, dε}

])
=

=
(
gβ,

[
max{rβ, rγ} − rβ + (dβ)F◦

gβ
,max{rβ, rγ}

])
.

Îñêiëüêè γCmgα, òî çà òåîðåìîþ 4.1.15 îòðèìó¹ìî, ùî gγ = gα i

rγ − (dγ)F◦
gγ

= rα − (dα)F◦
gα
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè x ∈ κ ìà¹ìî, ùî

(x) (max{rβ, rγ}) = (x)
(
max{rα −min{(dα)F◦

gα
, rα}+ 1, rγ}

)
=

=

max{(x) rα − (x) rα + (x)1, (x) rγ}, ÿêùî (x) (dα)F◦
gα
>(x)rα;

max{(x) rα − (x) (dα)F◦
gα
+ (x)1, (x) rγ}, â iíøîìó âèïàäêó;

=

=

max{1, (x) rγ}, ÿêùî (x) (dα)F◦
gα

> (x) rα;

max{(x) rγ − (x) (dγ)F◦
gγ
+ 1, (x) rγ}, â iíøîìó âèïàäêó;

=

= (x) rγ,

à òîìó max{rβ, rγ} = rγ. Òàêîæ

max{rβ, rγ} − rβ + (dβ)F◦
gβ

= rγ − rβ + (dβ)F◦
gβ

=

= rγ − rα + (dα)F◦
gα

=

=(dγ)F◦
gγ
,

à îòæå,(
gβ,

[
max{rβ, rγ}−rβ+(dβ)F◦

gβ
,max{rβ, rγ}

])
=
(
gγ,

[
(dγ)F◦

gγ
, rγ

])
=(γ)Ψ.

Ç ðiâíîñòi (β)Ψ (ε)Ψ = (γ)Ψ âèïëèâà¹, ùî γ = βε, à îòæå, γ ≼ β. Öå

îçíà÷à¹, ùî åëåìåíò β ¹ íàéáiëüøèì åëåìåíòîì â Cmg-êëàñi åëåìåíòà α â

íàïiâãðóïi IPF (κN).
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Ëåìà 4.1.20. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i C � êîíãðó-

åíöiÿ íà íàïiâãðóïi IPF (κN) òàêà, ùî εCι äëÿ äåÿêèõ äâîõ ðiçíèõ iäåì-

ïîòåíòiâ ε, ι ∈ IPF (κN). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè â íàïiâãðóïi IPF (κN) ¹

C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââà-

æàòè, ùî ε ≼ ι, äå ≼ � ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâ ðàòöi

E(IPF (κN)). Ñïðàâäi, ÿêùî ε, ι ∈ E(IPF (κN)), òî ç âiäíîøåííÿ εCι âè-

ïëèâà¹, ùî ε = εεCιε, i îñêiëüêè iäåìïîòåíòè ε i ι ¹ ðiçíèìè â íàïiâãðóïi

IPF (κN), òî ιε ≼ ε.

Ç âiäíîøåííÿ ε ≼ ι âèïëèâà¹, ùî dom ε ⊆ dom ι. Âèçíà÷èìî ÷àñòêîâå

âiäîáðàæåííÿ α : κN ⇀ κN òàê:

domα = κN, ranα = dom ι i (z)α = z + dι − 1, äëÿ z ∈ domα.

Ç îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ α âèïëèâà¹, ùî αια−1 = αα−1 = I i

α−1α = ι. Áiëüøå òîãî, ìà¹ìî, ùî(
αεα−1

) (
αεα−1

)
= αε

(
α−1α

)
εα−1 = αειεα−1 = αεεα−1 = αεα−1,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî αεα−1 � iäåìïîòåíò â íàïiâãðóïi IPF (κN) òàêèé, ùî

αεα−1 ̸= I.

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî â íàïiâãðóïi IPF (κN) iñíó¹ íåîäèíè÷íèé iäåìïî-

òåíò ε∗ òàêèé, ùî ε∗CI. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ε0CI äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïî-

òåíòà ε0 ç íàïiâãðóïè IPF (κN) òàêîãî, ùî ε∗ ≼ ε0 ≼ I. Îñêiëüêè ε∗ ̸= I, òî

dε∗ ̸= 1, à îòæå, iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà x ∈ κ, ùî (x) dε∗ ̸= 1, òîìó 2x ⩽ dε∗.

Ðîçãëÿíåìî iäåìïîòåíò εx â íàïiâãðóïi IPF (κN) òàêèé, ùî dεx = 2x. Òîäi

ç ðiâíîñòi dεx = 2x ⩽ dε∗ âèïëèâà¹, ùî ε∗ ≼ εx, îòæå, εxCI.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó êîîðäèíàòó y ∈ κ \ {x}. Âèçíà÷èìî ái¹êöiþ ìíî-

æèíè κ:

(x) g = y, (y) g = x i (t) g = t, äëÿ t ∈ κ \ {x, y}.
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Äàëi ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F◦
g ÿê åëåìåíò íàïiâãðóïè IPF (κN). Ç îçíà-

÷åííÿ ái¹êöi¨ g âèïëèâà¹, ùî g−1 = g, à òîäi çà ëåìîþ 4.1.2(i) îòðèìó¹ìî,

ùî (
F◦

g

)−1
= F◦

g−1 = F◦
g ,

à îòæå,

F◦
g IF◦

g = F◦
gF◦

g = F◦
g

(
F◦

g

)−1
= I.

Ç îá÷èñëåíü (
F◦

g εxF◦
g

)
Ψ =

(
F◦

g

)
Ψ(εdx)Ψ

(
F◦

g

)
Ψ =

= (g, [1,1]) (idκ, [2x, 2x]) (g, [1,1]) =

= (g, [2x, 2x]) (g, [1,1]) =

=
(
gg,

[
(2x)F◦

g , (2x)F◦
g

])
=

=
(
idκ,

[
2(x)g, 2(x)g

])
=

= (idκ, [2y, 2y]) = (εy)Ψ

âèïëèâà¹, ùî F◦
g εxF◦

g = εy, äå εy � òàêèé iäåìïîòåíò â íàïiâãðóïi IPF (κN),

ùî dεy = 2y. Òîäi ç âiäíîøåíü

εy =
(
F◦

g εxF◦
g

)
C
(
F◦

g IF◦
g

)
= I

âèïëèâà¹, ùî εyCI.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî εxCI äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà εx ∈ IPF (κN) òà-

êîãî, ùî εx � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ãîëîâíîãî ôiëüòðà ↑2x ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (κN,⩽), x ∈ κ. Òåïåð çàôiêñó¹ìî iäåìïîòåíò ζ â íà-

ïiâãðóïi IPF (κN) i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

A = {x ∈ κ | (x) dζ ̸= 1}.

Îñêiëüêè dζ ∈ κN, òî ìíîæèíà A � ñêií÷åííà, òîáòî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå

÷èñëî k ∈ N, ùî A = {x1, x2, . . . , xk} äëÿ äåÿêèõ x1, x2, . . . , xk ∈ κ. Ðîçãëÿ-

íåìî iäåìïîòåíò εA = εx1
. . . εxk

. Îñêiëüêè C � êîíãðóåíöiÿ, òî εxi
CI äëÿ âñiõ
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xi ∈ A i îñêiëüêè A � ñêií÷åííà, òî (εx1
. . . εxk

)CI. Ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè εA

i ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â IPF (κN) âèïëèâà¹, ùî dεA = 2A, äå

(t) 2A =

2, ÿêùî t ∈ A;

1, â iíøîìó âèïàäêó.

Âèçíà÷èìî ÷àñòêîâå âiäîáðàæåííÿ γ : κN ⇀ κN òàê:

dom γ = κN, ran γ = ↑2A i (z) γ = z + 2A − 1, äëÿ âñiõ z ∈ dom γ.

Ç îçíà÷åííÿ ÷àñòêîâîãî âiäîáðàæåííÿ γ âèïëèâà¹, ùî γγ−1 = I i γ−1γ = εA.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N ðîçãëÿíåìî iäåìïîòåíò(
γ−1

)n
γn = γ−1 . . . γ−1︸ ︷︷ ︸

n-ðàçiâ

γ . . . γ︸ ︷︷ ︸
n-ðàçiâ

.

Îñêiëüêè εA = γ−1γCI, òî

γ−1γ−1γγCγ−1γ = εA i γ−1γ−1γγCI,

à îòæå, çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî
(
γ−1

)n
γnCI äëÿ âñiõ n ∈ N. Òàêîæ çà

iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî d(γ−1)
n
γn = (n+ 1)A, äå

(t) (n+ 1)A =

n+ 1, ÿêùî t ∈ A;

1, â iíøîìó âèïàäêó,

äëÿ âñiõ n ∈ N. Òîìó ç îá÷èñëåíü

dζ ⩽ d(γ−1)
m
γm = (m+ 1)A, äå m = max{(x) dζ | x ∈ κ},

âèïëèâà¹, ùî
(
γ−1

)m
γm ≼ ζ, à îòæå, ζCI.

Ëåìà 4.1.21. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i C � êîíãðóåí-

öiÿ íà íàïiâãðóïi IPF (κN) òàêà, ùî αCβ äëÿ äåÿêèõ íå H-åêâiâàëåíòíèõ

åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF (κN). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè â íàïiâãðóïi IPF (κN)
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¹ C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè α i β íå ¹ H-åêâiâàëåíòíèìè åëåìåíòàìè â íàïiâ-

ãðóïi IPF (κN), òî iç çàóâàæåííÿ 1.2.5 îòðèìó¹ìî, ùî àáî αα−1 ̸= ββ−1, àáî

α−1α ̸= β−1β. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 1.2.3 ìà¹ìî, ùî αα−1Cββ−1 i α−1αCβ−1β,

à îòæå, âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ ëåìè 4.1.20.

Ëåìà 4.1.22. Íåõàé κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë i C � êîíãðó-

åíöiÿ íà íàïiâãðóïi IPF (κN) òàêà, ùî αCβ äëÿ äåÿêèõ äâîõ ðiçíèõ H-

åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ α, β ∈ IPF (κN). Òîäi âñi iäåìïîòåíòè â íàïiâ-

ãðóïi IPF (κN) ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 4.1.1(vi) íàïiâãðóïà IPF (κN) áiïðîñòà. Òî-

äi çà òåîðåìîþ 1.2.7 iñíóþòü òàêi åëåìåíòè µ, ξ ∈ IPF (κN), ùî âiäîá-

ðàæåííÿ f : Hα → HI : χ 7→ µχξ âiäîáðàæà¹ α â I i β â γ ̸= I, âiäïîâiäíî,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ICγ. Îñêiëüêè γ � åëåìåíò ãðóïè îäèíèöü íàïiâãðóïè

IPF (κN), òî çà òåîðåìîþ 4.1.6 γ = F◦
gγ
, i îñêiëüêè γ ̸= I, òî gγ ̸= idκ, à

îòæå, iñíó¹ òàêà êîîðäèíàòà x ∈ κ, ùî (x) gγ ̸= x. Ðîçãëÿíåìî ε ÿê òîòîæíå

âiäîáðàæåííÿ ç dε = 2x. Îñêiëüêè C � êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi IPF (κN)

i γ ∈ HI, òî

ε = εε = εIεCεγε.

Ç òâåðäæåííÿ 4.1.14 âèïëèâà¹, ùî

(εγε)Ψ =
(
gγ,

[
max{(2x)F◦

gγ
, 2x},max{(2x)F◦

gγ
, 2x}

])
.

Çà ëåìîþ 4.1.2(v) ìà¹ìî, ùî (2x)F◦
gγ

= 2(x)gγ ̸= 2x. Çâiäñè òà ç îçíà÷åííÿ

åëåìåíòiâ 2x i 2(x)gγ âèïëèâà¹, ùî max{(2x)F◦
gγ
, 2x} ≠ 2x, îòæå,

rεγε = max{(2x)F◦
gγ
, 2x} ≠ 2x = rε.

Çà òâåðäæåííÿì 4.1.1(v) åëåìåíòè εγε i ε íå ¹ H-åêâiâàëåíòíèìè â íàïiâ-

ãðóïi IPF (κN). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 4.1.21.
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Òåîðåìà 4.1.23. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ êîæíà íåòî-

òîæíà êîíãðóåíöiÿ C íà íàïiâãðóïi IPF (κN) ¹ ãðóïîâîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåòîòîæíî¨ êîíãðóåíöi¨ C íà íàïiâãðóïi

IPF (κN) iñíóþòü äâà ðiçíi åëåìåíòè α, β ∈ IPF (κN) òàêi, ùî αCβ. ßêùî

åëåìåíòè α i β ¹ H-åêâiâàëåíòíèìè â IPF (κN), òî çà ëåìîþ 4.1.21 óñi iäåì-

ïîòåíòè ìîíî¨äà IPF (κN) ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè. ßêùî æ åëåìåíòè α i β íå

¹ H-åêâiâàëåíòíèìè â IPF (κN), òî çà ëåìîþ 4.1.22 âñi iäåìïîòåíòè ìîíî-

¨äà IPF (κN) òàêîæ ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè. Çà ëåìîþ 1.2.2 ôàêòîð-íàïiâãðóïà

IPF (κN) /C ìà¹ ¹äèíèé iäåìïîòåíò, à îòæå, ¹ ãðóïîþ.
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4.2. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(κN) ïîðÿä-

êîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëüòðiâ ìíîæèíè κN ç ïîðÿäêîì äîáóòêó, äå

κ � äîâiëüíèé íåñêií÷åííèé êàðäèíàë. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà

IPF(κN) ¹ áiïðîñòîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.1), E-óíiòàðíîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.18)

òà F -iíâåðñíîþ (òâåðäæåííÿ 4.1.19) íàïiâãðóïîþ. Îïèñàíî ¨¨ íàïiâ ðàòêó

iäåìïîòåíòiâ (òâåðäæåííÿ 4.1.1), ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê (òâåðäæåí-

íÿ 4.1.17) i âiäíîøåííÿ �ðiíà (òâåðäæåííÿ 4.1.1) íà íàïiâãðóïi IPF(κN).

Äîâåäåíî, ùî ãðóïà îäèíèöü H (I) ìîíî¨äà IPF(κN) içîìîðôíà ãðóïi ái¹-

êöié Sκ êàðäèíàëà κ (òåîðåìà 4.1.6), à òàêîæ îïèñàíî ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè

öüîãî ìîíî¨äà. Äîâåäåíî, ùî íàïiâãðóïà IPF(κN) içîìîðôíà íàïiâïðÿìî-

ìó äîáóòêó Sκ ⋉ κB íàïiâãðóïè κB ãðóïîþ Sκ (òåîðåìà 4.1.13). Äîâåäå-

íî, ùî êîæíà íåîäèíè÷íà êîíãðåíöiÿ C íà ìîíî¨äi IPF(κN) ¹ ãðóïîâîþ

(òåîðåìà 4.1.23), îïèñàíî ìiíiìàëüíó ãðóïîâó êîíãðóåíöiþ Cmg íà öié íà-

ïiâãðóïi (òåîðåìà 4.1.15) i äîâåäåíî, ùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà IPF (κN) /Cmg
ïî ìiíiìàëüíié ãðóïîâié êîíãðóåíöi¨ Cmg içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó

Sκ ⋉ κZ+ ãðóïè κZ+ ãðóïîþ Sκ (òåîðåìà 4.1.16).
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 îïèñàíî àëãåáðè÷íi âëà-

ñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(Nn) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëü-

òðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (Nn,⩽) ç ïîðÿäêîì äîáóòêó.

2. Äîâåäåíî, ùî êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî-íåïåðåðâíà òîïîëî-

ãiÿ íà íàïiâãðóïi IPF(Nn) ¹ äèñêðåòíîþ i îïèñàíî íàðiñò ïðè çàìè-

êàííi íàïiâãðóïè IPF(Nn) â íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ.

3. Äîâåäåíî, ùî ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâòîïîëîãi÷íà

íàïiâãðóïà IPF(Nn) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî êîìïàêòíîþ, àáî

äèñêðåòíîþ.

4. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ îïèñàíî àëãåáðè÷íi âëà-

ñòèâîñòi ìîíî¨äà IPF(κN) ïîðÿäêîâèõ içîìîðôiçìiâ ãîëîâíèõ ôiëü-

òðiâ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (κN,⩽) ç ïîðÿäêîì äîáóòêó.
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