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АНОТАЦІЯ 

 

Станкевич Н. В. Взаємодія плоских тріщин у пружному біматеріалі з 

некласичними крайовими умовами на інтерфейсі. – Кваліфікаційна 

наукова праця на правах рукопису.  

 

Дисертація на здобуття ступеня доктора філософії за спеціальністю 

113 “Прикладна математика” (галузь знань 11 – Математика та статистика). – 

Львівський національний університет імені Івана Франка, Львів, 2026. 

 

 Дисертаційна робота присвячена дослідженню напружено-деформованого 

стану біматеріальних тіл із двох півпросторів з плоскими тріщинами/пружними 

тонкими включеннями з некласичними крайовими умовами контакту на 

інтерфейсі. Метою дисертаційної роботи є розроблення математичних моделей 

тривимірних полів переміщень і напружень у пружних кусково-однорідних тілах 

біматеріальної структури з довільно розташованими плоскими 

тріщинами/тонкостінними пружними податливими включеннями поза 

інтерфейсною поверхнею розмежування матеріалів під дією статичних 

навантажень.  

Об’єктом дослідження є тривимірні пружні біматеріальні тіла, складені з 

двох півпросторів з тріщинами/тонкими пружними включеннями та з плоскою 

міжфазною поверхнею, на якій реалізовано неідеальний контакт типу 

проковзування та наявність тонкого податливого прошарку. Предметом 

дослідження є стаціонарний розподіл тривимірних полів переміщень і 

напружень у біматеріальних тілах із тонкостінними дефектами та з 

некласичними крайовими умовами спряження компонентів біматеріалу на 

інтерфейсі. 

Математична складність таких задач пов’язана з необхідністю коректного 

задоволення крайових умов на поверхнях дефектів та різнотипних умов контакту 

складових біматеріального композиту. Додаткові труднощі виникають за 
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наявності в тілах множинних довільно розташованих дефектів. Тому актуальним 

є завдання розроблення дієвого підходу в дослідженні статичних тривимірних 

задач, який ураховує багатопараметричність вхідних даних, зокрема: кількість, 

орієнтація та розташування дефектів у тілі, вид різнотипних умов контакту на 

інтерфейсі, контрастність пружних параметрів матеріалів композиту. Потужним 

та високопродуктивним інструментарієм у цьому сенсі зарекомендував себе 

метод граничних інтегральних рівнянь (ГІР).  

 Запропоновані гранично-інтегральні моделі передбачають інтегральні 

подання переміщень і напружень у кожній компоненті тіла у вигляді певної 

комбінації Ньютонівських потенціалів з інтегруванням по двовимірних областях 

тріщин/включень та інтерфейсній поверхні. Невідомі густини потенціалів 

характеризують розкриття/зсув поверхонь дефектів і невідомі статичні 

переміщення міжфазної поверхні біматеріалу. Тотожнім задоволенням крайових 

умов неідеального контакту на інтерфейсній поверхні після застосування 

двовимірного інтегрального перетворення Фур’є за просторовими змінними, в 

операторній формі отримано формули взаємозв’язку між переміщеннями 

інтерфейсної поверхні з функціями розкриття поверхонь дефектів. Із 

використанням цих співвідношень та задоволенням крайових умов задання 

навантажень на поверхнях дефектів задачу для біматеріалу з 

тріщинами/включеннями зведено до систем двовимірних ГІР першого/другого 

роду, які містять лише функції статичного розкриття поверхонь дефектів. В 

отриманих ГІР умови некласичного контакту півпросторів враховано явно 

модифікованими функціями Гріна, які характеризують феномен взаємодії 

дефектів з інтерфейсною поверхнею біматеріалу. Структура вказаних функцій 

залежить від типу крайових умов контакту на інтерфейсі, фізичних та 

геометричних параметрів матеріалів півпросторів і тонкого прошарку між ними.  

 Розроблено високоефективні збіжні аналітично-числові методи 

розв’язування отриманих ГІР з гіперсингулярними ядром, які ґрунтуються на 

врахуванні природної поведінки розв’язків в околі контуру області дефекту, 

регуляризації ГІР відомими аналітичними інтегралами з наступною гранично-
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елементною дискретизацією ГІР. Використано методику аналітичного 

обчислення характерних для кусково-однорідних матеріалів із плоским 

інтерфейсом кратних безмежних інтегралів із подальшим зведенням їх до 

півбезмежного інтеграла зі швидкоспадною підінтегральною функцією Гріна. 

Високоточний числовий розрахунок вказаних інтегралів виконано з 

використанням Лагеррових квадратур.  

Дисертаційна робота складається з п’яти розділів. У першому розділі 

здійснено огляд літературних джерел щодо сучасного стану окреслених у 

дисертації проблем. Аналіз наукових джерел свідчить, що розроблення 

ефективних підходів та методів розв’язання тривимірних задач статичного 

навантаження кусково-однорідних тіл біматеріальної структури з дефектами з 

урахуванням крайових умов неідеального контакту на інтерфейсі є недостатньо 

завершеним етапом, а тому залишається важливою науково-технічною 

проблемою. 

У другому розділі містяться основні засади щодо постановки та гранично-

інтегрального моделювання тривимірних статичних задач теорії пружності для 

однорідного пружного ізотропного тіла з поодинокою плоскою 

тріщиною/пружним включенням та множинними плоскими тріщинами. 

Інтегральні подання тривимірних полів переміщень та напружень змодельовано 

класичними Ньютонівськими потенціалами з невідомими густинами розкриття 

поверхонь дефектів. Також описано співвідношення, які пов’язують ці густини 

зі статичними коефіцієнтами інтенсивності напружень (КІН) в околі точок 

контуру дефектів. Окремо описано методику регулярного представлення 

характерного двовимірного ГІР з гіперсингулярним ядром та регулярним ядром, 

яке враховує взаємодію дефектів з інтерфейсною поверхнею. 

У третьому розділі запропоноване гранично-інтегральне формулювання 

випробувано на моделі біматералу з двох пружних ізотропних півпросторів за 

їхнього гладкого контакту з проковзуванням на інтерфейсній поверхні. 

Розглянуто випадок перпендикулярних до інтерфейсної поверхні поодинокої 

кругової тріщини відриву та одноперіодичного безмежного масиву такого типу 
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тріщин. Здійснено комплексний аналіз впливу на статичні КІН відриву глибини 

залягання тріщин, кутової координати точки контура дефекту, відстані між 

дефектами в одноперідичному масиві та співвідношення модулів зсувів 

матеріалів півпросторів.  

У четвертому розділі запропоновані гранично-інтегральні підходи 

моделювання поширено для моделі пружного біматеріалу з двох різнорідних 

півпросторів, сконтактованих між собою тонким пружним податливим 

прошарком малої жорсткості. Із використанням пружинних крайових умов на 

серединній поверхні прошарку (інтерфейсній поверхні) тривимірну задачу для 

біматеріалу зведено до розв’язування системи ГІР типу Ньютонівського 

потенціалу відносно невідомих функцій розкриття тріщин з модифікованою 

функцією Гріна, яка характеризує їх взаємодію через тонкий прошарок. Як 

приклад, розглянуто випадок поодинокої кругової тріщини скруту, паралельної 

прошарку, та двох однакових кругових тріщин, розташованих паралельно 

прошарку в однакових півпросторах. На основі розв’язків ГІР проаналізовано 

залежності статичних КІН поздовжнього зсуву для тріщин від співвідношення 

фізичних параметрів матеріалів компонентів тіла, глибини залягання дефектів 

відносно інтерфейсної поверхні, товщини прошарку.  

У п’ятому розділі методику гранично-інтегрального моделювання задачі 

статичного навантаження тривимірного біматеріалу з некласичними умовами 

контакту на інтерфейсі та зведенням її до систем двовимірних ГІР поширено на 

випадок присутності в тілі тонких плоских податливих включень, як часткових 

випадків залікованих ін’єкційним матеріалом тріщин. Розглянуто випадок 

кругового включення, перпендикулярного до інтерфейсної поверхні, під дією 

статичних зусиль розтягу та крайових умов гладкого контакту з проковзуванням 

на інтерфейсі. Другий розглянутий випадок описує розташування двох кругових 

включень в однакових півпросторах, розділених тонким податливим прошарком. 

Біматеріал зазнає крутних навантажень. Досліджено вплив на КІН нормального 

відриву/поздовжнього зсуву в точках контуру дефектів співвідношення фізичних 
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параметрів матеріалів компонентів тіла, виду крайових умов контакту на 

інтерфейсі, товщини прошарку та включень, глибини залягання дефектів.  

 За результатами числового аналізу на основі співставлення з відомими 

аналогами для безмежного однорідного тіла та вільного півпростору з тріщинами 

виявлено ефекти підсилення та зменшення КІН в біматеріальних тілах залежно 

від співвідношення пружних параметрів компонентів тіл (матеріалів 

півпросторів, прошарку, включень), глибини залягання та орієнтації дефектів 

відносно інтерфейсної поверхні, виду крайових умов контакту на міжфазній 

поверхні; товщини прошарку та включення. 

Результати роботи можна застосувати у механіці статичного руйнування та 

під час оцінювання міцності композитів, у задачах геофізики та неруйнівному 

контролі, в інтерпретації даних георозвідки, в ін’єкційних технологіях 

відновлювального будівництва. 

 

Ключові слова: пружний біматеріал, плоскі тріщини, податливі 

включення, неідеальний міжфазний контакт, коефіцієнти інтенсивності 

напружень, граничні інтегральні рівняння. 
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ABSTRACT 

Stankevych N. V. Interaction of plane cracks in an elastic bimaterial with non-

classical boundary conditions at the interface. Qualifying scientific work as a 

manuscript. 

 

Thesis for the Doctor of Philosophy, speciality 113 “Applied Mathematics” (11 

Mathematics and statistics). – Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2026.  

 

The dissertation is devoted to the study of the stress-strain state of bimaterial 

bodies consisting of two half-spaces with plane cracks/elastic thin inclusions with non-

classical boundary conditions at the interface. The dissertation aims to develop 

mathematical models of three-dimensional fields of displacements and stresses in 

elastic piecewise-homogeneous bodies of a bimaterial structure with arbitrarily located 

flat cracks/thin-walled elastic compliant inclusions outside the bimaterial interface 

under static loads. 

The object of study is three-dimensional elastic bimaterial bodies composed of 

two half-spaces with cracks/thin elastic inclusions and a flat interfacial surface on 

which a non-ideal contact of the slip type and the presence of a thin compliant layer 

are implemented. 

The subject of the study is the stationary distribution of three-dimensional 

displacement and stress fields in bimaterial bodies with thin-walled defects and with 

non-classical boundary conditions of the conjugation of bimaterial components at the 

interface. 

The mathematical complexity of such problems arises from the need to satisfy 

the boundary conditions on the surfaces of defects and from the different types of 

contact conditions between the components of the bimaterial composite. Additional 

difficulties arise in the presence of multiple defects arbitrarily located within the 

bodies. Therefore, the task of developing an effective approach to the study of static 

three-dimensional problems, which takes into account the multiparametric nature of 

the input data, in particular, the number, orientation and location of defects in the body, 
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the type of different types of contact conditions at the interface, the contrast of the 

elastic parameters of the composite materials, is relevant. The method of boundary 

integral equations (BIE) has proven to be a powerful and highly productive tool in this 

sense. 

The proposed boundary-integral models provide for integral representations of 

displacements and stresses in each component of the body in the form of a certain 

combination of Newtonian potentials with integration over two-dimensional regions of 

cracks/inclusions and the interface surface. Unknown potential densities characterize 

the opening/shifting of defect surfaces and unknown static displacements of the 

bimaterial interface. 

By identically satisfying the boundary conditions of non-ideal contact on the 

interface surface after applying the two-dimensional integral Fourier transform in 

spatial variables, formulas for the relationship between the displacements of the 

interface surface and the functions of opening the defect surfaces are obtained in 

operator form. Using these relations and satisfying the boundary conditions on the 

defect surfaces, the problem for a bimaterial with cracks/inclusions is reduced to BIE 

systems of the first/second kind, which contain only the functions of static opening of 

the defect surfaces. In the obtained BIE, the conditions of non-classical contact of half-

spaces are taken into account by explicitly modified Green’s functions, which 

characterize the phenomenon of interaction of defects with the interface surface of the 

bimaterial. The structure of the specified functions depends on the type of boundary 

conditions of the interface contact, the physical and geometric parameters of the 

materials of the half-spaces, and the thin layer between them. 

Highly efficient convergent analytical-numerical methods for solving the 

obtained BIE with hypersingular kernels have been developed. These methods 

incorporate the asymptotic behavior of solutions near the defect contours and employ 

analytical integrals in the BIE regularization. The resulting equations are then solved 

using boundary-element discretization. The method of analytical calculation of 

multiple infinite integrals characteristic of piecewise homogeneous materials with a 

flat interface has been used, with their subsequent reduction to a semi-infinite integral 
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with a rapidly decreasing Green’s integrand function. The specified integrals were 

evaluated with high precision using Laguerre quadrature rules. 

The dissertation consists of five chapters. The first chapter reviews the literature 

on the current state of the problems outlined in the dissertation. The analysis of 

scientific information shows that the development of effective approaches and methods 

for solving three-dimensional problems of static loading of piecewise-homogeneous 

bodies with a bimaterial structure with defects, taking into account non-ideal contact 

boundary conditions at the interface, is an incomplete stage and therefore remains an 

important scientific and technical problem. 

The basic principles of the formulation and boundary-integral modeling of three-

dimensional static problems of elasticity theory for a homogeneous elastic isotropic 

body with a single plane crack/elastic inclusion and multiple plane cracks are described 

in the second chapter. Integral representations of three-dimensional displacement and 

stress fields were modeled using classical Newtonian potentials with unknown 

functions of defect surface opening. The relationships that relate these densities to 

static stress intensity factors (SIFs) in the vicinity of defect contour points are also 

described. A method for regular representation of a characteristic two-dimensional 

boundary integral equation with a hypersingular and regular kernel that accounts for 

the interaction of defects with the interface is described. 

In the third section, the proposed boundary-integral formulation is tested on a 

bimaterial model of two elastic isotropic half-spaces in their smooth contact with slip 

at the interface. The case of a single circular separation crack perpendicular to the 

interface surface and a single-period infinite array of circular separation cracks is 

considered. A comprehensive analysis of the influence of the crack depth, the angular 

coordinate of the defect contour point, the distance between defects in a single-period 

array, and the ratio of the shear moduli of the materials of the half-spaces on the SIFs 

of Mode I was carried out. 

In the fourth chapter, the developed boundary-integral modeling approaches are 

extended to the model of an elastic bimaterial consisting of two heterogeneous half-

spaces, joined by a thin, compliant layer of low stiffness. Using spring boundary 
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conditions on the midsurface of the interlayer, the three-dimensional problem for a 

bimaterial is reduced to solving a Newtonian potential-type BIE system with respect to 

unknown crack opening functions with a modified Green’s function that characterizes 

their interaction through a thin interlayer. As an example, the case of a single circular 

torsion crack located parallel to the interlayer and two identical circular cracks located 

parallel to the interlayer in identical half-spaces is considered. Using BIE solutions, the 

dependence of the SIFs of Mode III on the ratio of the material’s physical parameters 

of the body components, the depth of the defects relative to the interface, and the 

thickness of the layer was analyzed. 

In the fifth section, the method of boundary-integral modeling of the problem of 

static loading of a three-dimensional bimaterial with non-classical contact conditions 

at the interface and its reduction to systems of two-dimensional BIE is extended to the 

case of the presence of thin flat, ductile inclusions in the body, as partial cases of cracks 

healed by injection material. The case of a circular inclusion perpendicular to the 

interface surface under the effect of static tensile forces and boundary conditions of 

smooth contact with sliding at the interface is considered. The case of two circular 

inclusions embedded in identical half-spaces, separated by a thin, compliant layer, 

subjected to torsional loads, was also investigated. The influence of the ratio of the 

physical parameters of the body components, the type of boundary conditions of the 

contact at the interface, the thickness of the layer and inclusions, and the depth of the 

defects on the SIFs of Mode I/Mode III type at the points of the defect contour was 

studied. 

According to the results of numerical analysis based on comparison with known 

analogues for an infinite homogeneous body and a free half-space with cracks, the 

effects of strengthening and reducing the SIFs in bimaterial bodies were revealed, 

depending on the ratio of the elastic parameters of the body components (materials of 

the half-spaces, interlayer, inclusions), the defects depth and orientation relative to the 

interface, the type of boundary conditions of contact on the interfacial surface; the 

thickness of the interlayer and inclusion. 
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The results of the work can be applied in static fracture mechanics and for 

assessing the strength of composites, in geophysics and non-destructive testing, in the 

interpretation of geoexploration data, and in injection technologies for restoration 

construction. 

 

Keywords: elastic bimaterial, plane cracks, thin-walled compliant inclusions, 

non-classical contact conditions at the interface, static stress intensity factors, boundary 

integral equations method. 
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