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АНОТАЦІЯ 

 

Станкевич Н. В. Взаємодія плоских тріщин у пружному біматеріалі з 

некласичними крайовими умовами на інтерфейсі. – Кваліфікаційна 

наукова праця на правах рукопису.  

 

Дисертація на здобуття ступеня доктора філософії за спеціальністю 

113 “Прикладна математика” (галузь знань 11 – Математика та статистика). – 

Львівський національний університет імені Івана Франка, Львів, 2026. 

 

 Дисертаційна робота присвячена дослідженню напружено-деформованого 

стану біматеріальних тіл із двох півпросторів з плоскими тріщинами/пружними 

тонкими включеннями з некласичними крайовими умовами контакту на 

інтерфейсі. Метою дисертаційної роботи є розроблення математичних моделей 

тривимірних полів переміщень і напружень у пружних кусково-однорідних 

тілах біматеріальної структури з довільно розташованими плоскими 

тріщинами/тонкостінними пружними податливими включеннями поза 

інтерфейсною поверхнею розмежування матеріалів під дією статичних 

навантажень.  

Об’єктом дослідження є тривимірні пружні біматеріальні тіла, складені з 

двох півпросторів з тріщинами/тонкими пружними включеннями та з плоскою 

міжфазною поверхнею, на якій реалізовано неідеальний контакт типу 

проковзування та наявність тонкого податливого прошарку. Предметом 

дослідження є стаціонарний розподіл тривимірних полів переміщень і 

напружень у біматеріальних тілах із тонкостінними дефектами та з 

некласичними крайовими умовами спряження компонентів біматеріалу на 

інтерфейсі. 

Математична складність таких задач пов’язана з необхідністю коректного 

задоволення крайових умов на поверхнях дефектів та різнотипних умов 

контакту складових біматеріального композиту. Додаткові труднощі виникають 
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за наявності в тілах множинних довільно розташованих дефектів. Тому 

актуальним є завдання розроблення дієвого підходу в дослідженні статичних 

тривимірних задач, який ураховує багатопараметричність вхідних даних, 

зокрема: кількість, орієнтація та розташування дефектів у тілі, вид різнотипних 

умов контакту на інтерфейсі, контрастність пружних параметрів матеріалів 

композиту. Потужним та високопродуктивним інструментарієм у цьому сенсі 

зарекомендував себе метод граничних інтегральних рівнянь (ГІР).  

 Запропоновані гранично-інтегральні моделі передбачають інтегральні 

подання переміщень і напружень у кожній компоненті тіла у вигляді певної 

комбінації Ньютонівських потенціалів з інтегруванням по двовимірних 

областях тріщин/включень та інтерфейсній поверхні. Невідомі густини 

потенціалів характеризують розкриття/зсув поверхонь дефектів і невідомі 

статичні переміщення міжфазної поверхні біматеріалу. Тотожнім задоволенням 

крайових умов неідеального контакту на інтерфейсній поверхні після 

застосування двовимірного інтегрального перетворення Фур’є за просторовими 

змінними, в операторній формі отримано формули взаємозв’язку між 

переміщеннями інтерфейсної поверхні з функціями розкриття поверхонь 

дефектів. Із використанням цих співвідношень та задоволенням крайових умов 

задання навантажень на поверхнях дефектів задачу для біматеріалу з 

тріщинами/включеннями зведено до систем двовимірних ГІР першого/другого 

роду, які містять лише функції статичного розкриття поверхонь дефектів. В 

отриманих ГІР умови некласичного контакту півпросторів враховано явно 

модифікованими функціями Гріна, які характеризують феномен взаємодії 

дефектів з інтерфейсною поверхнею біматеріалу. Структура вказаних функцій 

залежить від типу крайових умов контакту на інтерфейсі, фізичних та 

геометричних параметрів матеріалів півпросторів і тонкого прошарку між 

ними.  

 Розроблено високоефективні збіжні аналітично-числові методи 

розв’язування отриманих ГІР з гіперсингулярними ядром, які ґрунтуються на 

врахуванні природної поведінки розв’язків в околі контуру області дефекту, 
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регуляризації ГІР відомими аналітичними інтегралами з наступною гранично-

елементною дискретизацією ГІР. Використано методику аналітичного 

обчислення характерних для кусково-однорідних матеріалів із плоским 

інтерфейсом кратних безмежних інтегралів із подальшим зведенням їх до 

півбезмежного інтеграла зі швидкоспадною підінтегральною функцією Гріна. 

Високоточний числовий розрахунок вказаних інтегралів виконано з 

використанням Лагеррових квадратур.  

Дисертаційна робота складається з п’яти розділів. У першому розділі 

здійснено огляд літературних джерел щодо сучасного стану окреслених у 

дисертації проблем. Аналіз наукових джерел свідчить, що розроблення 

ефективних підходів та методів розв’язання тривимірних задач статичного 

навантаження кусково-однорідних тіл біматеріальної структури з дефектами з 

урахуванням крайових умов неідеального контакту на інтерфейсі є недостатньо 

завершеним етапом, а тому залишається важливою науково-технічною 

проблемою. 

У другому розділі містяться основні засади щодо постановки та гранично-

інтегрального моделювання тривимірних статичних задач теорії пружності для 

однорідного пружного ізотропного тіла з поодинокою плоскою 

тріщиною/пружним включенням та множинними плоскими тріщинами. 

Інтегральні подання тривимірних полів переміщень та напружень змодельовано 

класичними Ньютонівськими потенціалами з невідомими густинами розкриття 

поверхонь дефектів. Також описано співвідношення, які пов’язують ці густини 

зі статичними коефіцієнтами інтенсивності напружень (КІН) в околі точок 

контуру дефектів. Окремо описано методику регулярного представлення 

характерного двовимірного ГІР з гіперсингулярним ядром та регулярним 

ядром, яке враховує взаємодію дефектів з інтерфейсною поверхнею. 

У третьому розділі запропоноване гранично-інтегральне формулювання 

випробувано на моделі біматералу з двох пружних ізотропних півпросторів за 

їхнього гладкого контакту з проковзуванням на інтерфейсній поверхні. 

Розглянуто випадок перпендикулярних до інтерфейсної поверхні поодинокої 
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кругової тріщини відриву та одноперіодичного безмежного масиву такого типу 

тріщин. Здійснено комплексний аналіз впливу на статичні КІН відриву глибини 

залягання тріщин, кутової координати точки контура дефекту, відстані між 

дефектами в одноперідичному масиві та співвідношення модулів зсувів 

матеріалів півпросторів.  

У четвертому розділі запропоновані гранично-інтегральні підходи 

моделювання поширено для моделі пружного біматеріалу з двох різнорідних 

півпросторів, сконтактованих між собою тонким пружним податливим 

прошарком малої жорсткості. Із використанням пружинних крайових умов на 

серединній поверхні прошарку (інтерфейсній поверхні) тривимірну задачу для 

біматеріалу зведено до розв’язування системи ГІР типу Ньютонівського 

потенціалу відносно невідомих функцій розкриття тріщин з модифікованою 

функцією Гріна, яка характеризує їх взаємодію через тонкий прошарок. Як 

приклад, розглянуто випадок поодинокої кругової тріщини скруту, паралельної 

прошарку, та двох однакових кругових тріщин, розташованих паралельно 

прошарку в однакових півпросторах. На основі розв’язків ГІР проаналізовано 

залежності статичних КІН поздовжнього зсуву для тріщин від співвідношення 

фізичних параметрів матеріалів компонентів тіла, глибини залягання дефектів 

відносно інтерфейсної поверхні, товщини прошарку.  

У п’ятому розділі методику гранично-інтегрального моделювання задачі 

статичного навантаження тривимірного біматеріалу з некласичними умовами 

контакту на інтерфейсі та зведенням її до систем двовимірних ГІР поширено на 

випадок присутності в тілі тонких плоских податливих включень, як часткових 

випадків залікованих ін’єкційним матеріалом тріщин. Розглянуто випадок 

кругового включення, перпендикулярного до інтерфейсної поверхні, під дією 

статичних зусиль розтягу та крайових умов гладкого контакту з 

проковзуванням на інтерфейсі. Другий розглянутий випадок описує 

розташування двох кругових включень в однакових півпросторах, розділених 

тонким податливим прошарком. Біматеріал зазнає крутних навантажень. 

Досліджено вплив на КІН нормального відриву/поздовжнього зсуву в точках 
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контуру дефектів співвідношення фізичних параметрів матеріалів компонентів 

тіла, виду крайових умов контакту на інтерфейсі, товщини прошарку та 

включень, глибини залягання дефектів.  

 За результатами числового аналізу на основі співставлення з відомими 

аналогами для безмежного однорідного тіла та вільного півпростору з 

тріщинами виявлено ефекти підсилення та зменшення КІН в біматеріальних 

тілах залежно від співвідношення пружних параметрів компонентів тіл 

(матеріалів півпросторів, прошарку, включень), глибини залягання та орієнтації 

дефектів відносно інтерфейсної поверхні, виду крайових умов контакту на 

міжфазній поверхні; товщини прошарку та включення. 

Результати роботи можна застосувати у механіці статичного руйнування та 

під час оцінювання міцності композитів, у задачах геофізики та неруйнівному 

контролі, в інтерпретації даних георозвідки, в ін’єкційних технологіях 

відновлювального будівництва. 

 

Ключові слова: пружний біматеріал, плоскі тріщини, податливі включення, 

неідеальний міжфазний контакт, коефіцієнти інтенсивності напружень, 

граничні інтегральні рівняння. 
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ABSTRACT 

Stankevych N. V. Interaction of plane cracks in an elastic bimaterial with non-

classical boundary conditions at the interface. Qualifying scientific work as a 

manuscript. 

 

Thesis for the Doctor of Philosophy, speciality 113 “Applied Mathematics” (11 

Mathematics and statistics). – Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2026.  

 

The dissertation is devoted to the study of the stress-strain state of bimaterial 

bodies consisting of two half-spaces with plane cracks/elastic thin inclusions with 

non-classical boundary conditions at the interface. The dissertation aims to develop 

mathematical models of three-dimensional fields of displacements and stresses in 

elastic piecewise-homogeneous bodies of a bimaterial structure with arbitrarily 

located flat cracks/thin-walled elastic compliant inclusions outside the bimaterial 

interface under static loads. 

The object of study is three-dimensional elastic bimaterial bodies composed of 

two half-spaces with cracks/thin elastic inclusions and a flat interfacial surface on 

which a non-ideal contact of the slip type and the presence of a thin compliant layer 

are implemented. 

The subject of the study is the stationary distribution of three-dimensional 

displacement and stress fields in bimaterial bodies with thin-walled defects and with 

non-classical boundary conditions of the conjugation of bimaterial components at the 

interface. 

The mathematical complexity of such problems arises from the need to satisfy 

the boundary conditions on the surfaces of defects and from the different types of 

contact conditions between the components of the bimaterial composite. Additional 

difficulties arise in the presence of multiple defects arbitrarily located within the 

bodies. Therefore, the task of developing an effective approach to the study of static 

three-dimensional problems, which takes into account the multiparametric nature of 

the input data, in particular, the number, orientation and location of defects in the 
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body, the type of different types of contact conditions at the interface, the contrast of 

the elastic parameters of the composite materials, is relevant. The method of 

boundary integral equations (BIE) has proven to be a powerful and highly productive 

tool in this sense. 

The proposed boundary-integral models provide for integral representations of 

displacements and stresses in each component of the body in the form of a certain 

combination of Newtonian potentials with integration over two-dimensional regions 

of cracks/inclusions and the interface surface. Unknown potential densities 

characterize the opening/shifting of defect surfaces and unknown static displacements 

of the bimaterial interface. 

By identically satisfying the boundary conditions of non-ideal contact on the 

interface surface after applying the two-dimensional integral Fourier transform in 

spatial variables, formulas for the relationship between the displacements of the 

interface surface and the functions of opening the defect surfaces are obtained in 

operator form. Using these relations and satisfying the boundary conditions on the 

defect surfaces, the problem for a bimaterial with cracks/inclusions is reduced to BIE 

systems of the first/second kind, which contain only the functions of static opening of 

the defect surfaces. In the obtained BIE, the conditions of non-classical contact of 

half-spaces are taken into account by explicitly modified Green’s functions, which 

characterize the phenomenon of interaction of defects with the interface surface of 

the bimaterial. The structure of the specified functions depends on the type of 

boundary conditions of the interface contact, the physical and geometric parameters 

of the materials of the half-spaces, and the thin layer between them. 

Highly efficient convergent analytical-numerical methods for solving the 

obtained BIE with hypersingular kernels have been developed. These methods 

incorporate the asymptotic behavior of solutions near the defect contours and employ 

analytical integrals in the BIE regularization. The resulting equations are then solved 

using boundary-element discretization. The method of analytical calculation of 

multiple infinite integrals characteristic of piecewise homogeneous materials with a 

flat interface has been used, with their subsequent reduction to a semi-infinite integral 
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with a rapidly decreasing Green’s integrand function. The specified integrals were 

evaluated with high precision using Laguerre quadrature rules. 

The dissertation consists of five chapters. The first chapter reviews the 

literature on the current state of the problems outlined in the dissertation. The 

analysis of scientific information shows that the development of effective approaches 

and methods for solving three-dimensional problems of static loading of piecewise-

homogeneous bodies with a bimaterial structure with defects, taking into account 

non-ideal contact boundary conditions at the interface, is an incomplete stage and 

therefore remains an important scientific and technical problem. 

The basic principles of the formulation and boundary-integral modeling of 

three-dimensional static problems of elasticity theory for a homogeneous elastic 

isotropic body with a single plane crack/elastic inclusion and multiple plane cracks 

are described in the second chapter. Integral representations of three-dimensional 

displacement and stress fields were modeled using classical Newtonian potentials 

with unknown functions of defect surface opening. The relationships that relate these 

densities to static stress intensity factors (SIFs) in the vicinity of defect contour points 

are also described. A method for regular representation of a characteristic two-

dimensional boundary integral equation with a hypersingular and regular kernel that 

accounts for the interaction of defects with the interface is described. 

In the third section, the proposed boundary-integral formulation is tested on a 

bimaterial model of two elastic isotropic half-spaces in their smooth contact with slip 

at the interface. The case of a single circular separation crack perpendicular to the 

interface surface and a single-period infinite array of circular separation cracks is 

considered. A comprehensive analysis of the influence of the crack depth, the angular 

coordinate of the defect contour point, the distance between defects in a single-period 

array, and the ratio of the shear moduli of the materials of the half-spaces on the SIFs 

of Mode I was carried out. 

In the fourth chapter, the developed boundary-integral modeling approaches 

are extended to the model of an elastic bimaterial consisting of two heterogeneous 

half-spaces, joined by a thin, compliant layer of low stiffness. Using spring boundary 
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conditions on the midsurface of the interlayer, the three-dimensional problem for a 

bimaterial is reduced to solving a Newtonian potential-type BIE system with respect 

to unknown crack opening functions with a modified Green’s function that 

characterizes their interaction through a thin interlayer. As an example, the case of a 

single circular torsion crack located parallel to the interlayer and two identical 

circular cracks located parallel to the interlayer in identical half-spaces is considered. 

Using BIE solutions, the dependence of the SIFs of Mode III on the ratio of the 

material’s physical parameters of the body components, the depth of the defects 

relative to the interface, and the thickness of the layer was analyzed. 

In the fifth section, the method of boundary-integral modeling of the problem 

of static loading of a three-dimensional bimaterial with non-classical contact 

conditions at the interface and its reduction to systems of two-dimensional BIE is 

extended to the case of the presence of thin flat, ductile inclusions in the body, as 

partial cases of cracks healed by injection material. The case of a circular inclusion 

perpendicular to the interface surface under the effect of static tensile forces and 

boundary conditions of smooth contact with sliding at the interface is considered. The 

case of two circular inclusions embedded in identical half-spaces, separated by a thin, 

compliant layer, subjected to torsional loads, was also investigated. The influence of 

the ratio of the physical parameters of the body components, the type of boundary 

conditions of the contact at the interface, the thickness of the layer and inclusions, 

and the depth of the defects on the SIFs of Mode I/Mode III type at the points of the 

defect contour was studied. 

According to the results of numerical analysis based on comparison with 

known analogues for an infinite homogeneous body and a free half-space with cracks, 

the effects of strengthening and reducing the SIFs in bimaterial bodies were revealed, 

depending on the ratio of the elastic parameters of the body components (materials of 

the half-spaces, interlayer, inclusions), the defects depth and orientation relative to 

the interface, the type of boundary conditions of contact on the interfacial surface; the 

thickness of the interlayer and inclusion. 
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The results of the work can be applied in static fracture mechanics and for 

assessing the strength of composites, in geophysics and non-destructive testing, in the 

interpretation of geoexploration data, and in injection technologies for restoration 

construction. 

 

Keywords: elastic bimaterial, plane cracks, compliant inclusions, non-classical 

contact conditions at the interface, stress intensity factors, boundary integral 

equations. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Широкомасштабні дослідження механічних властивостей 

композитних матеріалів зумовлені їх застосуванням у різноманітних сферах 

виробництва, зокрема: аерокосмічній та машинобудівній галузі, цивільному 

будівництві та радіоелектроніці, біотехнологічній та оборонній сферах тощо. 

Сполучення певними способами кількох матеріалів із різними властивостями 

уможливлює створення нової конструкції, параметри якої кардинально 

відрізняються від властивостей кожного окремо взятого матеріалу ‒ синтез 

малої ваги, підвищеного терміну експлуатації та покращених функціональних 

характеристик (підвищені міцність, жорсткість, зносо- та термостійкість, 

опірність агресивному впливу навколишнього середовища тощо). Окремий, але 

водночас не менш важливий, клас розповсюджених в інженерії видів пружних 

композитів становлять шаруваті композитні структури, які складаються з 

почергово з’єднаних між собою вздовж плоских інтерфейсних поверхонь двох і 

більшої кількості шарів різних матеріалів («сендвіч»-композити). 

Найпростішим із таких об’єктів є пружний біматеріал. Як у процесі 

експлуатації, так і під час створення чи обробки таких композитних структур із 

часом їхні міцнісні характеристики можуть погіршуватися. Основними 

чинниками таких явищ виступають насамперед тонкостінні дефекти (тріщини, 

включення тощо) та незворотні процеси порушення міжфазних контактів на 

поверхнях спряжень матеріалів (деламінація тощо). Тому нагальною є вимога 

створення дієвих математичних моделей та методів для ґрунтовного вивчення 

впливу вказаних чинників на напружено-деформований стан пружних 

біматеріальних композитів просторової конфігурації, що сприяє достовірності 

розрахунків відповідних конструктивних елементів на міцність задля їх 

гарантованого тривалого життєвого циклу.  

Переважна більшість відомих результатів досліджень питань міцності 

біматеріальних тіл із тріщинами під статичним навантаженням обмежена 

випадками ідеального контакту матеріалів на інтерфейсі та порушення 
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цілісності контакту через наявність міжфазних тріщин. Водночас поза увагою 

залишаються випадки некласичного контакту на поверхні розмежування фаз, 

зокрема, неідеальний контакт з проковзуванням та спряження різних матеріалів 

тонким податливим прошарком. Зазначені недосконалості міжфазного контакту 

можуть суттєво впливати на перерозподіл поля переміщень і напружень у тілах, 

підвищуючи (чи зменшуючи) їх деформаційні та міцнісні параметри, зокрема 

статичні коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН) за наявності тріщин. 

Проведення відповідних досліджень дає змогу виконати коректний якісний і 

кількісний аналіз напружено-деформованого стану композитів зі структурними 

дефектами.  

Математичні труднощі згаданих задач пов’язані з одночасним 

задоволенням двох груп крайових умов ‒ некласичних умов контакту різних 

компонентів тіла на інтерфейсі та крайових умов на поверхнях тріщин для 

визначення їх взаємного розкриття. Тому актуальною є потреба розроблення 

такого підходу до розв’язання тривимірних задач статики, який забезпечує 

врахування широкого спектру вхідних даних, зокрема, взаємне розташування 

множинних тріщин, співвідношення пружних параметрів компонентів тіла, 

різнотипні крайові умови на міжфазних поверхнях. Високоефективним 

інструментом для розв’язування згаданих задач показав себе метод граничних 

інтегральних рівнянь (ГІР) як сучасний потужний числовий метод 

розв’язування задач механіки деформівного твердого тіла, геофізики, рідин та 

газів.  

Пріоритетним параметром досліджень у задачах механіки руйнування є 

встановлення функцій розкриття протилежних поверхонь тріщин (пружних 

податливих включень). Їхні відомі значення дають змогу в подальшому 

достовірно визначити статичні КІН в околі дефектів, параметри поля 

переміщень і напружень у тілі.  

Метою дисертаційної роботи є розроблення математичних моделей для 

гранично-інтегрального опису тривимірних полів переміщень і напружень у 

пружних біматеріальних тілах із плоскою інтерфейсною поверхнею та 
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внутрішніми плоскими тріщинами через інтегральні подання з фунціями 

розкриття тріщин; зведення відповідних задач до ГІР відносно згаданих 

функцій; отримання у явній формі ядер ГІР, які враховують взаємодію 

множинних дефектів із міжфазною поверхнею біматеріалу та різнотипні умови 

контакту на ній; розроблення високопродуктивних аналітично-числових 

методів розв’язування отриманих систем двовимірних ГІР; встановлення 

поведінки КІН в околі дефектів під статичним навантаженням.  

Досягнення мети роботи передбачає: 

• pеалізацію гранично-інтегрального моделювання задач статичного 

навантаження біматеріального об’єкту з двох пружних півпросторів з 

внутрішніми плоскими тріщинами за умов їх гладкого з проковзуванням 

контакту на інтерфейсі; 

• поширення гранично-інтегрального моделювання на випадок присутності 

тонкого прошарку між півпросторами та врахування його ефективними 

пружинними крайовими умовами; 

• врахування у гранично-інтегральних моделях наявності плоских пружних 

податливих включень; 

• розроблення ефективних алгоритмів числового розв’язання двовимірних 

гіперсингулярних граничних інтегральних рівнянь із характерними ядрами, які 

враховують вплив інтерфейсної поверхні з відповідним крайовими умовами 

контакту на ній; 

• встановлення впливу на КІН в околі тріщин розташування та орієнтації 

дефектів у біматеріалі, співвідношення пружних параметрів матеріалів тіла, 

виду крайових умов на міжфазній поверхні. 

Об’єкт дослідження: пружне тривимірне кусково-однорідне тіло 

біматеріальної структури з плоскими тріщинами/пружними включеннями під 

статичним навантаженням та за неідеального контакту на міжфазній поверхні у 

вигляді гладкого проковзування/наявності тонкого прошарку. 

Предмет дослідження: розподіли статичних полів переміщень і напружень у 

тривимірних біматеріальних тілах з тріщинами; КІН в околі контурів дефектів. 
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Методи досліджень: У дисертаційній роботі використано основні положення 

теорії пружності для статичних задач. Для інтегральних подань переміщень і 

напружень у біматеріальному тілі з дефектами та зведення задач до ГІР 

використано Ньютонівські потенціали з невідомими густинами, пов’язаними з 

розкриттям поверхонь дефектів. Задоволення некласичних крайових умов 

контакту на міжфазних поверхнях здійснено з використанням двовимірного 

інтегрального перетворення Фур’є за просторовими координатами. Числовий 

розв’язок двовимірних гіперсингулярних ГІР базується на методі колокацій з 

розрахунком характерних півбезмежних інтегралів Лагерровими квадратурами. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами і темами.   

Дослідження за темою дисертації виконано в межах наукової бюджетної 

теми Львівського національного університету імені Івана Франка МОН України 

“Аналіз напружено-деформівного стану кусково-однорідних тіл та 

тонкостінних елементів конструкцій зі структурними дефектами” (№ д/р 

0126U003341, термін виконання: 2026‒2028 рр.), де Станкевич Н. В. є 

виконавцем. 

Наукова новизна одержаних результатів полягає у: 

• теоретично аргументованому інтегральному поданні розв’язків тривимірних 

задач статики теорії пружності для біматеріальних тіл із плоскою міжфазною 

поверхнею та внутрішніми довільно розташованими плоскими 

тріщинами/пружними включеннями функціями розкриття дефектів; 

• зведенні задач статичного навантаження біматеріальних тіл із дефектами до 

двовимірних ГІР відносно функцій їх розкриття;  

• методі вилучення під час гранично-інтегрального моделювання 

біматеріальних об’єктів безмежних інтерфейсних областей із різнотипними 

умовами контакту на основі використання двовимірного інтегрального 

перетворення Фур’є за просторовими координатами та аналітичного 

обчислення характерних чотирикратних безмежних інтегралів вздовж цих 

поверхонь;  
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• побудові стійкого алгоритму числово-аналітичного розв’язування 

двовимірних ГІР задач з гіперсингулярними ядрами та ядрами, які 

характеризують статичну взаємодію дефектів з інтерфейсною поверхнею;  

• виконанні числових розрахунків КІН та встановленні впливу на них 

розташування та орієнтацій поодиноких та множинних дефектів у композиті, 

типу крайових умов контакту на інтерфейсі (типу гладкого контакту з 

проковзуванням, спряження тонким прошарком), геометричних та пружних 

компонентів біматеріалу.  

Достовірність засадничих наукових положень та отриманих аналітичних і 

числових результатів підтверджено коректно обґрунтованим застосуванням 

методів лінійної механіки руйнування і теорії пружності; строгістю 

математичної постановки крайових задач; переконливим застосуванням для 

розв’язування методу ГІР; природнім фізичним трактуванням описаних 

аналітичних процедур; узгодженням із частковими випадками відомих у 

літературі отриманих результатів для однорідних безмежних і півбезмежних тіл 

із дефектами.  

Практичне значення отриманих результатів полягає у їх застосовності для 

аналізу міцності біматеріальних композитних структур із коректним 

урахуванням неідеального контакту їхніх компонентів та широкого спектру 

вхідних даних механічних параметрів. Виявлені закономірності розподілів 

напружень у зазначених кусково-однорідних тілах із дефектами дають 

можливість розроблення теоретичних рекомендацій щодо оптимальної 

структури для підвищення тріщиностійкості під час їх виготовлення. Отримані 

результати також мають практичний інтерес для ін’єкційних технологій 

заліковування тріщин для подовження активного терміну життєвого циклу 

виробів.  

Апробація результатів дисертації. Основні результати роботи доповідалися 

на: 26th International Seminar/Workshop on Direct and Inverse Problems of 

Electromagnetic and Acoustic Wave Theory (DIPED), (2021, Tbilisi, Georgia); VIII 

International Conference “In-service Damage of Materials: Diagnostics and 

https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/9552251/proceeding
https://ieeexplore.ieee.org/xpl/conhome/9552251/proceeding
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Prediction“ (DMDP 2025), (2025, Ternopil, Ukraine); VI Міжнародній науково-

практичній конференції “Scientific vector of various spheres’ development: reality 

and future trends”. (2026, Вінниця (Україна), Відень (Австрія)); X Міжнародній 

науково-практичній конференції “Science of post-industrial society: globalization 

and transformation”, (2026, Вінниця (Україна), Відень (Австрія)).  

У повному обсязі робота доповідалася на науковому семінарі кафедри 

механіки Львівського національного університету імені Івана Франка МОН 

України під керівництвом проф. В.З. Станкевича.  

Публікації. За результатами виконаних у дисертації досліджень опубліковано 7 

наукових праць, серед яких 3 статті у наукових фахових виданнях України та 

міжнародних наукових періодичних виданнях (із них 2 у виданнях, що входять 

до наукометричної бази SCOPUS); 4 у збірниках праць та тезах міжнародних і 

вітчизняних конференцій (із них 2 у виданнях, що входять до наукометричної 

бази SCOPUS). 

Усі результати, які стосуються основного змісту дисертаційної роботи та 

винесені на захист, отримані здобувачем самостійно. У працях [1–3, 5], 

опублікованих у співавторстві, дисертанту належать участь у математичній 

постановці задач, виборі інтегральних подань розв’язків, числова реалізація 

досліджень, опрацювання та інтерпретація отриманих числових результатів. 

Автору належать зведення задач до систем граничних інтегральних рівнянь, 

формулювання досліджуваних об’єктів, формулювання висновків. 

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складається з анотації, 

вступу, п’яти розділів, які містять 39 рисунків і 3 таблиці, висновків, а також 

списку літератури, що включає 191 найменування, додатків. Обсяг основного 

тексту дисертації – 148 сторінок, а повний обсяг роботи – 188 сторінок. 
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РОЗДІЛ І 

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ 

 

Постійний моніторинг конструкцій на наявність у них структурних 

дефектів типу тріщин, включень, отворів тощо з подальшим прогнозуванням їх 

міцності та залишкового ресурсу спрямований на запобігання ймовірних 

руйнувань та кореляцію їх життєвого циклу. Таких неперервного та надійного 

контролю потребують автомобільна та аерокосмічна галузі, цивільне 

будівництво, обладнання енергозберігаючих устаткувань, газо- та нафтогони 

тощо, тобто такі механічні конструкції та системи, в яких питання значних 

економічних втрат, гарантування безпеки людських життів та запобігання 

глобальних екологічних катастроф нерозривно пов’язані між собою. Водночас 

на початкових етапах розрахунків міцності конструкцій, що є першою 

ітерацією, дослідження проводять без урахування наявності потенційних 

дефектів. Однак під час виготовлення та обробки виробів, їх тривалої 

експлуатації, непередбачених виробничих чинників та впливів агресивного 

зовнішнього середовища в конструкціях можуть виникати різноманітні дефекти 

структури матеріалів, найбільш небезпечними з яких є тонкостінні 

гострокінцеві пошкодження, зокрема, тріщини та включення. Останні 

виступають вогнищами значних концентрацій напружень і здатні суттєво 

впливати на перерозподіл параметрів напружено-деформованого поля в тілі. Ця 

обставина спонукає інженерів-дослідників (на другому етапі ітерацій) до 

розроблення ефективних методів розрахунків конструкцій із пошкодженнями, 

які дають змогу для заданого спектру навантажень різної природи прогнозувати 

міцність та життєвий ресурс за рекомендованих умов експлуатації.  

Суттєві математичні труднощі для дослідників складають вироблення 

таких комплексних підходів, які коректно та якісно пов’язують взаємозв’язок 

характеристик напружено-деформованого стану композитних тіл складної 

структури з багатопараметричністю вхідних даних ‒ видів, розмірів та 

розташування структурних дефектів; природи та характеру зміни в часі 
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навантажень; контрастності властивостей матеріалів компонент тіла; 

специфічних крайових умов контакту на міжфазних поверхнях тощо. 

Проведення таких досліджень потребує низка галузей цивільного та 

оборонного виробництва, неруйнівний контроль, механіка тектонічних плит, 

сейсмологія та геофізика тощо.  

Проблеми інженерних запитів спонукали дослідників до проведення 

фундаментальних досліджень, пов’язаних із задачами механіки руйнування. 

Зокрема, основи фізичних механізмів дефектів та інженерних методів 

розрахунків механіки руйнування елементів конструкцій наведено у 

фундаментальних працях Т. Екоборі [8], Л. М. Качанова [9], Г. Лібовиця [10], 

К. Хеллана [11], Р. В. Херцберга [12]. Грунтовний аналіз поведінки пружних 

неоднорідних тіл із концентраторами напружень типу включень, отворів, 

тріщин у двовимірному формулюванні під статичними та динамічними 

навантаженнями проведено у класичних роботах В. М. Александрова, 

Б. І. Сметаніна, Б. В. Соболя. [13], В. І. Астаф’єва, Ю. М. Радєва, 

Л. В. Степанова [14], Л. Т. Бережницького, В. В. Панасюка, М. Г. Стащука [15], 

Д. Броєка [16], М. Ф. Морозова [17], М. І. Мусхелішвілі [18], В. В. Панасюка 

[19, 20], В. З. Партона, Є. М. Морозова [21], Г. Я. Попова [22], М. П. Саврука 

[23], Л. І. Слепяна [24], М. Г. Стащука [25], Г. Т. Сулима [26], Г. П. Черепанова 

[27], K. B. Broberg [28], S. K. Maiti [29] та ін.  

Тривимірним задачам аналізу напружено-деформованого стану тіл із 

дефектами приділено вагому увагу в працях О. Є. Андрейківа [30, 31], 

О. М. Гузя [32], Г. С. Кіта, М. В. Хая [33], Р. М. Кушніра, В. Р. Скальського, 

Я. І. Кунця, В. В. Матуса, Ю. С. Окрепкого, Т. В. Селівончик [34], 

З. Т. Назарчука, Д. Б. Куриляка, В. В. Михаськіва, А. Т. Синявського, 

В. Ф. Чекуріна [35], В. В.Панасюка, М. М. Стадника, В. П. Силованюка [36], 

Б. І. Шифріна [37], J. Balas, J. Sladek, V. Sladek [38], A. N. Guz, V. L. Bogdanov, 

V. M. Nazarenko [39], V. Skalskyi, Z. Nazarchuk, O. Stankevych [40] та ін.  

Окремого дослідження потребують тонкостінні елементи конструкцій зі 

структурними неоднорідностями. Зокрема, аналіз граничного стану 
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оболонкових та пластинчастих структур із тонкостінними дефектами 

проводили І. І. Бернар, В. К. Опанасович [41], Л. Т. Бережницький, 

М. В. Делявський, В. В. Панасюк [42], Р. М. Кушнір, М. М. Николишин, 

Я. С. Підстригач, В. А. Осадчук [43–45], В. В. Панасюк, М. П. Саврук, 

О. П. Дацишин [46], В. І. Шваб’юк, С. В. Ротко, В. В. Шваб’юк [47], 

A. M. Khludnev, V. A. Kovtunenko [48], V. K. Opanasovych, M. M. Nykolyshyn, 

M. S. Slobodian, S. O. Alfavitska, O. K. Bilash [49] та ін.  

Зазначимо, що відомих у літературі аналітичних розв’язків задач теорії 

пружності для тіл з тріщинами небагато, і всі вони стосуються найпростіших 

випадків геометрії тіл, тріщин і відповідного їх навантаження. У загальних 

випадках конструктивних елементів з тонкостінними дефектами під 

навантаженнями різної природи є необхідність залучення тих чи інших 

спеціально розроблених числових методів. Найбільш розповсюдженими серед 

них є методи сингулярних інтегральних рівнянь, кінцевих елементів та 

граничних інтегральних рівнянь (граничних елементів).  

Метод сингулярних інтегральних рівнянь щодо аналізу плоских та 

просторових задач теорії пружності для тіл із дефектами в полі статичних та 

динамічних навантажень ґрунтовно описано в працях [13, 15, 18, 19, 20, 23, 25, 

69] та ін. Так, дослідження плоских задач механіки руйнування проводили з 

використанням методів теорії функцій комплексної змінної для інтегральних 

подань комплексних потенціалів. Задоволенням крайових умов задачі зводили 

до розв’язування систем одновимірних/двовимірних сингулярних інтегральних 

рівнянь із невідомими густинами, які описують напруження/похідні від 

зміщень на розрізах. У працях Г. Я. Попова, В. Г. Попова, Н. Д. Вайсфельд, 

О. Ф. Кривого, Ю. С. Морозова [22, 50–56] використано метод розривних 

розв’язків для статичних/динамічних задач теорії пружності для тіл із плоскими 

та криволінійними дефектами. Суть методу полягає у заданні на краях дефектів 

невідомих стрибків зміщень та напружень. Зазначені функції стрибків 

визначаються розв’язуванням сингулярних інтегральних рівнянь, отриманих 

задоволенням крайових умов задач. Подальшого логічного продовження в 



25 
 

дослідженні плоских задач механіки руйнування з урахуванням анізотропії 

термофізичних властивостей матеріалів отримав метод функцій стрибка, 

запропонований у роботах Г. Т. Сулима [26], В. В. Панасюка, О. Є. Андрейкiва 

[57], Р. М. Кушнiра, М. М. Николишина, В. А. Осадчука [43], В. К. Опанасовичa 

[58]. Згідно з цим методом для випадку тонкостінних включень крайові умови 

задачі виносяться на серединну поверхню/лінію дефекту з усередненими за 

його товщиною геометричними та фізичними параметрами.  

Як вже зазначалося, важливим параметром тріщини/пружного включення 

у механіці руйнування є розкриття (стрибок) їхніх протилежних поверхонь. За 

допомогою цієї характеристики визначають переміщення та напруження в тілі, 

статичні та динамічні КІН, як характеристики особливості поля напружень в 

околі вістря дефекту та потенційного чинника початку руйнування тіла. Тому 

першочерговою задачею проблематики механіки тіл з тріщинами є визначення 

функцій стрибка переміщень поверхонь дефекту.  

Високопродуктивним та ефективним числовим методом показав себе 

метод кінцевих елементів (МКЕ), розроблений у 70-і роки минулого століття 

для розв’язування диференціальних рівнянь. На сьогодні цей метод є визнаним 

стандартом для дослідження різноманітних фундаментальних і прикладних 

задач цивільного будівництва, аерокосмічної галузі, динаміки рідин і газів, 

електромагнетизму тощо [59–62]. Перевагами методу є можливість розгляду 

твердих матеріалів у пружній/пластичній/в’язкій стадіях, а також матеріалів у 

рідкому/газоподібному станах; гнучкість моделювання тіл складної 

геометричної конфігурації; регулювання густиною кінцево-елементної сітки 

для досягнення високої точності числових результатів; моделювання 

стаціонарних та нестаціонарних процесів тощо. Недоліками та обмеженнями 

МКЕ є вимога наявності великих обчислювальних потужностей під час аналізу 

тривимірних задач для об’єктів складної конфігурації; побудова якісного 

регулярного скінченно-елементного розбиття для підвищення точності 

числових результатів; наявність відповідного досвіду та розуміння фізичних 
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процесів дослідниками для коректного задання крайових умов; неможливість 

розв’язування фундаментальних проблем для об’єктів безмежних розмірів.  

Незважаючи на свою початкову прикладну та інженерну спрямованість, 

метод кінцевих елементів вдало розвинуто для дослідження статичних і 

динамічних задач механіки тріщин у працях Є. М. Морозова, 

О. Ю. Муйземнека, А. С. Шадського [63], М. Сираторі, Т. Мієсі, Х. Мацусіта 

[64], Ф. Ердоган, А. Кобаясі, С. Атлурі, Л. Френд, М. Накагакі, Т. Нісіока, 

Дж. Ньюмен, І. Раджу, Дж. Сведлоу [65], Zh. Chen, H. Bao, Y. Dai, Y. Liu [66], 

P.I. Kattan, G.Z. Voyiadjis [67], M. Kuna [68], S. Pommier, A. Gravouil, 

A. Combescure, N. Moes [69], M. Rahman, T. Maeda, T. Osada, Sh. Ozaki [70] та 

ін. 

Високопродуктивним апаратом для дослідження статичних і динамічних 

задач механіки тріщин зарекомендував себе метод граничних інтегральних 

рівнянь (ГІР) [71–79]. Першочергово метод розробили для розв’язування 

диференціальних рівнянь, які описують складну поведінку мультифізичних 

полів (теплопровідність, термо-, електро- і магнітопружність, газодинаміка 

тощо). Беззаперечною перевагою методу ГІР є пониження на одиницю 

розмірності задачі завдяки зведенню визначених по області тіла 

диференціальних рівнянь до інтегральних/інтегродиференціальних рівнянь по 

межі тіла; використання фундаментальних розв’язків для інтегральних подань 

шуканих величин забезпечує тотожнє задоволення диференціальних рівнянь 

задач (колокаційної апроксимації вимагають лише крайові умови задач); 

можливість здійснення мультифізичного аналізу для об’єктів безмежних 

розмірів; відсутність (порівняно з МКЕ) необхідності постійного згущення 

граничноелементного розбиття областей з високими градієнтами зміни 

шуканих величин для обчислення їх похідних; повне заповнення матриці 

коефіцієнтів системи лінійних алгебраїчних рівнянь, до яких зводяться 

інтегральні/ інтегродиференціальні рівняння задачі. Водночас головним 

недоліком методу ГІР є складний та громіздкий для обчислень математичний 
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апарат, який вимагає побудови відповідних диференціальним рівнянням 

досліджуваних задач фундаментальних розв’язків.  

У проблематиці лінійної механіки руйнування тіл з тонкостінними 

дефектами сформовано декілька варіантів (підходів) зведення відповідних 

задач до розв’язування ГІР. Один із них (прямий варіант) передбачає 

використання певним чином інтегральної тотожності Гріна чи теореми Бетті, 

які пов’язують значення шуканих величин у досліджуваній області з 

граничними значеннями цих величин на межі області. Граничним переходом 

точки спостереження до поверхні розглядуваного тіла отримують ГІР такої 

задачі. При цьому невідомі функції, які входять до інтегральних рівнянь, є 

граничними значеннями конкретних фізичних величин (переміщення, 

напруження). Значення цих величин всередині тіла визначають через їх згадані 

граничні значення за допомогою відповідного інтегрування. Так у працях 

J. Balas, J. Sladek, V. Sladek [38], T. A. Cruse [80], F. García-Sánchez, A. Sáez, 

J. Domínguez, Ch. Zhang, M. Wunsche, J.D. Achenbach [81, 82, 85, 86], E. Z. Polch, 

T. A. Cruse, C.-J. Huang [83], F. J. Rizzo [84] ГІР розглядуваних задач 

пов’язують прикладені зусилля до тріщин зі стрибками зміщень їх 

протилежних поверхонь.  

Альтернативний (непрямий варіант) ГІР, передбачає подання розв’язків 

диференціального рівняння його сингулярними фундаментальними розв’язками 

у вигляді потенціалів простого/подвійного шарів із невідомими густинами, 

розподіленими вздовж межі тіла та позбавленими фізичного сенсу (тобто, 

розв’язок описується інтегралом з ядром у вигляді добутку фундаментального 

розв’язку та фіктивної густини). За відомими знайденими з розв’язків ГІР 

значеннями цих густин решту параметрів досліджуваного поля в довільній 

точці тіла отримують простим інтегруванням. Такий підхід реалізовано у праці 

Станкевича В. З. [87].  

Тріщина трактується як розріз (щілина) нульової товщини, обмежений 

двома поверхнями. За умови симетричних крайових умов на кшталт плоскої 

тріщини під дією самозрівноважених зусиль останні виносяться на серединну 

https://www.sciencedirect.com/author/35275006000/felipe-garcia-sanchez
https://www.sciencedirect.com/author/7006468113/andres-saez
https://www.sciencedirect.com/author/7006468113/andres-saez
https://www.sciencedirect.com/author/7202552802/j-dominguez
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поверхню дефекту. За аналогією з використаним під час виведення дуальних 

інтегральних рівнянь підходом, крайові умови формулюють в області 

серединної поверхні дефекту та в площині поза вказаною областю. Такий метод 

застосовано для аналізу просторових задач механіки тріщин у працях 

A. Athanassiadis, J. M. Boissenot, P. Brevet, D. Francois, A. Raharinaivo [88], 

T. A. Cruse, R. B. Wilson [89], C. L. Tan, R. T. Fenner [90]. Аналогічний підхід 

використано під час зведення до системи ГІР задач для безмежних однорідних 

та кусково-однорідних тіл із тріщинами під самозрівноваженими статичними і 

динамічними навантаженнями у працях М. В. Хая, Г. С. Кіта, В. В. Михаськіва, 

В. З. Станкевича, Б. М. Стасюка, О. М. Хай, І. Я. Жбадинського, І. О. Бутрак 

[33, 91–93]. При цьому розв’язки статичних задач подано Нютонівськими, а 

динамічних задач ‒ Гельмгольцевими потенціалами подвійного шару з 

невідомими густинами-стрибками зміщень (розкриття) протилежних поверхонь 

тріщин. Описаний випадок у подальшому поширено на випадок статичного і 

динамічного навантаження тіл із тонкими пружними податливими 

включеннями [94–96].  

Для випадку інтерфейсних тріщин, розташованих на міжфазних поверхнях 

сконтактованих різних матеріалів, відсутність умов симетрії вимагає розділення 

досліджуваного тіла на окремі підобласті з поверхнями, частина яких 

відповідає плоскій області дефекту, а інша ‒ компоненті міжфазної поверхні 

поза нею. Тоді частину крайових умов (задані зусилля) формулюють в областях 

поверхонь тріщин, а на решті інтерфейсу задовольняють умови ідеального 

контакту спряжених матеріалів. Такий підхід призводить до збільшення 

кількості ГІР розглядуваних задач і використано в працях Z. D. Jiang, J. Petit, 

G. Bezine [97], Z. H. Jia, D. J. Shippy, F. J. Rizzo [98], O. V. Menshykov, 

V. A. Menshykov, I. A. Guz, M. V. Menshykova [99].  

Побічним ефектом формулювання ГІР у термінах невідомих густин-

стрибків зміщень протилежних поверхонь тріщин/тонких пружних включень є 

поява гіперсингулярних ядер, порядок особливості яких перевищує розмірність 

області інтегрування [38, 85, 100–103]. Для їх числового розв’язування 
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опрацьовано декілька підходів. Один з них ґрунтується на зведенні 

інтегрального рівняння до інтегродиференціального з подальшим трактуванням 

отриманого слабосингулярного інтегралу в сенсі головного значення за Коші та 

його диференціюванням. Другий підхід використовує розвинення в ряд Тейлора 

невідомої шуканої густини з подальшою спеціально розробленою процедурою 

регуляризації ГІР і розглядом отриманих гіперсингулярних інтегралів в сенсі 

головного значення за Адамаром.  

Розповсюджені у різноманітних сферах виробництва композити шаруватої 

структури характеризуються підвищеними параметрами міцності, жорсткості, 

питомої маси тощо [104–108]. Водночас наявність внутрішніх дефектів та 

міжфазних поверхонь, контрастність матеріалів призводять до суттєвого 

перерозподілу параметрів пружних полів у них [109–114] та нових феноменів їх 

поведінки. Більшість відомих у літературі результатів стосується 

біматеріальних тіл [115–119].  

Зокрема, у працях І. М. Пастернак, Г. Т. Сулима [120], О. М. Гузя, 

І. О. Гузя, В. О. Меньшикова, О. В. Меньшикова [99, 121], М. В. Хая, 

В. В. Михаськіва, В. З. Станкевича, Б. М. Стасюка, О. І. Степанюка [122–125], 

Y. C. Shiah, Ch. Hwu, J. J. Yao [126], Sh. Xiao, Zh. Q. Yue, H. Xiao [127], 

Ch. Zhang, D. Gross [128, 129] та ін. розглядали плоскі та тривимірні задачі для 

біматеріальних/шаруватих композитів з внутрішніми та інтерфейсними 

тріщинами, де виявили суттєву чутливість статичних і динамічних КІН в околі 

дефектів до контрастності матеріалів композиту.  

У літературі розв’язки задач дослідження напружено-деформованого стану 

кусково-однорідних тіл з внутрішніми тріщинами/пружними включеннями та 

плоскопаралельними міжфазними поверхнями переважно зосереджені на 

питаннях класичних умов ідеального контакту на інтерфейсах з неперервними 

кінематичними та силовими параметрами спряжених компонент [119, 130–133]. 

Водночас практичний інтерес представляють ситуації наявності на міжфазних 

поверхнях тонких пружних прошарків. Останні можуть утворюватися шляхом 

взаємної дифузії частинок матеріалів контактуючих компонентів тіла, 

https://www.sciencedirect.com/author/6603369380/yuichuin-shiah
https://www.sciencedirect.com/author/35607393700/chyan-bin-hwu
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характеризувати клейові з’єднання або зумисно вводитися на етапі 

технологічного виготовлення. Сюди ж можна віднести неоднорідний інтерфейс 

у вигляді стохастично розподілених інтерфейсних мікротріщин, які виникають 

внаслідок пошкоджень адгезійних зв’язків спряжених елементів композиту.  

Дослідження напружено-деформованого стану для тіл з міжфазними 

тріщинами з урахуванням контакту їх поверхонь та крайових ефектів поблизу 

вершин під статичними і динамічними навантаженнями проведено в працях 

О. М. Гузя, І. О. Гузя, В. О. Меньшикова, О. В. Меньшикова [99, 121, 134],  

Г. С. Кіта, Р. М. Мартиняка [135, 136], В. В. Лободи, А. Є. Шевельової, 

М. В. Костенко [137–139], А. Ф. Улітко, В. І. Острик [140, 141], H. J. Choi [142], 

A. Cirello, B. Zuccarello [143], J. Sladek, V. Sladek, M. Wünsche, Ch. Zhang [144] 

та ін.  

У математичному плані моделювання міжфазного прошарку в точній 

постановці з урахуванням його геометричних та фізичних параметрів є 

складною задачею. Тому щодо практичних ситуацій для випадку квазістатичної 

задачі кусково-однорідних тіл у працях J.-M. Baik, R. B. Thompson, 

F. J. Margetan, T. A. Gray [145, 146] пошкоджений мікротріщинами інтерфейс з 

використанням гіпотези Вінклера запропоновано замінити рівномірно 

розподіленими пружинами. Такий підхід у літературі отримав назву пружинних 

контактних умов (ПКУ), а відповідні крайові умови неідеального контакту 

винесені на серединну поверхню фіктивного прошарку і постулюють 

наперервність напружень та їх пропорційність переміщенням з урахуванням 

геометричних та механічних параметрів інтерфейсної неоднорідності. 

Ефективність моделі ПКУ симуляції неідеального контакту на інтерфейсі 

продемонстрована в працях [147, 148], а його застосування в задачах хвильової 

динаміки наведено у публікаціях Я. І. Кунця, В. В. Матуса, В. О. Міщенка, 

В. В. Пороховського [149], M. V. Golub, O. V. Doroshenko, S. I. Fomenko [150], 

S. Kumar, M. Hasanuzzaman, R. Kumari [151], L. D. Pérez-Fernández, 

J. B. Castillero [152]. Варто зазначити, що точність числових результатів суттєво 

залежить від достовірних значень геометричних та жорсткісних характеристик 

https://www.sciencedirect.com/author/58769130600/mikhail-v-golub
https://www.sciencedirect.com/author/6602094959/julian-bravo-castillero
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прошарку типу клейового з’єднання чи пошкодженої міжфазної неоднорідності 

за наявності на ній множинних інтерфейсних тріщин.  

Незначну кількість відомих у літературі результатів присвячено аналізу 

впливу тонкого проміжного прошарку кусково-однорідних тіл з тріщинами на 

КІН. Так, у працях В. В. Михаськіва, В. З. Станкевича, І. Я. Жбадинського, 

Ch. Zhang [93, 153], І. С. Звізла, Н. В. Станкевича [1, 3] з використанням ПКУ 

на основі гранично-інтегрального моделювання задач досліджували пружний 

біматеріал з внутрішніми тріщинами під гармонійним та статичним 

навантаженнями. Виявлено ефект суттєвого впливу тонкого проміжного 

прошарку на динамічні та статичні КІН в околі контуру тріщин.  

Варто зауважити, що модель ПКУ виведено для динамічних задач за 

умови, що довжини згенерованих у тілі пружних хвиль набагато перевищують 

товщину міжфазного прошарку. Очевидно, що для випадку задач моделювання 

статично навантажених кусково-однорідних тіл із дефектами придатність 

застосування крайових умов вимагає накладання обмежень щодо співвідношень 

товщини прошарку та розмірів тріщин/включень. Такі дослідження проведено в 

праці [1].  

Варто також виокремити випадок некласичних умов спряження 

компонентів кусково-однорідних тіл типу гладкого контакту з проковзуванням 

на міжфазній поверхні. Такий тип контакту характеризується неперервністю 

нормальних переміщень і компонент напружень за повної відсутності дотичних 

напружень на інтерфейсі і доволі поширений на практиці ‒ наявність 

змащувального матеріалу між контактуючими поверхнями тіл, наявність 

синовіальної рідини в суглобовій порожнині, заповнені водою міжфазні 

тріщини між тектонічними плитами в геофізиці тощо. У механіці такий вид 

контакту відповідає тріщині зсуву з повним контактом без тертя її поверхонь, а 

відповідні задачі відносять до некласичних проблем механіки руйнування [154–

156]. У працях [157], [158, 159] розглядали статичні задачі про стиск кусково-

однорідної півплощини з міжфазною зоною гладкого проковзування, у праці 

[160] досліджували питання аналізу зв’язку проковзування на міжфазній 
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поверхні з поширенням пружних хвиль у композиті. Вплив ковзного 

інтерфейсного контакту на концентратори напружень в кусково-однорідних 

тілах вивчений мало. Так, у працях [2, 5, 161, 162] розглядали біматеріал із двох 

півпросторів та тріщинами відриву в одному з них під гармонійними та 

статичними навантаженнями. Встановлено, що збільшення жорсткості 

компонента з дефектом може супроводжуватися як зменшенням, так і 

збільшенням значень КІН порівняно з випадком ідеального контакту 

компонентів біматеріалу. Водночас ґрунтовний аналіз впливу ефекту 

проковзування на міжфазній поверхні щодо характеристик міцності композитів 

з тріщинами у літературі відсутній. Окремої уваги заслуговують також питання 

отримання уточнених крайових умов гладкого контакту, які б враховували 

геометричні та фізичні параметри тонкого рідинного прошарку між 

контактуючими поверхнями.  

Окремий інтерес для дослідників становлять тонкостінні дефекти на 

зразок пружних податливих включень, насамперед стосовно аналізу 

напружено-деформівного стану структур, які їх містять [26, 163, 164]. Такі 

структурні дефекти можна штучно створювати шляхом наповнення матриць 

для отримання нанокомпозитних структур. Останнім часом тонкостінні 

податливі включення привертають увагу цивільних інженерів завдяки 

моделюванню ними “залікованих тріщин”, тобто тріщин, об’єм яких 

заповнений спеціальним пружним склеювальним матеріалом [165–167]. На 

сьогодні у зв’язку з російською агресією значна частина об’єктів цивільної та 

критичної інфраструктури України зазнала значних пошкоджень. Пріорітетні 

завдання їх часткової відбудови вимагають розробок новітніх науковоємних 

методик, до однієї з яких належать “ін’єкційні технології” [168–175], а 

пов’язана з ними відновлювально-ремонтна технологія дає змогу подовжити 

термін експлуатації конструкцій та споруд без проведення високозатратних 

реконструкцій. Виявлено, що технологія ін’єктування тріщин уможливлює 

підвищення міцності конструкцій та подовження їх ресурсу [167, 176, 177]. 

Вітчизняними та закордонними дослідниками розроблено ефективні підходи 
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для математичного моделювання тіл із такими дефектами щодо оцінювання 

міцності конструкцій. Наявні у літературі дослідження тематики тіл із 

пружними тонкостінними включеннями переважно стосуються статичних та 

динамічних вісесиметричних і плоских задач. Водночас розгляд відповідних 

задач у загальному тривимірному формулюванні дає можливість коректніше 

дослідити фізичні ефекти у тілах із зазначеними структурними дефектами. У 

тривимірному формулюванні з використанням методу ГІР такі задачі 

обмежувалися аналізом поодиноких та множинних податливих включень під 

статичними та усталеними в часі навантаженнями [178–180]. При цьому 

практично невивченими залишаються питання впливу на перерозподіл 

напружень в околі таких дефектів умов контакту на міжфазних поверхнях 

кусково-однорідних тіл.  

Наведені у дисертаційній роботі результати стосуються статичного 

навантаження кусково-однорідного у вигляді біматеріального тіла з 

внутрішніми дефектами та контактних умов на інтерфейсі типу гладкого 

проковзування/наявності тонкого пружного податливого прошарку. 

Математичне моделювання окресленого кола задач проведено із залученням 

методу граничних інтегральних рівнянь, який продемонстрував свою 

ефективність та потужність у вирішенні сформульованих наукових проблем.  
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Висновки до І розділу 

 

Перший розділ містить детальний огляд літературних джерел, стосовних 

тематики та сучасного стану окреслених у дисертаційній роботі проблем. Огляд 

літературних джерел констатує недостатність широкосяжних досліджень 

пружних полів у кусково-однорідних тілах з тонкостінними внутрішніми 

дефектами з урахуванням тривимірності задач, взаємного розташування 

тріщин/включень, контрастності матеріалів композиту, некласичних крайових 

умов контакту на міжфазних поверхнях.  

 

 

 

 



35 
 

 

РОЗДІЛ ІІ 

ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ МЕТОДУ ГІР ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

ТРИВИМІРНИХ СТАТИЧНИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ТІЛ ІЗ 

ТОНКОСТІННИМИ ДЕФЕКТАМИ 

 

У розділі наведено основні положення щодо постановки, вибору 

інтегральних подань розв’язків та загального гранично-інтегрального 

формулювання тривимірних статичних задач теорії пружності для однорідного 

пружного середовища із плоскою тріщиною/тонким податливим включенням 

як окремої компоненти кусково-однорідного у вигляді біматеріалу тіла. 

Інтегральні подання тривимірних переміщень і напружень в однорідному 

пружному тілі з плоским тонкостінним дефектом вибрано у вигляді певної 

комбінації Ньютонівських потенціалів, густини яких характеризують стрибки 

зміщень протилежних поверхонь дефектів. Виписані співвідношення, які 

пов’язують статичні КІН в околі контура дефектів із функціями розкриття їх 

протилежних поверхонь.  

Описано методику числово-аналітичного розв’язування типових 

гіперсингулярних двовимірних ГІР по плоскій області тонкостінного дефекту, 

які містять модифіковані функції Гріна, що відображатимуть внесок у загальні 

поля переміщень і напружень інтерфейсної поверхні біматеріалу. В основі 

методики лежить операція виділення поведінки невідомої шуканої густини на 

контурі інтегрування, із подальшою регуляризацією та розвиненням її в ряд 

Тейлора, розглядом гіперсингулярних інтегралів у сенсі головного значення.  
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2.1. Вихідні положення теорії пружності статичного навантаження 

тривимірних тіл із тріщинами 

 

Розглядаємо тривимірне однорідне ізотропне тіло, яке займає область V  і 

обмежене поверхнею VS  (рис. 2.1). Матеріал тіла характеризується 

Пуассоновим коефіцієнтом   та модулем зсуву G . Вибираємо у тілі декартову 

систему координат 321 xxOx  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.1 – Схема безмежного пружного однорідного тіла під статичним 

навантаженням 

 

На поверхні VS  тіла прикладені статичні силові навантаження 

( ) , 1,3jN j =x . Позначимо через ( )N x


 – головний вектор вказаних зусиль. 

Задача визначення напружено-деформівного стану тіла за відсутності об’ємних 

навантажень зводиться до відшукання значень компонент вектора  переміщень 

1 2 3( , , )u u uu


, який задовольняє диференціальному рівнянню [181]  

 

3

1
0 ,

1 2
grad div + =

− 
u u


    (2.1) 

 

де 
3

2 2
3

1

j

j

x
=

 =    – тривимірний Лапласів оператор за змінними 221 ,, xxx . 

V  
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O  

1x  
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3x  
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Значення компонент тензора напружень визначаються через компоненти 

переміщень співвідношеннями закону Гука [181] 

 

( ) 2 ,
1 2

i
i i

i

u
G

x

 
 = + 

−   
x     (2.2) 

 

( ) , , , 1,3 ,
ji

i j
j i

uu
G i j i j

x x

 
 = +  = 

   

x  

 

де  
3

1

( )j j

j

u x grad
=

 =   = u x


 – дилатація (об’ємна деформація).  

Диференціальні рівняння (2.1) потрібно доповнити крайовими умовами. 

У теорії пружності розрізняють три основних типи крайових задач:  

1) на поверхні тіла задані відомі переміщення ( )iU x   

 

( ) ( ) , 1,3 , ,i i Vu U i S= = x x x     (2.3) 

 

Умови (2.3) характеризують першу основну крайову задачу теорії пружності. 

2) на поверхні тіла задані зовнішні зусилля ( ) , 1,3jN j =x   

 

3

1

( )cos( , ) ( ) , 1,3 , .i j i j V

i

n x N j S
=

 = =  x x x


   (2.4) 

 

Тут n


 – зовнішня нормаль до поверхні VS  у точці 1 2 3( , , )x x xx  тіла; ( )i j x  – 

компоненти тензора напружень. Умови (2.4) характеризують другу основну 

крайову задачу теорії пружності. 
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3) на частині поверхні uVS  тіла задані переміщення, а на іншій частині 

поверхні VS  – зусилля 

 

( ) ( ) , 1,3 , ,i i V uu U i S= = x x x     (2.5) 

 

3

1

( )cos( , ) ( ) , 1,3 , .i j i j V

i

n x N j S 

=

 = =  x x x


 

 

Умови (2.5) характеризують третю основну крайову задачу теорії пружності. 

Отже, розв’язування статичної задачі теорії пружності зводиться до 

визначення амплітуд пружних переміщень 1 2 3( , , )u u uu


 та компонентів тензора 

напружень i j , які задовольняють диференціальному рівнянню (2.1), 

співвідношенням закону Гука (2.2) та одній з крайових умов (2.3)–(2.5). 

Додатково на розв’язки задачі накладають умови заникання на безмежності.  

 

2.1.1. Випадок поодинокої тріщини  

 

Нехай безмежне тіло містить плоску тріщину, яка займає область S  з 

гладким контуром. Протилежні поверхні 
S  тріщини в напрямку осі jOx  

зазнають зміщень ( )ju x . Виберемо декартову систему координат 321 xxOx  в 

області S  так, щоб протилежним поверхням 
S  тріщини відповідали значення 

03 =x  (рис. 2.2). 

Амплітуди ju  характеризують стрибок зміщень відповідних точок 

протилежних поверхонь 
S  тріщини під час її розкриття (рис. 2.3) 

 

( ) [ ( ) ( )]/ 4 , 1,3 , .j j ju u u j S− + = −  = x x x x  (2.6) 
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Рисунок 2.2 – Схема плоскої тріщини 

 

 

Рисунок 2.3 – Схема розкриття протилежних поверхонь тріщини 

 

Тут ju  – переміщення відповідних ідентичних точок поверхонь 
S  

тріщини в напрямку координатної осі 3,1, =jOx j . Далі вважаємо, що тріщина 

не підростає, тобто контур, який обмежує її область S , є нерухомим. Додатково 

приймаємо відсутність контакту протилежних поверхонь тріщини, чого можна 

досягти заданням попереднього їх розкриття статичними навантаженнями. 

Також приймається лінійна постава задачі (малі деформації та пластичні зони в 

околі контура дефекту [20]), що дає змогу скористатися принципом 

суперпозиції для переміщень і напружень у навантаженому тілі з тріщиною 

(рис. 2.4). 

(0) (1)( ) ( ) ( ) ,i i iu u u= +x x x     (2.7) 

 

(0) (1)( ) ( ) ( ) , , 1,3 ,i j i j i j i j = + =x x x  
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де (0) (0),i i ju   – переміщення і напруження у суцільному тілі від заданого 

зовнішнього навантаження (регулярний розв’язок); (1) (1),i i ju   – переміщення і 

напруження збурення (сингулярний розв’язок), зумовлені наявністю тріщини. 

 

 

Рисунок 2.4 – Принцип суперпозиції для навантаженого тіла з тріщиною 

 

Для визначення поля переміщень і напружень у тілі з тріщиною під дією 

зовнішніх зусиль потрібно розв’язати допоміжну задачу теорії пружності для 

суцільного тіла без тріщини з такими ж крайовими умовами. Визначивши 

напруження на місці розташування тріщини, надалі розв’язуємо задачу для 

безмежного тіла з тріщиною, на поверхнях якої задано зовнішні зусилля, рівні 

за величиною та протилежні за знаком напруженням, визначеним під час 

розв’язування допоміжної задачі на місці розташування дефекту (рис. 2.4). 

Тому в роботі обмежимося розглядом задач з тріщинами, до поверхонь яких 

прикладені задані навантаження.  

Форма вибору розв’язків рівняння (2.1) для тіла з тріщиною залежить від 

умов рівності нулю певних компонент вектора переміщень в області 
S , яка 

доповнює S  до повної площини за відповідних силових навантажень (рис. 2.5). 

Так, якщо поверхні тріщини навантажені лише нормальними зусиллями 3N , то 

в усій площині розташування тріщини компоненти напружень 

13 23 0 ( )S S = = x  , а компонента 3u  переміщень дорівнює нулю лише в 

області S 
.  
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Рисунок 2.5 – Крайові умови в площині тріщини 

 

Якщо поверхні тріщини зазнають дії дотичних зусиль 1N  і 2N , то 

компонента напружень 33 0 =  в усій площині розташування тріщини, а 

компоненти 1u  і 2u  переміщень дорівнюють нулю в області S 
. Для виконання 

цих умов вирази для переміщень вибираємо у вигляді інтегральних подань [33] 
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а компоненти тензора напружень мають вигляд 
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де 
2

2 2
2

1

j

j

x
=

 =    – двовимірний Лапласів оператор, ( )jH x  − Ньютонівські 

потенціали 

( )
( ) , 1,3 .

ξ

j
j

S

u
dS j


 = =

− ξ

ξ
x

x
   (2.10) 

 

У формулі (2.10) 2 2 2
1 1 2 2 3( ) ( )x x x− = − + − +x ξ – відстань між фіксованою 

точкою 1 2 3( , , )x x xx  спостереження і змінною точкою 1 2( , ,0) ξ  області  

інтегрування S ; невідомі густини  ядер Ньютонівських потенціалів ju  

описуються співвідношеннями (2.6) і далі підлягають визначенню. Вибір 

розв’язків у вигляді (2.8), (2.9) у вигляді певної комбінації Ньютонівських 

потенціалів забезпечує умови їх заникання на безмежності. 

 

2.1.2. Випадок множинних тріщин 

 

Нехай безмежне однорідне ізотропне тіло послаблене масивом плоских 

довільно розташованих тріщин, протилежні поверхні яких зазнають дії 

статичних навантажень (рис. 2.6). Вибір локальних систем координат в 

областях дефектів проведено аналогічно до випадку поодинокої тріщини. 

Взаємна орієнтація тріщин характеризується заданням значень напрямних 

косинусів між осями координатних систем 1 2 3n n n nO x x x  i 1 2 3k k k kO x x x , пов’язаних 

з областями ,n kS S  дефектів, і наведена в таблиці 2.1.  

Таблиця 2.1. Напрямні косинуси між осями координатних систем 

 1nx  2nx  3nx  

1kx  1 1kn nkl l=  2 1kn nkl m=  3 1kn nkl n=  

2kx  1 2kn nkm l=  2 2kn nkm m=  3 2kn nkm n=  

3kx  1 3kn nkn l=  2 3kn nkn m=  3 3kn nkn n=  
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Рисунок 2.6 – Схема вибору декартових координатних систем 

 

Тоді переміщення на місці розташування n -ї тріщини, спричинені 

розкриттям k -ї тріщини, з використанням (2.8) описуються інтегральними 

поданнями 

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )in n ikn k kn ikn k kn ikn k knu l u m u n u= + + =x x x x  

 

3
3

1 2 3 1

( )

2(1 )
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x x x x=

   
= − + + + 

−      


x
  (2.11) 
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x x x x

    −    −  
+ −  + +  −   

 −    −     
x x  

 

3
1 2 3

1 2 1 2
( ) .

2(1 ) 2(1 )
ikn ikn ikn kn

kn kn kn

l m n
x x x

 −   −   
− + −  

−   −    
x  

 

Напруження на підставі подань (2.9)  

 

3 3 11 3 22 3 33

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )in n i n n ikn kn k kn ikn kn k kn ikn kn k knl l m m n n

G G

−  − 
 =  =  +  +  +x x x x x
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3 3 12 3 3 23( ) ( ) ( ) ( )ikn kn kn ikn k kn ikn kn kn ikn k knl m l m n m n m+ +  + +  +x x  

 

2 2 2
(1) (1) (1)

3 3 13 3 3 3 32 2 2
1 2 3
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kn kn kn

l n l n x l m n
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x x x x x x x=
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 (2.12) 
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1 2
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l i
x x

 
− −   =

  
x  

Тут 2 2 2 2
2 1 2kn knx x =  +   – двовимірний Лапласів оператор. Зв’язок між 

координатами jknx  і , 1,3jnx j =  описується залежностями 

 

3 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 1

, , ,kn kn kn ikn in kn kn kn ikn in kn kn kn ikn in

i i i

x e d l x x e d m x x e d n x
= = =

= + = + = +    



45 
 

 

, cos( , ) ,kn k n jkn jk knd O O e x d= =     (2.13) 

 

(1) (1) (1) (2)
3 3 3 3 33 3 3 3, , , ,ikn kn ikn kn ikn kn ikn kn kn ikni kn i kn i kn i knl l l m m m n n n l l m l m= = = = +  

 

(2) (2)
3 3 3 33 3, .ikn kn kn ikn ikn kn kn ikni kn i knm m n m n n n l n l= + = +   (2.14) 

 

За наявності в тілі K  тріщин на підставі принципу суперпозиції сумарні 

переміщення на місці розташування n -го дефекту ( 3 0nx = ) становлять  
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Тут ( ) ( ) , 1,3 ,

n

i n in

nS

dS
H u i=  =

−
ξ

x ξ
x ξ

 а невідомі густини inu  характеризують 

невідомі зміщення точок протилежних поверхонь nS  n-ї тріщини у напрямку 

координатної осі п iпO х . Диференціальні оператори isknD  мають таку структуру 
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Напруження на місці розташування n -го дефекту ( 3 0nx = ) становлять  
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Диференціальні оператори isknχ  мають таку структуру  
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2.2. Коефіцієнти інтенсивності напружень в околі контура тріщини під 

статичним навантаженням 

 

Тонкостінні структурні дефекти матеріалів та конструкцій із них, як-от 

тріщини та включення, виступають вогнищами локалізації поблизу контурів 

дефектів підвищеної інтенсивності напружень. Зазначені структурні 

неоднорідності призводять до перерозподілу параметрів полів напружень і 

переміщень у тілах.  

Важливе значення під час оцінювання міцності тіл із дефектами 

відіграють КІН, які характеризують напружено-деформований стан поблизу 

контуру тріщини і виступають факторами прогнозування ймовірного 

руйнування тіла. У рамках лінійної теорії пружності ізотропного тіла 

напружено-деформівний стан в околі контуру тріщини описується сумою трьох 

незалежних станів, які відповідають трьом основним видам тріщин (рис. 2.7). 

Кожна мода тріщини характеризується відповідним КІН: IK  – КІН відриву; 

IIK  – КІН поперечного зсуву; IIIK  – КІН поздовжнього зсуву. 
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Рисунок 2.7 – Схеми видів (мод) тріщин: І ‒ тріщина відриву, ІІ ‒ 

тріщина поперечного зсуву, ІІІ ‒ тріщина поздовжнього зсуву 

 

Напруження в довільній точці поблизу контуру L  тріщини під статичним 

навантаженням описується просторовим розподілом напружень (рис. 2.8) за 

допомогою асимптотичного подання 
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Тут ,r   – радіальна та полярна координати, відповідно, у нормальній площині, 

пов’язаній з локальною системою координат O XYZ  на контурі області 

дефекту; ( )т
i jF  – функції кутової координати  . Так, для випадку гладкого 

контуру [20]  
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Рисунок 2.8 – Локальна система координат в околі точки 

контуру тріщини/включення  

 

КІН пов’язані з нормальними і дотичними напруженнями 

співвідношеннями  

 

0 0 0

( ) lim 2 ( ) , ( ) lim 2 ( ) , ( ) lim 2 ( ) .I ZZ II ZY III ZX
r r r

K r K r K r
→ → →

=   =   =  x x x x x x  

 

Значення КІН залежать від низки чинників ‒ геометричної конфігурації 

тіла; розмірів, форми та розташування в ньому дефекту; величини, природи та 

характеру зміни у часі навантаження; пружних параметрів матеріалу тіла. Так, 

зокрема, для тріщини, яка займає кругову область радіуса a , значення 

статичних КІН такі [20]  
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 1 2( ) 2 ( )sin ( )cos ,IIIK G a =−     −    

2 2 2
1 2( ) ( ) , 1,3 .j ju a x x j  = − −   =  
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У співвідношеннях (2.19) введено такі позначення:   – кутова 

координата довільної точки 1 2( , )x xx  контуру дефекту; функції j  

характеризують рівність нулю функцій розкриття ju  протилежних поверхонь 

тріщини та враховують їх змикання на контурі тріщини. Маючи відомі 

значення КІН за відповідними критеріями міцності, можна проводити аналіз 

вірогідної граничної тріщиностійкості тіла з дефектом.  

 

2.3. Основні засади теорії пружності статичного навантаження 

тривимірних тіл з тонкими податливими включеннями 

 

Значний інтерес для проведення оцінки міцнісного стану пружних тіл з 

дефектами становлять випадки наявності тонкостінних пружних податливих 

включень, якими моделюють “заліковані”, тобто заповнені спеціальним 

ін’єкційним матеріалом, тріщини. Технологія ін’єктування є високоефективним 

та інноваційним методом зміцнення та гідроізоляції кам’яних, цегляних, 

залізобетонних тощо будівель і конструкцій, який уможливлює реставрацію і 

реконструкцію споруд без проведення загального комплексу ремонтно-

відновлювальних робіт. Зазначена технологія дає змогу підвищити міцність 

конструкцій та продовжити термін їх експлуатації.  

Розглянемо безмежне тривимірне тіло, навантажене на безмежності 

статичними зусиллями 1 2 3( , , )N N NN


. Ізотропний матеріал тіла характеризується 

Пуассоновим коефіцієнтом  , модулем Юнга E  та модулем зсуву 

[2(1 )]G E= +  . Тіло містить тонке пружне податливе включення, серединна 

поверхня якого займає плоску область S  (рис. 2.9). Матеріал включення 

характеризується модулем Юнга 0E  та модулем зсуву 0G , водночас 

0 0,E E G G  . Максимальна товщина 2h  включення значно менша за 

найбільший характерний розмір 2а області S  ( 2 2h a ). Приймаємо, що 

матеріали включення та тіла ідеально зчеплені між собою. У серединній 
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поверхні включення вибираємо декартову систему координат 1 2 3Оx x x так, щоб 

область S  розташовувалася в площині 1 2Оx x. 

 

Рисунок 2.9 – Модель тіла з тонкостінним пружним податливим включенням 

 

Дослідження напружено-деформівного стану розглядуваного тіла з 

включенням зводиться до розв’язання диференціального рівняння Ламе (2.1) 

відносно невідомого вектора переміщень 1 2 3( , , )u u uu


. Компоненти тензора 

напружень для випадку ізотропного матеріалу визначаються через переміщення 

( ) ( 1,3)ju j=x  співвідношеннями (2.2) закону Гука.  

Для розв’язання задачі диференціальне рівняння (2.1) потрібно доповнити 

відповідними крайовими умовами на включенні. Скориставшись принципом 

суперпозиції, переміщення точок протилежних поверхонь S 
 включення 

вибираємо у вигляді суми [20, 167]  

 

0 1( ) ( ) ( ) , 1,2,3 ,j j ju u u j = + =ʭ ʭ ʭ     (2.20) 

де 0 ( )ju 
ʭ – зміщення в однорідному (бездефектному) тілі на місці уявних 

поверхонь S 
 під заданим навантаженням N


 ; 1 ( )ju 

ʭ – зміщення протилежних 

поверхонь дефекту під дією заданого на них навантаження −N


.  

Аналогічно напруження у тілі подаємо у вигляді 

 

0 1 0
3 3 3 3( ) ( ) ( ) , ( ) , 1,2,3 .j j j j jN j =  +   = =x x x x    (2.21) 
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Рівняння (2.1) доповнюємо крайовими умовами задачі, які винесені на 

серединну поверхню S  включення і записані у вигляді [101]  

 

0 0 0
13 1 23 2 33 3( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) .

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

G G E
u u u

h h h

           =  =  =
     

x x x x x x
x x x

   (2.22) 

 

Ці умови характеризують лінійну залежність між напруженнями та стрибками 

зміщень протилежних поверхонь S   включення (умови Вінклера). У формулі 

(2.22)  

0 0 0[ ( )] ( ) ( ) , 1,3 ,j j ju u u j+ −= − =x x x     (2.23) 

 

1 1 1[ ( )] ( ) ( ) 4 ( ) ,j j j ju u u u+ −= − = − x x x x  

 

де ( )1 1( ) ( ) ( ) 4j j ju u u− + = − x x x  – функція стрибка зміщень точок протилежних 

поверхонь S   включення. 

Компоненти вектора переміщень у довільній точці проcтору 1 2 3( , , )x x xx , 

які задовольняють рівнянню (2.1), вибираємо за аналогією з випадком тріщини 

у вигляді інтегральних подань (2.8) Ньютонівськими потенціалами. 

Підставивши їх у співвідношення (2.2) закону Гука, отримуємо інтегральні 

вирази (2.9) для компонент 1
3( )j x  тензора напружень. Зокрема, у площині 

розташування включення 

 1
33 2 3( ) ( ) ,

1
ʭ ʭ = − 

−

G
    (2.24) 

1 1 2
3 2 3

3 2 1

( ) ( )
( ) ( ) ( 1) (1 ) , 1,2 .

1

j
j j j

j

G
j

х х х−

     
 = −  − −  −  − =  

−       

ʭ ʭ
ʭ ʭ  
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Вибір інтегральних подань (2.8) для переміщень і (2.24) для напружень за 

допомогою Ньютонівських потенціалів забезпечує заникання розв’язків задачі 

(переміщень і напружень) на безмежності.  

 

2.4. Числово-аналітичний метод розв’язування гіперсингулярних 

інтегральних рівнянь з ядром Ньютонівського потенціалу 

 

Надалі тривимірні статичні задачі теорії пружності для кусково-

однорідних у вигляді біматеріалу тіл з тріщинами (податливими включеннями) 

будуть зводитися до розв’язування двовимірних ГІР виду  

 

2 1 2

( )
( ) ( ) ( ) , ( , ) ,

S S

u
dS u f dS p x x S


 +  = 

− ξ ξ

ξ
ξ ξ x x

x ξ
  (2.25) 

 

де 2  − двовимірний Лапласів оператор; S  – плоска область дефекту; ( )u x  – 

невідома шукана функція розкриття поверхонь тріщини; ( )p x  – відома, 

інтегровна в області S  функція. Другий доданок правої частини характеризує 

вплив сусідніх дефектів та інтерфейсної поверхні розмежування компонентів 

кусково-однорідного тіла.  

 Виконавши операції диференціювання в першому доданку, рівняння 

(2.25) перепишемо у вигляді 

1 23

( )
( ) ( ) ( ) , ( , ) ,

S S

u
dS u f dS p x x S


+  = 

−
 ξ ξ

ξ
ξ ξ x x

x ξ
  (2.26) 

 

У точці 1 2 1 2( , ) ( , )x x =  x ξ  рівняння (2.26) містить сильну 

(гіперсингулярну) особливість виду 
3−

−x ξ , а відповідні інтегральні рівняння 

називають гіперсингулярними (порядок особливості перевищує розмірність 

області інтегрування).  
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Надалі обмежимося випадком кругової області S  тріщини радіуса a . 

Показано [101], що єдиний розв’язок рівняння виду (2.26) існує в класі функцій, 

які допускають представлення  

2 2 2
1 2( ) ( ) ,u a x x = − − x x     (2.27) 

 

де ( ) x  – невідома функція з обмеженими частинними похідними за змінними 

1x , 2x  до другого порядку включно. Разом із ( ) x  розглянемо допоміжну 

функцію ( , ) ξ x , для якої задовольняється нерівність 

2

( ) ( , )
lim ,
→

 −
 

−x ξ

x ξ x

x ξ
 

 

де   – наперед задана як завгодно мала величина. Така нерівність матиме місце 

за припущення можливості розвинення функції ( , ) ξ x  у ряд Тейлора в будь-

якій точці Sx  за степенями −x ξ  в околі нуля =x ξ   

22

1 1 2 2

0 0 1 2

1 1 ( )
( , ) ( ) ( )

! !

l l i
l i

l i
l i

x x
l i x x

− +

= =

 
 =  −  − =

 
 

x
ξ x  

 

2
2

1 1 2 2 1 1 2
1 2 1

( ) ( ) 1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
x x x

x x x

   
=  +  − +  − +  − +

  

x x x
x  (2.28) 

2 2
2

1 1 2 2 2 2 2
1 2 2

( ) 1 ( )
( )( ) ( ) .

2
x x x

x x x

   
+  −  − +  −

  

x x
 

Використавши (2.28), застосуємо метод регуляризації Канторовича до 

гіперсингулярної частини рівняння (2.26) [101]  

 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

3 3 3

( )
( ) ( ) ( , )

S S S

a au
dS dS dS

− − − −
=  =  − +

− − −
  ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ x

x ξ x ξ x ξ
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2 2 2
1 2

3
( , ) .

S

a
dS



− −
+ 

−
 ξξ x

x ξ
    (2.29) 

Тут S   – двозв’язна область, утворена з S  вилученням кругової області радіуса 

  з центром в точці =ξ x  ;   – наперед задана мала величина. Врахувавши це, 

запишемо регулярне подання гіперсингулярного члена (2.29) у вигляді  

 

3

( )

S

u
dS


=

−
 ξ

ξ

x ξ
 

 

2 2
3 3

0 0 1 2

1 1 ( )
( ) ( ) .

! !

l il

l i l i l i
l i

I I
l i x x

+−


= =

 
 = −
   

 
x

x x    (2.30) 

 

Тут інтеграли ( )n
l iI x , ( )n

l iI 
x  мають вигляд 

 

2 221 1 2 2
1 2

( ) ( ) ( )
, , 1,2 .

( )

n
l i

l i

nn
Sl i

S

I x x
a dS i l

I



  
 
  

 
 −  − 

= − − = 
−  

 ξ

x

x ξx
 

 

Інтеграли ( )n
l iI 

x  обчислюють числово шляхом інтегрування по області 

S  , оскільки в них ξ x . Регуляризуючі інтеграли ( )n
l iI x  обчислюють 

аналітично. Зокрема, для випадку кругової області тріщини вирази для ( )n
l iI x  

наступні [101]  

2
3 32

1 200 11( ) , ( ) ,
8

I I x x


=− =x x  

 

2 2
13 3 2 2 2

1 210 20
2

01 02

1 3
( ) , ( ) 4 .

3 12 16

x
I I a x x

x   
   
   

       
=− = − −      

      
x x  
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Описаний вище метод розв’язування рівняння (2.26) полягає у розгляді 

гіперсингулярних інтегралів у сенсі скінченної частини за Адамаром.  

Подальше розв’язування інтегрального рівняння (2.26) із використанням 

представлень (2.27), (2.30) проводять у полярній системі координат 

( 1 2 1cos , , cos ,x r x r sin=   =    =     2 sin =    ).  

Для дискретизації області S  вибирають точки поділу за радіальною r  та 

кутовою   координатами. Кругову область інтегрування покривають 

чотирикутними граничними елементами, у межах кожного з яких дискретні 

значення функції ( ) x  приймають кусково-сталими (рис. 2.10).  

 

Рисунок 2.10 – Гранично-елементна дискретизація кругової області дефекту 

 

Шляхом колокаційного задоволення рівнянь у вузлових точках, задачу 

відшукання невідомої функції ( )u x  з рівняння (2.26) зводять до розв’язування 

системи алгебраїчних рівнянь відносно дискретних значень ( ) x . Необхідну 

точність розв’язку досягають відповідним згущенням сітки розбиття області 

інтегрування. 

Частинні похідні в поданні (2.30) для полярної системи координат 

апроксимують скінченними різницями. Точність числових розв’язків 

досліджують вибором кроків розбиття кругової області дефекту (згущенням 

гранично-елементної сітки) ‒ за радіальною r  та кутовою  координатами.  

Альтернативний спосіб розв’язання ГІР (2.26) полягає у регулярному 

поданні першого доданку рівняння з сингулярним ядром 
1−

−x ξ  (заміні 
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гіперсингулярних ядер псевдодиференціальними [38]). Підставивши подання 

(2.27) у перший доданок (2.26), виконаємо адитивне виділення невідомої 

густини ( ) x   

 
2 2 2

1 2
2 23

( )
( ) ( ) ( )

S S

au
dS dS

− −
 =  − + =

−−
 ξ ξ

ξ
ξ x x

x ξx ξ
 

 

 
2 2 2

1 2
2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) , ( , ) ,

S

a
dS J x x S



 − − 
=  − +  

−  
 ξξ x x x x

x ξ
 (2.31) 

 

( )
2 2 2 2

2 2 21 2
1 2( ) 2 .

4
S

a
J dS a x x

− − 
= = − −

− ξx
x ξ

 

 

Подальше розв’язування рівняння (2.31) із використанням (2.27) 

проводять у полярній системі координат. Тоді двовимірний Лапласів оператор 

у полярній системі координат набуває вигляду 

2 2

2 2 2 2

1 1

r r r r

  
 = +  + 

  
, 

під час подальшого числового розв’язування інтегрального рівняння його 

апроксимують скінченими різницями.  

 

Висновки до ІІ розділу 

 

У рамках лінійної механіки теорії тріщин описано математичне 

формулювання тривимірних статичних задач для однорідного пружного 

середовища з плоским тонкостінним дефектом типу тріщини та податливим 

включенням. Наведено інтегральні подання компонентів переміщень та 

напружень класичними Ньютонівськими потенціалами. Невідомі густини 

потенціалів характеризують стрибки зміщень протилежних поверхонь дефектів. 
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Наведено співвідношення, які пов’язують статичні КІН із функціями розкриття 

поверхонь кругових дефектів.  

У розділі для випадку тривимірних статичних задач теорії тріщин в 

однорідному тілі описано методику аналітико-числового розв’язування 

двовимірних гіперсингулярних інтегральних рівнянь для визначення невідомої 

функції розкриття дефекту з модифікованою функцією Гріна, яка 

враховуватиме вплив інтерфейсної поверхні біматеріального тіла. Методика 

після виділення кореневої поведінки шуканої густини на контурі інтегрування 

передбачає отримання регулярного та гранично-елементного дискретного 

аналога інтегрального рівняння.  
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РОЗДІЛ ІІІ 

ГРАНИЧНО-ІНТЕГРАЛЬНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ ТРИВИМІРНОЇ 

СТАТИЧНОЇ ЗАДАЧІ ПРО ВЗАЄМОДІЮ ПЛОСКИХ ТРІЩИН У 

ПРУЖНОМУ БІМАТЕРІАЛІ З ПРОКОВЗУВАННЯМ НА ІНТЕРФЕЙСІ 

 

Третій розділ присвячений гранично-інтегральному моделюванню 

тривимірної задачі статичного навантаження біматеріального композиту з двох 

пружних півпросторів, які містять плоскі внутрішні тріщини. На інтерфейсній 

поверхні має місце гладкий з проковзуванням контакт. Задачу зведено до 

розв’язування системи двовимірних ГІР типу Ньютонівського потенціалу з 

невідомими густинами, які описують розкриття протилежних поверхонь 

дефектів. Інтегрування проводиться лише по скінченних областях тріщин, що 

важливо для застосування числових методів під час розв’язування інтегральних 

рівнянь.  

Числові результати стосуються перпендикулярних до інтерфейсної 

поверхні поодинокої кругової тріщини та безмежного періодичного масиву 

кругових тріщин під дією розривних зусиль. Досліджено залежності статичних 

КІН від контрастності жорсткостей компонентів біматеріалу, глибин залягання 

дефектів та відстаней між тріщинами у періодичному масиві. Проведено 

порівняльний аналіз КІН з відомими аналогами для випадків однорідного 

простору, півпростору з вільною зовнішньою поверхнею та ідеально 

сконтактованих півпросторів.  

Результати виконаних досліджень викладено в працях [3, 5].  

 

3.1. Постановка задачі 

 

Розглядаємо пружний біматеріал, який складається з двох півпросторів А 

і В , матеріали яких характеризуються модулями зсуву ,A BG G  і Пуассоновими 

коефіцієнтами ,A B  . На інтерфейсній поверхні 0S  спряження півпросторів 
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має місце неідеальний контакт із проковзуванням, який передбачає відсутність 

дотичних напружень.  

 

 

Рисунок 3.1 – Схема біматеріалу з двох півпросторів із внутрішніми тріщинами 

 

Верхній півпростір A містить K, а нижній півпростір B ‒ M довільно 

розташованих тріщин, які займають відповідно плоскі області , 1,A
kS k K=  і 

, 1,B
mS m M= . Протилежні поверхні D

lS   дефектів зазнають дії 

самозрівноважених зусиль , , , 1, , ,D D D
l l l D A BD A B l l l K l M+ −= − = = = = =N N N . 

Приймаємо, що під час навантаження контакт протилежних поверхонь тріщин 

відсутній, а їх контури залишаються нерухомими (дефекти не підростають). На 

інтерфейсній поверхні 0S  вибираємо декартову систему координат 0 10 20 30O x x x  

так, щоб поверхня 0S  містилася у площині 10 0 20x O x . Аналогічно вибираємо 
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локальні системи координат 1 2 3l l l lO x x x  так, щоб плоскі області D
lS  

розташування дефектів містилися у площинах 1 2l l lx O x  (рис. 3.1).  

Задача визначення напружено-деформівного стану біматеріалу з 

тріщинами зводиться до розв’язання диференціальних рівнянь рівноваги 

відносно векторів переміщень 1 2 3( , , )D D D Du u u

u  [181]  

 

3

1
0 , , ,

1 2

D D

D

grad div D A B + = =
− 


u u    (3.1) 

 

із двома групами крайових умов. Перша група характеризує контактні умови 

проковзування на інтерфейсі [3, 5]  

 

3 0 3 0 33 0 33 0 3 0 0 0( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) 0 , 1,2 , , ,B A B A D
iu u i D A B S=  =  = = = x x x x x x (3.2) 

 

Другу групу крайових умов формулюємо в областях розташування тріщин у 

кожному півпросторі  

 

3

3

1

( )cos( , ) ( ) , 1,3 , .D D D
ij l l il j l l l

i

x x N j S
=

 = =  x x x    (3.3) 

 

Також постановка задачі (3.1)‒(3.3) передбачає заникання розв’язків задачі на 

безмежності.  

 

3.2. Вибір інтегральних подань розв’язків задачі 

 

На підставі принципу суперпозиції напружено-деформованих станів 

переміщення і напруження у кожній точці півпростору D  спричинені 

зміщеннями точок інтерфейсної поверхні 0S  та зміщеннями точок протилежних 
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поверхонь 
D
lS 

 тріщин. Так, зокрема, переміщення у півпросторі D  описуємо 

Ньютонівськими потенціалами (2.15)  
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D
k

L
D D
sk jsk A B

k s kS

dS
u j D A B L K L M

= =

+  = = = =
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ξ

ξ D
x ξ

 (3.4) 
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Тут 

0

0 0

0

( ) ( ) , 1,3 ,D D
i i

S

dS
H u i=  =

−
ξ

x ξ
x ξ

     (3.5) 

невідомі густини 0
D
iu  характеризують невідомі зміщення точок інтерфейсу 0S  

у півпросторі D  у напрямку координатної осі 0 0iO х . Диференціальні оператори 

0
D
iskD  мають структуру 
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0 0

3 0 2 0

1 2

2(1 )

D
ik ik

k D k

m n
x x

 −  
+ + +
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x x x
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Підстановкою інтегральних подань (3.4) у співвідношення закону Гука, 

отримуємо інтегральні вирази (2.17) для напружень. Так, для півпростору D 
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Тут диференціальні оператори 0
D
iskX  мають вигляд 
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  (3.8) 
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2 (1 2 ) ,D D D
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m n l
x xx x

    
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а їх коефіцієнти залежать від параметрів взаємної орієнтації тріщин у 

півпросторі D 

 

(1) (1) (1) (2), , , ,D D D D
iskn ikn skn iskn ikn skn iskn ikn skn iskn ikn skn skn iknl l l m m m n n n l l m l m= = = = +  

 

(2) (2),D D
iskn ikn skn skn ikn iskn ikn skn skn iknm m n m n n n l n l= + = +    (3.9) 

 

3.3. Зведення задачі до граничних інтегральних рівнянь 

 

Поставлену крайову задачу (3.1)–(3.3) розв’язуємо у два етапи. На 

першому етапі задовольняємо крайові умови (3.2) неідеального спряження 
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півпросторів із проковзуванням на інтерфейсній поверхні 0S . Для цього 

підставляємо інтегральні подання (3.4) для переміщень і (3.7) для напружень у 

(3.2). При цьому члени з невідомими густинами 0
D
iu  переносимо у ліві частини 

отриманих виразів, а члени з невідомими густинами D
sku  зміщень протилежних 

поверхонь тріщин ‒ у праві частини. Крайові умови (3.2) зводимо до вигляду  
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Рівняння (3.11) є системою двовимірних інтегральних рівнянь типу 

згортки [182], заданих у лівій частині на безмежній області інтегрування, яка 

співпадає з інтерфейсом 0S . Діємо на (3.10), (3.11) двовимірним інтегральним 

перетворенням Фур’є [183] за змінними 10 20,х х з урахуванням теореми про 

згортку та результатів ДОДАТКУ А. У трансформантах Фур’є отримуємо 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) відносно невідомих 
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коефіцієнти ija  матриці 6 6( ) A  такі  

2
3 2 3 1 2 1 6 1 2 6 1

11 3 6 12 13 14 6 16, , , , ,A Ab b b b i b b i
a b b a a a b a

      
=  − + = = − = =

   
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2 2
3 2 3 1 2 4 2 4 1 2

21 3 22 24 4 25, , , ,A A B Ab b b b
a b a a b a

         
=  − = = −  − = −

   
 

 

2
3 1 2 3 2 1 6 1 2 6 2

31 32 3 6 33 35 6 36, , , , ,A Ab b b b i b b i
a a b b a a b a

      
= =  − + = − = =

   
 

 

2 2
3 1 2 3 1 4 1 2 4 1

41 42 3 44 45 4, , , ,A A B Bb b b b
a a b a a b

         
= =  − = − = −  +

   
 

 

1 6 1 1 6 2 2 6 1 2 6 2
51 52 53 3 5 6 54 55 56 6, , , , , ,

b b i b b i b b i b b i
a a a b b b a a a b

   
= = =  + = − = − =

   
 

 

63 3 66 4 15 23 26 34 43 46 61 62 64 65, , 0 .a b a b a a a a a a a a a a=  = −  = = = = = = = = = =  

 

Розв’язуємо СЛАР (3.12). Увівши позначення 

3
3 4( )(1 )(1 ) ,A Bb b = + −  −   

 

2 2
1 3 4 1 3 3 4 1 2 4( )(1 )[ ( ) ] ( ) (1 )( )( ) ,B A A Bb b i E b b i i E = + −   +  −  + +  −  −  −   

 

2 2
2 3 4 1 2 3 3 4 2 4( ) (1 )( )( ) ( )(1 )[ ( ) ] ,A B B Ab b i i E b b i E = +  −  −  −  + + −   +  −   

 

3 2
3 4 1 2(1 )(1 ) (1 )(1 )A B A Bb E E = − −  −  + −  −  +  

 

1 4 1 3 1 4 2 4(1 )(1 )( ) (1 )(1 )( )A B A Bb b i E b b i E+ −  −  −  + −  −  −  −  

 

2 4 1 5 2 4 2 6(1 )(1 )( ) (1 )(1 )( ) ,A B A Bb b i E b b i E− −  −  −  − −  −  −   

 

2 2
4 3 4 1 5 3 4 1 2 6( )(1 )[ ( ) ] ( ) (1 )( )( ) ,A B B Ab b i E b b i i E = + −   +  −  + +  −  −  −   
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2 2
5 3 4 2 6 3 4 1 2 5( )(1 )[ ( ) ] ( ) (1 )( )( ) ,A B B Ab b i E b b i i E = + −   +  −  + +  −  −  −   

 

3 2
6 3 1 2(1 )(1 ) (1 )(1 )A B A Bb E E = − −  −  − −  −  +  

 

1 3 1 3 1 3 2 4(1 )(1 )( ) (1 )(1 )( )A B A Bb b i E b b i E+ −  −  −  + −  −  −  −  

 

2 3 1 5 2 3 2 6(1 )(1 )( ) (1 )(1 )( ) ,A B A Bb b i E b b i E− −  −  −  − −  −  −   

 

та скориставшись співвідношеннями 
(3 )

0 0, , 1,3
j jA B

j ju u j
+ 

 =  = =
 

  , 

записуємо розв’язки (3.12) у матричному вигляді 
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1

20 2

30 3

6 6

410

5
20

6
30

1 1
( ) .

2 ( )

А

А

А

B

B

B

u E

u E

u E
V

Eu

Eu

E
u



    
  
  
  =          
          













xC     (3.13) 

 

Тут коефіцієнти матриці 6 6( ) C  мають такий вигляд 

 

11 12 15 16 21 22 25 26 41 42 43 44 51 52 53 54 0 ,c c c c c c c c c c c c c c c c= = = = = = = = = = = = = = = =

 

2 2
13 3 4 1 14 3 4 1 2( )(1 )[ ( ) ] , ( )(1 ) ( )( ) ,B A B Ac b b i c b b i i= + −   + −   = + −   −  −   

 

2 2
23 3 4 1 2 24 3 4 2( )(1 ) ( )( ) , ( )(1 )[ ( ) ] ,B A B Ac b b i i c b b i= + −   −  −  = + −   + −    

 

3 2
31 4 32 33 1 4 1(1 )(1 ) , (1 )(1 ) , (1 )(1 )( ) ,A B A B A Bc b c c b b i= − −  −  =  −  −  =  −  −  −   
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34 1 4 2 35 2 4 1(1 )(1 )( ) , (1 )(1 )( ) ,A B A Bc b b i c b b i= −  −  −  = − −  −  −   

 

2 2
36 2 4 2 45 3 4 1(1 )(1 )( ) , ( )(1 )[ ( ) ] ,A B A Bc b b i c b b i= − −  −  −  = + −   + −    

 

46 3 4 1 2 55 3 4 1 2( )(1 ) ( )( ) , ( )(1 ) ( )( ) ,A B A Bc b b i i c b b i i= + −   −  −  = + −   −  −   

 

2 2 3
56 3 4 2 61 3( )(1 )[ ( ) ] , (1 )(1 ) ,A B A Bc b b i c b= + −   + −   = − −  −   

 

2
62 63 1 3 1(1 )(1 ) , (1 )(1 )( ) ,A B A Bc c b b i= − −  −  =  −  −  −   

 

64 1 3 2 65 2 3 1(1 )(1 )( ) , (1 )(1 )( ) ,A B A Bc b b i c b b i=  −  −  −  = − −  −  −   

 

66 2 3 2(1 )(1 )( ) .A Bc b b i= − −  −  −   

 

Подіявши на (3.13) оберненим двовимірним інтегральним перетворенням 

Фур’є, отримуємо вирази для оригіналів невідомих густин на інтерфейсі 0S  

 

10
1

20 2

30 3

6 6 02
4010

5
20

6
30

( )

( )

( ) 1
( ) ( ) .

4( )

( )

( )

А

А

А

B

B

B

u E

u E

u E
J d dS

Eu

Eu

E
u

+



−

    
  
  
   =  −       
          

   η

ξ

ξ

ξ
F ξ η

ξ

ξ

ξ

  (3.14) 

 

Співвідношення (3.14) виражають невідомі густини 

0 , , , 1,3D
ju D A B j = =  на інтерфейсній поверхні через функції , 1,6nЕ n= , які 

містять невідомі функції D
sku  розкриття поверхонь тріщин. Тут 0 ( )J z  ‒ 
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Бесселева функція І-го роду нульового порядку дійсного аргументу z  [185]; 

коефіцієнти матриці 6 6( ) F  визначені так 

 

11 12 15 16 21 22 25 26 41 42 43 44 51 52 53 54 0 ,F F F F F F F F F F F F F F F F= = = = = = = = = = = = = = = =

 

2 2
2 3 2

1 2 14 23 2 31 4 32 313 2
1 2124

2

, , , ,F g g F F g F g F g
 
      

 

 
=  + = = =  = − 

 
 

 

2
2

5 6 7 833 35 45 2
1 1 134 36 56

2 2 2

, , ,F g F g F g g
     
                    

     

  
= −  = −  =  +

  
  (3.15) 

 

2
3 2

46 55 8 61 9 62 3

1 2

, , ,F F g F g F g


= = = −  = 
 

 

 

10 1163 65

1 164 66

2 2

, .F g F g
   
            

   

 
=  = − 

 
 

Коефіцієнти при диференціальних операторах мають вигляд 

 

1 3 4 2 3 4 1 3(1 )( ) , (1 )( ) , (1 )(1 ) ,B A B A A Bg b b g b b g g= −  + =  −  + =  = − −  −   

 

4 3 4 5 3 1 4 6 3 2 4 7 3 4 8 7, , , (1 )( ) , ,A Bg g b g g b b g g b b g b b g g= = = − = −  + =   

 

9 3 3 10 3 1 3 11 3 2 3, , .g g b g g b b g g b b= − = − = −  

 

З урахуванням співвідношення 0 0( ) ( )
j j

J J
 

 − =−  −
 

ξ η ξ η  переписуємо 

рівняння (3.15) у вигляді 
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2 2
2 3 2

1 2 14 23 2 31 4 32 313 2
1 2124

2

, , , ,F g g F F g F g F g
 
      

 

 
=  + = = =  = − 

 
 

 

2
2

5 6 7 833 35 45 2
1 1 134 36 56

2 2 2

, , ,F g F g F g g
     
                    

     

  
=  =  =  +

  
 

 

2
3 2

46 55 8 61 9 62 3

1 2

, , ,F F g F g F g


= = = −  = 
 

  (3.16) 

 

10 1163 65

1 164 66

2 2

, .F g F g
   
            

   

 
= −  = 

 
 

 

На другому етапі розв’язування задачі задовольняємо крайові умови (3.3) 

на поверхнях тріщин. Зокрема, на поверхні nS  n -ї тріщини у півпросторі А  

 

2 2

2 (3 )2
1 2(3 ) A A

n n

A A
A n jn A j n

n n n nj n S S

dS dS
u u

x xx
−

−

  
 −  −  + 
  −   − 

 
ξ ξ

x ξ x ξ
 

 

0

3 3

0 0

1 1 1 0

(1 ) ( ) ( )
A
k

K
A A A A

kn sk jskn i ji n

k s ikn nSS

dS dS
u u

= = =

+ −   +  =
− −

   
ξ ξ

ξ X ξ X
x ξ x ξ

 

 

1
( ) , 1,2 ,AA

jn n

A

N j
G

− 
= =x     (3.17a) 

 

3

2 3 3

1 1

( ) (1 ) ( )
A A
n k

K
A A A

n n kn sk skn

k sn knS S

dS dS
u u

= =

−  + −   +
− −

  
ξ ξ

ξ ξ X
x ξ x ξ
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0

3

0 3 0 3

1 0

1
( ) ( ) , , 1, .A A AA

i i n n n n n

i n AS

dS
u N S n K

G=

− 
+  =  =

−


ξ
ξ X x x

x ξ
 

 

За аналогією на поверхні nS  n -ї тріщини у півпросторі В 

 

2 2

2 (3 )2
1 2(3 )

( ) ( )
B B
n n

B B
B n jn B j n

n n n nj n S S

dS dS
u u

x xx
−

−

  
 −  −  + 
  −   − 

 
ξ ξ

ξ ξ
x ξ x ξ

 

 

0

3 3

0 0

1 1 1 0

(1 ) ( ) ( )
B
m

M
B B B B

mn sm jsmn i ji n

m s imn nSS

dS dS
u u

= = =

+ −   +  =
− −

   
ξ ξ

ξ X ξ X
x ξ x ξ

 

 

1
( ) , 1,2 ,BB

jn n

B

N j
G

− 
= =x     (3.17b) 

 

3

2 3 3

1 1

( ) (1 ) ( )
B B
n m

M
B B B

n n mn sm smn

m sn mnS S

dS dS
u u

= =

−  + −   +
− −

  
ξ ξ

ξ ξ X
x ξ x ξ

 

 

0 0

10 310 20 320

0 0

( ) ( )B B B B
n n

n nS S

dS dS
u u+  +  +

− − 
ξ ξ

ξ X ξ X
x ξ x ξ

 

 

0

3

0 3 0 3

1 0

1
( ) ( ) , , 1, .B B BB

i i n n n n n

i n AS

dS
u N S n M

G=

− 
+  ==  =

−


ξ
ξ X x x

x ξ
 

 

Недоліком отриманої системи 3 ( )K M +  ГІР є те, що рівняння містять 

інтеграли по безмежній області 0S  інтерфейсу. Обчислимо їх, використовуючи 

подання (3.14) для густин 0
D
ju  через невідомі функції D

snu  розкриття 

поверхонь тріщин. Надалі використаємо наведені у ДОДАТКУ A аналітичні 
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значення кратних двовивимірних інтегралів по безмежній області (яка 

співпадає з інтерфейсною поверхнею) виду [184]  

 

0 0

0

( ) , , 1,3 , , .D D
j ji n

n

dS
u i j D A B

+

−

 = =
− 
ξ

ξ Χ
x ξ

 

З урахуванням отриманих виразів записуємо ГІР (3.17а) (крайові умови на 

поверхні n -ї тріщини ( 1,n K= ) у півпросторі А) в остаточному вигляді 

 

2 2

3 2 (3 )2
1 2(3 )
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A A
n n

A A
j A n jn A j n

n n n nj n S S

dS dS
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−

    
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3
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1 1
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n k

K
A A A

j n n kn sk jskn

k sn knS S

dS dS
u u
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  
ξ ξ

ξ ξ X
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1 13 4 0

1
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K
A AA
sk kn jskn

k sA B S

u C d dS
b b


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+    +
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   ξξ   (3.18a) 

 

3

1 13 4 0

1 1
( ) ( ) ,

( )(1 )(1 ) B
m

M
B AB AA
sm mn jsmn jn n

m sA B AS

u C d dS N
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
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1,3 , ,A
n nj S= x  
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3

1 13 4 0

1
( )

2( )(1 )(1 ) B
m

M
B BB
sm mn jsmn

m sA B S

u C d dS
b b



= =

+    +
+ −  − 

   ξξ  (3.18b) 
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1 13 4 0
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( ) ( ) ,

( )(1 )(1 ) A
k

K
B BA BB
sk kn jskn jn n

k sA B BS

u C d dS N
b b G



= =

− 
+    =

+ −  − 
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1,3 , .B
n nj S= x  

 

Структура диференціальних операторів , , ,AA AB BB BA
jskn jsmn jsmn jsmn     така 

 

( ) 2 2
1 0 10 2 1 0 2 0 2 0 0 0 1 0 0( ) ( ) 2 ( )AA A A

jskn sk j n k k k k kg f f J r J r g J r  =− −  −  +  +
 

Χ Χ  
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j n k k k j n k kg f f J r g f J r+  −  +Χ Χ  
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sk j n k k k j n k k k kg f f J r g f f J r J r + −  + −  +  −
 

Χ Χ Χ  

 

  1 0 0 30 5 2 0 1 0 3 0 30 3 3 0 02 ( )] 2 ( ) 2 ( )A A A
k j n k k sk j n kg J r g f J r b g J r−  +  +  −Χ Χ Χ  

 

 3 0 30 4 0 02 ( ) ,A A
sk j n kg J r−  D Χ  

 

   30 1 0 6 1 0 1 0 2 0 6 2 0 1 0( ) ( )AB A B B
jsmn j n sm m m sm m mg f J r g f J r =  +  −Χ Χ Χ  

 

   3 0 3 4 1 0 3 0 4 0 0( ) ( ) ,B B
sm m sm mg b J r g J r−  +  Χ D    (3.19) 
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( ) 2 2
1 0 10 8 1 0 2 0 2 0 0 0 7 0 0( ) ( ) 2 ( )BB B B

jsmn sm j n m m m m mg f f J r J r g J r  =− −  −  +  +
 

Χ Χ  

 

20 8 1 0 2 0 2 0 30 11 1 0 1 02 ( ) 2 ( )B B
j n m m m j n m mg f f J r g f J r+  −  +Χ Χ  

( ) 2 2
2 0 10 8 1 0 2 0 2 0 20 8 1 0 2 0 2 0 0 02 ( ) ( ) ( )B B B

sm j n m m m j n m m m mg f f J r g f f J r J r + −  + −  +  −
 

Χ Χ Χ  

 

  7 0 0 30 11 2 0 1 0 3 0 30 4 3 0 02 ( )] 2 ( ) 2 ( )B B B
k j n m m sm j n mg J r g f J r b g J r−  +  +  −Χ Χ Χ  

 

 3 0 30 9 0 02 ( ) ,B B
sm j n mg J r−  D Χ  

 

   30 1 0 10 1 0 1 0 2 0 10 2 0 1 0( ) ( )BA B A A
jsmn j n sk k k sk k kg f J r g f J r = −  −  −Χ Χ Χ  

 

   3 0 3 3 1 0 3 0 9 0 0( ) ( ) .A A
sk k sk kg b J r g J r−  +  Χ D  

 

У загальному вигляді ГІР (3.18а), (3.18б) для півпросторів А і В можна записати 

у вигляді 

 

2 2

3 2 (3 )2
1 2(3 )

(1 ) ( ) ( )
D D
n n

D D
j D n jn D j n

n n n nj n S S

dS dS
u u

x xx
−

−

   
 −   −  −  − 
  −   −   

 
ξ ξ

ξ ξ
x ξ x ξ

 

 

3

3 2

1 1

( ) (1 ) ( )
D

D D
n l

L
D D D

j n jn ln sl jsln

l sn lnS S

dS dS
u u

x = =

−   + −   +
− −

  
ξ ξ

ξ ξ Χ
ξ x ξ

  (3.20) 

 

3

1 13 4 0

1
( )

2( )(1 )(1 )

D

D
l

L
D DD
sl ln jsln

l sA B S

u C d dS
b b



= =

+    +
+ −  − 

   ξξ  
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3

1 13 4 0

1 1
( ) ( ) ,

( )(1 )(1 )

D

D
l

L
D DD DD
sl ln jsln j n

l sA B DS

u C d dS N
b b G



= =

− 
+    =

+ −  − 
   ξξ x  

 

, , , , , , , , , 1,3 .D
n n D D

S D A B D B A L K M L M K j = = = = =x  

 

Інтегральні рівняння (3.19) є системою 3 ( )K M +  двовимірних ГІР типу 

Ньютонівського потенціалу для визначення 3 ( )K M +  невідомих функцій D
slu  

розкриття протилежних поверхонь тріщин. Четвертий доданок ГІР (3.19) 

описує вплив на розглядувану п-у тріщину у півпросторі D  всіх решти 

дефектів цього ж півпростору; п’ятий та шостий доданки характеризують вплив 

взаємодії тріщин через інтерфейсну поверхню 0S  спряження компонент 

біматеріалу. Важливим аспектом ГІР (3.20) стосовно застосування для їх 

розв’язання числових методів є відсутність інтегрування по двовимірній 

безмежній області 0S  інтерфейсу.  

Диференціальні оператори 0 0,D D
js k ismX D , які входять у структуру 

операторів DD
jln , DD

jln  залежать від геометричних параметрів взаємного 

розташування дефектів у біматеріалі і мають такий загальний вигляд  

 

2 2 2 2 2
(1) (1) (1) (2) (2)

0 30 30 30 30 30 302 2 2
10 20 20 3010 20 30

D D D D D D
js k k j k j k j k j k j k

k k k kk k k

x l m n l m
x x x xx x x

     
=− + + + + +

     
X  

 


2 2 23

(2) (1) (1) (2)
30 1 30 30 30

110 30 0 10 30 20 30

2 (1 )D D D D
j k is s j k D j k D j k

ik k i k k k k k

n l m l
x x x x x x x=

    
 +  +  +  + −  −          



 


2 2 2

(2) (2) (1) (1)
30 30 20 2 30 302

10 20 20 3020

2D D D D
D j k j k k D s D j k j k

k k k kk

m n l m
x x x xx

   
 − −  − +  + +         
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2 2 2
(2) (2) (2)
30 30 20 302

10 30 10 2010

(1 ) D D D
D j k j k k D D j k

k k k kk

l m n
x x x xx

    
+ −  −  − − + 

      

  (3.21) 

 

2 2 2 2
(1) (1)

3 30 302 2 2 2
10 20 20 10

2 2D D
s j k D j k D

k k k k

l m
x x x x

       
+ − +  − +  −    

       

 

 

2 2 2
(1) (2)
30 20 30 20 2 2

10 20 10 20

(1 2 ) , , , ,D D
j k k D j k k

k k k k

n l D A B
x x x x

  
−  − −  =  = +

   

 

 

3 0
0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 2 0 3 0 3 02(1 )

D m
jsm s jm jm jm jm

D m m m m m

x
l m n l

x x x x x

      
=  − + + + +  

−        
D  

 

3 0
0 2 0 0 0

1 0 2 0 1 0 2 0 3 0

1 2

2(1 ) 2(1 )

D m
jm s jm jm jm

D m D m m m m

x
n l m n

x x x x x

  −      
+ +  − + + +   

−   −       

 

0 0

3 0 2 0

1 2

2(1 )

D
jm jm

m D m

m n
x x

 −  
+ + +

 −   
    (3.22) 

 

3 0
3 0 0 0

3 0 1 0 2 0 3 02(1 )

m
s jm jm jm

D m m m m

x
l m n

x x x x

     
+ − + + −  

−       
 

 

0 0 0

1 0 2 0 3 0

1 2 1 2
.

2(1 ) 2(1 )

D D
jm jm jm

D m D m m

l m n
x x x

−   −   
− − + 

−   −    
 

 

3.4. Поодинока перпендикулярна до інтерфейсу кругова тріщина відриву у 

біматералі 

 

Розглядаємо частковий випадок розташування тріщини у нижньому 

півпросторі В. Тріщина займає кругову область 1
BS  радіуса a , яка розташована 
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на глибині 0 1O O d=  перпендикулярно до інтерфейсної поверхні 0S . 

Протилежні поверхні 1
BS   дефекту зазнають розривних навантажень 

3 3 0
B BN N N+ −= − = . Вибір декартових систем координат показано на рис. 3.2.  

 

 

Рисунок 3.2 – Схема задачі про біматеріал з перпендикулярною до інтерфейсу 

круговою тріщиною відриву 

 

За вказаного випадку розташування дефекту у біматеріалі і його 

навантаження відмінною від нуля є лише функція 3
Bu  нормального розкриття 

поверхонь тріщини, а система ГІР (3.20) зводиться до одного рівняння відносно 

вказаної невідомої функції 

 

1 1

2 3 3 11 1 311 1

1 3 4 0

1
( ) ( ) ( , ) ( , )

2( )(1 )(1 )B B

B B BB

A BS S

dS
u u C d dS

b b



−  +    =
− + −  −   
ξ

ξξ ξ x ξ x ξ
x ξ

 

0 1

1
( ) .B

B

N
G

− 
= x       (3.23) 

Тут 
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( ) 2 2
311 1310 3101 8 110 210 2 10 0 10 7 0 10( ) ( ) 2 ( )BB B B g f f J r J r g J r  =− −  −  +  +

 
Χ Χ  

 

3201 8 110 210 2 10 3301 11 110 1 102 ( ) 2 ( )B Bg f f J r g f J r+  +  +Χ Χ    (3.24) 

 

( ) 2 2
2310 3101 8 110 210 2 10 3201 8 110 210 2 10 0 102 ( ) ( ) ( )B B Bg f f J r g f f J r J r + −  + −  +  −

 
Χ Χ Χ  

 

  7 0 10 3301 11 210 1 10 3310 3301 4 3 0 102 ( )] 2 ( ) 2 ( )B B Bg J r g f J r b g J r−  +  +  −Χ Χ Χ  

 

 3310 3301 9 0 102 ( ) .B B g J r−  D Χ  

 

Напрямні косинуси між координатами записано у таблиці 3.1.  

 

Таблиця 3.1. Напрямні косинуси між осями координатних систем  

 11x  21x  31x  

10x  110 101 0l l= =  110 201 1m l= =  110 301 0n l= =  

20x  210 101 0l m= =  210 201 0m m= =  210 301 1n m= =  

30x  310 101 1l n= =  310 201 0m n= =  310 301 0n n= =  

 

11 21 31110 1 210 1 310 10 0 0
cos( , ) 1 , cos( , ) 0 , cos( , ) 0 ,e x O O e x O O e x O O= = = = = =


 

 

10 20 30101 0 201 0 301 01 1 1
cos( , ) 0 , cos( , ) 0 , cos( , ) 1 .e O O x e O O x e O O x= = = = = = −


 

 

Диференційні оператори (3.6), (3.8) з урахуванням значень напрямних 

косинусів набувають вигляду 
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310
3310 310 310 310

310 110 210 3102(1 )

B

B

x
l m n

x x x x

    
=− + + − 

−      
D  

 

310 310 310

110 210 310

1 2 1 2

2(1 ) 2(1 )

B B

B B

l m n
x x x

−   −   
− − + =

−   −   
 

 

2
310

110 310 110

1 2
,

2(1 ) 2(1 )

B

B B

x

x x x

 −  
=− −

−    −  
 

 

2 2 2 2 2
(1) (1) (1) (2) (2)

310 310 310 310 310 310 3102 2 2
110 210 210 310110 210 310

B B B B B B
i i i i i ix l m n l m

x x x xx x x

     
= − + + + + +

     
X  

 

2 2 2 2 2
(2) (1) (1)
310 310 3102 2 2 2

110 310 310 110 210 210 110

2 2B B B
i i B i Bn l m

x x x x x x x

         
+ − +  − +  −    

          
 

 

2
(1) (2)
310 2 310

110 210

(1 2 ) .B B
i B in l

x x


−  − − 

 
 

З урахуванням значень параметрів 

 

(1) (2)
3310 310 310 1310 110 310 110 3101 , 1 ,B Bl l l l l m m l=  = =  +  =  

 

(2)
2310 210 310 310 210 1Bn n l n l=  +  =  

 

переписуємо диференційні оператори для вибраного часткового випадку 

 

3 2 3

1310 310 2310 310 2
110 210 310 110 210 110 310

(1 2 ) , ,B B
Bx x

x x x x x x x

  
= − − −  = −

      
X X  
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3 2 2

3310 310 2 2 2
110 310 110 210

2 .B
Bx

x x x x

  
= − − − 

   
X  

 

Записуємо загальний вигляд диференціального оператора 3 01
B
sX  з (3.21) 

 

3 2 2

3 01 301 1 22
101 301 201 301201 01

2 2B
s s B s

s

x
x x x xx x

  
= − +   +  +

    
X  

 

2 2

3 2 2
201 101

2 .s B
x x

  
− +  

  
 

З урахуванням значень 

(1)
3301 301 301 1 ,Bm m m= =  

 

(2) (2)
2301 301 201 201 301 1301 301 101 101 3011 ,B Bl l m l m m m n m n= + = = +  

 

Переписуємо диференціальні оператори для вибраного часткового випадку 

 

3 2 3 2

3101 301 3201 3012 3
101 301 201 301101 201 201

2 , 2 ,B B
Bx x

x x x xx x x

   
= − +  = − +

     
X X  

 

3 2 2

3301 301 2 2 2
201 301 201 101

2 .B
Bx

x x x x

  
= − − − 

   
X  

 

Залежність між декартовими координатами, віднесених до області 1
BS  

дефекту та інтерфейсної поверхні 0S   
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101 101 01 201 21 213

201 201 01 1 301 31 31

1
301 301 01 101 11 11

0

0 ,

1

j

j j

j
j

x e l l x x

x e d m x d m x x

x e n n x d x
=

         
          

= + = + =           
           − − +         

  

 

110 110 10 310 30 303

210 210 10 0 110 10 10

1
310 310 10 210 20 20

1

0 .

0

j

j j

j
j

x e l l x d x

x e d m x d m x x

x e n n x x
=

  +        
          

= + = + =           
           

         

  

 

Скориставшись результатами ДОДАТКУ А, записуємо параметри 

диференційних операторів 311
BB  з (3.24)  

 

10 110 10 110 10 110 10 210 10 210 10 210
110 210

10 10

, ,
A l B m D n A l B m D n

f f
r r

+ + + +
=− =−  

 

2 2 2 2
10 10 310 10 310 10 310 10 10 10 10 10, ,g A l B m D n r A B D g= + + = + + −  

 

2 2

10 110 10 10 01 1 10 210 10 10 01 2

1 1

, ,i i i i

i i

A e d l x B e d m x
= =

= + − = + −   

 

2

10 310 10 10 01

1

.i i

i

D e d n x
=

= +  

Для розглядуваного випадку  

 

10 10 1 10 101 2 21 2 10 201 31, , ,A g d B x x D x х= = − = − = − = =  

 

2 2 2 2
10 101 2 201 21 2 31( ) ( ) ,r x x x x= − + = − +  
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101 2 201 3121 2
110 210

2 2 2 2
10 10101 2 201 101 2 201

, .
( ) ( )

x x xx
f f

r rx x x x

− −
=− =− =− =−

− + − +

 

Ураховуємо значення частинних похідних 

 

301 301 301

301 301 11

301

sgn( ) , 0 ,
x x x

e e x e x d x
x

−  −  − 
=−  = = − + 


 

 

10 10 10

10 10 1

110

sgn( ) , 0 .
g g g

e e g e g d
x

−  −  − 
=−  =−  = −  


 

 

Після спрощень диференційні оператори набувають остаточного вигляду 

 

31

31

31
3310

0
31 0

1 2 1 2
,

2(1 ) 2(1 ) 2(1 )

B B B

x
B B Bx

x

x=
=

  −  − 
=  +  =  

−   −  −  
D  

 

2 2

1310 31 2310 31 2
21 31 21 21 310

(1 2 ) (1 2 ) , 0 ,B B
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   
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   
 

Ураховуємо залежності 
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  
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З урахуванням всього вищенаведеного оператор (3.24) набуває вигляду 

 

2 2 2
8
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21 3121 31
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1 2 2BB B B B g

g g
x xx x

     
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        

Χ Χ Χ  (3.24) 
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      
− + − + − + −    

           

Χ Χ Χ Χ  

   5
7 3301 3310 3301 4 3 3310 3301 9 0 10

31

2 ] 2 2 2 ( ) .B B B B Bg
g b g g J r

x


− + + −  

  
Χ Χ Χ D Χ  

 

Провівши низку спрощень та врахувавши 31 0х = , записуємо ГІР (3.23) в 

остаточному вигляді 

1

2 31

1

( )
B

B

S

dS
u−  +

−
ξ

ξ
x ξ

     (3.25) 
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 − − − 
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де 
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i

i B B Bi
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J x b
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
  =    −    =  −  −  
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 2 1 301 4 301 3( , , ) 2(1 ) 4 (1 2 ) (1 4 ) (1 2 )(1 ) .B B B B Bx b x b  = −   −  − −  + −  − x ξ  

 

Під час числового розв’язування використовуємо співвідношення для 

похідних від Бесселевих функцій  
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 − 
 

 

Для часткового випадку значень аргументу 21 2 0x −    приймаємо до 

уваги асимптотичні значення Бесселевих функцій [185]  

22
21 2 21 2

0 21 2 1 21 2 2 21 2( ) 0 , ( ) , ( ) .
2 8

x x
J x J x J x

 −   − 
 −    −    −    

Виконавши операцію диференціювання в першому доданку рівняння 

(3.25), отримуємо підінтегральне ядро, яке містить гіперсингулярність виду 
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3

1

−
−x ξ . Подальшу методику його регуляризації описано в праці [101]. Для 

невідомої густини 31
Bu  використали подання 

 

2 2 2
31 1 11 21 1( ) ( ) ,Bu a x x = − − ʭ ʭ     (3.26) 

 

де 1( ) ʭ  ‒ невідома двічі неперевно диференційовна в області 1
BS  функція. 

Подання (3.26) задовольняє умовам змикання поверхонь тріщини на її контурі. 

Під час числового розв’язання ГІР кругову область 1
BS  дефекту 

покривали чотирикутними граничними елементами з кроками розбиття 0,1а за 

полярною r  і 12  за кутовою   координатами. У межах кожного граничного 

елемента дискретні значення невідомої функції 1( ) ʭ  вважали сталими. Задачу 

зводили до розв’язання СЛАР відносно вузлових значень функції 1( ) ʭ . 

Визначили КІН нормального відриву в околі контуру тріщини  

2
( ) ( cos , sin ) .

1
I

G a
K a a

 
 = −   

− 
 

 

де   ‒ кутова координата точки контуру тріщини. Півбезмежний інтеграл в 

(3.25) обчислювали за допомогою квадратур Лагерра. 

КІН нормували за допомогою КІН відриву 02h
IK N a=   для тріщини у 

безмежному однорідному тілі [186], тобто 
h

I I IK K K= . Обчислення проводили 

для значень Пуассонових коефіцієнтів 0,3А В =  = . На рис. 3.3 подано 

залежності нормованих КІН IK  для найближчої до інтерфейсу точки контуру 

дефекту ( 0 = 
) від співвідношення жорсткостей матеріалів півпросторів 

A BG G G=  та глибини залягання тріщини у нижньому півпросторі d a . 

Зростання жорсткості нижнього півпростору В з тріщиною ( 0G→ ) 

супроводжується збільшенням значень IK . 
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Рисунок 3.3 – Залежності нормованих КІН IK  від параметра G  та d a  

глибини залягання тріщини ( 0 = ) 

 

Наведені графіки обмежені зверху своїм аналогом для випадку 

півпростору з вільною поверхнею (маркована лінія). Якісною відмінністю 

випадку проковзування компонента біматеріалу на інтерфейсі від ідеального 

контакту є те, що за G →  ніколи не досягається граничного випадку 

розташування тріщини у півпросторі з защемленою поверхнею. Зі збільшенням 

глибини залягання дефекту значення КІН прямують до своїх аналогів для 

випадку безмежного однорідного тіла з тріщиною; для глибин залягання 

тріщини 2,0d a  вплив контрастності жорсткостей півпросторів несуттєвий.  

На рис. 3.4 подано залежності IK  від параметра G  та кутової координати 

  точки контура дефекту за його фіксованої глибини залягання 1,2d a = . 

Поведінка графіків подібна до випадку ідеально сконтактованих півпросторів 

[187]. Водночас спостерігаємо суттєві якісні відмінності. Для випадку 

проковзування двох однакових півпросторів ( 1G = ) КІН набувають різних 

значень у різних точках контура дефекту (для ідеально сконтактованих 

компонентів біматеріалу 1IK = ).  
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Рисунок 3.4 – Залежності IK  від параметра G  та кутової координати   

точки контура дефекту ( 1,2d a = ) 

 

Ефект проковзування на інтерфейсі проявляється також у тому, що 

існують значення G  (у нашому випадку 4,0G  ), коли дефект не відчуває 

контрастності жорсткості матеріалів ( 1IK = ), що не спостерігається в ідеально 

сконтактованих півпросторах [187].  

На рис. 3.5 показано залежності нормованих КІН від параметра G  у 

фіксованих точках контуру дефекту з кутовими координатами 0 , 90 , 180 = 
 

для глибини залягання 1,1d a = . Із графіків видно, що збільшення жорсткості 

верхнього півпростору супроводжується зменшенням значень IK . Найбільш 

чутливою до контрастності жорсткостей матеріалів є точка контуру тріщини, 

найближча до інтерфейсу ( 0 = ). Водночас КІН у точці з координатою 0 =  

можуть як перевищувати свої аналоги для випадків 90 , 180 =  , так і бути 

меншими за них (зазначений ефект відсутній для ідеально сконтактованих 

півпросторів). 
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Рисунок 3.5 – Залежності нормованих КІН IK  від параметра G  у 

фіксованих точках контура тріщини за фіксованої глибини залягання 

1,1d a =  

 

3.5. Періодичний масив перпендикулярних до інтерфейсу кругових тріщин 

відриву у біматеріалі 

 

Розглядаємо пружний біматеріал (рис. 3.6), який складається з двох 

півпросторів А та В, ізотропні матеріали яких характеризуються модулями 

зсуву ,A BG G , і Пуассоновими коефіцієнтами ,A B  . На інтерфейсній 

поверхні 0S  спряження півпросторів існує неідеальний контакт з 

проковзуванням. Півпростір В містить одноперіодичний масив кругових 

тріщин, розташованих в одній площині, перпендикулярній до поверхні 0S . 

Тріщини займають кругові області 1 , , , , 2,k nS S S k n =   радіуса а на глибині 

1d  від інтерфейсу, а відстані між геометричними центрами двох сусідніх 

дефектів одинакові і становлять 2d . Протилежні поверхні 1 , , ,mS S m k n  =  

дефектів перебувають під впливом статичних розривних зусиль 3 3 0N N N+ −= − = . 

Вибір і розташування декартових систем координат показано на рис. 3.6. 
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Рисунок 3.6 – Розрахункова схема задачі 

 

За вказаного випадку розташування дефектів у біматеріалі і типу його 

навантаження відмінними від нуля будуть лише функції нормального розкриття 

поверхонь тріщин 31 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 4m m mu u u u− +  =  = − 
 

x x x x .  

Задача зводиться до розв’язання безмежної системи двовимірних ГІР 

типу (3.25) відносно невідомих густин 31 3( ) , ( ) , , 2,mu u m k n  = = x x   
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2 31 2 31
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m mS S

dS dS
u u



=

  +   +
− −

 
ξ ξ

ξ ξ
x ξ x ξ

   (3.27) 
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1
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d x

B

m

mB S

e
u d dS

b b

− − −  

=

 
+    +    = + −    

  ξ
ξ x ξ x ξ  

 

0 1 1

1
, , , 2, .В

В

N S m k n
G

− 
=  = = x  

Тут виписане лише ГІР для тріщини, яка займає область 1S . Решта позначень в 

(3.27) такі 
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Оскільки в задачі через симетрію та періодичність розташування дефектів 

усі невідомі густини одинакові ( 3 31( ) ( ) , , 2,mu u m k n =  = = x x ), то достатньо 

розв’язати лише одне ГІР, задане (3.27), обмеживши в ньому безмежну 

кількість дефектів праворуч і ліворуч від актуального скінченною кількістю, 

яку вибирають на основі чисельного експерименту для наперед заданої 

точності. Інтегральне рівняння (3.27) містить гіперсингулярність виду 
3

1

−
−x ξ  

у першому доданку. Методику його регуляризації описано раніше. Hевідомі 

густини 31 3, mu u   вибирали у вигляді 

 

2 2 2
11 2131 1

1
2 2 23 1

1 2

( )
( ) .

( )m
m m

a x xu

u a x x

 − −   
=    

   − − 

ʭ
ʭ

ʭ
 

 

де 1( ) ʭ  ‒ невідома двічі неперевно-диференційовна в області 1S  функція.  
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Під час числового розв’язання ГІР (3.27) кругові області дефектів 

покривали чотирикутними граничними елементами з кроками розбиття 0,1а за 

полярною r  і 12  за кутовою   координатами. У межах кожного граничного 

елемента дискретні значення невідомої функції 1( ) ʭ  вважали сталими. Задачу 

зводили до розв’язання системи лінійних алгебричних рівнянь відносно 

вузлових значень функції 1( ) ʭ . Числовим експериментом встановлено, що 

достатньо розглянути по три тріщини ( , 2,4m k n= = ) праворуч і ліворуч від 

фіксованої з областю 1S . За допомогою розв’язків ГІР визначали КІН 

нормального відриву в околі контуру тріщини  

2
( ) ( cos , sin )

1
I

G a
K a a

 
 = −   

− 
, 

який нормували статичним КІН відриву 02h
IK N a=   для поодинокої 

тріщини в безмежному однорідному тілі, тобто h
І I IK K K= . Обчислення 

проводили для значень Пуассонових коефіцієнтів 0,3А В =  = .  

На рис. 3.7 показано залежності КІН ІK  від параметра A BG G G=  

контрастності жорсткостей матеріалів півпросторів та відстані 2d  між 

сусідніми дефектами за фіксованого значення 1 1,1d a = . Криві 1–3 на 

рис. 3.7‒3.9 відповідають значенням 0,1 ; 1 ; 10,0G = , маркована колами крива 

описує випадок одноперіодичного масиву тріщин у безмежному однорідному 

тілі (ідеально сконтактовані одинакові півпростори). Рис. 3.7, а відповідає точці 

контура тріщини з кутовою координатою 0 =  , рис. 3.7, б ‒ 90 =  .  
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Рисунок 3.7 – Залежності КІН IK  від параметру A BG G G=  контрастності 

жорсткостей матеріалів півпросторів та відстані 2d  між сусідніми дефектами за 

фіксованого значення 1 1,1d a =  

 

У випадку розташування дефектів у жорсткішій ( 1,0G  )/м’якшій ( 1,0G  ) 

компоненті значення КІН більші/менші за свої аналоги для дефектів у 

безмежному однорідному тілі. Зі збільшенням відстані між сусідніми 

дефектами КІН монотонно спадають, прямуючи до своїх аналогів у випадку 

поодинокої тріщини в біматеріалі. Зазначене затухання більш виразне для точок 

контура дефектів, розташованих на лінії центрів тріщин ( 90 = ). 

Контрастність жорсткостей матеріалів більш чутлива для точки з координатою 

0 = . Наявність проковзування на інтерфейсі підвищує значення КІН відриву 

(крива 2 для 1G = ) порівняно з випадком тріщин в безмежному однорідному 
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тілі (маркована крива для випадку ідеально сконтактованих однакових 

півпросторів). 

На рис. 3.8 показано залежності КІН IK  від параметра G  та відстані 1d  

до інтерфейсу при фіксованому значенні 2 2,1d a =  між сусідніми дефектами.  

 

 

 

Рисунок 3.8 – Залежності КІН IK  від параметра G  та відстані 1d  до 

інтерфейсу при фіксованому значенні 2 2,1d a =  між дефектами 
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Рис. 3.8, а, 3.8, б та 3.8, в характеризують точки контурів тріщин з 

кутовими координатами 0 , 90 (270 ), 180 =  , відповідно. Із рисунків видно, 

що зміна контрастності матеріалів може супроводжуватися як спаданням (криві 

1, 2), так і зростанням (крива 3) значень IK , із подальшим виходом на свої 

аналоги для випадку тріщин у безмежному однорідному тілі. Найчутливішими 

до контрастності жорсткостей матеріалів є точки контура тріщин із кутовими 

координатами 0 ,90 (270 ) =  . 

Криві на рис. 3.9 демонструють залежності КІН IK  від кутової 

координати   точки контурів тріщин за фіксованих параметрів 

2 12,1 , 1,1d a d a= =  (рис. 3.9, а) та 2 13,0 , 1,1d a d a= =  (рис. 3.9, б).   

 

 

Рисунок 3.9 – Залежності КІН IK  від кутової координати   точки контурів 

тріщин за фіксованих параметрів 1 2,d d  
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Із рисунків видно, що залежно від значень 1 2, ,G d d  ймовірне підростання 

тріщин може відбуватися в напрямку до інтерфейсу (крива 1 на рис. 3.9, а та 

криві 1, 2 на рис. 3.9, б), у напрямках перемичок між дефектами (криві 1‒3 на 

рис. 3.9, а) та вглиб нижнього півпростору (крива 3 на рис. 3.9, б). 

На рис. 3.10 показано залежності КІН IK  від параметра G  за фіксованих 

значень 1 21,2 , 2,1d a d a= = . Криві 1‒3 відповідають точкам контура тріщин з 

кутовими координатами 0 ,90 (270 ),180 =  . Зростання параметра G  

(жорсткості верхнього бездефектного півпростору) супроводжується спаданням 

значень IK . Якісною відмінністю випадку проковзування компонентів 

біматеріалу на інтерфейсі від ідеального контакту є те, що за G →  ніколи не 

досягається граничного випадку розташування тріщини у півпросторі зі 

защемленою поверхнею.  

 

Рисунок 3.10 – залежності КІН IK  від параметру G  при фіксованих значеннях 

1 21,2 , 2,1d a d a= =  
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Висновки до ІІІ розділу  

 

У розділі подано гранично-інтегральний підхід до дослідження статичної 

поведінки кусково-однорідного біматеріального тіла з двох півпросторів, 

послаблених довільно розташованими плоскими тріщинами. Півпростори 

спряжені гладким зі проковзуванням контактом. Розглянуто випадки 

поодинокої та безмежного одноперіодичного масиву кругових тріщин, 

перпендикулярних до інтерфейсної поверхні біматеріалу, та навантажених 

зусиллями відриву.  

Для випадку поодинокої тріщини встановлено, що:  

− значення КІН відриву обмежені зверху своїми аналогами для випадку 

тріщини у півпросторі з вільною зовнішньою поверхнею. Зростання жорсткості 

півпростору з тріщиною супроводжується збільшенням значень КІН, більш 

чутливою до контрастності жорсткостей компонент тіла є точка контура 

дефекту, найближче розташована до інтерфейсу;  

− якісною відмінністю випадку проковзування компонента біматеріалу на 

інтерфейсі від ідеального контакту є те, що під час зростання жорсткості 

матеріалу бездефектної компоненти біматеріалу ніколи не досягається 

граничного випадку розташування тріщини у півпросторі зі защемленою 

поверхнею. Ефект проковзування на інтерфейсі проявляється в тому, що для 

малих глибин залягання дефекту КІН для випадку однакових матеріалів 

півпросторів перевищують свій аналог для тріщини у безмежному однорідному 

тілі, що відповідає випадку ідеально сконтактованих одинакових півпросторів 

(послаблення міцності біматеріалу);  

− для дефекту, розташованого у податливішій компоненті тіла, можлива 

реалізація однорідного (сталого) вздовж контура розподілу КІН. Зі збільшенням 

глибини залягання дефекту значення КІН прямують до своїх аналогів для 

випадку безмежного однорідного тіла з тріщиною.  

Для випадку одноперіодичного безмежного масиву кругових тріщин 

виявлено, що:  
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− у випадку розташування дефектів у жорсткішій/м’якшій компоненті значення 

КІН більші/менші своїх аналогів для дефектів у безмежному однорідному тілі. 

Зі збільшенням відстані між сусідніми дефектами КІН монотонно спадають, 

прямуючи до своїх аналогів для випадку поодинокої тріщини в біматеріалі. 

Зазначене затухання більш виразне для точок контуру дефектів, розташованих 

на лінії центрів тріщин;  

− у випадку розташування дефектів у жорсткішій/м’якшій компоненті 

зростання глибини залягання масиву тріщин супроводжується 

спаданням/зростанням значень КІН із прямуванням їх до своїх аналогів для 

випадку безмежного однорідного тіла;  

− залежно від контрастності жорсткостей компонентів тіла, глибини залягання 

масиву дефектів відносно інтерфейсу та відстані між самими дефектами 

ймовірне підростання тріщин може відбуватися в напрямку до інтерфейсу, у 

напрямках перемичок між дефектами та вглиб нижнього півпростору.  
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РОЗДІЛ IV 

ГРАНИЧНО-ІНТЕГАЛЬНИЙ АНАЛІЗ ВЗАЄМОДІЇ ПЛОСКИХ ТРІЩИН 

У ПРУЖНОМУ БІМАТЕРІАЛІ З ТОНКИМ ПОДАТЛИВИМ 

ПРОШАРКОМ НА ІНТЕРФЕЙСІ 

 

Четвертий розділ присвячений гранично-інтегральному дослідженню 

тривимірної задачі статичної взаємодії плоских внутрішніх тріщин у 

біматеріалі з двох пружних півпросторів, сконтактованих між собою тонким 

пружним прошарком. Із використанням некласичних умов контакту на 

інтерфейсі типу ПКУ задачу зведено до розв’язування системи двовимірних ГІР 

типу Ньютонівського потенціалу з невідомими густинами, які характеризують 

розкриття протилежних поверхонь дефектів.   

Числові результати стосуються паралельних до інтерфейсу кругових 

тріщин скруту. Розглянуто випадок поодинокої тріщини у біматеріалі з двох 

різних півпросторів та взаємодію через прошарок двох тріщин в однакових 

півпросторах. Досліджено залежності статичних КІН від контрастності 

жорсткостей матеріалів півпросторів і прошарку, глибини залягання дефектів. 

Проведено порівняльний аналіз КІН із відомими аналогами для випадків 

однорідного простору, півпростору з вільною зовнішньою поверхнею та 

ідеально сконтактованих півпросторів.  

Результати досліджень опубліковано в працях [1, 2, 6, 7].  

 

4.1 Постановка задачі 

 

Розглядаємо пружний біматеріал, який складається з двох півпросторів А 

і В, матеріали яких характеризуються модулями зсуву ,A BG G  і Пуассоновими 

коефіцієнтами ,A B  . Півпростори спряжені між собою пружним тонким 

податливим прошарком завтовшки h , матеріал якого характеризується 

пружними параметрами 0 0,G   ( 0 ,A BG G G ). Поверхні прошарку та 
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півпросторів ідеально сконтактовані між собою (рис. 4.1). Верхній півпростір A 

містить K, а нижній півпростір B ‒ M довільно розташованих тріщин, які 

займають відповідно плоскі області , 1,A
kS k K=  і , 1,B

mS m M=  . 

 

 

Рисунок 4.1 – Схема задачі про біматеріал з двох півпросторів, сконтактованих 

тонким пружним податливим прошарком 

 

Протилежні поверхні 
D
lS 

 дефектів зазнають дії самозрівноважених статичних 

зусиль , , , 1, ,D D D
l l l DD A B l l+ −= − = = =N N N  ,A Bl K l M= = . Приймаємо, що під 

час навантаження контакт протилежних поверхонь тріщин відсутній, а їх 

контури залишаються нерухомими. На серединній інтерфейсній поверхні 0S  
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прошарку вибираємо декартову систему координат 0 10 20 30O x x x  так, щоб 

поверхня 0S  співпадала з площиною 10 0 20x O x . За аналогією локальні системи 

координат 1 2 3l l l lO x x x  вибираємо так, щоб плоскі області D
lS  дефектів були 

розташовані у площинах 1 2l l lx O x .  

Задача визначення напружено-деформованого стану біматеріалу з 

тріщинами зводиться до розв’язання диференціальних рівнянь рівноваги (3.1) 

відносно векторів переміщень 1 2 3( , , )D D D Du u u

u  

 

3

1
0 , , ,

1 2

D D

D

grad div D A B + = =
− 


u u    (4.1) 

 

із двома групами крайових умов. Перша група характеризує винесені на 

серединну поверхню 0S  проміжку пружинні контактні умови [93]  

 

 0
3 0 3 0 3 0 0

0

1
( ) ( ) 1 ( ) ( ) ,

1 2

A B A B
i i i i i

G
u u

h

 
 = =  + − 

−  
x x x x   (4.2) 

 

0 01,2 , , , ,i D A B S= = x  

які постулюють сталість напружень у прошарку та їх лінійну залежність 

стрибку переміщень на його протилежних поверхнях. 

Другу групу крайових умов формулюємо в областях розташування 

тріщин у кожному півпросторі  

 

3

3

1

( )cos( , ) ( ) , 1,3 , .D D D
ij l l il j l l l

i

x x N j S
=

 = =  x x x    (4.3) 

Також постава задачі (4.1)‒(4.3) вимагає заникання її розв’язків на 

безмежності.  
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4.2. Вибір інтегральних подань розв’язків задачі 

 

На підставі принципу суперпозиції напружено-деформованих станів 

переміщення і напруження у кожній точці півпростору D  спричинені 

зміщеннями точок інтерфейсної поверхні 0S  та зміщеннями точок протилежних 

поверхонь 
D
lS 

 тріщин. Так, зокрема, переміщення у півпросторі D  описуємо 

Ньютонівськими потенціалами (3.4)  

 

2
30

0 0 0 0 02
1 30 0

( ) ( ) ( ) ( )
2(1 )

DL
D D D D
j j jl j

l D j

x
u u u H

x x=

   
= + = − − 

 −    
x x x x  
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D DD
j
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H H

x x x x
−

−

     −   
− − + +   

−    −   −      
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0

1 1 0
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D
k
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D D
sk jsk A B

k s kS
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ξ D
x ξ

 (4.4) 
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0 0
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а невідомі густини 0
D
iu  характеризують невідомі зміщення точок серединної 

поверхні 0S  для півпростору D  у напрямку координатної осі 0 0iO х . Структура 

диференціальних операторів 0
D
iskD  описана співвідношеннями (3.6). 

За аналогією з результатами РОЗДІЛУ III інтегральні вирази для 

напружень у півпросторі D мають вигляд (3.7)  

 

3 2

0 30 0 3 0 30 20 02 2
1 0 30 (3 )0

1
( ) ( ) ( ) ( )

DL
D D D DD
j j j k D j

kD j j

N x H
G x x x= −

 −    
=  +  = − −  + + 

    
x x x x

 

3 2

30 3 0 30 20 3 0

10 20 30 10 20 0

( ) ( )D A
D j

j

x H x H
x x x x x x

−

     
+ − − +  +   

         

x x  

 

3

0

1 1 0

( ) , 1,2 , , , , ,
D

D
k

L
D D
sk jsk A B

k s kS

dS
u j D A B L K L M

= =

+  = = = =
−

 
ξ

ξ Χ
x ξ

 

 

2

3 0 330 0 33 0 30 20 0

1 1 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

DL
D D D DD

k j

k jD j

N x H
G x= =

 −   
=  +  =  + 

  
 x x x x   (4.5) 

 

3

20 30 20 3 0 3 0

1 130 0

( ) ( ) ,
D

D
k

L
D D D

sk sk

k s kS

dS
x H u

x = =

 
−  −  +  

 − 
 

ξ
x ξ X

x ξ
 

де диференціальні оператори 0
D
iskX  описані співвідношеннями (3.8), а їх 

коефіцієнти залежать від параметрів (3.9) взаємної орієнтації тріщин у 

півпросторі D.  

 

4.3. Зведення задачі до граничних інтегральних рівнянь 

 

Поставлену крайову задачу (4.1)‒(4.3) розв’язуємо у два етапи. На 

першому етапі задовольняємо некласичні крайові умови (4.2) пружинного 
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контакту півпросторів на інтерфейсній поверхні 0S  прошарку. Для цього 

підставляємо інтегральні подання (4.4) для переміщень і (4.5) для напружень у 

співвідношення (4.2). При цьому доданки з невідомими густинами 0
D
iu  на 

інтерфейсі 0S  переносимо у ліві частини отриманих виразів, а члени з 

невідомими густинами D
sku  стрибків зміщень протилежних поверхонь дефектів 

‒ у праві частини. З урахуванням позначень 

0 0
5 61 3

0
2 4

1 2

1 2
, , , .

1 2(1 )

2 1

A A

B B

A

BA

B

G

G
b b b b

h

   
   
   

   
     
     

  
 
 

− 

− 
= = = =

−  −  
 − 
 
 

 

Розписуємо інтегральні представлення крайових умов (4.2)  

 

1)   0
13 0 1 0 1 0 0 10 20 30 0( ) ( ) ( ) , ( , , 0) :A A BG

u u x x x S
h

 = − = x x x x   

 

2 2

3 20 3 6 1 0 3 2 02
30 10 2020

( ) ( )A A
A Ab b b H b H

x x xx

     
−  +  − + −  +   

     
x x  

 

1 6 3 0 6 1 0 2 6 3 0 1 0

10 30 10

( ) ( ) ( ) ( ) ;A B Bb b H b H b b H E
x x x

       
+ + + − =     

       
x x x x  

 (4.6а) 

 

2)  13 0 13 0 0 10 20 30 0( ) ( ) , ( , , 0) :A B x x x S =  = x x x   

 

2 2

3 20 3 1 0 3 2 02
10 2020

( ) ( )A A
A Ab b H b H

x xx

    
−  +  + −  +   

    
x x  
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2 2

4 20 4 1 0 4 2 0 2 02
10 2020

( ) ( ) ( ) ;B B
B Bb b H b H E

x xx

    
+  −  +  =   

    
x x x   (4.6б) 

3)   0
23 0 2 0 2 0 0 10 20 30 0( ) ( ) ( ) , ( , , 0) :A A BG

u u x x x S
h

 = − = x x x x   

 

2 2

3 1 0 3 20 3 6 2 02
10 20 3010

( ) ( )A A
A Ab H b b b H

x x xx

     
−  + −  +  − +   

     
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1 6 3 0 6 2 0 2 6 3 0 3 0

20 30 20

( ) ( ) ( ) ( ) ;A B Bb b H b H b b H E
x x x

       
+ + + − =     

       
x x x x  

 (4.6в) 

 

4)  23 0 23 0 0 10 20 30 0( ) ( ) , ( , , 0) :A B x x x S =  = x x x   

 

2 2

3 1 0 3 20 3 2 02
10 20 10

( ) ( )A A
A Ab H b b H

x x x

    
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x x  

 

2 2

4 1 0 4 20 4 2 0 4 02
10 20 10
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x x x

    
+  +  −  =   

     
x x x   (4.6г) 

 

5)   0 0
33 0 3 0 3 0 0 10 20 30 0

0

2(1 )
( ) ( ) ( ) , ( , , 0) :

1 2

A A BG
u u x x x S

h

− 
 = − = 

− 
x x x x  

 

1 6 1 0 1 6 2 0 3 5 20 6 3 0

10 20 30

( ) ( ) ( )A A Ab b H b b H b b b H
x x x

       
− + − + −  − +     

       
x x x  

2 6 1 0 2 6 2 0 6 3 0 5 0

10 20 30

( ) ( ) ( ) ( ) ;B B Bb b H b b H b H E
x x x

       
+ + + =     

       
x x x x  

 (4.6г′) 
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6)  33 0 33 0 0 10 20 30 0( ) ( ) , ( , , 0) :A B x x x S =  = x x x   

 

   3 20 3 0 4 20 3 0 6 0( ) ( ) ( ) .A Bb H b H E−  +  =x x x   (4.6д) 

Праві частини виразів (4.6) мають такий вигляд  
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    (4.7) 
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3 3

6 0 4 3 0 3 3 0

1 1 1 10 0

( ) ( ) ( ) .
B A
m k

M K
B B A A
sm sm sk sk

m s k sm kS S

dS dS
E b u b u

= = = =

=  − 
− −

    
ξ ξ

x ξ χ ξ χ
x ξ x ξ

 

 

Діємо на (4.6) двовимірним інтегральним перетворенням Фур’є за 

змінними 10 20,х х. Із використанням результатів ДОДАТКУ А в 

трансформантах Фур’є отримуємо СЛАР відносно невідомих густин 

0 , 1,3 , ,D
ju j D A B = =   

( )
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1

20 2

30 3

6 6
410

520

6
30

1
, 1,6 .

2

А

А

А

B

B

B

u E

u E

u E
j

Eu
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E
u



   
 

  
 

 
   = = 

    
 

 
   

      

ɸ

 

 











    (4.8) 

Коефіцієнти ija  матриці 6 6( ) A  мають вигляд  

 

2
3 2 3 1 2 1 6 1 2 6 1

11 3 6 12 13 14 6 16, , , , ,A Ab b b b i b b i
a b b a a a b a

      
=  − + = = − = =
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a b a a b a

         
=  − = = −  + = −
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      
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   
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         
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63 3 66 4 15 23 26 34 43 46 61 62 64 65, , 0 .a b a b a a a a a a a a a a=  = −  = = = = = = = = = =  

 

Розв’язуємо СЛАР (4.8). Увівши позначення  

1 2 3 1 2 4 3 41 , 1 , , ,A Bg g g b b g b b= −  = −  = + = +  

 

5 1 4 2 3 6 3 4 7, , ,A B A B A Bg b b b b g b b g= − =  +  =  +  −    

 

8 9 10 3 4 11 1 4 2 3, 2 , , ,A B A Bg g g b b g b b b b=  −  = −  =  =  −  

 

12 6 4 5 10 1 4 6 6 1 2 10, ( ) ,g b g b g g g b g g g= +  = − +  

 

( )   3 2 2 2
4 5 6 10 5 6 4 12 1( ) ,g g b g b b g g  =  − + +     (4.9) 

 

  3 2 2
1 4 12 1 2 4 3 4 8 2 5 6 10 3 5 6 8 2 12, ,Aq b g q b b g g g g b g b b b g g g =   =  − + + 

 
 

 

   2 2
3 6 2 6 5 12 1 4 6 4 2 5 6 4 3 5 6, ( )q b b b g g q b g b g g b g g b=  +  = + − +  

 

  2
10 5 6 2 1 2 5 6 7 12 5 4 6 5 1( ) , ,g b g b g g g b g g q b b g+ − + = −   

 

   6 4 6 6 3 2 3 5 1 7 4 6 6 3 2 3 1, ,q b b b g b b b q b b b g b b= − +   =  +    

 

 3 2
8 4 6 4 10 1 9 6 2 5 4 6 10 1( ) , ( ) ,q b b g g q b b g g b g=  +  =  + +   

 

  3 2 2
10 3 12 1 11 3 1 5 4 4 8 6 10 4 5 6 8 1 12, ,Bq b g q b g g b g g b g b b b g g g =   = − + + − 

 
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    2 2 3
12 1 5 4 6 3 12 4 5 6 1 13 1 6 3 3 5 4 6 6( ) , ( )q b g g b b g b b b q b g b g g g g b=  − −  +  = − − −  

 

2
3 5 6 4 9 4 1 5 11 6 10 1 12 4 5 6 9( ) ,B Bb b g g g b g g g b g g g b b b g − +  − +  + 

 

   2
14 3 6 6 3 2 3 5 1 15 3 6 5 1 16 3 6 6 3 2 3 1, , ,q b b b g b b b q b b g q b b b g b b=  +   =   =  +  

 

 

  3 2 2
17 3 6 4 10 1 18 1 5 4 6 3 4 5 4 6 5 10 1( ) , ( ) ( )q b b g g q b g g b b b b g b b g=  +  =  − −  + +   

та скориставшись співвідношеннями 
(3 )

0 0, , 1,3
j jA B

j ju u j
+ 

 =  = =
 

  , 

записуємо розв’язки (4.8) у матричному вигляді  
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    (4.10) 

 

Тут коефіцієнти матриці 6 6( ) C  мають такий вигляд 

 

2 2
1 2 3 4 13 21 1 2 211 2 12 2
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2 2
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Подіявши на (4.10) оберненим двовимірним інтегральним перетворенням 

Фур’є, отримуємо вирази для оригіналів невідомих густин на інтерфейсі 0S  
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  (4.11) 

 

Співвідношення (4.11) виражають невідомі густини 0 , , , 1,3D
ju D A B j = =  

через функції , 1,6nЕ n= , які містять невідомі функції ,A B
sk smu u   розкриття 

поверхонь тріщин. Тут 0 ( )J z  ‒ Бесселева функція І-го роду нульового порядку 

дійсного аргументу z  [185]; коефіцієнти матриці 6 6( ) F  визначені так 
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 

  (4.12) 
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На другому етапі розв’язування задачі задовольняємо крайові умови (4.3) 

на поверхнях тріщин. Так, на поверхні nS  n -ї тріщини у півпросторі D  за 

аналогією з (3.17) крайові умови (4.3) трансформуються у систему 3( )N M+  

двовимірних ГІР виду 

2 2

3 2 (3 )2
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D D
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u u

x xx
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D D D

j n n kn sk jskn

k sn knS S

dS dS
u u
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  
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ξ ξ X
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0 0
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0 0

( ) ( )D D D D
j n j n

n nS S

dS dS
u u+  +  +

− − 
ξ ξ

ξ X ξ X
x ξ x ξ

   (4.13) 

 

0

30 1 0 1

0

1
( ) ( ) , , 1, , 1,3 ,D D D DD

j n n n n n D

n DS

dS
u N S n L j

G

− 
+  =  = =

−
ξ

ξ X x x
x ξ

 

 

, ; , .D DD A L K D B L M= = = =  

Недоліком отриманої системи ГІР є те, що рівняння містять інтеграли по 

безмежній області 0S  інтерфейсу. Обчислимо їх, використовуючи подання 

(4.11) для густин 0
D
ju  через невідомі функції D

sku  розкриття поверхонь тріщин 

та методику [184] аналітичного обчислення кратних двовимірних інтегралів по 

безмежній області 0S  (ДОДАТОК А)  
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
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
+   

 
   ξξ    (4.14) 
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3

1 1 0

( ) .
( )A

k

K
B BA
sk kn jskn

k sS

u C d dS



= =


+   

 
   ξξ  

 

Диференціальні оператори , , ,AA BB AB BA
jskn jsmn jsmn jskn    , які входять у вирази 

(4.14), виписані в ДОДАТКУ Б.  
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З урахуванням отриманих виразів (4.14) записуємо ГІР (4.13) (крайові 

умови на поверхні n -ї тріщини) у півпросторі ( , )D D A B=  у загальному 

вигляді 

 

2 2

3 2 (3 )2
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D D
j D n jn D j n
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 −   −  −  − 
  −   −   

 
ξ ξ

ξ ξ
x ξ x ξ

 

 

3

3 2

1 1

( ) (1 ) ( )
D

D D
n l

L
D D D

j n jn ln sl jsln

l sn lnS S

dS dS
u u

x = =

−   + −   +
− −

  
ξ ξ

ξ ξ Χ
ξ x ξ

 

 

3
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D

D
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L
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sl ln jsln

l sS

u C d dS



= =


+    +

 
   ξξ    (4.15) 

 

3

1 1 0

1
( ) ( ) ,

( )

D

D
l

L
D DD DD
sl ln jsln j n

l s DS

u C d dS N
G



= =

 − 
+    =

 
   ξξ x  

 

, , , , , , , , , 1,3 .D
n n D D

S D A B D B A L K M L M K j = = = = =x  

 

Інтегральні рівняння (4.15) є системою 3( )K М+  двовимірних ГІР типу 

Ньютонівського потенціалу для визначення 3( )K М+  невідомих функцій D
slu  

розкриття протилежних поверхонь тріщин. Третій доданок ГІР (4.15) описує 

вплив на розглядувану п-у тріщину у півпросторі D  всіх решти дефектів цього 

ж півпростору; п’ятий та шостий доданки характеризують вплив взаємодії 

тріщин через інтерфейсну поверхню 0S  спряження компонентів біматеріалу. 

Важливим аспектом ГІР (4.15) стосовно застосування для їх розв’язання 

числових методів є відсутність інтегрування по двовимірній безмежній області 

0S  .  
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Диференціальні оператори 0 0,D D
js n islX D , які входять у структуру 

операторів DD
jsln , DD

jsln  залежать від геометричних параметрів взаємного 

розташування дефектів у півпросторах і описуються співвідношеннями (3.21), 

(3.22)  
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  (4.16) 
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Розглянемо частковий випадок пружного біматеріалу, який складається з 

двох ізотропних півпросторів А і В, ідеально сконтактованих тонким 

податливим прошарком завтовшки h . Матеріали півпросторів 

характеризуються модулями зсуву , ,DG D A B=  , а прошарку 0 DG G . В 

обидвох півпросторах розташовані дискові тріщини, які займають відповідно 

кругові плоскі області 1 2,S S  радіусів 1 2,а a, паралельні серединній поверхні 

0S  прошарку і розташовані від неї на глибинах 1 2,d d  (рис. 4.2). На протилежні 

поверхні , 1,2iS i =  тріщин діють самозрівноважені крутні зусилля 

 

(3 )1
0 0 3( ) ( ) ( 1) , , 1,2 , , , ( ) 0 .

j ij
j i j i i i i

i

x
N N N i j N const S N

a

−+ − += − = − = =  =x x x x  

 

На інтерфейсній поверхні 0S  (серединній поверхні прошарку) вибираємо 

декартову систему координат 0 10 20 30O x x x , у площинах розташування тріщин ‒ 

декартові системи координат 1 2 3 , 1,2і і іOx x x і=  таким чином, щоб область іS  

дефекту розташовувалася в площині 1 2і і іх О х, а координатні осі 30 3, іх х лежали 

на нормалі до 0S  (рис. 4.2). Зазначимо, що за вказаного розташування тріщин у 

тілі та його навантаження нормальні розкриття тріщин відсутні 
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( 3 ( ) 0 , , , 1,2D
ju D A B j = = =x ) і система ГІР (4.15) зводиться до відшукання 

лише невідомих функцій ( ) 0 , , , , 1,2D
i ju D A B i j = = =x  тангенційних зміщень 

протилежних поверхонь дефектів. 

 

 

Рисунок 4.2 – Схема задачі про кругові тріщини скруту в біматеріалі з прошарком 

 

Взаємна орієнтація тріщин характеризується заданням значень напрямних 

косинусів між осями координатних систем 0 10 20 30O x x x  i 1 2 3 , 1,2i i i iO x x x i = , 

пов’язаних з областями ,n kS S  дефектів, і наведених у таблиці 4.1. 

 

Таблиця 4.1. Напрямні косинуси між осями координатних систем  

 10x  20x  30x  

1ix  1 0 10 1i il l= =  2 0 10 0i il m= =  3 0 10 0i il n= =  

2 ix  1 0 20 0i im l= =  2 0 20 1i im m= =  3 0 20 0i im n= =  

3ix  1 0 30 0i in l= =  2 0 30 0i in m= =  3 0 30 1i in n= =  
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Обчислюємо з (2.14) відмінні від нуля параметри орієнтації тріщин для 

напружень  

(2) (2) (2) (2)
1301 1310 2301 2310 1 .n n m m= = = =  

 

Диференціальні оператори 10 01 10, , , , 1,2D D D
ij ij ij i j =D X X , які входять в 

структуру ядер 10 10, , , 1,2DD DD
ij ij i j  =  для розглядуваної орієнтації дефектів у 

біматеріалі, мають вигляд  
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Невідомі функції 11 21 12 22, , ,A A B Bu u u u     зсувних зміщень поверхонь 

тріщин вибираємо у вигляді, аналогічному з заданими навантаженнями  
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Надалі враховуємо аналітичне значення табличного інтегралу [188]  
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де 1( )J у ‒ Бесселева функція першого роду першого порядку дійсного 

аргументу у .  

З урахуванням наведених виразів після низки перетворень система ГІР 

(4.15) спрощується до вигляду 
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iS

dS
u  +

−
ξ

ξ
x ξ
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
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 +  
−   −  =

   ξξ x ξ   (4.18) 

 

(3 )

0 1 2

( 1)
, ( , ) , 1,2 , ,

j
j i

i i i i

D i

x
N x x S j D A B

G a

−−
=  = =x  

 

1 , , ; 2 , , .i D A D B i D B D A= = = = = =  

 

Система (4.18) є системою чотирьох двовимірних ГІР для визначення 

чотирьох невідомих функцій , , , , 1,2D
j iu D A B j i = =  тангенційних зсувів 

протилежних поверхонь тріщин у півпросторах. Отримана система ГІР не 

містить інтегрування по безмежній області 0S , що суттєво для використання 

числових методів. Наявність півбезмежного інтегралу враховує феномен 

взаємодії тріщин через тонкий прошарок.  

 

4.4. Біматеріал з двох однакових півпросторів з круговими тріщинами 

скруту 

 

Як приклад, розглядаємо частковий випадок двох однакових півпросторів 

з дисковими тріщинами скруту радіусів a , розташованих на відстанях d  від 

серединної поверхні тонкого податливого прошарку завтовшки h . Приймаємо 

1 2 , A BS S S G G G= = = =  , А B
jі jі ju u u =  =  . Тоді ГІР (4.18) спрощуються до 

системи двох невзаємозв’язаних двовимірних ГІР 
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(3 )

0 1 2

( 1)
, ( , ) , 1,2 .

j
jx

N x x S j
G a

−−
=  =x     (4.19) 

 

Під час числового розв’язування ГІР (4.19) невідомі густини ju  з 

урахуванням змикань поверхонь тріщин на їх контурах вибрано у вигляді  

2 2 2

1 2( ) ( ) ,j ju a x x = − − x x  

де ( )j x  – невідомі, обмежені та двічі неперервно диференційовні в області S  

функції. Подальша регуляризація та методика числового розв’язання ГІР 

описані в [1, 2]. Кругові області дефектів у полярній системі координат 

покривали чотирикутними граничними елементами з кроками розбиття 0,05а за 

радіальною координатою r  і 24  ‒ за кутовою координатою  . Рівняння 

(4.19) зводили до розв’язування СЛАР відносно дискретних, кусково-сталих у 

межах граничних елементів значень ( )j x . За допомогою значень останніх на 

контурі тріщини визначали КІН поздовжнього зсуву  

 1 2( ) 2 ( , )sin ( , )cos .ІІІK G a a a =−     −    

 

На рис. 4.3-4.5 показано залежності нормованих КІН hom
III III IIIK K K=  

(
hom

0(4 3)IIIK a N=   − статичний КІН поздовжнього зсуву для кругової 

тріщини у безмежному однорідному тілі [189] під дією крутних зусиль).  
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Рисунок 4.3 – Залежності IIIK  від параметрів d a  глибини залягання тріщини та 

0G G G=  контрастності жорсткостей матеріалів за фіксованого значення 

0,1h a =  товщини прошарку.  

 

Рис. 4.3 демонструє графічні залежності IIIK  від параметрів d a  глибини 

залягання тріщини та 0G G G=  контрастності жорсткостей матеріалів 

півпросторів і прошарку за фіксованого значення 0,1h a =  товщини прошарку. 

Маркована колами лінія описує випадок поодинокої тріщини скруту у вільному 

півпросторі ( 0G = ), квадратами ‒ двох тріщин у безмежному однорідному тілі. 

Решту кривих відповідає випадкам 0,02 ; 0,05 ; 0,1G = . Аналіз графіків показує, 

що збільшення податливості прошарку супроводжується збільшенням значень 

IIIK . При цьому вказані графіки мажоровані зверху/знизу своїми аналогами для 

випадків поодинокої тріщини у вільному півпросторі/двох тріщин у 

безмежному однорідному тілі. Зі збільшенням глибини залягання дефектів 

значення КІН спадають і прямують до свого аналогу для поодинокої тріщини в 

безмежному однорідному тілі. Для значень 1,5d a   вплив контрастності 

матеріалів та відстані між дефектами відсутній. Аналогічний феномен раніше 

зауважили для поодинокої тріщини в біматеріалі за ідеального контакту його 

компонентів [190]. 
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Рисунок 4.4 – Залежності нормованих КІН IIIK  від параметрів G  контрастності 

жорсткостей матеріалів та глибини d a  залягання дефектів за фіксованого 

значення 0,1h a =  товщини прошарку 

 

Криві на рис. 4.4 описують залежності нормованих КІН IIIK  від 

параметрів G  контрастності жорсткостей матеріалів та глибини d a  залягання 

дефектів за фіксованого значення 0,1h a =  товщини проміжного прошарку. 

Криві описують випадки 0,25 ; 0,5 ; 0,75d a =  . Незалежно від відстані між 

дефектами зростання жорсткості прошарку супроводжується монотонним 

спаданням значень IIIK . Указаний ефект зміцнення біматеріалу з тріщинами 

більш відчутний зі зменшенням відстаней між дефектами. 

На рис. 4.5 показано графічні залежності нормованих КІН IIIK  від 

параметрів h a  та G  за фіксованої глибини 0,25d a =  залягання дефектів. 

Видно, що зростання товщини прошарку супроводжується ефектом 

монотонного збільшення значень IIIK  та ймовірності підростання дефектів. 

Така ситуація більш відчутна зі зростанням податливості прошарку. Зазначимо, 

що загалом наявність податливого прошарку підсилює значення КІН, що 
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потрібно враховувати під час коректного моделювання реального контакту 

компонентів конструкцій для оцінки їх міцності. 

 

 

Рисунок 4.5 – Залежності нормованих КІН IIIK  від параметрів h a  товщини 

прошарку та G  контрастності жорсткостей за фіксованої глибини 0,25d a =  

залягання дефектів 

 

4.5. Поодинока кругова тріщина скруту в біматеріалі з різних півпросторів 

 

Розглядаємо наступний частковий випадок ‒ біматеріал містить 

поодиноку тріщину скруту радіуса a на глибині d  у нижньому півпросторі В 

(рис. 4.6). Тоді система двох невзаємозв’язаних двовимірних ГІР набуває 

вигляду [1, 2]  
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Рисунок 4.6 – Схема задачі про поодиноку тріщину в біматеріалі з різних 

півпросторів 

 

На рис. 4.7 показано залежності нормованих КІН IIIK  у біматеріалі з 

ідеально сконтактованих півпросторів ( 0=h ) від параметрів  контрастності 

жорсткостей матеріалів тіла B AG G G=  та глибини залягання тріщини d a . 

Марковані колами, трикутниками та квадратами лінії описують розташування 

тріщини відповідно в безмежному однорідному тілі, півпросторі з вільною та 

защемленою поверхнями.  

Аналіз наведених графіків показує, що для тріщини у жорсткішій 

компоненті біматеріалу (рис 4.7, а, 1G  ) зростання контрастності жорсткостей 

матеріалів супроводжується збільшенням, а для тріщини у податливішій 

компоненті (рис. 4.7, б, 1G  ) ‒ зменшенням значень КІН IIIK . При цьому 

відповідні графіки обмежені зверху/знизу своїми аналогами для випадків 

безмежного однорідного тіла та вільного/защемленого півпростору. Збільшення 

глибини залягання дефекту супроводжується зменшенням значень КІН, для 

1,5d a  впливом контрастності матеріалів можна знехтувати. Аналогічне 

явище раніше виявили для тунельної тріщини повздовжнього зсуву у 

біматеріалі з двох півплощин [191].  
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Рисунок 4.7 – Залежності нормованих КІН IIIK  у біматеріалі з ідеально 

сконтактованих півпросторів від параметрів B AG G G=  контрастності жорсткостей 

матеріалів тіла та d a  ‒ глибини залягання тріщини 

 

Рис. 4.8 описує залежності КІН IIIK  від глибини залягання тріщини за 

наявності (суцільні лінії) та відсутності (штрихові лінії) тонкого прошарку між 

півпросторами для фіксованих значень 0 00,05 , 0,1AG G h a= = . Штрихова 

лінія для 1,0G =  відповідає випадку безмежного однорідного тіла. а фіксованих 

параметрів прошарку зростання глибини залягання поодинокої тріщини у 

жорсткішій компоненті біматеріалу супроводжується зменшенням, а для 

тріщини у податливішій компоненті ‒ збільшенням значень КІН зсуву (для 



127 
 

вхідних даних максимальне перевищення/зменшення КІН своїх аналогів для 

випадку безмежного однорідного тіла з тріщиною становить відповідно 21 % і 

10 %). КІН при цьому перевищують свої аналоги для тріщини в ідеально 

сконтактованих без прошарку півпросторах (ефект послаблення міцності тіла 

наявністю прошарку).  

 

 

Рисунок 4.8 – Залежності КІН IIIK  від глибини залягання тріщини за наявності 

(суцільні лінії) та відсутності (штрихові лінії) тонкого прошарку між 

півпросторами для фіксованих значень 0 00,05 , 0,1AG G h a= =   

 

На рис. 4.9 подано залежності значень IIIK  від параметра h a  товщини 

прошарку за фіксованих значень 0 0,1 , 0,25AG G d a= = . Позначення кривих 

таке ж, як на рис. 4.8. Аналіз наведених графіків показує, що зростання 

товщини податливого прошарку супроводжується збільшенням значень КІН; 

зазначене явище більш відчутне для випадку розташування тріщини у 

податливішій компоненті біматеріалу. 
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Рисунок 4.9 – Залежності значень IIIK  від параметру h a  товщини 

прошарку за фіксованих значень 0 0,1 , 0,25AG G d a= =  
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Висновки до IV розділу  

 

У розділі гранично-інтегральне моделювання продовжено для 

біматеріального тіла з двох півпросторів, сконтактованих тонким податливим 

прошарком. Для моделювання тонкої неоднорідності використано пружинні 

контактні умови. Розглянуто випадки крутного навантаження біматеріалу з 

паралельною до прошарку поодинокою круговою тріщиною та двома 

тріщинами на однакових глибинах в однакових півпросторах.  

Для випадку поодинокої тріщини встановлено, що:  

− за фіксованих параметрів прошарку зростання глибини залягання тріщини у 

жорсткішій компоненті біматеріалу супроводжується зменшенням, а для 

тріщини у податливішій компоненті ‒ збільшенням значень КІН поздовжнього 

зсуву. КІН при цьому перевищують свої аналоги для тріщини в біматеріалі з 

двох ідеально сконтактованих півпросторів (ефект послаблення міцності тіла 

наявністю прошарку).  

Для випадку двох однакових тріщин скруту в однакових півпросторах 

виявлено, що:  

− збільшення жорсткості прошарку та глибини залягання тріщини 

супроводжується зменшенням значень КІН. Ці значення обмежені зверху/знизу 

своїми аналогами для випадків поодинокої тріщини у вільному 

півпросторі/двох тріщин у безмежному однорідному тілі;  

− незалежно від співвідношення жорсткостей компонентів біматеріалу, 

збільшення товщини прошарку призводить до зростання КІН.  
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РОЗДІЛ V 

ГРАНИЧНО-ІНТЕГРАЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ЗАДАЧ СТАТИЧНОГО 

НАВАНТАЖЕННЯ ПРУЖНОГО БІМАТЕРІАЛУ З ТОНКИМИ 

ПОДАТЛИВИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ ТА НЕІДЕАЛЬНИМ КОНТАКТОМ 

НА ІНТЕРФЕЙСІ 

 

П’ятий розділ містить гранично-інтегральний опис тривимірної статичної 

задачі про біматеріальний об’єкт із двох півпросторів за наявності в них тонких 

пружних податливих включень. Розглянуто випадки гладкого контакту з 

проковзуванням на інтерфейсі та сконтактованих тонким податливим 

прошарком півпросторів. Задачу зведено до розв’язування системи 

двовимірних ГІР другого роду типу Ньютонівського потенціалу з невідомими 

функціями зміщень протилежних поверхонь включень. ГІР не містять 

інтегрування по безмежній області інтерфейсу.  

Числові результати стосуються випадку перпендикулярного до 

інтерфейсної поверхні з ковзним контактом поодинокого кругового включення 

під розривним навантаженням. Другий випадок стосується біматеріалу з двох 

однакових півпросторів, сконтактованих тонким прошарком іншої 

контрастності, під скручуванням. Півпростори містять кругові включення, 

паралельні до інтерфейсу. Досліджено залежності статичних КІН від 

контрастності жорсткостей компонентів біматеріалу, глибин залягання дефектів 

та виду контактних умов на інтерфейсі. Проведено порівняльний аналіз КІН з 

відомими аналогами для випадків біматеріалу з тріщинами.  



131 
 

5.1. Біматеріал з круговим включенням та проковзуванням на інтерфейсі 

під розривним навантаженням 

 

5.1.1. Постановка та вибір інтегральних подань розв’язків задачі 

 

Розглядаємо пружний біматеріал (рис. 5.1), який складається з двох 

півпросторів А та В, ізотропні матеріали яких характеризуються модулями 

зсуву AG , BG  і Пуассоновими коефіцієнтами A , B . На інтерфейсній поверхні 

0S  спряження півпросторів має місце неідеальний контакт з проковзуванням. 

Півпростір В містить тонке пружне податливе включення, серединна поверхня 

якого займає кругову область S  радіуса а на глибині 0 1O O d=  

перпендикулярно до 0S .  

 

 

Рисунок 5.1 – Схема біматеріалу з включенням 

 

Матеріал включення характеризується модулем Юнга 0E  та модулем 

зсуву 0G  ( 0 0,E E G G  ), а його максимальна товщина 2h  набагато менша 

за діаметр області S  (2 2h a ). Матеріали включення та півпростору ідеально 

зчеплені між собою. В області S  вибираємо декартову систему координат 
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1 2 3Оx x x так, щоб вона розташовувалася в площині 1 2Оx x. На безмежності тіло 

зазнає розривних вздовж осі 3Оx зусиль 3N  (рис. 5.1). 

За вказаного випадку розташування дефекту у біматеріалі і його 

навантаження, відмінною від нуля буде лише функція 

3 3 3( ) ( ) ( ) 4u u u− +  = − 
 

x x x  нормального розкриття поверхонь включення. 

Задача дослідження напружено-деформованого стану біматеріалу з дефектом 

зводиться до розв’язання диференціальних рівнянь рівноваги відносно векторів 

переміщень 1 2 3( , , )
D D D Du u uu


 [181]  

3

1
0 , ,

1 2

D D

D

grad div D A B + = =
− 

u u


    (5.1) 

де 3  ‒ тривимірний Лапласів оператор. Рівняння (5.1) доповнюємо двома 

групами крайових умов. Перша група характеризує контактні умови 

проковзування на інтерфейсі [3, 159, 162] 

3 0 3 0 33 0 33 0 3 0( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) 0 ,,B A B A D
iu u=  =   =x x x x x   (5.2) 

 

0 01,2 , , , .i D A B S= = x  

 Другу групу крайових умов формулюємо в серединній області S  

включення [101, 167]  

0
33 3 3( ) ( ) , ( ) 0 , 1,2 , ,

2 ( )

B B B
j

E
u j S

h

    =  = = 
 

y x x x
x

  (5.3) 

які характеризують лінійну залежність між напруженнями та стрибками 

зміщень протилежних поверхонь S   включення (умови Вінклера). У формулі 

(5.3) наведені позначення  

0 00 1 1 0
3 3 3 3 33 3 3( ) ( ) ( ) , [ ( )] 4 ( ) , [ ( )] ( ) ( )Bu u u u u u u u + −= + = −  = −ʭ ʭ ʭ x x x x x 

 

0 1 0
333 33 33 33( ) ( ) ( ) , ( )B B B B N =  +   = −x x x x      (5.4) 
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Також розв’язки крайової задачі (5.1)–(5.3) повинні заникати на безмежності. 

Переміщення і напруження у кожній точці півпростору D  спричинені 

зміщеннями 0
D
ju  точок інтерфейсної поверхні 0S  та зміщеннями 1

В
ju  від 

розкриття тріщини. Вирази для переміщень і напружень у півпросторі D  

описуємо Ньютонівськими потенціалами тими ж співвідношеннями, що і для 

півпросторів із тріщинами, наведеними у РОЗДІЛІ ІІІ 

 

0 0 0 1 0( ) ( ) ( ) , , ,D D B
j j DB ju u u D A B= +  =x x x     (5.5) 

 

 
2

30
0 0 0 3 0 3 02

30 (3 )00

( ) ( ) ( ) ( )
2(1 )

D D D D
j j j

D jj

x
u H H H

x xx
−

−

    
= − + + + 

−      

x x x x  

 

0 3 0
30

1 2
( ) ( ) , 1,2 ,

2(1 )

D DD
j

D

H H j
x

  − 
+ − = 
 −  

x x    (5.6) 

 

2

30 0 30 0
0 301

1
( ) 1 2 ( )

2(1 )

D D
D i

D ii

u x H
x x=

  
= −  − + 

−    
x x  

 

30
20 3 0

30

( ) ,
2(1 )

D

D

x
H

x

 
+ +  

 −  
x  

 

0 1

0 0 1 0 31 310
0 10

( ) ( ) , ( ) ( ) , 1,3 .
B

D D B B B
j j j j

S S

dS dS
H u u u j=  =  =

− − 
ξ ξ

x ξ x ξ D
x ξ x ξ

 

 

Тут невідомі густини 0
D
ju  характеризують зміщення точок інтерфейсної 

поверхні 0S  компоненти D  в напрямку координатних осей 0 0jO x , структура 

диференціальних операторів 310
B
jD  має вигляд (3.6).  
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Інтегральні подання для компонент напружень описані співвідношеннями  

 

 1 1
0 0 03 30 3( ) ( ) ( ) ,

1

D D DD
DBj j j

D

G
 =  +  

− 
x x x  

 

3 2
1

0 30 20 030 2 2
0 30 (3 )0

( ) ( )D D
D jj

j j

x H
x x x −

   
 = +  − − 

    

x x  

 

2

30 3 0 30 20 3 0
10 20 30 0

( ) ( ) , 1,2 ,D D
D j

j

x H x H j
x x x x

−

   
− +  +  = 
    

x x  (5.7) 

 

3
1

0 20 30 0 30 3 0330
0 301

( ) ( ) 1 ( ) ,D D D
i

ii

x H x H
x x=

    
 = − −  

    
x x x  

 

1
0 3 3103

10

( ) ( ) .B B
jj

S

dS
u = 

−
ξ

x ξ Χ
x ξ

 

 

Тут 2 2 2 2
20 10 20x x =   +    ‒ двовимірний Лапласів оператор; диференціальні 

оператори 310
B
jΧ  мають вигляд (3.8).  

 

 

5.1.2. Зведення задачі до ГІР та аналіз числових результатів 

 

Поставлену крайову задачу розв’язуємо у два етапи. На першому – 

задовольняємо умови (5.2) неідеального контакту з використанням 

інтегральних подань (5.6), (5.7) для переміщень і напружень. При цьому крайові 

умови (5.2) трансформуються у систему заданих по безмежній поверхні 0S  

двовимірних інтегральних рівнянь типу згортки. Застосовуючи до цих рівнянь 
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почергово пряме та обернене двовимірне інтегральне перетворення Фур’є [183] 

за змінними 10 20,х х, отримуємо подання невідомих густин 0
D
ju  через невідому 

функцію 3u  нормального розкриття поверхонь тріщини. Так, для випадку 

півпростору В  
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20 3 4 02
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( ) ( ) ( ) .
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( )
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B
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E
u

E
u J d dS
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E

+



−

  
      =  −  
  

   
   

   η

ξ

ξ F ξ η

ξ

   (5.8) 

 

Тут 0( )J y  ‒ Бесселева функція першого роду нульового порядку дійсного 

аргументу у; компоненти матриці F  та матриці-стовпця ɽ мають вигляд 

 

2 2
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 (5.9) 
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На другому етапі розв’язування задачі задовольняємо крайові умови (5.3) 

на серединній поверхні S  включення, які з урахуванням (5.4), (5.7) 

трансформуються до двовимірного ГІР другого роду  

 

0

3
0 32

2 3 0 3 01

1

( )
4 (1 ) ( ) ( )

( )

B B
B j j

B jS S

E u dS dS
u u

E h =


−  −  +  +  =

− −
 

ξ ξx
ξ ξ X

x x ξ x ξ
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3 3

1
[ ( )] , .

2 ( )

B

B

E
N u S

G h

 − 
= −  

 
x x

x
    (5.10) 

 

Недоліком ГІР (5.10) є наявність інтегрування по безмежній поверхні 0S  

інтерфейсу. Скориставшись поданням (5.8), (5.9) для густин 0
B
ju  та 

результатами РОЗДІЛУ ІІІ, ГІР (5.10) зводимо до остаточного вигляду 

 

0 32
2 3

3 4

( ) 1
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E u dS
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E h b b
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  (5.11) 
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де 

22
4

0 2 2 0 42
0 31

( , , ) ( , , ) ( ) , ( , , ) 8 (1 )(1 2 ) ,
i

i B B Bi
i

J x b
x=


  =    −    =  −  −  


x ξ x ξ x ξ  

 

 2 2
1 301 4 3( , , ) 2 (1 ) 2 (1 2 ) (1 4 ) (1 2 ) ,B B B Bx b b   =−  −   −  + −  − − 

 
x ξ  

 

 2 301 4 301 3( , , ) 2(1 ) 4 (1 2 ) (1 4 ) (1 2 )(1 ) .B B B B Bx b x b  = −   −  − −  + −  − x ξ  
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Характерною особливістю рівняння (5.11) за аналогією з ГІР (3.25) задачі 

про біматеріал із тріщиною є відсутність інтегрування по безмежному 

інтерфейсу 0S , що важливо для застосування числових методів.  

Зауважимо дві відмінності між ГІР аналогічних задач для біматеріалу з 

тріщиною та біматеріалу з включенням: 

1. ГІР (3.25) задачі для випадку тріщини є інтегральними рівнянням першого 

роду, а для випадку задачі з пружним включенням (5.11) ‒ інтегральним 

рівнянням другого роду (через наявність першого доданку з невідомою 

густиною, винесеною з-під інтегралу); 

2. У випадку пружного включення ГІР у правій частині додатково містить 

величину 0
0 3[ ( )] 2 ( )E u h− x x , яка характеризує ефект зменшення прикладеного 

навантаження завдяки пружній реакції матеріалу включення.  

Виконавши операцію диференціювання в другому доданку рівняння 

(5.11), отримуємо підінтегральне ядро з гіперсингулярністю виду 
3−

−x ξ . Для 

невідомої густини 3u  використали подання 

 

2 2 2
3 1 2( ) ( ) ,u a x x = − − ʭ ʭ  

 

де ( ) ʭ ‒ невідома двічі неперервно диференційована в області S  функція. Із 

використанням представлень 
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u u u N h a x x
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ГІР (5.11) набуває вигляду остаточного вигляду 
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 
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3 0 32
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B
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e
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 − − − 
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Подальшу методику його регуляризації описано в РОЗДІЛІ ІІІ. Під час 

числового розв’язання ГІР (5.12) кругову область S  дефекту покривали 

чотирикутними граничними елементами з кроками розбиття 0,1а за полярною 

r  і 12  за кутовою   координатами з кусково-сталими значеннями 

дискретних значень невідомої функції ( ) ʭ у межах граничних елементів. 

Задачу зводили до розв’язання СЛАР відносно вузлових значень ( ) ʭ. 

Визначили КІН нормального відриву в околі контуру тріщини  

2
( ) ( cos , sin ) .

1

В
I

В

G a
K a a

 
 = −   

− 
 

де   ‒ кутова координата точки контуру тріщини. Півбезмежний інтеграл в 

(5.12) обчислювали за допомогою Лагеррових квадратур. 

Обчислювали нормований КІН h
I I IK K K=  ( 32h

IK N a=   ‒ КІН 

відриву для тріщини у безмежному однорідному тілі) для значень Пуассонових 

коефіцієнтів 0,3А В =  = .  
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Рисунок 5.2 – Залежності КІН IK  для точки контуру дефекту ( 0 = ) від 

параметрів ,A BG G G=  0 BG G G =  контрастності жорсткостей та глибини 

залягання включення d a  за фіксованого значення товщини 0,02h a =  

дефекту 

 

На рис. 5.2 подано залежності КІН IK  для найближчої до інтерфейсу точки 

контуру дефекту ( 0 = ) від співвідношення жорсткостей матеріалів 

компонентів тіла ,A BG G G=  0 BG G G =  та глибини залягання включення у 

нижньому півпросторі d a  за фіксованого значення товщини 0,02h a =  

дефекту. Рис. 5.2, а описує випадок 0,01G = , рис. 5.2, б ‒ 0,03G = . 

Маркована крива описує ситуацію розташування включення у півпросторі з 

вільною поверхнею ( 0G = ). Зростання жорсткості верхнього півпростору А 

супроводжується зменшенням значень IK . Наведені графіки обмежені зверху 

своїм аналогом для випадку півпростору з вільною поверхнею. Зі збільшенням 

глибини залягання дефекту значення КІН монотонно прямують до своїх 

аналогів для випадку безмежного однорідного тіла з включенням. Для значень 

параметра 1,0G   поведінка наведених кривих має спадний, а для 10,0G =  ‒ 

зростаючий характер.  
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Рисунок 5.3 – Залежності IK  від параметра G  та кутової координати   

точки контуру дефекту ( 1,1 , 0,02d a h a= = ; 

а ‒ 0,01G = , б ‒ 0,03G = ) 

 

Збільшення жорсткості матеріалу включення супроводжується 

зменшенням значень КІН (рис. 5.2b). Раніше аналогічний ефект зауважено в 

роботах [167]. Значення КІН відриву менші за свої аналоги для випадку 

тріщини у біматеріалі (для вхідних даних 0,1G =  і 1,1d a =  максимально 

зафіксоване зменшення значень КІН для включення порівняно з випадком 
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тріщини в біматеріалі з проковзуванням на рис. 3.3 становить 41 % для 

0,01G =  і 69 % для 0,03G =  відповідно). 

На рис. 5.3 подано залежності IK  від параметра G  та кутової координати 

  точки контура дефекту ( 1,1 , 0,02d a h a= = ; рис. 5.3, а ‒ 0,01G = , 

рис. 5.3, б ‒ 0,03G = ). Збільшення жорсткостей матеріалів верхнього 

півпростору А і включення призводить до зменшення значень КІН. Вказані 

значення IK  менші за свої аналоги для випадку тріщини в біматеріалі. Для 

значень 1,0G   ймовірний напрям підростання дефекту відбуватиметься в 

напрямку інтерфейсної поверхні, а для 10,0G =  ‒ вглиб нижнього півпростору 

В. Ефект проковзування на інтерфейсі проявляється в тому, що для випадку 

1,0G =  відсутній ефект однорідності значень КІН в точках вздовж контуру 

включення ( ( ) 1,0IK   ), що спостерігається в ідеально сконтактованих 

півпросторах. Загалом, ефект ін’єкційного заліковування тріщин призводить до 

зміцнення тіла [167, 176, 177]. 

 

5.2. Біматеріал з прошарком на інтерфейсі та тонкими круговими 

включеннями під крутним навантаженням 

 

5.2.1. Постановка та вибір інтегральних подань розв’язків задачі 

 

Розглянемо пружний біматеріал, який складається з двох ізотропних 

півпросторів А і В, ідеально сконтактованих тонким податливим прошарком 

завтовшки h . Матеріали півпросторів характеризуються модулями зсуву 

, ,DG D A B=  , а прошарку 0 DG G . В обидвох півпросторах розташовані один 

під одним пружні податливі включення, серединні поверхні яких займають 

відповідно кругові плоскі області 1 2,S S  радіусів 1 2,а a, паралельні серединній 

поверхні 0S  прошарку і розташовані від неї на глибинах 1 2,d d  (рис. 5.4). 
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Матеріали включень характеризуються модулем зсуву , ,i DG G D A B =  та 

максимальною товщиною 2 ih  ( , 1,2i ih a i = ). На безмежності біматеріал 

зазнає дії крутних зусиль 

(3 )1
0 0( ) ( ) ( 1) , , 1,2 , , .

j ij
j i j i i i

i

x
N N N i j N const S

a

−+ − += − = − = = x x x  (5.13) 

Вибір декартової системи координат 0 10 20 30O x x x  на інтерфейсній поверхні 

0S  та 1 2 3 , 1,2і і іOx x x і=  в областях іS  серединних поверхонь включень показано 

на рис. 5.4.  

 

 

Рисунок 5.4 – Схема біматеріалу з прошарком та круговими включеннями 

 

Задача визначення напружено-деформованого стану біматеріалу з 

дефектами під навантаженнями зводиться до розв’язання диференціальних 

рівнянь руху відносно компонент вектора 
D

u


 переміщень 

3 0 , ,D D A B = =u


     (5.14) 
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із двома групами крайових умов. Перша група спряження півпросторів тонким 

прошарком сформульована на поверхні 0S  і характеризує ПКУ [150, 153]  

 

0
3 3( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2 .A B A B

j j j j

G
u u j

h
  =  = − = x x x x     (5.15) 

 

Друга група крайових умов задачі типу Вінклера винесена на серединні 

поверхні включень і виражає лінійну залежність дотичних напружень зсувним 

переміщенням [101, 167]  

 

3 1 2( ) ( ) , , 1,2 , ( , ,0) .
2 ( )

D Di
j i j i i i i i

i

G
u i j x x S

h
  = = 
 

x x x
x

  (5.16) 

 

Тут величина ( )D
j iu 

 
x  характеризує розрив зсувних зміщень точок 

протилежних поверхонь iS  дефектів, при цьому повне переміщення згідно 

принципу суперпозиції описується поданням  

( ) ( ) ( ) , 1,2 .D I D II D
j i j i j iu u u j= + =x x x  

 

Складова ( )I D
j iu 

x  характеризує тангенційні зміщення в однорідному тілі 

на місці уявних поверхонь iS  від навантаження ( )j iN 
x  на безмежності; 

( )II D
j iu 

x  ‒ зміщення поверхонь iS  від прикладеного на них навантаження 

( )j iN − x . Тоді  

[ ( )] ( ) ( ) ,

[ ( )] ( ) ( ) 4 ( ) ,

I D I D I D
j і j і j і

II D II D II D D
j і j і j і j і

u u u

u u u u

+ −

+ −

 = −


= − = − 

x x x

x x x x
  (5.17) 
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де ( )( ) ( ) ( ) 4 , 1,2D II D II D
j і j і j іu u u j− + = −  =x x x  ‒ невідома функція стрибка 

тангенційних зміщень точок поверхонь iS  дефекту.  

За аналогією з переміщеннями напруження у тілі подаємо у вигляді 

 

3 3 3 3( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) .I D II D I DD
j і і і і j ij j j N  =  +   = −x x x x x    (5.18) 

 

Переміщення у півпросторі D  обумовлені зміщеннями точок 

інтерфейсної поверхні 0S  і протилежних поверхонь iS   включення. Для їх 

представлення можна використати співвідношення (4.4) РОЗДІЛУ IV. 

Опишемо альтернативні інтегральні подання для них Ньютонівськими 

потенціалами, описаними в роботах [1, 2, 4]  

 

   

 

 

  0 1
2

0

30 0 310 10
320 20

( ) ( ) ( ) , 1,2 ,
| |

A A A
B B B

j j j

S S

dS dS
u u j

x x

 
=  +  =
 −  − 

ξ ξ
x ξ ξ

x ξ x ξ
 (5.19) 

 

де ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 20 30

10 310

20 320

| | x x x
   
   
   
   
   

− = −  + −  +x ξ  ‒ відстань між фіксованими 

точками 0 10 20, ,x x x  півпросторів ,A B  та точкою 1 2( , ,0) ξ  областей 

інтегрування 0S  , iS  ; 

30

30 130

310
2 30

320

x

x x d

d x
 
 
 
 
 

 
 

= − 
 − 

. Невідомі густини , ,D
j D A B =  

визначені на інтерфейсній поверхні 0S  , а D
ju  ‒ характеризують стрибок 

взаємних зміщень відповідних точок протилежних поверхонь іS 
 дефектів у 

напрямку осей jОх. Інтегральні подання для напружень у півпросторах 

отримуємо підстановкою (5.19) у співвідношення закону Гука  
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 
 

 
 

 

   0 1
2

3 2 2

0 10
20

( ) ( ) ( ) , 1,2 ,
| |

A A A
B B B

j j jA A
B BS S

dS dS
G G u j = −   −   =

− − 
ξ ξ

x ξ ξ
x ξ x ξ

  (5.20) 

де 2 2 2 2
2 1 2х х =   +    ‒ двовимірний Лапласів оператор. 

 

 

5.2.2. Зведення задачі до ГІР та аналіз числових результатів 

 

Сформульовану крайову задачу розв’язуємо у два етапи. На першому 

задовольняємо крайові умови (5.15) на інтерфейсній поверхні 0S . Підставивши 

в них інтегральні подання (5.19) для переміщень і (5.20) для напружень, ПКУ 

(5.15) трансформуємо в систему чотирьоx двoвимірних ГІР типу згортки, 

заданих на безмежній області 0S  інтерфейсу  

 

0 0

0 0 0
2 1 2

30 0 30 0

( ) ( ) ,A B
A j j

S S

dS dSG G G
G U U

h x h x h

  
−  −  +  = + 

 −  − 
 

ξ ξ
ξ ξ

x ξ x ξ
     (5.21) 

 

0 0

0 0 0
2 1 3

30 0 30 0

( ) ( ) .A B
j B j

S S

dS dSG G G
G U U

h x h x h

  
−  + −  +  = + 

 −  − 
 

ξ ξ
ξ ξ

x ξ x ξ
 

 

Тут 

1 2

1

310 10 320 20

( ) ( ) ,A B
j j

S S

dS dS
U u u

x x

 
=  − 
 −  − 

ξ ξ
ξ ξ

x ξ x ξ
 

 

1 2

2 2 3 2

10 20

( ) , ( ) .A B
A j B j

S S

dS dS
U G u U G u=   =  

− − 
ξ ξ

ξ ξ
x ξ x ξ

 

 

Праві частини в (5.21) тимчасово приймаємо відомими.  



146 
 

Подіявши на інтегральні рівняння (5.21) двовимірним інтегральним 

перетворенням Фур’є за змінними 1 2,х х з урахуванням теореми про згортку, 

отримуємо систему чотирьоx лінійних алгебраїчних рівнянь відносно чотирьох 

Фур’є-трансформант невідомих густин , 1,2 , ,D
j j D A B = =  [1, 2]. Оригінали 

цих функцій після застосування до розв’язків СЛАР оберненого перетворення 

Фур’є набувають вигляду 

 

 

1 2

02
310 10 320 200

1 1
( ) ( ) ( )

( )4

A
B A B
j j jB

S SA

dS dS
G G u u

x x

+ 

 
 −  

     =   −  − 
   −  −   

    
ξ ξ

ς ξ ξ
x ξ x ξ
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| |
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S S S

dS dS dS
G u G u G G h u

 
 
 

 
 
 

 
 
 


   

 −  −    
− − −   



  
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
x ξ x ξ x ξ

  

 

0( ) , 1,2 ,J d dS j  −  =ης η     (5.22) 

 

де 0 ( )J y  – Бесселева функція першого роду нульового порядку дійсного 

аргумента y ,  0( ) ( ) .A B A BG G h G G G  =   + +  

Скориставшись поданнями (5.22) та методикою [184], отримуємо 

аналітичні подання для кратних двовимірних інтегралів по безмежній області 

0S   

0
01
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( )
| |

A

B

j
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dS
 
 
 

 
 
 

 =
−
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ξ
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j A B A B

S B A

u G G h G G G e J d dS
 
 
 

 
 
 

  −  
 

   
   
   

 
 

=−   + −  −  + 
    

  ξξ x ξ  
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1 2

2

1

0

( )
0 1

0

2 ( ) ( ) .
( )

BB

AA d d
j

S

G G

u e J d dS

 
 
 

      
− +   +   − 

   ξξ x ξ    (5.23) 

 

Наступний етап розв’язування задачі полягає у задоволенні крайових 

умов (5.16) в областях розташування включень. З урахуванням виразів (5.17), 

(5.18) та після проведення низки перетворень крайові умови (5.16) 

трансформуємо до вигляду 

2

( )
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( )
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D
j i Di

j

D i i iS

u dSG
u

G h


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ξ
x x ξ
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S

u G G h G G G e J d dS


− 

+   + − −  −  −
   ξξ x ξ  

 

1 2
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2
( )1 2 0

0 3

0

( )
2 ( ) ( )

( )
i

d dD i B i A
j i

S

G G G
u e J d dS

−


− + 

−

 +  
−   −  =

   ξξ x ξ   (5.24) 

 

1 2

( ) [ ( )]
1 , 1,2 , ( , ) ,

2 ( ) ( )

I D
j i j ii

i i i i

D i i j i

N uG
j x x S

G h N

  
= − =  

  

x x
x

x x
 

 

1 , , ; 2 , , .i D A D B i D B D A= = = = = =  

 

Система (5.24) є системою чотирьох двовимірних ГІР другого роду для 

визначення чотирьох невідомих функцій , , , 1,2D
ju D A B j = =  тангенційних 

зсувів протилежних поверхонь включень у півпросторах. ГІР (5.24) задачі для 

біматеріалу з податливими включеннями відрізняються від ГІР (4.18) 

аналогічної задачі для біматеріалу з тріщинами наявністю першого доданка в 

лівій частині та другого доданка у правій частині, який враховує контрастність 
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жорсткостей матеріалів включення і півпросторів. Отримана система ГІР не 

містить інтегрування по безмежній області 0S , що суттєво для використання 

числових методів. Наявність півбезмежного інтегралу враховує явище взаємодії 

включень через тонкий прошарок.  

Розглядаємо частковий випадок двох однакових півпросторів з дисковими 

включеннями радіусів a , розташованих на відстанях d  від серединної поверхні 

тонкого податливого прошарку завтовшки h . Приймаємо 

1 2 , A BS S S G G G= = = =  , А B
j j ju u u =  =   , 1 2 1 2,inc inch h h G G G= = = =  . Тоді 

ГІР (5.24) спрощуються до системи двох двовимірних ГІР 
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( ) [ ( )]
1 , 1,2 , ( , ) .

2 ( ) ( )

I
j jinc

j

N uG
j x x S

G h N

  
= − =  

  

x x
x

x x
  (5.25) 

 

Під час числового розв’язування ГІР (5.25) функції товщини включень та 

невідомі густини ju  з урахуванням змикань їх поверхонь на контурах вибрано 

у вигляді  

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2( ) , ( ) ( ) ,inc
j j

h
h a x x u a x x

a
= − −  = − − x x x  

 

де ( )j x  – невідомі, обмежені та двічі неперервно диференційовні в області S  

функції. З урахуванням цього та знехтувавши другим доданком правої частини 

ГІР як малою величиною, отримуємо остаточний вигляд ГІР  
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(3 )

0 1 2

( 1)
, ( , ) , 1,2 .

j
jx

N x x S j
G a

−−
=  =x  

 

Подальша регуляризація та методика числового розв’язання ГІР описані в 

[1, 2]. Кругові області дефектів у полярній системі координат покривали 

чотирикутними граничними елементами з кроками розбиття 0,05а за 

радіальною координатою r  і 24  ‒ за кутовою координатою  . Рівняння 

(5.26) зводили до розв’язування СЛАР відносно дискретних, кусково-сталих в 

межах граничних елементів значень ( )j x . За допомогою значень останніх на 

контурі тріщини визначали КІН поздовжнього зсуву  

 1 2( ) 2 ( , )sin ( , )cos .ІІІK G a a a =−     −    

На рис. 5.5–5.7 подано залежності нормованих амплітуд КІН 

hom
III III IIIK K K=  (

hom

0(4 3)IIIK a N=   − статичний КІН поздовжнього зсуву для 

кругової тріщини у безмежному однорідному тілі [189] під дією крутних 

зусиль). Прийнято фіксовані параметри товщини прошарку 0,1h a =  і 

включення 0,02inch a = .  
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Рисунок 5.5 – Залежності IIIK  від параметрів d a  глибини залягання 

включень та incG G G =  контрастності жорсткостей матеріалів дефектів і 

півпросторів за фіксованого значення 0G G G=  

 

Рис. 5.5 демонструє графічні залежності IIIK  від параметрів d a  глибини 

залягання включень та incG G G =  контрастності жорсткостей матеріалів 

дефектів і півпросторів за фіксованого значення 0G G G=  . Випадок 0G =  

описує присутність двох тріщин у біматеріалі. Аналіз графіків показує, що КІН 

для включень менші своїх аналогів для тріщин. Збільшення жорсткості 

матеріалів включень супроводжується зменшенням значень IIIK  . З 

віддаленням від інтерфейсу КІН монотонно спадають з прямуванням до своїх 

аналогів для випадку задачі про поодинокі дефекти в безмежному однорідному 

тілі. Для значень 1,5d a  вплив відстаней між дефектами на КІН несуттєвий. 

Таке ж явище раніше зауважене для двох тріщин в аналогічному біматеріалі з 

прошарком, описаних у РОЗДІЛІ IV.  
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Рисунок 5.6 – Залежності нормованих КІН IIIK  від параметрів G  

контрастності жорсткостей матеріалів прошарку і півпросторів та глибини 

d a  залягання дефектів за фіксованого значення 0,01G =  

 

Криві на рис. 5.6 описують залежності нормованих КІН IIIK  від 

параметрів G  контрастності жорсткостей матеріалів прошарку і півпросторів та 

глибини d a  залягання дефектів за фіксованого значення 0,01G =  

співвідношення модулів зсувів матеріалів включень і півпросторів. Маркована 

крива описує випадок двох включень у безмежному однорідному тілі. 

Незалежно від відстаней між дефектами збільшення жорсткості прошарку 

супроводжується зменшенням значень IIIK . Вказаний ефект зміцнення 

біматеріалу з дефектами більш відчутний зі зростанням відстаней між 

дефектами. Загалом, наявність прошарку призводить до перевищення значень 

КІН порівняно з випадком двох включень в однорідному тілі (маркована 

крива), тобто до послаблення біматеріалу.  
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Рисунок 5.7 – Залежності нормованих КІН IIIK  від параметрів G  

контрастності жорсткостей прошарку і півпросторів за фіксованих значень 

глибин d a  залягання дефектів 

 

На рис. 5.7 подано графічні залежності нормованих КІН IIIK  від 

параметрів G  співвідношення модулів зсувів матеріалів прошарку і 

півпросторів за фіксованих значень глибин d a  залягання дефектів. Рис. 5.7, а 

відповідає випадку 0,01G = , рис. 5.7, б ‒ 0,03G = . Видно, що зростання 

жорсткості прошарку супроводжується ефектом монотонного зменшення 

значень IIIK . Така ж ситуація відчутніша зі зростанням жорсткості матеріалу 

включення. Зазначимо, що загалом наявність податливого прошарку підсилює 
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значення КІН. Цю обставину потрібно враховувати під час моделювання 

різнотипних видів контакту компонент конструкцій у дослідженні їх міцності. 

Зростання жорсткості матеріалу включення призводить до зменшення значень 

КІН, тобто до зміцнення тіла. Цей факт використовується в ін’єкційних 

технологіях заліковування тріщин.  
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Висновки до V розділу 

 

У розділі гранично-інтегральним підходом задачі про біматеріал із тонким 

податливим включенням та різнотипними крайовими умовами контакту на 

інтерфейсі зведено до двовимірних ГІР другого роду. Отримано інтегральні 

рівняння задачі про розривні навантаження тіла з проковзуванням на інтерфейсі 

та перпендикулярним до нього круговим включенням, а також для випадку 

крутного навантаження біматеріалу з паралельними до тонкого прошарку на 

інтерфейсі круговими включеннями.  

Для випадку поодинокого включення відриву у біматеріалі з 

проковзуванням на інтерфейсі встановлено, що:  

− значення КІН відриву обмежені зверху своїми аналогами для випадку 

тріщини у біматеріалі та включення у півпросторі з вільною зовнішньою 

поверхнею. Зростання жорсткості матеріалу включення супроводжується 

зменшенням значень КІН;  

− залежно від співвідношення жорсткостей півпросторів можливе руйнування 

відбуватиметься як в напрямку інтерфейсу, так і вглиб компоненти з дефектом.  

Для випадку двох однакових включень скруту в однакових півпросторах, 

роз’єднаних тонким податливим прошарком, виявлено, що:  

− збільшення жорсткості матеріалів включення, прошарку та глибини залягання 

тріщини супроводжується монотонним зменшенням значень КІН. Ці значення 

обмежені знизу своїми аналогами для випадків двох включень в безмежному 

однорідному тілі;  

− ефект заліковування тріщин проявляється у зменшенні значень КІН;  

− із наближенням включень до інтерфейсу підсилюється вплив контрастності 

жорсткостей прошарку і півпросторів на КІН.  
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ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі з використанням гранично-інтегрального 

моделювання розв’язано актуальну наукову проблему дослідження 

тривимірних задач теорії пружності для кусково-однорідних пружних тіл 

біматеріальної структури з внутрішніми поодинокими та множинними 

плоскими тріщинами/тонкими пружними включеннями за неідеального 

контакту компонент під статичними навантаженнями. Проведені дослідження 

опираються на такі результати:  

1. Із використанням Ньютонівських потенціалів отримано інтегральні 

подання статичних переміщень та напружень за поверхневого навантаження 

внутрішніх довільно розташованих тріщин у тривимірному кусково-

однорідному тілі біматеріальної структури з плоскою інтерфейсною поверхнею 

з умовами ковзного контакту на ній компонент біматеріалу. Задачу зведено до 

розв’язування системи двовимірних ГІР для визначення невідомих функцій 

розкриття поверхонь тріщин із регулярними ядрами, які враховують ефект 

взаємодії дефектів з інтерфейсною поверхнею. Інтегрування в отриманих ГІР 

проводиться лише по скінченних областях тріщин, що актуально для 

застосунку числових методів розв’язування інтегральних рівнянь.  

2. Гранично-інтегральне формулювання поширено на випадок статичного 

навантаження тріщин у біматеріальному тілі з двох пружних півпросторів, 

з’єднаних на інтерфейсі тонким податливим прошарком, змодельованим 

крайовими умовами пружинного контакту.  

3. Інтегральні подання розв’язків та ГІР адаптовано на задачі статичного 

навантаження біматеріалів із тонкими пружними включеннями та з крайовими 

умовами неідеального контакту на інтерфейсі типу проковзування та за 

наявності тонкого пружного прошарку.  

4. Запропоновані ефективні гранично-елементні методи числового 

розв’язування отриманих систем двовимірних ГІР для визначення невідомих 
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функцій статичного розкриття дефектів з урахуванням поведінки розв’язків в 

околі контурів тріщин/включень. Півбезмежні інтеграли з регулярними ядрами, 

які характеризують взаємодію дефектів через міжфазну поверхню, 

апроксимовано Лагерровими квадратурами.  

 

Запропоновані моделі визначення полів переміщень і напружень у 

біматеріальному об’єкті з дефектами та розроблені методи розв’язування ГІР 

застосовано для широкосяжного аналізу з відповідними висновками щодо 

залежності статичних КІН в околі контурів дефектів від співвідношень 

пружних і геометричних параметрів компонент тіла, орієнтації та розташування 

дефектів відносно міжфазної поверхні, різнотипних крайових умов контакту на 

інтерфейсі. Із проведеного аналізу випливають такі висновки:  

1. За статичного навантаження тріщин у біматеріалі з умовами ковзного 

контакту на інтерфейсі двох півпросторів встановлено, що: 

− значення КІН для перпендикулярної до інтерфейсу поодинокої кругової 

тріщини відриву обмежені зверху своїми аналогами для випадку тріщини у 

півпросторі з вільною зовнішньою поверхнею. Зростання жорсткості 

півпростору з тріщиною супроводжується збільшенням значень КІН, більш 

чутливою до контрастності жорсткостей компонент тіла є точка контуру 

дефекту, найближче розташована до інтерфейсу;  

− ефект проковзування на інтерфейсі проявляється в тому, що для малих 

глибин залягання дефекту КІН для випадку одинакових матеріалів півпросторів 

перевищують свій аналог для тріщини у безмежному однорідному тілі, що 

відповідає випадку ідеально сконтактованих одинакових півпросторів (для 

вхідних даних вказане максимальне перевищення становить 11 %). Зазначена 

обставина описує феномен послаблення міцності біматеріалу за ковзного 

контакту його компонент;  

− для розташованого дефекту у податливішій компоненті тіла можлива 

реалізація однорідного (сталого) вздовж контура розподілу КІН ( 1,0IK = ), що 
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характерно для ідеально сконтактованих одинакових півпросторів. Для глибин 

залягання тріщини 2,0d a  вплив контрастності жорсткостей півпросторів 

несуттєвий.  

Для випадку одноперіодичного безмежного масиву кругових тріщин 

відриву виявлено, що:  

− у випадку розташування дефектів у жорсткішій/м’якшій компоненті значення 

КІН більші/менші своїх аналогів для дефектів у безмежному однорідному тілі. 

Зі збільшенням відстані між сусідніми дефектами КІН монотонно спадають, 

прямуючи до своїх аналогів для випадку поодинокої тріщини в біматеріалі. 

Зазначене затухання більш виразне для точок контуру дефектів, розташованих 

на лінії центрів тріщин;  

− залежно від контрастності жорсткостей компонентів тіла, глибини залягання 

масиву дефектів відносно інтерфейсу та відстані між самими дефектами 

ймовірне підростання тріщин може відбуватися як у напрямку до інтерфейсу, 

так і в напрямках перемичок між дефектами та вглиб нижнього півпростору.  

2. За статичного навантаження кругових тріщин скруту, паралельних до 

міжфазного тонкого податливого прошарку між півпросторами встановлено, 

що:  

− за фіксованих параметрів прошарку зростання глибини залягання поодинокої 

тріщини у жорсткішій компоненті біматеріалу супроводжується зменшенням, а 

для тріщини у податливішій компоненті ‒ збільшенням значень КІН 

поздовжнього зсуву (для вхідних даних максимальне перевищення/зменшення 

КІН своїх аналогів відносно випадку безмежного однорідного тіла з тріщиною 

становить відповідно 21 % і 10 %). КІН при цьому перевищують свої аналоги 

для тріщини в ідеально сконтактованих без прошарку півпросторів (ефект 

послаблення міцності тіла наявністю прошарку);  

− збільшення жорсткості прошарку та глибини залягання двох однакових 

тріщин скруту в однакових півпросторах супроводжується зменшенням значень 

КІН. Ці значення обмежені зверху/знизу своїми аналогами для випадків 
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поодинокої тріщини у вільному півпросторі/двох тріщин у безмежному 

однорідному тілі;  

− незалежно від співвідношення жорсткостей компонентів біматеріалу 

збільшення товщини прошарку призводить до зростання КІН.  

3. Для випадку перпендикулярного до міжфазної поверхні поодинокого 

включення відриву у біматеріалі з проковзуванням на інтерфейсі виявлено, що:  

− значення КІН відриву менші за свої аналоги для випадку тріщини у 

біматеріалі (для вхідних даних максимально зафіксоване зменшення значень 

КІН для включення порівняно з випадком тріщини в біматеріалі з 

проковзуванням становить 41 % і 69 %, відповідно). Зростання жорсткості 

матеріалу включення супроводжується зменшенням значень КІН;  

− залежно від співвідношення жорсткостей півпросторів можливе руйнування 

відбуватиметься як в напрямку інтерфейсу, так і вглиб компоненти з дефектом.  

Для випадку двох одинакових включень скруту в одинакових 

півпросторах, роз’єднаних тонким податливим прошарком, виявлено, що:  

− збільшення жорсткості матеріалів включення, прошарку та глибини залягання 

двох однакових включень скруту в однакових півпросторах, з’єднаних тонким 

податливим прошарком, супроводжується монотонним зменшенням значень 

КІН. Ці значення обмежені знизу своїми аналогами для випадків двох включень 

у безмежному однорідному тілі. Ефект заліковування тріщин проявляється у 

зменшенні значень КІН; із наближенням включень до інтерфейсу підсилюється 

вплив контрастності жорсткостей прошарку і півпросторів на КІН.  
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ДОДАТОК А 

Аналітичні вирази деяких кратних двовимірних інтегралів по безмежній 

плоскій області, характерних для статичних задач теорії тріщин у кусково-

однорідному тілі біматеріальної структури 

 

Особливістю ГІР, до яких зводяться статичні задачі теорії пружності для 

кусково-однорідних тіл, є поява в них двовимірних інтегралів вздовж 

безмежної області інтегрування, яка співпадає з інтерфейсною поверхнею 0S . 

Вони виникають внаслідок задоволення крайових умов задач на межі 

спряження матеріалів. Їх присутність ускладнює використання числових 

методів для розв’язування ГІР. Тому важливими є аналітичні обчислення таких 

інтегралів.  

 

Рисунок А.1 – Схема півпростору з довільно розташованими плоскими 

тріщинами 

 

Для прикладу розглянемо півпростір з довільно розташованими плоскими 

тріщинами, які займають області NnSn ,1, =  (рис. А.1). Локальні системи 

координат NnxxxO nnnn ,1,321 =  вибираємо так, щоб область nS , яку займає 
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n −й дефект, розташовувалася в координатній площині NnxOx nnn ,1,21 = . На 

поверхні 0S  півпростору вибираємо координатну площину 0 10 20O x x . Для 

випадку кусково-однорідних тіл з тріщинами поверхню 0S  ототожнюємо з 

інтерфейсною поверхнею. 

Розташування дефектів у тілі описується напрямними косинусами 

( ) cos( , )i
ik jnjknl x x=  координатних осей та напрямними косинусами 

cos( , )jkn jk kne x d=  відстаней kn k n
d O O=


, 3,1, =ji , Nnk ,0, = . Довільна точка з 

координатами nnn xxx 321 ,,  у n -й системі координат матиме у k -й системі 

координат такі координати knknkn xxx 321 ,,  [184] 
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Наведемо аналітичні значення кратних двовивимірних інтегралів по 

інтерфейсній поверхні 
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Тут n0x  і ξ  − точки з координатами 10 20 30( , , )n n nx x x  і 1 2( , ,0)  , відповідно, 

0 ( )J y  − Бесселева функція нульового порядку дійсного аргументу у. У 

формулах (А.2) прийнято такі позначення [184]  
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Основні засади двовимірного інтегрального перетворення Фур’є 

Двовимірне інтегральне перетворення Фур’є від функції-оригіналу ( )f x  двох 

змінних 1 2,x x  вводиться співвідношенням 
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де ( )F ξ  − Фур’є-трансформанта (функція двох змінних 1 2,  ). Відновлення 

функції-оригіналу за відомою функцією-трансформантою здійснюється за 

допомогою оберненого двивимірного інтегрального перетворення Фур’є 

співвідношенням 

 1 1 2 2( ) 11
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2
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Сформулюємо деякі властивості інтегрального перетворення, які 

використано у дослідженнях [183]  

а) теорема про згортку  

 

1 2 1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,V f f dS F F

+

−

 
− =  

  
 x ξξ x ξ η η  

 

де 1 2( ) , ( )F Fη η  − Фур’є-трансформанти від заданих функцій 1 2( ) , ( )f fx x  ; 

1 2 1 2cos , sin , cos , sin .x x=   =     =    =     

Наведемо значення інтегрального перетворення від деяких функцій  
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б) перетворення від похідної 
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Фур’є-перетворення двовимірного Лапласового оператора 
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  2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 ,V V х х  =   +   =−  −  =− 

 x x  

 

в) Розглянемо півпростір В з безмежною зовнішньою поверхнею 0S , який 

займає область 30 0x   (рис. A.2). На поверхні тіла вибираємо декартову систему 

0 10 20 30O x x x , в якій площина 0 10 20O x x  співпадає з поверхнею 0S .  

 

Рисунок A.2 – Схема півпростору B 
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ju x x S x x  − функція, неперервна на 0S . Її Фур’є-
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Тут і надалі хвиляста лінія означає Фур’є-трансформанту відповідної функції.  
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Нехай півпростір A займає область 3 0x   (рис. A.3), a 

0 0 10 20 0( ) , ( , )A

ju x x S x x  − функція, неперервна на 0S . Її Фур’є-трансформанти 
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Рисунок A.3 – Схема півпростору A 
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ДОДАТОК Б 

Вирази деяких двовимірних інтегралів для випадку біматеріалу з 

проковзуванням на інтерфейсі 
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Вирази диференціальних операторів для випадку біматеріалу з тонким 

прошарком на інтерфейсі 
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ДОДАТОК В 

СПИСОК ПУБЛІКАЦІЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦІЇ ТА 

ВІДОМОСТІ  ПРО АПРОБАЦІЮ РЕЗУЛЬТАТІВ ДИСЕРТАЦІЇ 

 

Наукові праці, в яких опубліковано основні наукові результати дисертації: 
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232 – 239. doi.org/10.1007/s11003-025-00877-z (SCOPUS, Q3) 

(Особисті внески співавторів: Звізло І.С. ‒ постановка та формулювання задачі, 

аналіз отриманих числових результатів; Станкевич Н.В. ‒ зведення задачі до 

інтегральних рівнянь та їх розв’язування, формулювання висновків).  

2. Звізло І. C., Станкевич Н. В. Аналіз міцності біматеріалу з 

внутрішньою тріщиною та з ковзним контактом на інтерфейсі. Фізико-
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doi.org/10.15407/fmmit2025.40.099 

(Особисті внески співавторів: Звізло І.С. ‒ постановка та формулювання задачі, 
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інтегрального рівняння та його розв’язування, формулювання висновків).  

3. Zvizlo I. S., Stankevych N. V. Mode-III crack in a bimaterial with different 

types of contact boundary conditions at the interface. Journal of Mathematical 

Sciences, 2025. Vol. 291, No 5. P. 771–780. doi.org/10.1007/s10958-025-07850-w 

(SCOPUS, Q3) 

(Особисті внески співавторів: Звізло І.С. ‒ постановка та формулювання задачі, 

аналіз отриманих числових результатів; Станкевич Н.В. ‒ зведення задачі до 
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Наукові праці, які засвідчують апробацію матеріалів дисертації: 
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acoustic emission field in a half-space from the system of coplanar cracks. 26th 
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https://ieeexplore.ieee.org/author/37086520740
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